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Dénombrement

1

3 1

6 4 1

10 10 5 1
15 20 15 6 1

p—t et el e
Sy U s LoD =

O 1 2 3 4 5 6

lics gopt promidres lignes du triangle de Pascal

Swit F un ensemble.

On dit gque E est fini 37 ezisten € N un entier ef [ : [1,n] — L
une application bijective. On appelle alors n le cardinal de E ef
on le note Card B 1= n.

Le dénombrement consiste en Uétude des cordinans des ensembles.
Dénombrer un ensemble, ¢’est calculer son cardinal.
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Dénombrement

Synthése, preuves et résultats complémentaires.

& Diew o foit fes nombres entiers, toul e resle est muvre de UHomime, »

Leopold Kronecker (1823 - 1801)
Mathématicien allemand

1 Unc notation

Dans tout ce qui suit, pour n £ N, on note By, :(— [1, n].
En particulier, on a Eg = @.

2 Un complément de théorie des ensembles

'( Proposition 1 |
Soient F ot £ des ensembles. Alors,

a) 3f + B — F injective —» g : i — A surjective

b) Hg: ¥ » F surfective —> =f: FE— F Injective

A =

Démonstration. - --
a) Soit f: L - > F une application injective.
Construisons une application g : £ — E, gui 8'avérera éfre surjective.
Asmnt de faire quol que ce 8ol on choisit un g £ A
Soit y € I
e Sty e f(E), il exigte x € E tel que y = fix). Comme [ est injective, ce © est méme unique.
On pose gly) = =.
e Slyd FIIE), on pose gly} i=wu.
Verifions que go f = ldg. On aura done construit nn inverse 4 gauche de f. Soit 2 © E. On pose
¥ =— flz). Par définivion de g, on a g(y) = 2. Donc, (go fi(z) = .
Dong, go [ esl surjective . dong, g est surjective.
b} Soit g1 #'— E une application surjective.
Congtruisons une application f: E — F, qui g'avérera éire injective.
Soit » £ E. Conune g est gurjective, on sait qu'il existe y € 1" tel que g{y) — z. On choisit un tel ¥
et on pose flz] — .
Veriflons que go f = Idgw. On aura done conslruit un inverse & droite de g, Sait € B On considére
Flx). Par définition de f, on a g{f(%)) = x. Done, on a ben (ge f) — [dg. Fa particulicr, g f est
injective ; done. f est injoctive.
On a blen montré ce gqu'on voulaitf, |
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3 'Trois lemmes de dénombrement

Lemme 2
Sofent n, m & I, Alors,
Jd: B, — Ey, injective = 1 & mn

Démonstration. - On raisonne par récurrence forte. On note
F)

Fln) =« v¥m e N, (_!(,D‘ :E, — B, injective — n % m) £

Initialization : n =10

Soit m © M. Soit ¢ : £y — Ep, unc application. Comme Eg = &, ona w(Ey) = @. Sim = Lona

E,, # & el donc ¢ ne peut &lre surjective. Bone, m =0, ie n=1m, & gu'on voulait wonlrer.

Héréditd

Montromns que

Yn e N, (wﬂ e [0,7], P(k}) — Pln—1).

Soit 7 € N tel que vk £ [0,n], P(k) est vraie. Montrons que P{n — 1) est vraic, Soit done m ¢ . Soit
0t Iy — By nne bijoction. On va montrer que 7+ 1 = m. Pour cela, on dislinguc trois cas.

. @s r R
Om sait, que P{m) cst vrade. On dlspose de la réeiproque de ¢ clesti Y By, — By En appliquant
P(m), on obtient que m —n+ 1. ce qui cst absurde. Ce cas est done rpossible,

» Caswm>n |l .
On a done m 2 n+ 2. On va construire & partir de ¢ une bijection v @ By, — Ey_1. On nole
@ i— p{m —1). Puig, on conzidére Papplication & : Eg — B qui échange a egt m. Je, on considere :

Em En

x slzFactzFEm
Tl —=<m slr—a

i/ sixz=wm
I application @ est bijective car ¢'est une involution : ona #of — Idg,,.
On congidére Papplication 8o :

B =
E'n.-l-'l_ —E,, —E,.

En tant que composée de bijectiong, ¢’est une bijection. Par aillours, on a
(Bop)in-+ 1) =8lpln— 1)) ={n) =m.
Comane # o o cst injective, on a done {f 0 2)(E,.} = Ey,. 1. Ou peut done considérer

hoe— -~ |Em L
W= (fe T'})IER E,—E. a1

CPest. encore une bijection. Par hypothése de réourrence, on a done n = m — 1, cc qui est absurde.

e Dernier cag ;s m =mn—+ 1.
Le senl cas restant, ot done le seul possible, est » = v — 1, ce qn'on voulait montrer,

Ainsi, on a bien montré que n -1 — m, ce gui conclut Uhérédité, |
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Lemme 3
Sofent n,m < N, Alors,

Jo: By — By, surjective —+ nz2m. !
b . EE—

Démonstmition. - On suppose qu'il existe o : By - ¢ By, surjective. D’aprés la propogibion I, il existe

g B, — B injective. D'aprés le lemme 2, ona m < i, ce qu'on voulaid. |

—_— } . _ N
Lemmme 4

Soient n,m ¢ M. Alors, |

g By, — By, bijoctive  =—  n=m.

N
Démonstration. —- Il snffit de combiner les lommes 2 ot 3. |
4 Définition du cardinal
Proposition-Définition 3
Soft B! un ensemble.
1) Sofent n,m < .
Oun snppose qu'il exdste vt B, —+ B ot ¢ ' B, — F des bijections,
Alors, n — m.
a
2) On dit que E est fini ssi
In =M, Jp: B, — E hijective.
571 existe, un tel entior n ost unigue ; on appelle alors cardinal de E et on le note :
Card ¥ ou |E! ou #E.
| 3) Dans lc cas coniraire, on dit que F est infind.
Démonstratéion. . Solent n,m € N of soiont ¢ : By, —F el ¢ 1 E,;, — E des hijections. Alors,
Papplication 274 o i cgt une bijcelion de E,, dany E.,,. D'aprés le lemme 4, on a done n — m. [ |
5 Ensembles privés d’un élément
Lemme 6
Sofent E un ensemble find ef soit g € K. Alars,
! E' {a} st fini ot |E\{a}| =B L ]
. _
fémonstration. — Soient n € N* et v + B, — E une bijection. Soit &y € K, tel que w{ky) = a. On

considére § : B, — E,, définie par

En E?T.

ko osikFkoetk4n
h—<ky sik=mn

7 sl b — &y

Tout simplement, ¢ est Papplication gui échange ko et n. On a o0 = Idg, (on dit gue # est une
involution) : done, # est une bijection. On a (o 0}(n) — o : on peut donc restreindre et corestreindre
iw ¢ B et considérer

(ro®) p ™ By — B\ {a)

-1

c’est une hijection. Done, B {a} est fini et EY {a}] — |#| - L. [ |
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6 Cardinaux d’unions

6.1 Unions disjointcs

Lemune 7
Si A et B sont denx ensembles finis et cisjoints, alors A ) B est fini et on o |AJB| = |A. - Bl
b . .
Démonstration. — On note 1= |A4] et m = 3] et on considére ¢ : By — A et 1 By — B deux
bijections. On posc
E‘n—l e AJE
g wik) silghkEn
h——— 7 . . _
wk—nt sint+lSkEnt+m

On laisse le soin au lectenr de vérifier que & est bijective. Ainsi, 4 U B est finl et AL Bl = [A] 1 15 B

Propositinn 8 i
Soit K un ensemble. ?
Sodent § un ensemble find et (A ), © 2(EY une [amille de parties linics de E denx 4 deux disjofutes.

Alors,
L! }Ll; ast fini eh u ;’Lj — Z|A1| i|
T ied | i=T J
W - 1
Démonstration. — On démontre ce résultar par réeurrence sur 7 :—= 1|,

Inilizlisasion : |f| =1

Dans cc cag, I a un seul élément ig ef on a F = 4,

Hérédité

Soit 4y ¢ f. Alors, T\ {ig} est de cardinal |I| — 1, d'aprés le lemme 6. Kn appliquant Chypotheése de
récmrrence & (Ai);qp,5,,y. OD Obtient

A

a5

et T 1l

On appligne ensuile lo lemme 7 aux cnscrbles u 4; et A, qui sont bien disjoints, On obtient :
1S {in}

u -47'. | 14‘?-[] = U Aa; + |Ai’u| - Z "'1'5|

'E;F_I\\‘{'i-(]} 'IEI‘\{E‘.[)} ‘ =T

ce qui conclut la preve.
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6.2 Inclusions, cardinzl d’un sous-ensemble, égalité

P ——
Lemme 9
Sait B nn ensembie. _
On suppose qu'il existe n € ¥ ot uoc joction §+ I By, Alors, E est find, !
. )
Démonstration. — On raisonne par réeurrence par n. On note

Hln) =« (Elf E—E, inje(:tive) — F fini ».

Initialisation : n =0

OnaEy— @ Slexiste f1 E 27, clest néeessalrement que E — @, En particuller, F est Ani.

Hérédité :

Hoit m ¢ X tcl que S#(n) est vraie. Montrons que 32(n + 1) est vrale. Soit done f @ F—E,_; une

injection. On distingue deux cas.
Dans ce cus, on pent. corestreindre f 3 v : on obticnt unc injection 1B E - E,. L'hypothése de
récurrence s'applique : ¥ est fini.

s ntle f{E)

Joit done o € E el que f{a) =n+ 1. Comme [ est injective, o restriction de f & &% {a} « n’atteint
pag v+ 1 5. On peut done considérer f 'g{{ o - BN\ {e} —Eqn. Clest une injection. Par hyvpothése de
réemrence, £ {oa} est find. Or, £ {o} ot {a} sont disjoints. Done, d'aprés le lemme 7, F est fini.

12ans tous les cas, £ cst fini: done &2(n + 1) est vrale, [ ]

Théarérns 10
Sofent E nn ensemble fini et A C B, Alors,

a) A est finf
b} Al < [#]

o) ¢ |d| —|E alors A=F

e TRy

Démeonstration. - Solent n e W e o B, — E noe bijection. On considére « Finjoction canonique de A
dans E »; ¢’est Uinjection

A——s=FE

Tz

Fn composant. on obtient : ¢! 04 A — By, qui est injective. Done, Caprés le lemme 9, A est fini.

De méme, HY A cst find, Bosuite, on remarque que E — 4 U (EY 4), cetbe nndon étant disjointe. Le
lotnme 7 g'applique bion; on peut écrire

El=]4+'E\A

: (+)

En particuller, on a j4j < £

[l
Hs
[
I
|

Elalorsona EhAdi=0fD\A=2,

g

Pour tenniner, toujours d'aprés (4], si |4, —
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6.3 Unions

e e et e e e — —— 25, T pEeeteeme e

g Théoréme 11
g Soit E un cnsemble et soicnt A, B < E des partios finics de E.
g Alors, AUDB est fini et

T L U e

Démonstration. — On considére leg trols parties

E = A\ B
Ey:=BY A
Eg e _r!. M i3

qu'on peut représenter dans le diagramme de Venn suivant :

Ar B

Les parties Ey, Ey ct Hg sont digjointes. De plus, I JE2 L Ey = AJR. Done, en appliguant la proposition &,
MNI1 & .
1By + 1By +
Tl nous reste 3 déterminer (B ob |E).
e Ona Ayl E; — A Deplug, B el By sort digjoints. Done, [Eq| + A0 B' = A
o De méme, £+ AN B| —|5B].

En combinant ces identités, on obtient le rémltat vouln. |

And| = AURB.

=
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7 Applications entre ensembles finis

{ 'roposition 12
Solent E et F' des ensembles finds et soit {1 & — F.
Alora,

a) f injective = |E| <
: b) f surjective == |F' 2
‘ <) f bijective =— 'E, =|F]|

Démonstration. — On note n := |E| et m := |E|. Solent done
wrBEy,—F e :E,—F
des bijections. On considére, naturellement, application :

wlefop:= B, —+E Ly Er.

a) 81 f ost infeetive, alors ™ o fow B, — B, Fest aussi. On a donc n < m, 1e |E| < |F .
h) Si f est surjective, alors © e fow: By, — B, Pest aussi. Ou a done n 2 m, e E| > |F).

¢) 81 f el bijective, elle esl. Injective et surjective. Donc, on a |E| = |F .

Théoréme 13

Soient K et F' des ensembles finis tels que E| = |F).
Soii f1 B +F.

Alors,

foinfective <+ [ surfeciive <= [ bifeclive.

T L e R b S e e e

Dérnonstration. - - On monire que Pon a une boucle d'implicalions.
I injective == f surjective :
On supposs injective. On deril

ey =1 rid=h.
we Lt
Pour # ¢ £, on note &, = f{{x}). Les ensembles /), sont des singletons : pour tout = € E, on a
Fy, — {f(x}} ie |F,. =1, et cesl Loujours vrai. De plus, comme f est injective, los Fo sont doux 3 deux
disjoints. Done, la proposilion 8 el on peul écrire

=3 =Y 1= B
»el re R
1Yapris le théordme 10, on a done f{R} — K 1 f ost surjective.
f surjcctive = f bijective :
On suppose f surjective. On Serit @

B = f0E) = | £,

YEF
Pour y < F, on notc I, = f{-_”{_ {y}}. Les ensciables £ sont deux 8 deux digjoints @ c'est tonjours Ie cas.

On a done _
1B =" |5y (#)
=t
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Comme f est surjcctive, pour tout y € F, By # . Comme |E| = F l, il gerait done absurde qu'il existat
un ¥ = Fotel que Ib;y: =~ 1. 8i I'on veut. on peut e voir plus formelement de la fagon suivante : en

solustrayant & (*} do chaque cdié ‘Bl = Z I, on &
HEF

0="> (& -1).

c# -
¥ >0

Or, on pourrait montrer gue

ks
W 2 W, Wz, ... 2) C (RS, Z:z;t-, =0 = {¥ic]Ln], 5= 0)
i=)
(exercice @ 1o faire). Ainsl, on a bien . ¥y £ £, |E.g| = 1: done, f esl injoctive; done, f est bijective.
f bijective = f injective :
Par définition, clest clair,
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