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I. Inversibles dans 7Z

Définition 24.1
a
Soit a € Z. On dit que a est inversible (dans Z) ssi
4— dbecZ:ab=1.
— A
Proposition 24.2
Les inversibles de 7 sont —1 et 1. )

BRI S F P O PV N Y B S gy N Yo SOV L) R [
)ﬁf,_.ET ........ (i,(’] Aoe  |al= A4 aﬁaﬂlb’;’f

.....................................................................................

Exercice 24.3
Montrer que
Ve K €Z, bk =1 = k=F.

II. Division euclidienne

Théoréme 24.4
Soient a € Z et b e M*. Alors,

a=>bq+r
DLr<h

~

dg.r) e Z x N: {

e L'entier ¢ est appelé quotient de la division enclidienne de a par b.

o L'eutier r est appelé reste de la division euclidienne de a par b.

Remarques
o L'entier a est appelé dividende de la division euclidienne de a par b.
e |'entier b + 0 est appelé diviseur de la division euclidienne de a par b.

Exemple
s L3 division euclidienne de 1729 par 42. _ Ei
A729 | L2

’J)_ 168 L4 1329 - LGA4X L2 +F

? A
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I11. Diviscurs et multiples

1. Définition et exemples

Délinition 21.5
Sofent a, b C £,

A
On dit gue « divise b et cnunfon | b e

dbe & b — ko=

.
L3 4
Dans ce cag, ou dit aussi gue b eat un h#M e a

On note
Divid) = |

&
e

B

Cxompies
2 Dre 8L

a DnavnlE 1 aet 1 n

Soitn e ™50 | nzlore =0

* Dhivisaurs de (0.
Onavne Z.opiC Dong Di{D) = E.

I A e T V0 L I
A YR i B e o e b R
#

s Uvisours de 1,
Omoa Divfi}=1 1,1}

2. Premiéres propriétés

Fait 24.6

Sofent a,h € .
e O sitppose o £ 0. Alors, o | b ==s ELE =z
v Soit ke P, Alors, a | b <= ka| kb

v Soites B Alors, a | b = ol b

3. Divisibilité et combinaisons lnéaires

Proposition 24.7
Snicnt n, a,b e £, Alora,

|
H
ar
o

[2]

te | e £
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4. La divisibilité est une relation de (pré)ordre

Proposition 24.8
Soient a.b,c € Z. Alors,

e ala:

“ (rr|f) eth|la) = e=bouva=—-b;

o (a|betb|c) = alec

Démonstration. — .Q{a‘» ...... 78 BN 55 Ao
wdia=0..20alb . oa0lbh. ddoc.b-0....

done Nef i 2) R 2 bR

it R R T B A A S A R A R T =

Remarques
e Ainsi, la relation « | » de divisibilité est une relation d'ordre sur ['.

¢ C'est un préordre sur Z.

5. Ordre et inégalité

|( Fait 24.9
|

Soient a.b € Z. Alors.,
alb

== |a| < |b.
b;é{l} Ja| < |B]

Démonstration. — % ....... a4 /L ,,,,,,, @{ ’Z#O ......................................................................

24 con Rk € 7\ {0}
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IV. Nombres premiers

1. Définition

Définition 24.10
e Soit pe N. 5 ~
. - A‘ . - -
On dit que p est premier ssi p posséde exactement deux diviseurs dans M.

o On note 2 I'ensemble des nombres premiers.

o Un nombre n € Ny qui n'est pas premier est dit composeé,

Remarque

e On a donc p est premier <> (Diu{p] M est fini et IDiv(p) r':Ni == 2).
I /

Exemples

o Onaflg #]car [Div(p) NN =1 &

e Voila la liste des premiers nombres premiers :

2.3,5.7.11.13.17.19.23.20.31 ¢ .~

e En revanche, 81 £ -7, En effet, 91 = 7 « 13

Remarque

e Déterminer si un nombre n & ./ et, si non, trouver une factorisation de n est un probléme
algorithmique compliqué. C'est sur la difficulté de factoriser un nombre composé qu'est construite
toute la sécurité des échanges de données en informatique.

2. Lemme d’Eratosthéne

Lemme 24.11 {d'Erﬂtoﬁthéue)
Soit N € N>o un nombre composé. Alors,

dpe #: {,u| Netp< L\/TJ)

Chapitre 24 - Arithmétique 15/20
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3. Crible d’Eratosthéne

SRATOSTHENE de Cyréne (276 av. JC — 194 av. JC)

a) Description de I'algorithme

Soit N € N_‘,;-_:-

Pour déterminer les nombres premiers inférieurs ou égaux a N, on procede comme suit :
1) On détermine les nombres premiers pp.pa. ..., pp inférieurs ou égaux a \‘\f N J

2) On exclut de [2, N] tous les multiples de py, pa.. ... De-

3) Les nombres restants sont exactement les nombres premiers inférienrs on égaux a N.

Cet algorithme est done naturellement récursif.

b) Détermination des premiers nombres premiers

1 | @@ |'a | ©pE | @' [19 0
()| 12 G| 14 |15 P’ an)| 18 @;’-2(_1
l/21 !'22 (23|24 | 25 | 26 [2' 25 |20 ;;_;;];ﬁij
(D 132, [33 | 34 | 35 36 @) 38 |13 | 4 i}
@ |2 |@®| 1| 5|6 |(E7) s o :9_(5'
J51 | s2 51 |'55 | 56, (057 | 58 60
GD| 62 |63 | 64 | 65 6 | 7)) 68 g |, 70
| 2 o s | 7 [lgw]) T8 S0
s1 )82 | €| sa| 85 | 86 [1§7 | 88 | @D 90
191 | 92 3 |94 95 | 96 |@D| 98 [Ip9 )] 100
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4. Llenscmble &2 cst infini

(SETTERERRRS R 454 SLEAE B8 S0 S S PR SRR SRR IR R NI ETE R H LS R EE A ant W e o u B PR R PR EN FITRIR

g

ci 4
i = * I B
% Théordme 24,12 (Boclide) 5
T . e
- g Py ¢
. 3
é;w&&&%%@@Wﬁ“W B SRR W R R E ORI T LR e e Py S B A W LT DT L DAL R b G s
Démonstration. On ratzonne par Uabsnrde ol on éerit

‘j@ = {?h:pgr - spf.'}l

AWOE P T P <D P <D -0 pe, Om considere alors NV = opy X pp % --- )y — 1 Comane Vi, py 2 1o a

PO P K P 2k T i

it

pour tout & € |1, f]. En particulicr, & p’est égal & aucun des p. Done, N g 22,
Aing, Capris lo lenime d'Eravostnéne, N posséde un divisenr promier. Soit done ke [1,¢] tel que py | ¥
Aingi, on &

oy | N

A IRl A S A

dome g, (N pp X X X Pk

Thome pe 1 Done, 95, £ {221}, Cest absurde. K

5. Décomposition en praduit de nombres premiers

a) Tlénoncé

B e B Fedide B & bl B SOA S R E PSSR TR R Su PR R ST R DI AN TENELLER R A b A d b aad e B H E B EBEY
B E
: - [y Be
¥ Théordme 24.13 4
t Tout entior n 3 2 s'éorit oo fagon wnigue (4 I'ordre prés des facteurs; coie produit de nombres 3
: . - ! ]
L PreIieTE. e
| e t
i & g FHREEY W?@?‘«'@‘W??%‘?WW????E?%"&?;'&T{K&%;&&Ma&a&&& i BAe B EE-FE S4BT S R RE ER PREFAYR
LDmomstration. -

« Existence : elle se fait par récorrence fovle {oxercice],

e Unicité : on Padmet. Ou a begolu poir cofre démonstration du résultas -

Ype P, Ya,be D plab —= {pjaomp F)]
|

VL Examplies

Wi . . .

o 2 0nadl=6x7=2x3x7
2 OsalT2=T w15 % 15
ey @ Onal’dis=3 <5 1
e

= (roa

.

:
Cllhgpitre 20 - Ariklundiigae 3424



hY Alporithme
Voicd un algorithme pow déterminer la décomposition cn factenrs prammiers d v antler.
Scit no2 X, '

11 8w < # [griice & Palgoribhe A'Eralogibhine © o'ost serming

21 a} Yinon, le arible d'Eratosthéne nons denne un nombre premier p el que p 2.

) O &erit o = p X e eb o Téapplique cet algoritnme & m.

Exercice 24.14
Implémenter cet algorithme en Python.

m
6-0-

Yaluations p-adigues

a) Définition

Définitien 24.15
Soitn e B U} of seirpe B
La valuation p-adique de 7, potée v,in). est le plus grand entisr kb & 5 tel gue -p*' divize n.
Te, on pose _
e, (1) = max { Eed gt r}

it autrement, la valuation p-adique d'un eotier v oest In pulssance & laquelle syt Elevé p dans la décompo-
gition en facteurs premiery de n.

Exercice 24.16
Sodeurt p C 2 ot n CEN {0}, On gore

1) Altrer que A ost o vide

2} Montrar gque A rst anaford,

P
e
2x Exernples
g
s
s @ i
ko L
o w 10024 :
e L)
TE e ANG E‘l
B . .
i :
B
£4:
spc  Remargue
Foag
Had s

wg: @ Par cohwention, on posa l,fr,[G} = 400 poike tout nombre premier 5. Cette convenition asi cohérente
rgs puisque tous les entiers divisent 0 et gu'en & done

b ' ¢ . N

r#s dke ™M o pM|0; =

B 1 H
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b) Valuation p-adique et décomposition en facteurs premiers

Soit 1 = 2. On décompose n en produit de nombres premiers en écrivant
n=pit--ph.

ol .lm 1 sont des nombres premiers denx & denx distinets et gue Vi a; € N,

On peut déja remarquer que les seuls nombres premiers p qui divisent 1 sont les p;.

" De plus, on a
vie [1,r]. v, (n) =a;

De plus, si p ne divise pas n, on a v, (n) = 0.

— H pl',,[rr]‘

peP
Pl

e Ainsi, on pent écrire

e De plus, si p fn. on a vy(n) =0 et done p™" = p" = 1. Ainsi, ou peut écrire :

Théoréme 24.17 §. ddce .f/wdfui’é f }j’ ¥ -
Soit ne N, Ona MJF,J& binn %1

n= [ .

pEP

¢) Valuation p-adique du produit et de la somme

Proposition 24.18 %
Soient n,m € Z et soit pe 2. On a o
1) vp(n x m) =v,(n) + vy(m) ;
2) vy +m) = min (0p(n).v,(m)).

ST e e = —

d) Valuation p-adique et divisibilité

Proposition 24,19
Soient n,m € Z. On a A0_
nlm <= ¥pe . vy(n)<uvy(m).

Exercice 24.20
Soit n € Nxo. Combien n posséde-t-il de diviseurs ?

thapitre 24— Arithunétigne 11/20



V. Pgecd ot algorithme d’Euclide

1. Définition

| Définition 24.21

Sojent a,be ¥ avecqa L Doub L4

On appelle peed de o et b et on note pecd{a, b le plis grand entier d € Ztel qued | o ot d | 0.

Autrament dit, on pose
| - r ws .
| peediogd) =maxdd €4 ¢ e et d b}_

edt L
S . - . - -
-
i
¥e Raomeargues
o
B : X
Cipe it g s | P S

#: » Onnote dgalement 35 b= peed(a, 5}
B o | N Lo s
¥ Eviderment, le ngod de 3 et b est le plus grand diviseur comiviun entra 3 & b
#as o . ’ N
g8y @ En Python, pour calouler 'e pgod de a et b, U fanr importer le module math (ae wt par exemple)
il - . u
B et exéouter 1o commande ab, gad(a, b))
id% Enef
§8y
HE Y

Exercice 24.22

Soient a,b = X" tele gue o | b, Combicn vani peediu,b) ?

xercice 24.23

Soit o £ M. Combien veut pgedia, 0} 7
2. Pged et valuation p-adigue
=] HE R S # % 3‘@@‘@@%’@%M&&&&%e.‘%e&%%&e&;%Ma&é}&%é&M.&l&”TX'.'&”X.'X’X.Y.XSYWP??W??‘?@wﬁ@%%?@%§%§%
£ e 4
% Troposition 24.24 H
%g Sartent a,b S N Alors, arr a g
% : o P +

[N S] e :

i pg(‘-r.il:rl,r{*] — pn’lln‘up\c,.vyw),_ 5
3
g =t &
4 i
'%@g@?m@w@w%www%wWww%'&ww&&&@éw3’@@?%&%&9@@‘?%%&@4%%@%%%@%& A SEARBLINER T Ry s

Exsmplas

:gf » {aleulons pgadi27, 105
Iy
;;;;" i Onoad
"f = Onallfh=3IxwinT
:3%“ one, oo a pyed{27, 165 = 30351 grinl@d)  pminiliy 3
M
x—%_ﬁ e Calculon: pged{27, 105).
?‘2: o Calculons prod({2025,4343). - gw?, Ao a(.&ye’"?\ﬂ.d.
BE

A4

On voll e eotle méthode dic ealend du peed nest réalizable gue 8 les entiers o ot b sont petits ont que

Fon conmait Yetrs déconnpositions en factenrs premiers.

C'hapitre 24 — Arithmétices
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3. Algorithme d'Euclide : présentatioﬁ‘

Lalgorithine d'Euclide permet de calculer efficacement pged(a, b), en faisant des divisions euclidiennes et
en considérant les restes successifs.

a) Description de I'algorithme
Voici I'algorithme d'Euclide.
e On place a et b dans les denx premieres lignes.
e On caleule le reste r et le quotient g de la division enclidienne de o par b.
e Puis, ou reporte dans la ligne suivante :
= le « bw de laligne n devient le a de la liene n + 1;

& le «r » de la ligne n devient le b de la ligne n + 1.
e On continue jusqu'a ce que = 0.

e Le pged est alors le dernier reste non nul.

a b r

b) Pratique de l'algorithme sur un exemple

Caleulons pged(1927.2013).

a b

2017 1942 % 26 4
1313 86 35 11
g6 23 16 )
29 16 g 2

16 3 D, 3

3| o |3

Ptz cd ( P o1% 19 2] = 1

Chapitre 24 - Arithmétigue
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Exercice 24.25
Implémenter en Python l'algorithume d 'Euclide.

4. Algorithme d’Euclide étendu

B
Définition 24.26

Soit (a,b) € Z*\ {(0,0)}.

Une relation de Bézout entre a et b est un couple (u.v) € 72 tel que

au + bo = pged{a, b).

L'algorithme d'Euclide étendu permet de calculer le pged de a et & ainsi qu'une relation de Bézout.

a) Description de I'algorithme
Voici 'algorithme d'Eunclide.

e On ajoute deux colonnes au tableau précédent pour u et v.

e On initialise ces deux colonnes avee les donmées ;

e On remplit les quatre premiéres colonne de algorithme d’Euclide non étendn jusqu’an reste nnl.

On remplit ensuite les deux derniéres colonnes & Uaide du motif :

3 ]

¢ | a—q3

e Les valenrs finales de w et v sur la ligne du dernier reste non nul vérifient alors

au+ bo = peed(a, b).

Chapitre 24 - Arithmetigue L4/20



b) Pratique de Ialgorithme sur un exemple ol

Caleulons une relation de Bézout entre 2013 et 1027,
ot - q B
t

a b ” i
764% | 492% 26
49 LH 86 35

§é 1% 46

£ 16 R
A6 g 1

i,
=X
i
A

=1L 113
63 | -bx1

1 T L

w
A
Q

w

T
~

9013 X 605 1632 1323 -fwcx(zata4qaﬁw

Remarques
e On remarque que u et v changent de signe 3 chaque ligne: ceci peut &tre prouvé.
e De méme, on remarque que les signes de u et v sont toujours opposés.
® (Ces deux remarques peuvent aider a déceler des erreurs de calculs dans I'application de I'algorithme
d'Euclide étendu.

Exercice 24.27
Trouver une relation de Bézout entre votre année de naissance ot 4 243.

Exercice 24.28
Tmplémenter en Python 'algorithme d Euclide étendu.

Chapitre 24 — Arithmétigue 15/20



5. Preuve de l'algorithme d'Euclide étendu
a) Un lemme

Lemme 24.29
Soient a.b € N*.

1) Soient g.r € Z tels que Alors, pged(a.b) = pged(b, r).

2) Soit 1 € [0,b— 1] le reste dans Ia division euclidienne de a par b. Alors,

peed(a, b) = pged(b,r).

................. &. = .. /{wwf £ v((a, ; fﬂ.@ifﬁ,»
________ ‘ﬁxsezéalweflmam o 4%

b) Description mathématique de I'algorithme
Soient a.b € 1",

e On construit par récurrence les suites (a; ), (), (i) et (r;); de la facon suivante :
> On pose ay := a et by := b.

> Tant que b; # 0. on effectue la division enclidienne de a; par b;. qu’on écrit

a; = big; + ;.

> Puis, on pose a; 41 :=b; et by =7,

e On a, par définition du reste dans la division enclidienne, 0 < r; < b;. done
0< by < by
Ainsi, d'apres Uexercice qui suit, on pent affirmer que la suite (b;); finit par s'annuler.

Exercice 24.30
Montrer qu'il n'existe pas de suite (un Jnen stricteinent décroissante telle que ¥n € N, u,, € N.

e Soit done N & N tel by = 0. On a done ry_y =0, e

e Done, ona pged{ay—y.by_1) = by—1 =1ry_2

Chapitre 24 — Arithmétigue 16,/20



" a Or, Vaprés Ie lemme 24.29, comme vu a Vi € [ N - 1], g =gy + i ona
—U N - 1:. p}_’_:{_'.d{ﬂ_-f . bv'_:l = IJ%ffd{’{-’."._e 'J“‘f)

dome S 0N — 17, preding, b;i = peediaipr e ).

Wi

im

o Ainzi, on & pgedle. 6 = pged{an, bo} = prodien 1, bv_1) — 7x_2, qui est le dernier Teste non nul.

. & ['our réswumer, lE pecdia. Bt =y o =hp ).

6 *. Lecture matriciélle de Ualgorithme

Gardons les novations précddente.
Tour ie U,N ,ona
Qi) = fr.,.;
by =1 =a—qh

fhi—1% i} 1 (l’l’.-j)
b ) N —gi W

Ce quon peal ferlee

Done, o 4

1 ) ((J‘-,-v_;gﬁ
gy ) Wby

1 )...(“ 1)(@”‘)
—qx 3 1 =)\

Neodong A = (() ) o ferfvons

(ha a doge: o
oty e ANy
. b_'\' el - '} [5 b[]) )

iomnrne 01w by o= peedie, b, on en déduit

pagedio. i) —vxao—dxh |

Remarcue
a Ceftz anafyse matricielle permet de prouver la justesss de algorithme d'Buclide gteadu
o Notons (i el (vl les confficdlents des deux dernigras colonnes, Watons également

I W
Moo= [ )
ML YieL

Les relations de récunence définissant fes (br) iy et les {w) s sont

i1 T ML G eis 710
: * e &k f/f__g = { . % = 12.
Vil =5 Vi = Gipl ¥ Coonl Ly

“

TR
P
L
I EE]
EEE
LT
*RE
B s
Ed
n
¥

*

Cowar

Clhagitre 21 Arichinéuicus 1794



e Maintenant, calculons

e Donc,

0 1 0 1
A=
R
(0 ] )(o 1
A —an—2/\1 -gn_3
(0 1 \fo 1
1 —qn-2/\1 —gn.3

# Donc, on a

les coefficients up_> et vy_» étant ceux sur la ligne de ry_», le dernier reste non nul.

0 1 0 1
M; =
(1 q) (1 Giv2

o ( Uiy
Up = Qipaliy

( " % )
Uipr  Vig

Viri
Vi — Qit2Vis

. (uH-l V;+1)
Mig2  Vigz

= Mis1.

)i )
1 —q
' 0 1
)
M-,
0 1
n « M.
(1 ) M-
Nerr——— o————
M

0 1
e s M.
(1 "-QN—Q) ARt

_ [UN-3 VnN-3
Up—2 V-2

[pgcd(a, b)=uy_>xatwyoxb

7. Théoreme de Bachet-Bézout

Ainsi., on a montré

Théoréme 24.31 (Bachet-Bézout)

Soient a.b € M*. Alors,

JuveZ: au+bo =

pecd(a.b).

Chapitre 24 — Arithmétique
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8. Le pged est aussi le plus grand diviseur commun pour la relation de divi-
sibilité sur ¥
Rappelons que la relation de divisibilité est une relation d’ordre sur M. On dipose done de deux relations
Qordre sur N. On peut done naturellement se poser la question : le pged est-il le plus grand diviseur
commnn pour ces demx relations d'ordre 7
o Par définition. il l'est pour <.
Cela veut dire :
Yd € N, (d | aetd |'h) = d < pged(a, b).
e Ou va voir dans la proposition suivaute que le pged Uest également pour la relation « | » de divisibilité.

Cela veat dire : .
Yd € N, (d |aetd]| b) = d | pged(a,b).

Proposition 24.32
Soient a.b € WN* et soit d € T, Alors, on a

{j: g = d | pged{a.b).

Démonstration. :” ...... O.Aq, ........ ‘ﬁ/‘”& ““““ &/( U{(B .......... MM ..... i EZ/{’Q ............

.......... (p?‘_al[a ¥
_____________ a(&moz!p?d(am

DA

Remarque 12.
Cette proposition nous permet de donner un sens a pged(0,0).

e En effet, on a ¥n € Z,n | 0. Donc, Div(0) = £

Donc, le pged de 0 et 0 devrait étre le plus grand élément de’gl: évidemment, on sait que Z ne
posséde pas de plus grand élément pour <.

.

Cependant, comme on a
YneZ. n|0.

cela veut dire que 0 est le plus grand élément de Z pour la relation de divisibilité |

e Ainsi, en toute logique, on pose

pged(0,0) = [ﬂ

Chapitre 21 - Arithimétique 19/20



9. Nombres premiers enlre eux

Définition 24.33
Snieat o, b€ E.

. o o
Cn dit gue o et & sont premiers entre e ssi pgedie, b) — 1.

Gnr Exaaniies
e N
0 @ 12 et 15 re sont pas premiers enire aux. yA12 5"'{' > i 15

(87 » 7ot 20 soni pramiers entre el

VI. Ppcm

1. Définiticn

O définit de wénie le ppem enice dewse encioss e, 0 C X On le wote ppomie, &) o a v 0.
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