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Chapitre 28

Probabilités
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Trajectoires de marches aléatoires en dimnengion 1

Le calcul des probabilftés remonite d Rlaise Pascal (1623 — 1662),
qui étasl & la fois mathématicien, physiclen, philosophe ef dnventeur
(il o eréé la premiére machine d coleuler).

Cependant, il fout oflendre 1981 (1) ef les travaur du mathématicien
russe Andre? Kolmogorov pour denner une aziomatique précise 4
ln théorie des probabilités. Cette ariomatigue o permis de poursuivre
Vétude mathdémaligue des phénomeénes aléafoires, el notamment
des marches eléutoives. Cette théprie est entre aulres appliguée ¢
Vétude de DPévolution des marchés boursiers.
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1 Espaces probabilisés
1.1 Définition

Définition
Un espace probabilisé fini est un couple (2, P) ot
e () est un ensemble fini non vide, appelé univers ;

e P est une application P : 2(Q)—[0,1], appelée probabilité ou mesure de probabilité et
vérifiant les axiomes suivants :

(i) Normalisation :

PQ) =1.

(ii) Additivité ; Si A et B sont deux parties de Q disjointes, on a

P(AUB) = P(4) + P(B)!

1.2 Notation

Dans la suite de ce document, quand ce n'est pas précisé, ) désigne un ensemble non vide et P(-) une
probabilité sur 2.

1.3 Exemples importants

a) Soit Q) un ensemble fini non vide.
On appelle probabilité uniforme sur Q Papplication P : 2(Q2) — |0, 1] définie par

_ Card(X)
b) Soient Q= {0,1} et p € [0,1]. L’application
[ 2(9) [0,1]
0 siX=0
et 1 =
¥ 1 siX =0
s X = {1}
1-p siX=1{0)

\

est une probabilité, appelée probabilité de Bernoulli de paramétre p. 1l s'agit de la probabilité
uniforme si et seulement si p = 1/2.
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1.4 Propriétés fondamentales

Proposition
Soit (2, P) un espace probabilisé fini. On a les propriétés suivantes :

(i) P(@)=0.
(ii) Si A est une partie de Q, alors PN A)=1= P(4).!
(iii) Si Aj,..., Ay sont des parties de Q) deux 4 deux disjointes, alors on a
n i
P(U Ai) =Y P(4).
i=1 i=1
(iv) Si A C B sont deux parties de Q, alors P(A) < P(B).
(v) Si A et B sont deux parties de §2, on a

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

(vi) Formule des probabilités totales
Si Ay, ..., An, B sont des parties de § telles que les A; sont deux & deux disjointes telles

P(B) = Z P(A; N B).

(On dit que les A; forment un systéme complet d’événements.)

Cette proposition est a4 connaitre par coeur.
Sa démonstration est 4 maitriser totalement.
Tous les points de la preuve doivent devenir des réflexes absolus.

Démaonstration. —
(i) On a @ = @ U@, donc la propriété d’additivité entraine P(2) = P(2) + P(@), donc P(2) = 0.
(ii) 1 suffit de remarquer que ALl (22\ A) = Q.
(iii) Si A, B et C sont deux & deux disjointes, alors C et A L B sont disjoints. On a alors

P(AUBUC) = P((ALJB) I_IC) = P(AU B) + P(C) = P(A) + P(B) + P(C).
Le cas général se démontre par récurrence, en suivant la méme idée (exercice).
(iv) On a P(B) = P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A) > P(A) car P(-) est & valeurs dans [0,1] C R.
(v) Ona (ANB)U(A\B)U(B\ A)=AUB, donc
P(AuB)=P(ANnB)+ P(A\B)+ P(B\ A)

= P(ANB) + P(A\ B)+ P(AN B) + P(B\ A) — P(AN B)
= P(A)+ P(B) - P(AN B).

n
(vi) I suffit de remarquer que U(Ag NB)=B8.

i=1
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1.5 Caractérisation d’une probabilité

i
Proposition

a} Soit (), P) un espace probabilisé fini. Alors, on a
3 P({w}) ~1.
wen

b) Réciproquement, si £} est un cnsemble fini non vide, et af (p,,),cq est une famille de nombres
appartenant 4 0.1; telle que Z P = 1, alors 1l existe une unique probabilité P(.) telle que
well

Yor = 12, P({u}) = p,,,

Autrement dit : une probabilité est caractérisée par Ia probabilité qu'elle donne anx singletons,

Démonstrafion. -
a) Les singletons ({.u}) o sont deux & deux digjoints, donc
WE
Z(wnzPﬂjwﬂzmmzL
wel wen

b} Commengons par montrer Pexistence. Soit

PSY) e 10, 1]
P
A Zf-’w
wWeA

Montrons gue I est une probabilité.

{i) Déja, ona Vw €9, p, 20, Done, si A € #({)),ona

0K PA)=) "p, <D pu=1
weA [Hay]

(i) Ona P() — Z Py = 1.

well
(ili) Soit 4 ct B deux parties disjoittes. On a

PAUB)= Y p,=3 put ¥ p.=PA)+P(B).

WwEALLE wed weH
Soit maintenant Py et By doux probabilités telles que
Yw e, Py ({u}) =P ({w})
On = alors, quel que zoit A € F(Q),
Pi(4) =" Afwl) = 3] B({}) = B4y

wWEA weA

Done, on a bien P = B,

Chapitre 28 — Prohahbiliiés 5/16



Exemples
e La probabilité uniforme sur §) est caractérisée par :

Yw e Q, P({w}): 1

R

e De méme, la probabilité uniforme sur Q) est caractérisée par le fait qu’elle est constante sur les singletons

(d’otr son nom) :
Vw,w' € Q, P({u}) = P({w’}).

e La probabilité de Bernoulli de paramétre p est caractérisée par le fait que P({1}) = p (qui implique &
son tour que P({0}) =1 —p).

1.6 Vocabulaire"

Ce qui suit est & maitriser impérativement et absolument.

Soit (€, P) est un espace probabilisé.
1) Un élément wj€ Q est appele une fssue -.-I;{ous-entendu de (Q, P)).
Une partie de §2 est appelée un ment (sous entendu de (0, P)) Si A est un événement, on
dit que P(A) est la yilité de A insi, P est une application qui associe un élément de [0,1] &
chaque événement.

2) La partie @ € 2(Q) est appelée I'événement impossible.
La partie 0 € 2(0) est appelée |'événement certain (sous-entendu de (2, P)).

3) Soit A un événement.
Le complémentaire de A dans Q (ie Q\ A) est appelé événement contraire de A. On le note A.

4) Si A et B sont deux événements, on dit que A et B sont incompatibles -é.si ANnB=g;

5) Un systéme complet d’événements (sous-entendu de (£2, P)) est une famille d’événements (A, ..., Ay)
telle que
a) les parties A; sont disjointes ie

Vijjel,n], i#j = ANA;=0

b) les A; recouvrent tout €2, ie

[_|A, AU UA, =9.

i=1

6) Soit A un événement.
A
On dit que A est négligeable ssi P(A) =
A
On dit que A est presque sir ou que A est quasi certain ssi P(A) = 1.

7) On décrit la probabilité uniforme comme celle dont les issues sont équiprobables, ce qui signifie que
les événements {w} ont tous la méme probabilité.

Fait
Soit A un événement. Alors, on a
a) La famille (A, A) est un sytéme complet d’événements.

b) A quasi certain <> A négligeable.

Démonstration du fait. — Laissée en exercice. |
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1.7 Remargues

On peut utiliser cc vocabulaire pour reformuler les propriétés de la section précédente.
Par exemple,
¢ Deux événements contraites ont des probabilités dont la somme fait: 1.

o La propri¢té d’additivité dit que la probabilité de Punion de deux événemnents incompatibles ost la
somme de leur probabilité.
» La formule des probabilités totales parle d'un systéme complet d’événements.
Par ailleurs,
¢ L’événement & cst négligeable, I'événement {2 est quast certain.
» Les réciprogues sont, en général, fausses. 5i Pon prend la mesurce de probabilités de Bernoulli de

paramétre p = 0, 'événement {1} est négligeable sans &tre vide, et {0} est presque sir suns &tre
&t = {0, 1} tout cnticr.

Les questions de probabilité sont souvent donnés dang un vocabuiaire intuitif, en fonction d’expériences
adégtoires. Pour transformer le probléme en mathématiques, il est alers important de modéliser le probléme,
c'est-a-dire de trouver un cspace probabilisé fini qui retranscrit plus ou moing fdeletnent le probléme.

1.8 TUn exemple avec des cartes

On considére un jeu de cartes posé devant nous, faces contre la table. On fait Pexpérience aléatoire on
Ton tire la premidre carte du paquet mélangé,

On peut modéliser mathématigquemend cette expérience aléatoire de plusieurs fagons. A chaque fois, il
g'agit de trouver un nnivers 2 et une mesure de probabilité P(-) qui « corresponde » & notre expérience.
Dany cet exernple, i ¥ a an moine deux modélisations raisonnables, qu'on présente fei.

1.8.1 TUne premiére modélisation
Dans lc premier cas, on nofe
Q) = {As*,Rui"', LY
As* Roi®*,... 3% 2%
As® Roi?, ... 3% 2%
45 Roi%,...,3% 2@}.

Cest I'nnivers qu’on considére. 11 posséde 52 issues qui représentent les possibilités. On le munit de
la probabilité uniforme Py, L'événement (au scns intuitif) « tirer un coeur » est alors représenté par
I'événement (an sens mathématique)

A= {As@,Roi@,...,:a@.,z@},

qui & 13 éléments. On a done

P (« tirer un eceur ») = Py{d) = g;—:;% = g = %
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(_Pruposition {(Indépendance et produit cartésien)

Soient B4, ..., Ey des enscrubles finis non vide.

On monit Q= By X By <+ X By dela probabilité uniforme,
Soient Fy C Bh, ..., Fn & Ep des parties. Les événoments

A@!:{(ﬂil,...,ﬂ.‘n)EQ‘ﬂﬁie F'?;}=E1 Ko ® By ® Fy % By % By

soni indépendants.

R
Démonstration, - — On a déja
P4y = |E:1 ><'>-XE-5_1><F:@‘)<E‘@+1 ><~-><E‘n[. _ |_FL|
[Biy X oo % By_y % By X By %o X B By
Si I C [1,n] linterscction ﬂAg- st Uensemble des n-uplets {2y, ..., %) tels que x; € Foeitel Sion
il

dcrit T = {ig, ... ip} avec §y <ip <= <y, BJOTS ORL B

P(ﬁ Aih) |E1 Wowa e MW E‘;'.L—-‘I, x FT"I 8o W F.:;‘_ X Eﬂrﬁ"l S o Eﬂ|
k=1

- |E1><»-~><ET,,?I
| EL| Eq 1] 1P |Fs, | o il | £y
— I xS xS X X Nl K e X e
|1 1By By \Es, | Ei | Bl

o Bl

=17z,

= HP(Aik)a
k=1

cc qui montre que les événements sont indépendants.
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2.6 Probabilités conditionnelles

Définition
Soit (2, P) un espace probabilisé fini.
Soient A et B € #()) deux événements tels que P(B) > 0.

La probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P(A|B) ou Py(A) est définie par

P(AIB) = Pala) = ZL0D |

Proposition

Soit (2, P) un espace probabilisé fini et B € 2(52) un événement tel que P(B) > 0.
Alors, 'application

2(Q) —[0,1]

P(-|B) = Pg : { M sl

est une probabilité sur Q).
Pour cette probabilité, B est presque siir : on a P(B|B) = 1. )

.

Démonstration. —
* Soit A € Z(Q2). On a déja cleirement P(A|B) > 0. La croissance de P montre que P(AN B) < P(B),
et donc que P(A|B) < 1. La fonction P(:|B) est donc bien & valeurs dans R .
P(QNnB) P(B) R P(BNB) P(B)
= =1. 1 B) = = = I
PB)  P(B) Do meme PEIB) =5 = pg)
e Soit A et A’ € F(Q) deux événements incompatibles. On a

P((AuA)NB)

-~ P(B)

_ P((AnB)U (A'nB))
- P(B)

_ P(ANB) + P(A'nB)
- P(B)

= P(A|B) + P(A'|B).

e Ona P(|B) =

P(AUA'|B) =

2.7 Formule des probabilités composées

. T

Proposition

T
Soient Ay, ..., A, € P () des événements tels que Vi € [1,n], P (ﬂ A‘-) > 0.
1

%
Il

Alors, on a
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2.12 Application

Question

Un test médical est appliqué & Vensemble de la population. pour détecter nne maladie dont la prévalence
est 1% (autrement dit, 1% dc la population a 1a maladie].

Quand un patient est malade, le test est positil avec prohahilité 80%. Quand il ne Pest pas, le test est
positif avec une probabilité de 10%. :

Quelle cst la probabilité d’8trc malade sachant que votre fest était positif?

Solution

On note M l'événement « ftre malade » ct T+ l'événement 4 lo test est positif ».
[ énoncé donne les probabilités P(TTM) = 8/10 et P(1 FM) =1/10. On a alors

_ N — 41 189 107
P(T™) = P(T+|M)P) + PTT[M)P(M) = =700 " 10706 = 1000

et : 0
PTHM)P(M) _ 4/500 _ 8 oo

PMITH = = =
(MIT7) P(T+) 10771000 _ 107
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