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Chapitre 3

Nombres complexes

Représentation du revétement de C* par C* donné par z — exp(z)

Les nombres complexes sont apparus pour la premiére fois auz alentours de 1545, pour
résoudre des équations du troisieme degré. Au début uniquement considérés comme un moyen
artificiel de trouver de « véritables nombres », ils sont depuis devenus un objet central des
mathématiques.

En effet, on a depuis compris que « C est la cloture algébrique de R » : toutes les équations
algébriques dans R (comme par evemple x® = —1) ont « toutes leurs solutions » dans C. Ainsi,
d’un certain point de vue, C est le bon ensemble de nombres d considérer en mathématiques :
beaucoup d’énoncés sont plus esthétiques, symétriques, naturels quand ils sont exprimés dans
C plutét que dans R.
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Nombres complexes
Rappels

1 Ensemble des nombres complexes

1.1 Définition des nombres complexes

Nous ne construirons pas dans ce cours les nombres complexes. Donnons quand méme rapidement l'idée.
On munit R? de deux opérations + et x définies par :

(a,b) + (a',b) :=(a+a', b+ )
(a,b) % (a',b') := (aa’ — bV, ab + a'b).

On note i := (0,1); si 2 € R, on note encore x le couple (z,0). On peut alors calculer

i?=ixi=(-1,0)=-L

Théoréme 1
Il existe un ensemble C tel que :

(i) C est muni d’opérations + et x vérifiant « les propriétés habituelles » ;
(ii)) C contient R ;
(iii) C posséde un élément remarquable, qu’on note i et qui vérifie i’ = —1;
(iv) on a

VzeC, (a,b) eR*:z=a+ib.

Quelques remarques :
e Par « propriétés habituelles », on entend par exemple
> Vz,2€C, 24+7 =2 +2
> Vz,2’€C, 2x2 =2'x2
> Vu,v,w€C, (u+v)xw=uxw+vxw
> ete.

o En fait, en plus de demander que R C C, on doit aussi imposer que si z,y € R, les résultats de z +y
et & x y soient les méme quand ces opérations sont effectuées dans R ou dans C.

o La démonstration de ce théoréme est admise mais elle ne pose en fait pas de difficulté : comme dit
plus haut, on peut par exemple construire C en tant que R2. Cependant, il y a plusieurs autres
maniéres de construire C.

e On note C* := C)\ {0}.
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1.2 Partie réelle et partie imaginaire

L’assertion (iv) du théoréme 1 permet de définir les parties réelle et imaginaire d'un nombre complexe :

[ Définition
Soit z € C.
D’apreés, le point (iv) du théoréme 1, il existe un unique a € R et un unique b € R tels que z = a -+ ib.

(i) Le nombre a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z) ;

(i) le nombre b est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z) ;

On dispose donc de deux fonctions

Re:C—R et Im:C—R.

On a, par définition,

Vz e C, =z=Re(z)+ilm(z).

On a aussi :

/ Re(z) = Re(7) _
Vz,2 €C, {Im(z) . = z=17.

[ Fait

Soit z€ C. On a

a) z=0 <= (Re(z) =0 et Im(z) =0)
b) 2#0 < (Re(z) #0 ou Im(z) # 0) J

,

' '
Fait
Les fonctions partie réelle et partie imaginaire sont « compatibles » avec I'addition.

a) Soient u,v € C. Alors, on a

Re(u + v) = Re(u) + Re(v);
Im(u + v) = Im(u) 4 Im(v).

b) Soient n € N* et z,...,2, € C. Alors, on a

=1 k=1
k] mn
Im (Z z,;.) = Z Im(z;)
k=1 k=1
L Iy

Attention! En général, on n’a pas Re(u x v) = Re(u) x Re(v) ! C’est complétement faux. Par exemple, on
a Re(i?) = —1 # 0%. De méme pour la partie imaginaire. On a cependant un résultat partiel :

Fait
Soient z € C et t € R. Alors on a

Re(tz) =tRe(z) et Im(tz)=tIm(z).

Démontrer les trois faits précédents.

5
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1.3 Un exemple de propriété

Les réflexes calculatoires que vous avez acquis par le passé concernant les nombres réels restent encore
valables dans C. En voilad un exemple :

Propriété

Ona:VzeC, 0xz=0.
Démonstration. — Soit z € C. L'une des « propriétés usuelles » que les opérations de C doivent vérifier
est

Yu,v,w € C, ux (vxw)=(uxv)xw.

Ainsi, on a
2x(0xz)=(2x0)xz2

Or, 2 x 0 peut étre calculé dans R : on sait que 2 x 0 = 0. Ainsi, on a
2R(0N 2) =0X % ie 0xz)+(0x2z)=0x =z (%)

En soustrayant des deux c6tés le nombre 0 x z & (), on obtient : 0 x z = 0. ]

1.4 Inverse d’un nombre complexe

Soit z € C qu’on écrit z = a + ib.
On veut savoir « si z est inversible ». Mathématiquement, on se pose la question :

L'assertion « 3w € C: 2z X w = 1 » est-elle vraie?

Pour commencer, faisons deux remarques :
) . 1
e Si un tel w existe, on pourra le noter —.
z

e Premier élément de réponse : 0 n'est pas inversible.
—» Déja, cela doit étre un réflexe pour vous : on ne peut pas diviser par 0, ie 0 n'est pas inversible.

— Démontrons-le par 'absurde en choisissant w € C tel que 0 x w =1.OronaVz € C,0x 2 = 0.
Done, on a 0 = 1, ce qui est absurde.

On suppose donc z # 0 ie a # 0 ou b # 0. On va raisonner par analyse-syntheése.

Analyse. On suppose qu'il existe w € C tel que z X w = 1. On fixe un tel w et on écrit w = a + i avec
o, € R. On a donc

(a+ib)(a +iB) =1
ie aa—bB+i(af+ab) =1

Done, par identification des parties réelles et imaginaires, on a

(S) : {aa—bﬁ‘:l

aB+ab=0

@ Utilisons ’astuce suivante : comme a # 0 ou b 5 0, on est assuré que a® + b* # 0. Pour étre plus
[ récis, on sait méme que :

Fait
Soient a,b € R. Alors, on a
(a=0¢etb=0) < a® + 4% =0.
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Ainsi, porté par cette idée '@:, on va faire apparaitre dans le systéme (5) la quantité a” + b%. En multipliant
la premiére ligne de (S) par a et la seconde par b, on obtient :

a’a—abB=a
abB+ab® =0

En ajoutant ces deux égalités, on obtient a(a® 4+ b?) = a et donc

a
= a? + b2’

I _E&cgrcice' 20 : o)
' En suivant la méme méthode, trouver f.

Analyse. Une fois la valeur de 3 trouvée, on peut vérifier que ga marche.

1.5 Méthode de la quantité conjuguée

Maintenant qu’on sait que tout nombre complexe non nul est inversible, on peut écrire — si z # 0. En

utilisant la méthode suivante, qui permet de « chasser les parties imaginaires du dénominateur », on
retrouve facilement l'expression de I'inverse d’'un nombre complexe.

-

Proposition
Soient a,b € R tels quea#0oub#0. On a

1 _ 1 _a-ib _ a-—ib

a+ib  a+ib a6 = LIE
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2 Conjugaison complexe

2.1 Définition

Définition
Soit z € €. On appelle conjugué de z et on note Z le nombre complexe défini par

Z := Re(z) — iIm(z).

La conjugaison complexe est 'application c (_:
z Z

2.2 Propriétés fondamentales

p
Proposition

La conjugaison complexe est « compatible avec les opérations algébriques » :
(i) V2,2 €C, z+2 =Z+7;
(i) V2,27 €C, z2x7 =Zx7.

C’est une « involution » :

(i) VzeC, T =z

b

On dit que « la conjugaison est un automorphisme de corps de C ». On en déduit :

s

Corollaire

Ona:
(i) VzeC, YneN, 2"=7";
. ; 1 __ Y.

(ii) ¥z € C*, = =

(i) VzeC,VZ e C*, 2 ==

Z 2!
S

. Démontrer la proposition précédente et son corollaire.

'

2.3 Conjugaison et parties réelles et imaginaires

A
Si z € C, on dit que z est imaginaire pur ssi Re(z) =0; on note alors z € iR.
Ona:

o
Fait
Soit z € C. Alors,
z€ER <= Z ==z
z€IR < Z=-—2z.

\ J
On a aussi :
- ™
Fait
Soit z € C. Alors,
z+Z zZ—Z
Re(z) = et Im(z) = —
2 2i
N J
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3 Module

3.1 Définition

Pour commencer, remarquons qu’on a :
q

Proposition
Soit z € C. Alors, on a
z X Z = Re(2)? + Im(2)? € R,.

Démonstration. — C’est un simple caleul, laissé au lecteur a titre d’exercice. |
On peut donc définir :
Définition
Soit z € C. On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif ou nul défini par
|z] :== v/Re(2)? + Im(z)2.
3.2 Propriété
Proposition
Ona:
(i) V2,7 €C, |z x 2| = |z| x ||;
(ii) Vz€C, |2]=0 & z=0;
(iii) Siz € R, le module de z égale la valeur absolue de z.
On en déduit :
r" ™
Corollaire
Ona:
(i) VzeC, ¥neN, |z"=]|";
1 1
(ii) ¥z € C*, ’—‘:—;
z ||
z 2|
(iii) ¥z € C,¥2' € C*, ‘ 7 | = T
A A

sinon, donnez un contre-evemple,

3.3 Retour sur 'inverse

Ona:
Fait
Soit z€e C*. On a
1z
z o
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4 Affixes

On se place dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, N }.)

4.1 Affixe d’un point

Définition
Soit M un point du plan, de coordonnées (a,b).
On appelle affixe de M le nombre complexe a + ib. On note M(a + ib).

4.2 Affixe d’un vecteur

Définition
Soit ¥ un vecteur du plan, de coordonnées (x,y).
On appelle affixe de ¥ le nombre complexe x + iy. On note v(z + iy).

Nombres complexes — Rappels T
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