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Chapitre 1

Eléments de logique
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Illustration de couverture du livre
Homotopy Type Theory : Univalent Foundations of Mathematics (2013)

Au tournant du vingtiéme siécle (entre 1880 et 1920), poussées par des paradozes indépassables,
les mathématiciens ont été contraints de s’engager dans une grande tache de refondation. On
a appelé cette période de Uhistoire des mathématiques : la crise des fondements. Depuis, les
mathématiques ont acquis des fondations solides, formelles.

A titre d’ezemple important, mentionnons Les éléments de mathématiques, écrits collectivement
par un groupe de mathématiciens réunis sous le pseudonyme de Nicolas BOURBAKI. Cette ceuvre,
commencée en 1935, avait pour objectif de présenter toutes les mathématiques contemporaines en
ne partant de « rien ».

Récemment, sous l'impulsion du mathématicien Viadimir VOEVODSKY (1966-2017), une nouvelle
approche de fondation des mathématiques a émergé, appelé « fondation univalente ».

Dans ce premier chapitre du cours de mathématiques, on se donne un but analogue — mais
qu’on poursuivra avec moins de rigueur : définir un cadre dans lequel on peut dire et faire des
mathématiques.
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plan de cours et principaux résultats

I. Deux notations, une abréviation
1) Le symbole :=
2) Le « ssi de définition »
3) La locution ie
II. Assertions 11w
1) Définition
a) Assertions
b) La locution « on a»
Convention 1.1
Si P est une assertion, on écrira « On a P » pour dire que P est vraie.
2) Variables libres, variables liées/muettes, prédicats
3) Vocabulaire
ITI. Opérations sur les assertions 15 4
14 4
1) Négation
2) Conjonction
3) Disjonction
4) Négation de la conjonction, négation de la disjonction
a) Un calcul
b) Interchangeabilité
5) Lois de De Morgan

Proposition 1.2®
1) non(non(P)) = P
2) non(P et Q) = non(P) ou non(Q)
3) non(P ou Q) = non(P) et non(Q)

1. Eléments de logique

1/3



6)

7)

8)

9)

Implication

a) Définition

b) Exemples

c) Vocabulaire

d) Implication réciproque

e) Principe de contraposition

Proposition 1.3®
(P = Q) = (non(Q) = non(P))
f) Négation de’ I'irﬁpli;:ation |
Pfoposition 1.49
non(P = Q) = (P et non(Q))

g) Ne pas confondre « donc» et « = »
h) Une autre écriture de P = Q
Equivalence

a) Définition

b) Lien entre équivalence et implication
c) Vocabulaire

d) Ne pas confondre « ie» et « <= »

Double-distributivité entre « et » et « ou »

Proposition 1.5@
1) (PetQ)ouR = (PouR)et(QouR)
2) (PouQ)et R = (PetR)ou(QetR)

Chaines d’implication

IV.
1)

2)
3)

Tautologies

Définition

a) Formules propositionnelles
b) Définition des tautologies
c) Exemples

Principe du tiers-exclu

Raisonnement par ’absurde

1)

Quantificateurs

Quantificateur universel

a) Définition

b) Assertions universellement quantifiées sur le vide
Proposition 1.6

L’assertion « Vx € &, P(x) » est toujours vraie.

c) Notations
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2) Quantificateur existentiel
a) Définition
b) Notations
c) Quantificateur d'existence unique
d) Vocabulaire
3) Ordre des quantificateurs
a) Non-interchangeabilité V — 3
b) Interchangeabilités V — V et 3 — 3
4) « Pour tout z tel que... »
5) Négation des quantificateurs
Proposition 1.7®
1) non(Vz € E, P(z)) = 3z € E : non(P(z))
2) non(3z € E: P(z)) = Vz € E; non(P(x))
VI. Démonstrations : méthodes et exemples 131 ¢
1.18 4#¢
1) V-assertions 124 ¢4
2) Implications 147 49
3) Démonstration par contraposition
4) Equivalences
5) Démonstration par disjonctions de cas
6) V=-assertions
7) Démonstrations par ’absurde
8) J-assertions
a) Explicitement
b) En invoquant une autre 3-assertion
c) Par analyse-synthése
9) Assertions d’existence unique
10) Démonstration par analyse-synthése
VII. Principes de récurrence 222 @
219 &
1) Récurrences simples 217 &
2) Récurrences doubles o
3) Récurrences fortes
4) Autres types de récurrence
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