MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 12

Polynémes I

CABAN

Exemples de courbes algébriques, définies par des polynomes

Polyn6émes
Les fonctions polynomiales sont les fonctions les plus simples qu’on puisse
maginer.

Dans l'ordre, on a d’abord les fonctions constantes, puis les fonctions affines,
puis les fonctions polynomiales de degré 2 : ils correspondent aux expressions
«a» «aX +b» puis « aX?+bX +c »

Ensuite, on a les fonctions polynomiales de degré 3, etc.

En général, on va étudier les expressions du type

A K o B K o B i X b
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Polynomes 1

plan de cours et principaux résultats

1)
2)
3)

4)

5)
6)

Présentation et définition

Exemples
Notations
Exemples de calcul
a) additions

b) multiplications

c) scalairisation

d) exemple-bilan

Fait 12.1®

On a

(X -
L’ensemble des polynémes

Notation 12.2
On pose

R[X] = {ao +a X+ +a, X"

De méme, on pose

C[X] = {ao +ar X+ +a X"

L’indéterminée
Premieéres propriétés

a) propriétés
b) bilan

Proposition 12.3

Le 5-uplet (K[X], +, %, 0, 1) est un anneau commutatif.

DTG g

+ XM =X"-1.

; neN etao,al,...,anER}.

;neN etao,al,...,ane(C}.
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7)

Ecriture canonique d’un polynéme
a) écriture canonique d'un polyndme

Théoréme-Définition 12.4
Soit P € K[X] un polynéme non nul.

e Alors, P s’écrit de maniére unique

P=ay+a1 X+ - +a, X"

avec n € N, avec (ag,...,a,) € K**! tel que

e On dit que :
> n est le degré de P, noté deg(P) ;
> les ay sont les coefficients de P, notés coeffy(P) ;
> ag est le coefficient constant de P ;
> a, est le coefficient dominant de P, noté coeffgom(P) ;
>

ap, X™ est le terme dominant de P.

b) exemples
c) quelques propriétés
d) définitions

8) Exemples d’identités algébriques classiques
Proposition 12.5 ®
" (n
P n __ kyn—k
rar=3(7)re
k=0
Proposition 12.6 @
n—1
pPn Qn — Z Pan—l—k
k=0
9) Une expression du produit
II. Degré
1) Cas du polyndéme nul
Convention 12.7
On pose
deg Ok[x) == —oo.
Degré de la somme

2)

Proposition 12.8
Soient P,Q € K[X].

1) En général, on a

deg(P + Q) < max <deg(P), deg(Q)).

2) Sideg(P) # deg(Q), on a

deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q)).
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3) Espace K, [X]

Définition 12.9®

K, [X] = {P € K[X] | deg(P) < n}

Fait 12.109
1) K, [X] est stable par combinaison linéaire.
2) Autrement dit,

s } = P+AQeK,[X]

Degré du produit

Proposition 12.11®

deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q). ’

5) Intégrité de K[X]

Proposition 12.12®
1) K[X] est un anneau intégre.
2) Autrement dit,
PQ=0 = (P=0 ou Q=0).
3) Dit de fagon contraposée,

(P£0 et Q#0) = PQ#Q.

Corollaire 12.13®
P@=PR = @Q=R.

III. Evaluation des polynémes 18.4 4¢3
s wiie 18.13 &
1) Définition 18.15 &

a) évaluation
b) fonction associée a un polynéme
c) évaluation en une matrice

2) Propriétés fausses

Fait 12.14®

En général, on a :
1) P{a+ B) # P(a) + P(B);
2) P(ap) # P(a)P(B).

3) Propriétés vraies

Proposition 12.15@

On a :
1) (P+@Q)() = P(a) +Q(8) ;
2) (PQ)(a) = P(a)Q(B).
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Interpolation de Lagrange

Théoréme 12.16 ©
Soient x1,...,z, € K, deux d deux distincts. Alors

V(yl,. ,yn) € K", JIP e ]K;n[-l] ) Vi € Hl,'fl]], P(l‘z) =Y;-.

IV.

1)
2)

Racines

Racines

Caractérisation des racines

Proposition 12.17
Soit P € K[X] un polynome et soit o € K. Alors,

Pla)=0 <= 3JQeKX]: P=(X-a)Q.

Factorisation simultanée

Le degré majore le nombre de racines

W Théoréme 12.18
Soit P € K[X] un polynéme non nul.

1) Alors, P admet au plus deg(P) racines.

2) Plus formellement,
|Zc(P)| < deg(P).

5)

Critére radical de nullité
a) énoncé

w Théoréme 12.199
1) Un polynome de degré au plus n qui a au moins n + 1 racines est nul.

2) Plus formellement,
|Ze(P)|

21
— P=0.
deg(P) < n

w Corollaire 12.20®

Zc(P) infini => P =0.

b) corollaires

w Corollaire 12.21 @
Soient P,Q € K[X] de degré < n.
P et Q coincident en (n+ 1) points = P =Q.

c) une belle application

Fait 12.22

n—1
wel, k=0

d) reformulation

12. Polynémes I 4/5
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6)

Théoréme de d’Alembert-Gauss

w Théoréme 12.239
Soit P € C[X]. Alors,

De\e)(P) 31 i) JaeC: P(a)=0.

Corollaire-Réflexe 12.24®

Soit P € C[X] non nul de degré n. Alors, on peut écrire

P=)

n
k=

1

avec A € C* et Vi € [1,n], a; € C.

(X ==, a,—)

V. Composition 18.26 4¢
1) Définition

2) Propriétés

3) Degré

VI. Dérivation formelle

1) Définition

2) Propriétés

3) Degré
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