MPSI 3

Lycée CHATEAUBRIAND

Chapitre 14

Nombres réels

— 00, +00

La droite réelle, notée R, est aussi égale & |—oo, +00.

L’ensemble R des nombres réels
Il s’agit d’'un des objets les plus importants des mathématiques.

C’est 'ensemble de toutes les positions possibles d’'un point sur une droite. Cest
avec R qu’on modélise le temps et U'espace. Toutes les grandeurs que 'on mesure
en physique sont également des nombres réels.

On sait additionner, soustraire, multiplier et diviser (sauf par 0) des nombres
réels entre eux. On sait ordonner deux nombres réels entre eux, dire quel est le
plus grand les deuz. On sait aussi dire quelle est la distance entre deur nombres
réels x et y : il s'agit simplement de |x — y|. Ces différentes opérations font de
R un objet mathématique trés riche.

On étudiera dans ce chapitre plusieurs concepts relatifs a R : densité, bornes
supérieure et inférieure, partie entiére et parties converes.

Colas Bardavid
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Nombres réels

plan de cours et principaux résultats

I. Notion de proximité
1) Définition
2) Propriétés
3) Deux points infiniment proches sont égaux
Fait 14.1©
On a
(VE>O, |:L‘*y|€6) = z=y
4) Proximité dans un intervalle
Fait 14.20
On a
el = |zx—y| <)
II. Maxima et minima
1) Majorants et minorants
a) définitions
b) exemples
c) parties bornées
2) Maxima et minima
a) définition
b) exemples
3) Théorémes d’existence

a) cas fini

Théoréme 14.39
A fini non vide — {
b) cas de N

Théoréme 14.4
Soit A C N non vide. Alors,

A admet un mazimum
A admet un minimum.

A admet un minimum.
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c)casde Z

Théoréme 14.5
Soit A C Z non vide. Alors,
1) A minorée = A admet un minimum

2) A majorée = A admet un mazimum

4) Insuffisance du minimum et du maximum

III. Bornes supérieures et inférieures 20.24 b
20.23 ##

1) Définitions 20.40 =
Définition 14.6 @

1) On dit que A admet une borne supérieure ssi Majo(A) posséde un plus petit
élément.

2) On note alors sup(A) le plus petit des majorants de A.

2) Premiéres propriétés

3) Propriété fondamentale de R

w Théoréme 14.7
Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

4) Adhérence de la borne supérieure
a) énoncé
Proposition 14.8
Soit A C R non vide. Alors,

Ye>0, Jag€A: supA—e <ap<supA.

b) application
5) Cas des familles
a) définition
b) il est facile de montrer qu'un sup(-) est <
Proposition-Réflexe 14.9 @
On a
supa; K C < Viel, a;<C.
i€l
c) croissance de sup(:) et inf(-)
6) Cas des fonctions
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IV. Partie entiere 20.29 4¢3
g 20.32 44
1) Définition 20.35 ¢
Définition 14.10®
La partie entiere de x, notée |z|, est le plus grand entier n € Z tel que n < x.
2) Caractérisation
Proposition 14.11®
Soit x € R. Alors,
lz] €z < |z]+1 et z-1<|z|<z
3) Propriétés
4) Graphe
5) Partie fractionnaire
V. Densité 20.41 $33%
1) Définition
Définition 14.129
Soit A C R. On dit que A est dense dans R S8
VeeR, Ve >0, Ja€ A:|a—z| <e.
2) Une caractérisation
Proposition 14.13
Soit A C R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est dense dans R
(i) Vo,y R, z<y = JacAd:z<a<y
(iif) Ve,y eR, 2 <y = Jacd:z<a<y
3) Nombres décimaux
a) définition
b) approximation décimales
c) D est dense dans R
4) Q est dense dans R
5) R\ Q est dense dans R
VI. Parties convexes de R
1) Définition
2) Classification des convexes de R
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