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Dessin et formule pour w, — ¢

Dans ce chapitre, on reprend U'étude des suites numériques, dans le prolongement de
ce qui a été fait au lycée, mais de fagon plus rigoureuse. Cette nouvelle approche, qui
— déja — est satisfaisante en elle-méme, nous permettra d’aller beaucoup plus loin
dans les méthodes et dans les résultats.
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plan de cours et principaux résultats

I. Généralités 218
219 44
1) Définitions et notations
2) Dessins d’une suite
3) Mode de définition d’une suite
a) de facon explicite
b) par récurrence
c) de fagon implicite
4) Suites extraites
5) Monotonie
Fait-Réflexe 15.1
Soit (uy)n une suite telle que Vn € N, u,, = 0. Alors,
n
la suite (2 uk) est croissante.
neN
k=0
II. Cas particuliers classiques et importants 214 4
. . o ) L 2131 &
1) Suites arithmético-géométriques 2130 ¢
a) définition
b) détermination du terme général
c) formule générale
2) Suites récurrentes d’ordre 2

a} théoréme de structure
Soient a,b € R.
Soit (up), € RY telle que

VYn €N, upypo = auyqq + buy,.

On pose P := X? — aX — b, appelé polynéme caractéristique de ().

Théoréme 15.2
1) Si P posséde deux

racines distinctes réelles o et 3, alors

(A p) eR?: VneN, u, = A"+ us™.

2) Si P posséde une racine double réelle o, alors

b) exemple
c) raffinements
d) éléments de preuve

A u) eR?: VneN, u, = (A+ pun)a™
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III. Propriétés vraies APCR
IV. Limite d’une suite : cas fini 21.19 ¢
1) Définition et premiéres propriétés : cas réel %:
a) définition '
b) notations
c) vocabulaire
d) un premier exemple
e) cas des suites tendant vers 0
Proposition 15.3
Soit (us) € RN. Alors,
U, —0 <= |up|—0.
f) autres écritures de la définition
2) Cas complexe
a) définition
b) remarque
3) Limites et suites extraites
a) stabilité de la limite aprés passage a la suite extraite
Proposition 15.4®
Soit ¢ : N— N une extractrice. Alors,
un —E = Upm) —L.
b) une premiére réciproque partielle
Proposition 15.5
Ugn — 4
= U, — L.
Ugpp1 — £
c) une seconde réciproque partielle
Proposition 15.6
Upp1 — € = uy,— L
4) Unicité de la limite
5) Six lemmes

Lemme 1
(un)n converge = (un)n bornée.
Lemme 2 (K = R)
Up — 0

wy, — 0

Lemme 3 (Lemme de contrdle)

On suppose qu’on dispose d’une suite (£,)n € RN telle que
1) ANp e N: Vn 2 Ny, |u, — €| < eq
2) e,—0

Alors, u, — £.

} = max(ty,,w,) — 0.
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Lemme 4

B Aju, —0
7Y .
(An)n bornée

Lemme 5 (K = R, rétropassage a la limite dans les inégalités strictes)

On suppose que
Uy, — € >0,

Alors,
1) onadNyeN: Vn = Ng, u, >0;
2) mieux : Jeg > 0, INg € N: Vn = Ny, u, > &g

Lemme 6
u, — € = [tn| —€].

Opérations sur les limites

a) somme

b) produit

c) scalairisation

d) un corollaire important et sa réciproque fausse

Corollaire 15.79

(tn)n converge — Ups1 — Uy — 0.
Fait 15.8®
En général, Uimplication sutvant est fausse :

Upp1 — Up — 0 — (un)n converge.
e) inverse
f} quotient

g) une forme indéterminée

Fait 15.99

En général, Uimplication suivant est fausse :
Uy — 1

= u,*" — 1.
Apn — +00

Convergence dans CN
Proposition 15.10®

Re(z,) — Re(X)

Ay &R {Im(zn) —Im(A)

Passage a la limite dans les inégalités larges

a) un lemme
b) corollaires

Corollaire 15.119 (K = R)

vneN, u, <M

} — { < M.
Uy — £

c) on ne peut pas passer a la limite dans les inégalités strictes
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V. Limite d’une suite : cas infini 21.28
) ) 21.42 ¢
1) Droite réelle achevée
2) Définition
3) Premiers résultats
4) Opérations sur les limites
VI. Théorémes de convergence 2139 ¢
21.59 #%
1) Convergence par encadrement
2) Divergence par minoration
3) Application : limites des suites géométriques
a) cas facile
b) cas limite
4) Théoréme de la limite monotone
a) le théoréme
Théoréme 15.12
1)
(un)n crotssante APCR
. = (un)n converge.
(un)n majorée
2) De plus, dans ce cas, en notant £ := lim u,, on a
n—oo
VYneN, u, <2
b) alternative pour les suites croissantes
Corollaire 15.13
Soit (un)y, une suite croissante. Alors,
1) si (un), est majorée, elle converge ;
2) sinon, on a u, — +o0o.
5) Suites adjacentes
a) définition
b) premiéres propriétés
c) théoréme des suites adjacentes
6) Théoréme de Bolzano-Weierstrass

a) cas réel

w¥ Théoréme 15.14
De toute suite bornée, on peut extraire une suile convergente.

b) cas complexe
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VII.
1)

2)

Point de vue séquentiel sur quelques propriétés de R
Suites et densité

Théoréme 15.15
Soit A C R. Alors, les deux assertions sont équivalentes :

(i) A est dense dans R
(ii) Vz € R, I(an)n € AV :a, — 2

Bornes supérieures et suites

Théoréme 15.16
Soit A C R non vide et majoré. Alors,
(i) 4 existe (an)n € AN telle que a, —>sup A;
(ii) on peut prendre (a,), croissante;
(iii) st sup A ¢ A, on peut prendre (ay), strictement croissante.

21.57 ¢¢

VIII.

Suites du type u,i1 = f(uy)
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