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Chapitre 17

Matrices
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Un exemple trés important de matrice dans Ms(R)

Les matrices sont des tableaux de nombres.

En mathématiques, elles jouent un réle fondamental : elles permettent de raisonner sur les
espaces vectoriels et les applications linéaires de fagon trés concréte, calculatoire si nécessaire,
en faisant abstraction des spécificités du probléme.

Les matrices sont utilisées :
o dans presque tous les domaines des mathématiques;

o dans de trés nombreuz domaines extérieurs aur mathémtatiques : en physique, chimie,
économie, informatique, etc.
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plan de cours et principaux résultats

I. Définition et premiéres considérations

1) Définition, notations
a) matrices rectangulaires
b) matrices carrées, lignes et colonnes
c) généralisations
d) moyens mnémotechniques

2) Addition

3) Scalairisation

4) Matrices élementaires
a) définition
b) exemples
c) décomposition d'une matrice a I'aide des matrices élémentaires

5) Colonnes et lignes d’une matrice

1I. Multiplication entre matrices 236 M

L B 23.11 4#

1) Définition 2312 %

2) Propriétés

3) Multiplication entre matrices élémentaires

4) Techniques de calcul « en colonne »

a) matrice x colonne = colonne
b) base canonique de M,, 1 (K)
c) extraction de colonne

Fait-Réflexe 17.19

AXEJ' :CJ(A)

d) AX est une combinaison linéaire des colonnes de A
e) multiplication colonne par colonne

Proposition 17.2®

1) Le produit matriciel se fait « colonne par colonne » par la droite.

2) La j-iéme colonne de A x B égale le produit de A par la j-iéme colonne de B.

3) Ie, on a

f) cas colonne x ligne
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5) Techniques de calcul « en ligne »
6) Matrice identité
7) Produit par blocs
III. Transposition 23.15 4¢3
L 23.16 i
1) Définition
2) Propriétés
Proposition 17.3®
(AxB) =BT x AT
IV. Matrices carrées 23.36 44
S & 23.37 4¢
1) Structure d’anneau 23.38 43
Fait 17.40
L’ensemble des matrices carrées M, (K), muni des opérations + et x, est un anneau.
2) Commutation
3) Formules de Newton et Bernoulli
V. Matrices inversibles 23.21 4
sn cwpe 2327 =
1) Définition 2331 %
2) Premiéres propriétés 23.34 £%
3) Transposition et inversibilité
4) Reconnaitre facilement une matrice non-inversible
a) lignes/colonnes nulles
b) lignes/colonnes égales
c) relation de liaison entre les lignes/colonnes
5) Noyau d’une matrice
a) définition
Définition 17.5@
Le noyau de A est
Ker(A) = {X € M, 1 (K) | AX = o.n,l}.
b) interprétation du noyau
c) calcul du noyau
d) une matrice inversible a un noyau nul
6) Critére nucléaire d’inversibilité

w Théoréme 17.6
1) Soit A € M,,(K) telle que
VX e M, 1(K), AX =0, = X =0,,.

Alors, A est inversible.
2) Autrement dit, si le noyau de A est nul, alors A est inversible.

3) Ainsi, on a
Ker(A) = {0,1} <= A e GL,(K).
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7)

Théoréeme d’inversibilité unilatérale

Théoréme 17.79
Soient A, B € M,(K).

1) Alors, on a
AB =1, = BA=1,.

2) Dans ce cas, A est inversible et son inverse est B.

VI.

1)
2)

3)

4)

5)

Ensembles de matrices remarquables

Matrices scalaires

Matrices diagonales
a) définition
b} action
c) produit
d) inversibilité et inverse
Matrices triangulaires supérieures
a) définition
b) produit
Proposition 17.8 @
1) Le produit de deur matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieur.

2) De plus, les coefficients diagonauz du produit sont égaux aux produits des coefficients
dingonaux des matrices multipliées.

c) inverse

Proposition 17.9@

Soit A € T} (K).
1) A est inversible si, et seulement si, ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
2) Dans ce cas, A~" est encore triangulaire supérieure.

De plus, les coefficients diagonauz de A~ sont les inverses des coefficients diago-
nauz de A.

d) matrices inférieures

e) matrices triangulaires supérieures par blocs
Ensembles T, (K)

a) réécriture de T}, (K)

b) définition

c) un exemple

d) produit

Matrices symétriques et antisymétriques
a) définition

b) propriétés

c) une propriété fausse

d) un cas important

Fait 17.10

M quelconque =  MTM et MMT sont symétriques.
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VII.

1)
2)
3)

4)

5)

Systémes linéaires et matrices 23.32 4¢

) ) 23.33 b8
Algorithme du pivot de Gauss 23.08 ¢¢

Interprétation matricielle des systémes linéaires

Caractérisation des matrices inversibles
a) systémes de Cramer

Proposition 17.11
Soit A € M, (K). Alors,

A inversible <= VB € M, 1(K), ’équation AX = B posséde une unique solution.

b) application au calcul de I'inverse d'une matrice

Matrices d’opérations élémentaires

a) définition

b) inverses

c) action a gauche et a droite

Invariance de I’inversibilité par opérations élémentaires
a) les opérations élémentaires

b) le principe

Proposition 17.12

On ne change pas le caractére inversible d’une matrice en effectuant sur elle des opérations
élémentaires sur ses lignes ou sur ses colonnes.

c) application au calcul de I'inverse d’une matrice
d) retour sur les matrices triangulaires supérieures

17. Matrices 4/4
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