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Chapitre 18

Espaces vectoriels

A
"’_‘):' fk‘ld/."ar na

Hermann GRASSMANN
(1809-1877)

B

Richard DEDEKIND Giuseppe PEANO Hermann WEYL
(1831-1916) (1858-1932) (1885-1955)

Le long travail d’abstraction et de formalisation qui aboutit & la théorie des espaces vectoriels commenga
par les travauz révolutionnaires de Hermann Grassmann. Ses recherches ne furent pas remarquées d leur
juste valeur en son temps, et Grassmann fut plus célébre d son époque en tant que linguiste qu’en tant que
mathématicien.

Ils furent repris et peaufinés par de nombreuz mathématiciens ensuite, parmi lesquels Richard Dedekind
(grand représentant de ’école algébriste allemande), Giuseppe Peano (grand mathématicien italien) et
Hermann Weyl (mathématicien et physicien théoricien allemand, émigré aux USA).
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plan de cours et principaux résultats

I. Définition et exemples 24.14 4
1) Définition
a) définition
b) vocabulaire
c) conventions
2) Combinaisons linéaires
3) Premiéres propriétés
Proposition-Réflexe 18.1 @ (simili-intégrité des espaces vectoriels)
Az =0g = ()\zOK ou 3::03)
4) Exemples
5) Fonctions A valeurs dans un espace vectoriel
6) Espace vectoriel produit
7) Algébres
a) définition
b) exemples
c) algébres et polynémes
II. Familles finies de vecteurs 24.11 484
o 24.2 o
1) Familles liées 24.10 &¢

a) définition
b} réflexes

Fait-Réflexe 18.2
Si l'un des vecteurs de la famille est nul, alors elle est liée.

Fait-Réflexe 18.3
Si la famille contient deux fois le méme vecteur, alors elle est liée.

Fait-Réflexe 18.4®

St (xy,...,2p) est lie alors l'un des x; est combinaison linéaire des autres.

c) exemples
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2) Familles libres
a) définition
b) en pratique
Fait-Réflexe 18.5 @
La famille (z1,...,2,) est libre si, et seulement si,

P
VA, Ap) €KP, > Nz =0 = Vi€ [1,p], \i = 0.

=1
c) exemples
3) Familles génératrices
a) définition
Définition 18.6
La famille (x1,...,zp) est génératrice ssi

P
Vz € E, I,..., 0p) EKP 1z = M.
i=1
b) exemple
4) Bases

a) définition

b) caractérisation

Proposition-Définition 18.7

Soit (z1,...,2p) € EP une famille de vecteurs de E d p éléments.
1) Ona

P
(@1,...,2p) base de E <= Vz € B, N(\y,..., 0p) €KP 1z = A,

i=1
2) On dit alors que Ay, ..., ), sont les coordonnées de  dans la base (z1,. .. ()
c) exemples
III. Familles dans K" 24.8

1) Une notation

Notation 18.8@
On note

T
T2
K" = My 1(K) = . i (21,...,2,) €K

Tn

On dit qu’on a identifié K" et M, ;(K).
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2) Cas des familles de K" « de bonne taille »
w Théoréme 18.9
Sotent X1,...,X, € K". On pose
A= (.X1 ,Xz | e |Xn) S Mn(K)
Alors, les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) (X1,...,X,,) libre
(ii) (X1,...,X,) génératrice dans K"
(iii) (X1,...,X,) base de K"
(iv) A € GL,(K).
3) Une petite famille ne peut pas étre génératrice
W Théoréme 18.10
Soit p € N* el soient X1,..., X, € K". Alors,
(X1,...,Xp) génératrice dans K* = p > n.
4) Une grande famille ne peut pas étre libre
w Théoréme 18.11
Soit p € N* et soient X1,...,X, € K". Alors,
(Xq,...,Xp) libre = p< n.
5) Bases de K"
Proposition 18.12®
(X1,...,Xp) base de K" = p=n.
IV. Familles quelconques 24.12 44
g 2413 4¢
1) Familles presque nulles -
2) Combinaisons linéaires presque nulles
3) Familles libres
4) Familles génératrices
5) Bases
a) définition
b) exemples
V. Sous-espaces vectoriels 24.17 46
s sre 2425 4¢
1) Définition 24.24 s
2) Caractérisation
Proposition 18.13®
OpeF
Fsev B <+ &
Ve, ye F, VAeK, z+ Ay e F.
3) Exemples
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4)

Premiéres propriétés

Fait 18.14® (Statibilité des sev par CL)
Soit F sev E. Alors,

14
VpEN, Y(a1,...,2,) € FP, Y(\1,..., ) €KP, D Nz € F.

i=1

5) Somme de sous-espaces vectoriels
a) définition
Définition 18.15®
Soient F,G sev E. On pose
F+G= {3:+y; zeF etyeG}.
b) généralisation
c) quelques faits
d) exemples
6) Sous-espaces vectoriels de R? et R?
7) Sous-espace vectoriel engendré par une partie
a) définition
b) exemples
c) caractérisation de Vect(A)
Proposition 18.16@
Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient A.
d) propriétés
e) lien avec les familles génératrices
VI. Sommes directes 24.20 4644
1) Cas de deux espaces vectoriels

a) définition
Définition 18.17®

Soient F,G sev E. R
On dit que F' et G sont en somme directe ssi

i ==
V(zp,yr) € F2¥(zg,y6) € G*, zr+zc=yr+yc = {F e

b) caractérisation
Proposition-Réflexe 18.18 )

F et G sont en somme directe <= F NG = {0g}.

c) dessin
d) exemples

Tg =Yo-
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2)

3)

4)

Cas général
a) définition
b) caractérisation

Proposition-Réflexe 18.199

Fy,..., F, sont en somme directe

0

Y (B i o Bp) EFy Xo e R F, 1+ -+ a, =0 = Vic[l,p], z; =0g.

Supplémentaire

a) définition

Définition 18.20®

Soit F sev E. Soit G sev E. On dit que G est un supplémentaire de F' dans F ssi
E=FadG

b) exemples
Bases et sommes directes
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