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Applications linéaires

plan de cours et principaux résultats

I. Définitions et exemples

1) Définitions

2) Exemples

3) Premiéres propriétés
Proposition 19.1® (Critére pour étre linéaire)

f est linéaire <= Vz,ye€ E,VA€K, f(z+ \y) = f(z) + A f(y).

4) Application linéaire canoniquement associée A € M, ,(K)
Définition 19.2
Soit A € M, »(K). L’application linéaire canoniquement associée a A est

i Mp 1 (K) —— M, 1(K)
X— AX.

Onauy € L(KP,K").

5) Classification de L(R,R)

6) Classification de L(R* R) et de L(R? R?)
a) classification de L(KQ,]R)
b) classification de L(KQ,RQ)
c) généralisation

II. Opérations sur les applications linéaires F24.14 444

F24.41 &

1) Structure de K-espace vectoriel F24.15 4é
Fait 19.3®
Sotent B et F' des K-espaces vectoriels. Alors,

(L(E,F), +, 6;, ) est un K-espace vectoriel.
2) Composition
3) Diagrammes
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4)

La K-algébre L(F) des endomorphismes
a) structure de K-algebre sur L(E)

Théoréme 19.4
Soit E un K-espace vectoriel. Alors,

(L(E), SR IdE) est une K-algébre,
non commutative en général.

b) puissances, commutation
c) polyndmes d’'endomorphismes

Théoréme 19.50
Soit f € L(E) et soient P,Q € K[X]. Alors,

(PR)(S) = P(1) 0 Q).

d) formules de Newton et de Bernoulli
e) sous-espaces stables et endomorphisme induit

III.
1)

2)

Noyau et image

Préliminaire

a) cadre

b) tiré-en-arriere

c) poussé-en-avant

Noyau d’une application linéaire

a) définition

Définition 19.6

Soit f € L(E, F). Le noyau de f, noté Ker(f), est le sous-espace vectoriel de E défini par

Ker(f) = {a: eFE ’ flz) = OE}.

b) exemples
c) lien entre le noyau des matrices et le noyau des applications linéaires
d) noyau et injectivité

Proposition 19.79
Soit f € L(E, F). Alors,
f injective <= Ker(f) ={0g}.

e) liberté et injectivité

Proposition 19.8@
Soit (T1,...,Zp) une famille libre de E et soit f € L(E, F) injective. Alors,

(f(xl)a ce f(xp)) libre.

Proposition 19.99
Soit (z1,...,2p) une base de E et soit f € L(E, F). Alors,

f injective <= (f(:rl),...,f(a:p)) libre.

f) Cas KP — K"

ww Proposition 19.109
f e L(K?,K")

X } = [ ne peut pas étre injective.
p>n
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3)

Image d’une application linéaire

a) définition

Définition 19.11 @

Soit f € L(E, F). L’image de f est le sous-espace vectoriel de F' défini par
im(f) = {f(2) ; 2 € B}.

b) exemples

c) image, surjectivité et caractére générateur

Fait-Réflexe 19.12@
Soit (x1,...,xp) une famille génératrice dans E et soit f € L(E, F). Alors,

(f(@1),..., f(zp)) est génératrice dans Im(f).

Fait-Réflexe 19.13@
Soit (z1,...,xp) base de E et soit f € L(E, F). Alors,

[ surjective <= (f(z1),...,f(zp)) est génératrice dans F.

d) Cas K — K"

w Proposition 19.14
f €L(K",K"

. ) } = f ne peut pas étre surjective.
DiLn,

e) Composition des images
Fait-Réflexe 19.159
On se place dans le diagramme d’espaces vectoriels E —f—> Folad Alors,

1) ona

Im(g o f) = g(Im(f)) ;

2) dit autrement, on a
Im(go f) = |m<g||m(f)).

IV.

1)
2)

3)
4)

5)

Isomorphismes
Préliminaire
Définition

a) isomorphismes

b) espaces isomorphes
Exemples
Automorphismes
a) définition

b) GL(F)

c) exemples

Cas K? — K"

w Théoréme 19.16

Soit f : K" — K" une application linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective ie Ker(f) = {0k}
(ii) f est surjective ie Im(f)=K"
(iii) f est un isomorphisme ie f € GL(K")
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V. Définition d’une application linéaire dans une base
1) Deux applications linéaires coincidant sur une base sont égales
2) Définition d’une application linéaire dans une base
a) principe
b) exemple
c) I'application CLg
Définition 19.17
Soit E un espace vectoriel et soit F = (z1,...,2p) € EP une famille de vecteurs de E.
L’application linéaire CLg : KP — E' est définie par
KP E
ClLg : £
ALy dp) — ) Az
i=1
d) propriétés de # détectables sur CLg
e) I'application Coordsz
f) I"énoncé précis
g) démonstration
3) Définition d’une application linéaire sur une somme directe
a) deux applications linéaires coincidant sur les facteurs d'une décomposition directe sont égales
b) cas de deux espaces vectoriels
c) généralisations
VI. Projecteurs et symétries F24.20 Wé#
0 F24.31
1) Définition des projecteurs F2432 &

2)

3)

4)

Définition 19.18

Sotent F' et G des sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G.
Le projecteur sur F parallelement a G est l’endomorphisme p de E défini par

p(z) =zF

pour x € E s’écrivant x = zp + ¢ (avec zp € F et g € G).

Propriétés des projecteurs

a) réflexes
b) points fixes d'un endomorphisme
c) points fixes et noyau d'un projecteur

Caractérisation des projecteurs

Proposition 19.19
Soit p € L(E) tel que p> = p. Alors,
1) p est un projecteur;
2) plus précisément :
a) on a E = Ker(p) ® Im(p) ;
b) p est le projecteur de E sur Im(p) parallélement a Ker(p).

Symétries
a) définition
b) propriétés
c) caractérisation

19. Applications linéaires 4/5



VII. Formes linéaires

1) Les formes linéaires sont nulles ou surjectives
2) Hyperplans
a) définition
Définition 19.20
Soit H un sous-espace vectoriel de . On dit que H est un hyperplan de £ ssi

Jp e L(E,K)\ {Ozx) } : H = Ker(p).

b) hyperplans dans K™
c) supplémentaires des hyperplans

3) Formes linéaires associées & un méme hyperplan
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