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Continuité
plan de cours et principaux résultats

I. Continuité 27.15
27.23
27.251) Continuité

a) continuité en un point
b) un premier exemple
c) continuité sur I

2) Prolongement par continuité
a) définition
b) exemple : la fonction sinus cardinal

3) Caractérisation séquentielle de la continuité

Théorème 21.1 T

f est continue en a ≈∆
⇣

’(xn)n œ IN, xn ≠æ a =∆ f(xn) ≠æ f(a)
⌘

.

4) Image par une fonction continue d’une suite convergente
a) les limites passent aux fonctions continues

Corollaire 21.2 T

Si f est continue, alors

un ≠æ ¸ =∆ f(un) ≠æ f(¸).

b) application aux suites définies par récurrence

Corollaire 21.3 T

Soit f : I ≠æ I une fonction continue et soit (un)n œ IN
une suite telle que

(
u0 œ I

’n œ N, un+1 = f(un).
Alors,

un ≠æ ¸ =∆ f(¸) = ¸.

5) Caractérisation séquentielle des limites

Proposition 21.4 T

On a

f(x) ≠≠≠æ
xæa

¸ ≈∆
⇣

’(un)n œ IN, un ≠æ a =∆ f(un) ≠æ ¸
⌘

.

6) Opérations sur les fonctions continues
7) Composition des fonctions continues
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II. Continuité des fonctions usuelles
1) Les fonctions constantes
2) La fonction IdR est continue
3) Les fonctions polynomiales sont continues
4) Les fonctions lipschitziennes sont continues

a) définition
Définition 21.5
Soit f : I ≠æR.

1) Soit C > 0.

On dit que f est C-lipschitzienne ssi�

’x, y œ I,
��f(x) ≠ f(y)

�� 6 C|x ≠ y|.

2) On dit que f est lipschitzienne ssi�

÷C > 0 : f est C-lipschitzienne.

b) les fonctions lipschitziennes sont continues
Proposition 21.6
Soit f : I ≠æR. Alors,

f lipschitzienne =∆ f continue.

5) Fonctions trigonométriques
a) sinus et cosinus sont 1-lipschitziennes
Fait 21.7

1) Les fonctions sin(·) et cos(·) sont 1-lipschtziennes.

2) Autrement dit, pour tous x, y œ R, on a

��sin(x) ≠ sin(y)
�� 6 |x ≠ y|

��cos(x) ≠ cos(y)
�� 6 |x ≠ y|.

b) les fonctions trigonométriques sont continues
6) Logarithme

a) définition
b) lipschitzianité du logarithme sur [a, +Œ[
c) le logarithme est continu

7) Exponentielle
8) Fonctions puissance

a) continuité des fonctions puissance sur Rú
+

b) la fonction racine
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III. Grands théorèmes pour les fonctions continues 27.4
27.11
27.131) Théorème des valeurs intermédiaires

a) un lemme
b) théorème des valeurs intermédiaires

Théorème 21.8
Soit f : I ≠æR continue et soient a, b œ I tels que a < b.

Soit y œ R compris entre f(a) et f(b). Alors,

y est atteint par f(·).

c) version plus abstraite du TVI
2) Théorème des bornes atteintes

a) une fonction continue sur un segment y est bornée
b) théorème des bornes atteintes

Théorème 21.9 T

Soit f : [a, b] ≠æR continue. Alors,

f est bornée et atteint ses bornes.

c) contre-exemples
d) démonstration du théorème des bornes atteintes

3) Théorème des fonctions continues injectives

Théorème 21.10
Soit f : I ≠æR continue. Alors,

f injective =∆ f strictement monotone.

4) Théorème de la bijection monotone

Théorème 21.11
Soit f : I ≠æR continue et strictement monotone. On note J := f(I).
D’après le TVI, on sait que J est un intervalle.

Alors,

f≠1 : J ≠æ I est continue.

IV. Continuité uniforme 27.28

1) Définition et premières considérations
a) définition
Définition 21.12
Soit f : I ≠æR. On dit que f est uniformément continue ssi�

’Á > 0, ÷” > 0 : ’x, y œ I, |x ≠ y| 6 ” =∆ |f(x) ≠ f(y)| 6 Á.

b) un non-exemple
c) la continuité uniforme entraîne continuité

2) Caractérisation séquentielle de l’uniforme continuité
3) Théorème de Heine

Théorème 21.13 T

Soit f : [a, b] ≠æR. Alors, on a

f continue =∆ f uniformément continue.
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V. Norme infinie 27.32

1) Fonctions bornées
2) Définition et propriété fondamentale

a) définition
Définition 21.14
Soit f : I ≠æR bornée. La norme infinie de f , notée ÎfÎŒ, est définie par

ÎfÎŒ := sup
tœI

|f |.

b) propriété fondamentale
Proposition 21.15
Soit f : I ≠æR bornée. Alors, on a

1) a) ÎfÎŒ est une borne de f ;

b) ie on a

’t œ I, |f(t)| 6 ÎfÎŒ.

2) a) Mieux, ÎfÎŒ est la meilleure borne de f ;

b) plus précisément, on a, pour tout M œ R+,

⇣
’t œ I, |f(t)| 6 M

⌘
=∆ M > ÎfÎŒ.

3) C’est une norme
a) définition des normes
Définition 21.16
Soit E un R-espace vectoriel. Une norme N sur E est une application

N : E ≠æR+

vérifiant, pour tous x, y œ E et ⁄ œ R :

1) l’inégalité triangulaire : N(x + y) 6 N(x) + N(y) ;

2) l’homogénéité : N(⁄x) = |⁄| N(x) ;

3) la séparation : N(x) = 0 ≈∆ x = 0E.

b) Î·ÎŒ est une norme
Proposition 21.17
Î·ÎŒ est une norme sur B(I,R).

c) dessins
d) convergence dans B(I,R) muni de la norme Î·ÎŒ

VI. Extension à C
1) Limites
2) Continuité
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