MPSI 3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 21

Continuité

Bernard BoLZANO . Karl WEIERSTRASS
(1781 — 1848) (1815 — 1897)

Bolzano
La notion de fonction continue a mis du temps d émerger. C’est a Bolzano, un prétre et
mathématicien hongrois d’origine italienne, qu’on la doit :

f est continue en a ssi
Ve>0,36>0:Vzel, |[z—a|<§ = |f(z)— fla)| <e

Weierstrass
Attention, l’ensemble des fonctions continues contient des fonctions qui peuvent étre trés
compliquées. Weierstrass (mathématicien allemand qui poursuivit le travail de fondation de
lanalyse moderne) construisit une fonction f : R— R qui est continue mais qui n'est nulle
part dérivable !
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plan de cours et principaux résultats
I. Continuité 27.15 43
o 27.23 4¢
1) Continuité 2795 @

2)

3)

4)

5)

6)
7)

a) continuité en un point

b) un premier exemple

c) continuité sur [

Prolongement par continuité

a) définition

b) exemple : la fonction sinus cardinal
Caractérisation séquentielle de la continuité

w Théoréeme 21.19

f est continue en a < (V(ajn)n eV, z,—a = f(z,) —>f(a)).

Image par une fonction continue d’une suite convergente
a) les limites passent aux fonctions continues

Corollaire 21.2®
Si [ est continue, alors

b) application aux suites définies par récurrence

Corollaire 21.39
Soit f: I — I une fonction continue et soit (uy), € I une suite telle que

ug € 1
Yn €N, upt1 = fup).
Alors,

(ot = ()=t

Caractérisation séquentielle des limites

Proposition 21.4 @

On a
flz) —t <~ (V(un)nGIN, Up —ra = f(un)—>€).

T—ra

Opérations sur les fonctions continues

Composition des fonctions continues

21. Continuité 1/7



II. Continuité des fonctions usuelles

1) Les fonctions constantes
2) La fonction Idg est continue
3) Les fonctions polynomiales sont continues
4) Les fonctions lipschitziennes sont continues
a) définition
Définition 21.5
Soit f : I —R.
1) Soit C > 0.

On dit que [ est C-lipschitzienne ssi

2) On dit que f est lipschitzienne ssi
dC > 0: f est C-lipschitzienne.

b) les fonctions lipschitziennes sont continues

Proposition 21.6
Soit f: I —R. Alors,

f lipschitzienne = [ continue.

5) Fonctions trigonométriques
a) sinus et cosinus sont 1-lipschitziennes

Fait 21.7
1) Les fonctions sin(-) et cos(-) sont 1-lipschtziennes.

2) Autrement dit, pour tous x,y € R, on a

|sin(z) — sin(y)| < |z — y|

<
|cos(z) — cos(y)| < |z —yl.

b) les fonctions trigonométriques sont continues
6) Logarithme
a) définition
b) lipschitzianité du logarithme sur [a, +00[
c) le logarithme est continu
7) Exponentielle
8) Fonctions puissance
a) continuité des fonctions puissance sur R
b) la fonction racine
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I11.
1)

2)

3)

1)

Grands théorémes pour les fonctions continues 274

.. . . 27.11 463
Théoréme des valeurs intermédiaires 713

a) un lemme
b) théoréme des valeurs intermédiaires
W Théoréme 21.8

Soit f: I — R continue et soient a,b € I tels que a < b.
Soit y € R compris entre f(a) et f(b). Alors,

y est atteint par f(-).

c) version plus abstraite du TVI
Théoréme des bornes atteintes

a) une fonction continue sur un segment y est bornée
b) théoréme des bornes atteintes

w Théoréme 21.97
Soit f : [a,b] — R continue. Alors,

f est bornée et atteint ses bornes.

c) contre-exemples
d) démonstration du théoréme des bornes atteintes

Théoréme des fonctions continues injectives

Théoréme 21.10
Soit f: I — R continue. Alors,

f injective = f strictement monotone.

Théoréme de la bijection monotone

Théoreme 21.11
Soit f: I — R continue et strictement monotone. On note J == f(I).

D’apres le TVI, on sait que J est un intervalle.

Alors,
f~1:J—1T est continue.

IV.
1)

2)
3)

Continuité uniforme 27.28 ™
Définition et premieres considérations

a) définition

Définition 21.12

Soit f : I — R. On dit que f est uniformément continue ssi

Ve>0,30>0: Va,yel, [z—y|<d = |f(z) - fly)| <e.

b) un non-exemple
c) la continuité uniforme entraine continuité

Caractérisation séquentielle de ’uniforme continuité

Théoréme de Heine

w Théoréme 21.139
Soit f : [a,b] — R. Alors, on a

f continue = [ uniformément continue.
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V. Norme infinie 27.32 4444
1) Fonctions bornées
2) Définition et propriété fondamentale
a) définition
Définition 21.14
Soit f: I — R bornée. La norme infinie de f, notée | f|| ., est définie par
[fllo = suplfl.
tel
b) propriété fondamentale
Proposition 21.15
Soit f: I — R bornée. Alors, on a
1) a) ||f|l., est une borne de f;
b) ie on a
veel, [f(t)]<|fllw
2) a) Mieux, || fl|l,, estla meilleure borne de f ;
b) plus précisément, on a, pour tout M € R,
(Vtel |fO)I<M) = M>|f|..
3) C’est une norme
a) définition des normes
Définition 21.16
Soit E un R-espace vectoriel. Une norme N sur E est une application
N:FE —>R+
vérifiant, pour tous x,y € K et A€ R :
1) Pinégalité triangulaire : N(z +y) < N(z) + N(y) ;
2) T’homogénéité : N(Az) = |A\|N(z) ;
3) la séparation : N(z) =0 <= z =0g.
b) |||/, est une norme
Proposition 21.17
|-l est une norme sur B(1,R).
c) dessins
d) convergence dans #(I,R) muni de la norme |||
VI. Extension a C
1) Limites
2) Continuité

21. Continuité
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