MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 22

Dérivations

La tangente T' a € au point M est « la limite »
des cordes passant par M et par un point se rapprochant de M.

Si I est un intervalle de R, on a défini €(I,R), l'espace vectoriel des fonctions continues. L’étape
sutvante, qu’on va accomplir dans ce chapitre, est de définir et étudier les fonctions dérivables
f: I—R, dont l’ensemble est noté 2(1,R).

On peut alors définir
€°(I,R) == €(I,R)
¢(LR) = {f € A(LR) | /' € €(L,R)}
Vi>1, €(LR):={fe(LR)|f e (IR)}
et enfin
€>(I,R) == [ ¢*(I,R).
ieN

On a la tour d’inclusions d’espaces vectoriels

¢>(I,R)C...Cc€(,R)C...C €*(I,R) Cc €' (I,R) Cc 2(I,R) C ¥(I,R).
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plan de cours et principaux résultats
I. Dérivation 285 4
’ ) 28.17 ¢
1) Taux d’accroissement 2841 G66¢
Notation 22.1®
La fonction taux d’accroissement de f en a, notée 7y, est définie par
I\{a} ——— R
ety f@) @)
' " z-a
2) Dérivabilité
a) trois points de vue
b) définition
c) tangente
d) exemples
e) dérivabilité a droite et a gauche
3) Fonction dérivée
a) définition
b) exemple
4) Dérivable implique continue
II. Dérivation et opérations 289 4
. 29 28.44 ¢¢
1) Opérations algébriques
2) Composition
3) Dérivation de la réciproque

4) Dérivée du produit de N fonctions

Proposition 22.2®

Soit f: I — J une bijection continue et soit a € I.

On suppose f dérivable en a. Alors,

1) f~! dérivable en f(a) <= f'(a) #0;

2) si on note b := f(a), on a alors

(f71Y ()

1

F(FH)
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III. Dérivées successives 28.33 &¢
o . 28.31 4
1) Rappels sur les dérivées successives, sur 9", ¥" et sur € P
2) Dérivable n’implique pas ¢
Fait 22.3
On considére la fonction
R— R
z 2 1
it - z?sin(1) siz#0
0 stixz=0
Alors,
1) f est dérivable;
2) mais, f n'est pas €*.
3) Opérations dans 2" et €
4) Formule de Leibniz
Proposition 2249
On a n
(n) _ ) £(k) o (n—k)
(f9) ( k)f g
k=0
5) Composition
6) Réciproque
IV. Extension a C a l’arrivée
1) Définition
2) Caractérisation
3) Opérations, constructions
V. Théoréme des accroissements finis 28.23 #
28.24 48
1) Extrema locaux 28.05 &
a) définition 28.32 #%
28.28 ##

Définition 22.5 @
Soit f : I — R et soit a € I. On dit que f admet un maximum local en a ssi

36>0: VzelInla—d,a+46, f(z)< f(a).
b) exemples
2) Lemme de ’extremum local

Lemme 22.6
Soit f: I — R et soit a € I ou f est dérivable. Alors

f admet un extremum local en a = f'(a) =0.
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3)

Théoréme de Rolle

a) énoncé

W Théoréme 22.7

Soit f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b].

Alors,
fl@)=f®) = Jecelab[: f(c)=0.

b) c'est faux dans C

4) Théoréme des accroissements finis (TAF)
a) énoncé
w Théoréme 22.80
Soit f: [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b.
Alors, ®) - fa)
f b) — fla !
dec €la,b][: ————= = :
celatl: LOID _ i
b) c'est faux dans.C
5) Inégalité des accroissements finis (IAF)
a) version réelle
W Théoréme 22.9D
Soit f: I — R dérivable et soit C € Ry tels que
veel, |f'(z)] <C.
Alors,
Vz,y € I, |f(z) — f(y)| < Cle —yl.
b) version complexe
VI. Dérivée et monotonie 28.3 44
28.21 w¢
1) Extension aux bornes de quelques propriétés
2) Caractérisation des fonctions constantes
3) Caractérisation de la (dé)croissance
Proposition 22.10
Soit f : I — R dérivable. Alors,
f croissante sur I <= (Vx el, fl(z) > 0).
4) Caractérisation de la stricte (dé)croissance

Proposition 22.11
Soit f: I — R dérivable. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(i) f strictement croissante sur I

(i) f/ >0 et {:1: el | f(x)= O} ne contient aucun intervalle de longueur > 0.
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VII.
1)

2)

Théoréme de la limite de la dérivée
Le théoréme

Théoréme 22.12
Soit f : I — R continue et soit a € I. On suppose que f € D(I\{a},R) et que

f’(x) :E_—)?r,g € R
#
Alors :

1) ona|Tfa(@) 2 ¢;

2) en particulier :
o sileR, f est dérivable en a et f'(a) = £.

o sil¢ R, f nest pas dérivable en a.

Application au prolongement %*
a) prolongement des fonctions ¢°
b) prolongement des fonctions €
c) prolongement des fonctions €*
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