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Les sept premiéres lignes du triangle de Pascal

Soit E un ensemble.

On dit que E est fini 5%l existe n € N un entier et f : [1,n] — E
une application bijective. On appelle alors n le cardinal de E et
on le note Card(E) := n.

Le dénombrement consiste en l’étude des cardinaux des ensembles.
Dénombrer un ensemble, c’est calculer son cardinal.
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Dénombrement
plan de cours et principaux résultats
I. Cardinaux 203 46¢

1) Une notation
2) Définitions

a) cardinaux

b) numérotations

Transfert de finitude

Cardinaux et inclusion

w Proposition 23.1

Soit E un ensemble fini. Alors, on a
ACE
1Al = |E|

} — A=F.

5) Cardinaux des unions

a) cas disjoint

Proposition 23.2
Soit (A;)icr une famille finie d’ensembles finis et deuz d deux disjoints. Alors,

| 4| => 14

iel el

|_| A; est fini et

i€l

b) formule d'inclusion-exclusion

Prdpoéition 23.3
Soient A et B de ensembles finis. Alors,

|AUB| = |A|+|B|—-|ANB].

6) Formule du crible
a) cas de trois ensembles
b) cas de quatre ensembles
c) formule de crible/Poincaré

iy Propdsifion 23.4
Soit p € N* et sotent Ay, ..., Ay des ensembles finis. Alors,

N

iel

p

U

=1

P

— Z(_l)k+1 Z

k=1 IC[1,p]
|I|=k
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II.

1)

Applications entre ensembles finis 20.20 448
) 20.8 4
Fibres =

a) définition
b) propriétés
Conditions nécessaires d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité

Bijectivité en cas d’égale cardinalité

wy Théoréme 23.5
Soient E et F' des ensembles finis tels que

|E| = |F|

et soit f : E— F.
Alors, on a

f injective < f surjective <= f bijective.

4)

Principe des tiroirs

III.
1)

Cardinaux des constructions ensemblistes 209 4¢¢
. - 29.10 &3
Produit cartésien 2021 &

a) le résultat

Proposition 23.69
On a

|E x F|=|E| x|F|.

2)

b) corollaires
Applications de E dans F

Proposition 23.7 ©

On a
\Z(E, F)| = |E|".

Parties de F

Proposition 23.8 )
Ona

|P(E)| =28,

Fonctions injectives de F dans F

Proposition 23.9 )

On a
|}

Card{f cE—F | f est mjectwe} = m
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IV.
1)

2)

3)

Permutations, liste sans répétition, parties a k£ éléments
Permutations
a) définition

b) cardinal

Proposition 23.10 )

On a
|Se| = |E|!.

Listes sans répétition
a) définition

b) cardinal

Parties a k éléments

a) formule de Pascal
b) somme des coefficients binomiaux
c) formule explicite pour (7)

23. Dénombrement
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MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND

, Colas Bardavid
Dénombrement B3

Plans de table

Enoncé du probléme

Soient m,n € N* avec m < n. On considére un ensemble de n + m convives avec n filles et m gargons. La
table a laquelle ils s’assoient est ronde et les convives s’assoient avec la contrainte suivante : deux garcons
ne peuvent pas étre assis I'un a coté de l'autre.

On souhaite calculer le nombre de plans de table possibles.

Solution

On imagine qu’une place est privilégiée par rapport aux autres : on peut imaginer que c’est la place a
coté du radiateur. On distingue deux cas :

e Premier cas : c’est une fille qui est assise & la place privilégiée.

Pour choisir un plan de table, on commence d’abord par décider un ordre fi, fo,..., fn de 'ensemble
des filles. C’est dans cet ordre qu’elles seront assises a la table, en partant de la place privilégiée et en
tournant dans le sens direct (et sans compter les éventuels garcons entre eux). Il y a n! tels choix.

Ensuite, une fille a & sa gauche un ou zéro garcon et il y a exactement m filles qui ont un garcon a leur
gauche. Pour choisir le plan de table, on choisit donc les m filles qui seront dans ce cas. Il y a (TTII:L)
choix.

Enfin, il y a m! fagons de placer les garcons sur ces places.

n (n!)? ,
Au total, dans ce cas, on a |n!m! = ——— choix.
m (n—m)!

e Deuxiéme cas : c’est un garcon qui est assis a la place privilégiée.

On a m choix pour lui. A sa gauche, il y a une fille, on a n facons de la choisir. Dans le schéma

ci-dessous
OO0

les places soulignées sont les places qu’on a choisies et la place entourée en gras est la place privilégiée.
Les places a choisir ne sont pas soulignées. La place la plus & gauche parmi celles-1a est nécessairement
celle d’une fille. On est donc dans un cas similaire au cas précédent : les choix restants sont au nombre
2 2
o (=1 ((n-1))
e — :
(n—1)— (m-1)! (n—m)!

Au total, dans cette situation, le nombre de fagons de placer les gargons et les filles vaut | nm

Bilan : le nombre de plans de table possibles vaut donc

(> (=1 (= 1)) (n+m)
(n—m)! (n—m)! (n—m)!

Remarque finale

Si ’on veut compter le nombre de plans de table & rotation des convives autour de la table prés, il suffit
de diviser le résultat final par n + m. En effet, chaque plan de table peut donner n + m plans de tables
similaires, en faisant se décaler tout le monde du méme nombre de places. Ce nombre de plans de tables a
rotation pres vaut donc

n((n — 1))?
(n—m)! ~

Dénombrement — Plans de table 1/1
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MPSI 3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Dénombrement
L’astuce des taquets

Dans ce qui suit, on va calculer le nombre de facons de ranger ¢ boules dans n bofites.
Comme application, on a va compter le nombre de suites croissantes.
Ranger ¢ boules dans n boites

Enoncé du probléme

Soient ¢,n € N*.

On considére ¢ boules et n boites B, ..., B,.

Les ¢ boules sont indiscernables et les n boites sont numérotées de 1 a n.

On se demande combien il y a de maniéres de placer les ¢ boules dans ces n boites.

Reformulation du probléme

En fait, ce qui nous intéresse, c’est le nombre k; de boules dans chaque boite B;. Ces entiers k; vérifient
Vie[L,n], kieN et Y k=~
On note donc i
Al n) = {(kl,...,k:n) eN | Yk :e}
i=1

et on veut calculer Card(A(¢,n)).

L’astuce des taquets

Pour dénombrer A(¢,n), on va utiliser la remarque suivante, qui est & retenir :

Placer les ¢ boules dans les n boites, cela revient & placer n — 1 taquets dans
¢+ n — 1 cases.

En effet, ces n — 1 taquets vont déterminer n groupes. Le nombre de cases vides apres avoir mis ces n — 1
taquets vaut £ : ainsi, les n — 1 taquets déterminent exactement la répartition de ¢ éléments en n groupes.

Dénombrement — L’astuce des taquets 1/3



4) Exemples

Voyons cela sur des exemples.
On considére £ = 6 et n = 3 : on veut placer 6 boules dans trois boites.
On va donc placer n — 1 = 2 taquets dans £ +n — 1 = 8 cases.

Exemple 1.
Imaginons la répartition suivante :

By : 2 boules By : 3 boules Bs : 1 boule.

La représentation de cette répartition en taquets est :

Imaginons la répartition suivante :

Exemple 2.

Bj : 4 boules By : 0 boule Bs : 2 boules.

La représentation de cette répartition en taquets est :

Ludbuubo

Ainsi, le nombre de facons de ranger £ boules dans n boites correspond au nombre de fagons de placer

n — 1 taquets dans £+ n — 1 cases :
, <€+n—1>
c’est ;
n—1

i=1 n—1

On va appliquer ce résultat pour compter le nombre de suites croissantes.

5) Conclusion

Autrement dit,

#{(kl,...,kn)eNn

II. Nombre de suites finies croissantes

On fixe p,n € N. On consideére

F(p,n) = {f :[0,p] — [0,n] | f est croissante}.

On cherche le cardinal de F'(p,n).
1) Connaitre les pas d’une suite revient & connaitre la suite

La premiere chose & remarquer, c’est que si 'on connait le premier terme d’une suite et la suite de ses pas,
alors on connait la suite. Par exemple, si je sais que le premier terme de ma suite est 42, et que les pas
successifs de la suite sont (—1,8,30,15), alors je sais que ma suite est

(42,41,49,79, 94).
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2) Formalisation

Introduisons une notation pour le pas d’une suite. Si f : [0, p] — [0, n] est une application, on notera
Ay : [0,p] — Z T’application définie par

A¢(0) = f(0) c’est le premier terme
Ap(t) = f(@E) - f(i—1)siie [1,p] c’est la suite des pas.

Par exemple, si on consideére la suite f = (6,9,4, 14,42), alors la suite des pas Ay est

Ay =(6,43,—-5,+10,+28).

3) Quelques propriétés de la suite des pas
Soit f : [0,p] — [0, n].

e Alors, on a
P P

ST AL = £0)+ Y (£6) - £ — 1) = ().

=0 i=1

e Si f est croissante, alors, la suite de ses pas est positive. Comme par ailleurs f(0) > 0, on a donc, si f
est croissante :
vi e [0,7], As(3) > 0.

e On peut toujours compléter f en une fonction £ :[0,p+ 1] — [0,n] encore croissante et vérifiant
f(p+1) = n. Cette fonction f vérifie :
Vie [0,p+1], Agi)>0

p+1

§=0

4) Conclusion

Ainsi, dénombrer les suites croissantes f : [0, p] —[0, n] est équivalent & dénombrer I’ensemble

p+1
Zkz = n}

=0

{(ko,...,ka) € NP2

D’aprés ce qu’on a vu, on a donc

Card(F(p, m)) — (n+(p+2)—1) & (n+p+1)_

(p+2)—-1 p+1

5) Bilan
On considére maintenant p,n € N*.

Pour compter le nombre d’applications croissantes f : [1, p] —[1, n], il suffit de remarquer que, « par
translation », on a une bijection entre

{f 1, p] — [1,n] ‘ f est Croissante} et {f :[0,p— 1] — [0,n — 1] ‘ f est croissante}.

On retrouve donc le résultat démontré en TD :

Card{f 1, p] — [1,n] ‘ f est croissante} i <n +£ - 1).
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