MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 25

Séries
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1
La valeur en 2 de la fonction ¢ de Riemann, définie par ((s) = s,
n
n=1
(¢ = lettre grecque « 2éta »)

Les séries sont des sommes infinies.

Contrairement a ce que pourrait suggérer l’intuition, une somme infinie de termes tous
strictement positifs peut converger. Un premier exemple est le suivant :

1+1+1+1+1+1+1+ =2
1 2 4 8 16 32 64 At A

qu’on écrira

=
Zg—k:z

k=0

Dans ce chapitre, on étudie les séries et on établit des critéres pour prouver que ces sommes
infinies existent. Les séries sont un outil de base de ’analyse mathématique. Elles permettent
d’étudier rigoureusement des phénoménes connus (comme le développement décimal des
nombres réels) ; elles sont aussi d l'origine de nombreuz développements modernes (comme la
théorie des ondelettes par exemple).
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plan de cours et principaux résultats
I. Séries 33.15 &
o 33.19 %
1) Définitions 3390 &
2) Exemples fondamentaux 33.17 ™
a) la série 3, 5
s . 1
b) la série harmonique 3,5
c) la série exponentielle 3, %+
3) Autres exemples
5% : 7 —1)ntt
a) la série harmonique alternée 5, -, (+
L, _1)ynt+1
b) la série 3,51 %w"
4) La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes
5) Reste d’une série convergente

9)

Fait 25.1

Proposition 25.

a) définition
b) faits-réflexes fondamentaux

Soit Y, un une série convergente, dont la suite des restes est notée (Rp)n.
Alors, on a

1) V’I’LEN, Rn:S_Sn
2) R, —0.

Opérations sur les séries convergentes
Etude des suites via les séries

Séries grossierement divergentes
a) terme général des séries convergentes

> ontn SV, = u, —0.

b) contre-exemples

W Proposition 25.3

En général, l'implication
Up, —> 0 = Zn Un CV,
est fausse.

c) séries grossierement divergentes
Séries géométriques
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II. Comparaison séries/intégrales 33.35 ¢
3323 &
1) Formule de comparaison séries/intégrales 3327
Proposition 25.4
Soit f € €(Ry,R) une fonction décroissante et soient a,b € N tels que a < b.
- Alors,
| b b
/ Fyae< 10 < [ FOdt+ f(a)
k=a a
2) Séries de Riemann
a) définition
) le critére de Rlemann
Prop051t10n 25 5®
L cv
> — = a>1
n>1
Compléments sur les séries de Riemann
a)ycasa <1
b) cas > 1
Une application
Proposition 25.6 S
Soit a > 1. Alors, on a a™ = o(n!).
III. Criteres de convergence 335 44
33.36 4¢
1) Séries a termes positifs 3338 4é
a) une notation
b) I'alternative pour les SATP
c) pour les SATP critére de convergence par majoration
Prop051t10n 25 7®
Sotent >, un et >, w, des SATP. Alors,
U, < w, APCR
——73 Up, CvV
St <, 2t
2) Nature des SATP a termes généraux équivalents

a) le résultat

3)

w Théoréme 25.8
Sotent Y, un et >, wn des SATP. Alors,

n "~ Wp = E Uy, et E wy, ont méme nature.

n n

b) exemple

c) démonstration

d) convergence de 5~ \/l%n
un contre-exemple

e)
Application : DA de la série harmonique
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IV. Séries absolument convergentes 33.13 4¢
PN 33.32 £
Définitions

Exemples
ACV = CV

Théoréme 25.99

E u, ACV. ——> Zu" cv
n n

Inégalité triangulaire

Absolue convergence par domination
Proposition 25.10

Soient >, un ety ., wy des séries. Alors, on a

1)
Uy, = O(wy,)
ACV
> op Wy ACV } = Zu”—’
> n
2)

up = O(wy)
ACV
S, w, ACV. } = Z;“”—’

6) Critére de Riemann-Bertrand

Proposition 25.11 @

1
;mc_v} — a>1 ou (a=1etBf>1)

7) Contre-exemples

V. Développement décimal d’un nombre réel

1) Un premier fait

2) Développement décimal

3) Caractérisation des rationnels
4) R posséde plus d’éléments que N

a) ensembles dénombrables
b) R n'est pas dénombrable

w Théoréme 25.12
R n’est pas dénombrable.
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3331 M

VI. Séries alternées
3341 M

1) Définition

2) Théoréme des séries alternées

Théoréme 25.13
Soit (an)n € (RN telle que (an)n décroit et a, —»0. Alors,

o 1) 3a(=D"an SV,
2) De plus, on a

Autrement dit : la somme de >, (—1)"a, est du signe de son premier terme et est
majorée en valeur absolue par |ag|. |
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