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Un exemple de diagramme.

Dimension

L’espace physique dans lequel nous nous déplagcons est de dimension 3.

Le plan décrit par une feuille est de dimension 2.

Une droite est de dimension 1.

De fagon générale, on peut définir la dimension dim(E) d’un espace vectoriel E. Elle peut étre finie
ou infinie, et dans ce chapitre nous étudierons le cas de la dimension finie.

Par exemple, on a dim(R™) = n pour tout entier n € N*.
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Dimension

plan de cours et principaux résultats

I. Considérations préliminaires

1) Notions complémentaires sur les familles finies
a) taille d'une famille
b) concaténation de familles
c) retrait d'un élément a une famille
d) sous-familles
e) sous-familles et liberté, sous-familles et caractére générateur
f) la famille vide
2) Familles libres maximales et familles génératrices minimales

a) un lemme

Lemme 26.19Q

Soit & une famille libre de E et soit x € E. Alors,
LV (x) like = € Vect(Z).

b) une famille libre maximale est une base

Proposition 26.2 ®
Une famille libre mazimale de E est une base de E.

c) une famille génératrice minimale est une base

Proposition 26.30
Une famille génératrice minimale de E est une base de E.

34.17 4&
3418 M
3429 M

II. Dimension

1) Espaces vectoriels de dimension finie
a) définition
b) exemples
2) Lemme de Steinitz
3) Théoréme de la base incompléte et théoréme de la base extraite
a) version générale
Théoréme 26.4
Soit F une famille finie libre de E et soit 4 une famille génératrice finie de E. Alors,
I9' <Y : 9'V.F base de E.
b) théoréme de la base incompléte
Théoréme 26.5
Soit E un evif.
Soit F une famille libre de E. Alors, & peut étre complétée en une base de E.
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c) théoréme de la base extraite

Théoréme 26.6 ;

Soit E un evif,

De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E. ’

Dimension
a) existence de base

Proposition 26.7
Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

b) définition de la dimension
c) exemples

d) vocabulaire

e) cas de la dimension nulle

5) Caractérisation des espaces de dimension infinie

ITII. Propriétés des espaces de dimension finie 343 ®
3413 4
1) Familles dans un espace de dimension finie 34.45 43

a) Petites familles, grandes familles

W Proposition 26.8
Soit E evif et soit F une famille finie de E.
1) a) & libre = |#| < dim(E)
b) F génératrice de E = |F#| > dim(E)
c) F base de E = |#| =dim(E)
2) a) |ZF| >dim(E) = F est liée
b) |#| < dim(F) = &% n’est pas génératrice de E

b) Familles de bonne taille

w Théoréme 26.99

On suppose que |F| = dim(FE). Alors, on a
1) & libre = % base de E
2) F génératrice de E —> & base de E

Sous-espaces vectoriels en dimension finie
a) premiéres propriétés
b) une condition suffisante d'égalité

w Proposition 26.10
Soit F' un sous-espace vectoriel de E, evif. Alors, on a

dm(E) =dim(F) = FE=F

Espace produit

Proposition 26.11®
Soient E, F evif. Alors, E x F est de dimension finie et on a

dim(E x F) = dim(E) + dim(F).
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IV. Applications linéaires en dimension finie 345 4

Soient E, F evif. 3222 :”
Soit f : E — F une application linéaire. _—
1) Injectivité, surjectivité, bijectivité
Proposition 26.12@
( 1) f: E— F injective — dim(E) < dim(F).
2) f: E— F surjective = dim(E) > dim(F).
3) f: E—F iso = dim(E) =dim(F).
2) Isomorphismes
3) Critére d’isomorphisme en cas d’égale dimension
T T M
On suppose que dim(E) = dim(F'). Alors,
injective <= f surjective
w Co 1 |
Soit E evdf et soit f € L(E). Alors,
[ injective <= [ surjective <= f iso.
4) L(E,F) est de dimension finie
( Proposition 26.159
Soient E,F evif. Alors, L(E,F) est de dimension finie et on a
dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).
V. Sommes directes et théoreme du rang 3414 4
34.16 4o¢
1) Dimension d’une somme directe 3434 4@

2) Supplémentaire en dimension finie

Proﬁosition 26.16

3) Rang
a) définition
b) un exemple
c) premiéres propriétés

. Proposition 26.17®

- Soit f : E— F une application linéaire entre evif. Alors,
1) rg(f) < dim(E)
2) rg(f) < dim(F)

d) cas particuliers importants
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e) rang de la composée

Proposition 26.18

Dans le diagramme d’evif E i Frf,q , on a
1) rg(go f) < re(g)
2) rg(go f) < rg(f)

4)

f) invariance du rang aprés composition par un isomorphisme
Formule du rang

a) théoréme du rang
b) formule du rang

w Théoréme 26.19
Soit E evd! et soit F ev. Soit f : E— F linéaire. Alors,

dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Formule de Grassmann

ww Proposition 26.20
Soit E ev et soient F,G sevif E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F N G).

Deux conditions suffisantes de somme directe pleine

Proposition 26.21
Soit E evd! et soient F,G sev E tels que

dim(E) = dim(F) + dim(G).
Alors,
1) E=F+G = E=FaG
2) FNG={0g} = E=F®G

VI

Applications

Critére nucléaire d’inversibilité

w Théoréme 26.22
Soit A € M,,(K). Alors,

AeGLn(K) <= Ker(4)={0kn}.

Matrices triangulaires supérieures

Proposition 26.23
Soit A € T}H(K). Alors,

A inversible = A~!e TS (K).

3)

Retour sur l’interpolation de Lagrange
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