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Chapitre 27

Matrices

et applications linéaires
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Dans ce chapitre, on poursuit l’étude des matrices a l'aide des outils
de lalgébre linéaire : théorie des espaces vectoriels, applications
linéaires et théorie de la dimension.

En fait, il est possible de transposer tout probléme d’algébre linéaire
de dimension finie en probléme sur les matrices. Nous expliquerons
ici ces techniques et montrerons plusieurs applications.
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Matrices et applications linéaires
plan de cours et principaux résultats
I. Application linéaire canoniquement associée a une matrice 35.13 4&¥
1) Définition
2) Propriétés
II. Matrice d’une application linéaire 35.17 &%
) 3531 &
1) Matrice d’un vecteur dans une base
a) définition
b) exemple dans R3
c) faits généraux
2) Matrice d’une application linéaire
a) définition
b) exemple dans R® — R?
c) isomorphisme fondamental
3) Matrice d’un endomorphisme
a) définition
b) premiers faits
c) toute matrice peut étre vue comme la matrice d'une application linéaire
d) questions naturelles
4) Compatibilité aux actions
5) Compatibilité & la composition
Proposition 27.1 @
On considére le diagramme d’evdf munis de base
f g .
E—F—G.
B € 7
Alors, on a
aMatz(g o f) = aMatg(g) x ¥Matz(f).
6) Cas des endomorphismes
7) Compatibilité a ’inverse
8) Matrice d’une famille de vecteurs

a) définition
b) caractérisation des bases
c) une application aux polynémes
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10)

11)

On la notera toujours P.

Changements de base

a) problématique
b) matrice de changement de base

" Définition 27.2
Soit E evif et soient B, %' deux bases de E. La matrice de passage de & & B’ est

Matg{@l).

c) propriétés

Fait 27.3@

On a
P ZQMat@r(IdE).

d) formules de changement de base

MPlu'op.olsition 27.4

Soit E evif et soit f € L(E). On considére deuz bases :
B la « base initiale » et B’ la « nowvelle base »

et on note
M :=Matg(f) et M :=Matg/(f).

On note
P la matrice de passage B a B'.

Alors, on a

| M =pPMrp |

e) moyen mnémotechnique
Matrices semblables

a) idée

b) définition

c) propriétés

Trace d’un endomorphisme
a) définition

b) propriétés

ITI.
1)

2)

3)

4)

Image, noyau et rang d’une matrice

Image

a) définition

b) propriété

Noyau

a) définition

b) propriétés

Critére nucléaire d’inversibilité

W Théoréme 27.5
Soit A € M,,(K). Alors,

A inversible < Ker(A) = {0,.1}.

Rang d’une matrice

a) rang d'une famille de vecteurs
b) rang d'une matrice

c) formule du rang

27. Matrices et applications linéaires
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7)

Le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice
Propriétés du rang des matrices

a) rangs remarquables

Pfoboéitiané’?.é (rédruct'iorrl en chlorure d’argenﬁ)

Soit A € My, »(K). Alors,

rg(A)=1 = 3C €M (K), 3L €M ,(K): A=CL.

b) propriétés générales
Effet des opérations élémentaires
a) invariance du rang par opérations élémentaires

Proposition 27.7

Le rang d’une matrice est invariant par toutes les opérations élémentaires.

b) opérations élémentaires et noyau

Proposition 27.8

Le noyau d’une matrice est invariant par les opérations élémentaires sur les lignes.

c) opérations élémentaires et image

Proposition 27.9

L'image d'une matrice est invariante par les opérations élémentaires sur les colonnes.

IV.

1)
2)
3)

1)

5)

7)

Réduction en rang d’une matrice, matrices équivalentes

Une notation
Matrice adaptée au rang d’une application linéaire

Matrices équivalentes

a) définition

b) propriétés

Forme réduite en rang d’une matrice

Théoréme 27.10
Soit M € M,, ,(K). On note r := rg(M). Alors,

M est équivalente d JI™P),
Rang de la transposée

Proposition 27.11 @
On a rg(A) = rg(A").

Le rang des colonnes égale le rang des lignes

Calcul pratique du rang

27. Matrices et applications linéaires
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Matrices semblables

Soit n € N* et soient A, B € M,(K) et P € GL,(K) telles que | A = PBP~ L.

Alors, on a :

A = P B P!
Calcul algébrique
A® = P B P!
sikeN AP - P BF p1
si f € K[X] £(4) = P f(B) P~
Nilpotence
A nilpotente = B nilpotente
si A est nilpotente min{k € N | A* =0} = min{k € N | B¥ = 0}
Inversibilité
A € GL,(K) = B e GL,(K)
si A€ GL,(K) A = p B! p!
Dimensions
rg(A) = rg(B)
dim Ker(A) = dim Ker(B)
Trace
tr(A) = tr(B)
Images et noyaux
Im(A) = P Im(B)
Ker(A) = P Ker(B)
Images et noyaux 2 B
Im(A) — Im(B)
Ker(A) et Ker(B)
Déterminant
det(A) = det(B)
Transposée
AT est semblable a BT
AT - (P~)" BT (P)T
Réduction
Sp(4) = Sp(B)
Ex(4) —— Ex(B)
dim E5(A) = dim E,(B)
xa(X) = xB(X)
Exponentielle
exp(A) = F exp(B) P~
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