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Chapitre 28

Equations différentielles
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Graphe des solutions d’une équation différentielle

Une équation différentielle est une éguation dont 'inconnue est une fonction dérivable et qui
fait intervenir la dérivée de cette fonction. Par exemple

¥=Y

est une équation différentielle dont 'inconnue, notée y, est une fonction. Remarquez (cette
remarque est fondamentale) que la fonction exponentielle est solution de cette équation.

L étude des équations différentielles est une branche trés active des mathématiques et dont les
applications sont trés nombreuses : physique, économie, biologie, etc. Dans ce chapitre, nous
nous concentrerons sur les cas les plus accessibles mais qui révélent déja quelques subtilités et
autres phénomeénes remarquables.
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Equations différentielles

plan de cours et principaux résultats

MPSI3

I. Exemples, vocabulaire, classification

1) Notion d’équation différentielle
a) définitions
b) exemples
c) une convention fondamentale
d) des exemples

2) Solutions d’une équation différentielle

3) Equations différentielles linéaires (EDL)
a) définition
Définition 28.1
Une équation différentielle linéaire d’ordre n (définie sur I) est une équation différentielle
de la forme

an(OY™ + a1 (YD + -+ ar ()Y + ao(t)y = b(t), (E)

ott ag(-),...,an(),b(") : I — K sont des fonctions continues.
b) vocabulaire
c) exemples

4) Bilan : classification des équations différentielles

II. Généralités sur les EDL

1) Notations

2) Premiers faits

3) Solutions de ’équation homogéne
Proposition 28.2 @
L’ensemble Sol(Ey) des solutions d'une EDL homogéne est un espace vectoriel.

4) Solutions de ’équation avec second membre

5) Principe de superposition

6) Régularité des solutions des équations différentielles linéaires
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III1.
1)

2)

3)

4)

Résolution des EDL d’ordre 1

Résolution des EDL d’ordre 1 homogénes
a) résolution

w Théoréme 28.3
Soit A(-) une primitive de a(-) sur I. Alors,

Sol(y' + a(t)y = 0) = {Ae“’“') P AE ]R}.

b) exemples

c) I'alternative pour les EDL[lh]

d) un isomorphisme

e) un corollaire pour les EDL,

Cas général : résolution des EDL d’ordre 1
a) méthode de la variation de la constante ; idée
b) méthode de la variation de la constante : rédaction
c) une conséquence théorique

d) exemples

Probléme de Cauchy

a) idée générale

b) cas des EDL,

Proposition 28.4

Soit tg € I et soit zg € R.

Alors, le probléme de Cauchy

{y' +a(t)y = b(t)
y(to) = xo

posséde une unique solution.

Extension a C

36.19 &
36.18 &
36.17 &

IV.
1)
2)
3)

Résolution des EDL d’ordre 2 A coefficients constants

Cadre d’étude et notations
Fonctions polynomiales-exponentielles

Enoncé complexe

28. Equations différenticlles
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4) Enoncé réel
a) le théoréme

7 Théoréme 28.5

Soient a,b,c € R tels que a # 0.
On considére ['EDLy d coefficients constants

ay” + by +cy = 0.

On pose P == aX? 4+ bX +c et A == b*> — dac.
On a trois cas :

e Premier cas : A > 0.
Le polynéme P admet deuz racines distinctes A, u € R. Alors,

Sol®(Ep) = Vect(t et e‘”).
e Deuxiéme cas : A =0.
Le polynéme P admet une racine double A € R. Alors,
Sol®(Ep) = Vect(t =5, H=y te“).

e Troisiéeme cas : A < 0.
Le polynéme P admet deuz racines complezes conjuguées r +iw € C. Alors,

I R

Sol®(Eg) = ; A, BcR

t—— e’ (A cos(wt) + Bsin(wf))

b) un dessin
5) Détermination des solutions par deux conditions initiales

6) Démonstration des théorémes de résolution des EDLC,
7) Probléme de Cauchy
Théoréme 28.6
Soit tqg € I et soient zg, 2 € R. Alors, le probléme de Cauchy
ay" + by + ey = B(t)
y(to) = xo
y'(to) = g

admet une unique solution.

8) Solutions particuliéres dans certains cas
a) cas des seconds membres exponentiels
b) cas des seconds membres polynomiaux-exponentiels
c) cas des seconds membres trigonométriques

28. Equations différentielles
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