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Equations différentielles
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Graphe des solutions d’une équation différentielle

Une équation différentielle est une équation dont l’inconnue est une fonction dérivable et qui
fait intervenir la dérivée de cette fonction. Par exemple

Yy =y

est une équation différentielle dont inconnue, notée y, est une fonction. Remarquez (cette
remarque est fondamentale) que la fonction exponentielle est solution de cette équation.

L’étude des équations différentielles est une branche trés active des mathématiques et dont les
applications sont trés nombreuses : physique, économie, biologie, etc. Dans ce chapitre, nous
nous concentrerons sur les cas les plus accessibles mais qui révélent déja quelques subtilités et
autres phénomeénes remarquables.
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Dans tout ce chapitre,
e on considére I un intervalle tel que £(I) > 0,
e K est le corps R ou C,

e n € N* est un entier naturel non nul.

I. Exemples, vocabulaire, classification

1) Notion d’équation différentielle

a) définitions

-
Définition (informelle) EDL.1

1) Une équation fonctionnelle (définie sur I) est une équation dont l'inconnue est une fonction
définie sur I.

2) Une équation différentielle (définie sur I) est une équation dont I'inconnue est une fonction
dérivable définie sur I et qui fait intervenir la dérivée de cette fonction.

3) Une équation différentielle d’ordre n (définie sur I) est une équation dont I'inconnue est une
fonction dérivable n fois définie sur I et qui fait intervenir les dérivées k-iéme de cette fonction
pour k € [0,n].

b) exemples
e Voici un exemple d’équation fonctionnelle :
Ve, yeR, flz+y)=f(=)+ f(y), (1)

ou f: R— R est une fonction.

Remarque
On a vu en TD le résultat suivant : les solutions continues de (1) sont les fonctions Aldg, ot A € R.

e Voici, de méme, d’autres exemples d’équations fonctionnelles :
Ve eR, f(2z)=2f(x)
Ve eR, f(2?) = f(z)
Ve,y €R, flz+y) = (@Xf@)
Ve,y €R, flz+eY)=f(z)—
e Voici une exemple d’équation différentielle :
VeeR, f(2) = f(@), (2)

ou f : R— R est une fonction dérivable.

c) une convention fondamentale
L’équation différentielle (2) sera toujours notée, par convention

Yy =y

ol y est la fonction (dérivable) inconnue de 1’équation.

d) des exemples

e De méme, on notera

//+5xy:ew

I’équation différentielle

Ve eR, [f'(z)+5zx f(z)=¢€"

ou f: R—>R est une fonction deux fois dérivable.
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e Autres exemples :

'+t =2 (d’ordre 2)
In(y)—y=19 (d’ordre 1)
y' =8y +5y=0 (d’ordre 2)
y" — 8y’ + by = sin(x) (d’ordre 2)
y' = ey + sin(z) (d’ordre 1)

2) Solutions d’une équation différentielle

Soit (E) une équation différentielle d’ordre n définie sur I.

-
Définition EDL.2
e Soit J C I un intervalle.
> Soit f:J— K une fonction n fois dérivable.

On dit que f est solution de (E) sur J ssi quand on remplace y*) par f® (t), 'équation (E)
est vérifiée pour tout t € J.

> On note Sol ;(E) I'ensemble des solutions de (E) sur J.

e On pose

Sol(E) = Sol;(E).

Remarque
Si on veut préciser sur quel corps on se place, on pourra noter

Sol*(E) et Sol°(E)
et Sol¥(E), SolS(E).

3) Equations différentielles linéaires (EDL)

a) définition

Définition EDL.3
Une équation différentielle linéaire d’ordre n (définie sur I) est une équation différentielle de la
forme

an (Y™ + an_1 Oy + -+ ar(t)y + ao(t)y = b(t), (E)

ot ag(+),...,an(+),b(-) : I — K sont des fonctions continues.

b) vocabulaire

e le terme b(t) est appelé second membre de (E);
e Déquation (E) est dite homogéne (ou sans second membre) ssi b(-) =0
e léquation (E) est dite sous forme résolue ssi an(-) = 1.
(E)

e Déquation (E) est dite a coefficients constants ssi les fonctions ag(+), ay(-), ..., an(-) sont constantes.
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c) exemples

e > L’équation différentielle 3’ = y* n’est pas linéaire.
> L’équation différentielle 3/ = y + t? est linéaire.
e > L’équation différentielle linéaire y' = y + t* est également & coefficients constants.
> L’équation différentielle linéaire
y/ 4 t2y — t2
n’est pas a coefficients constants et n’est pas homogene.
> L’équation différentielle linéaire 3 + t%y = 0 n’est pas a coefficients constants et est homogéne.
> L’équation différentielle linéaire
11 /!
Yy +8y +5y =0
est a coeflicients constants et est homogene.
e > L’équation différentielle linéaire
1 1 / t
ty" + T—¢Y + e’y = cos(t),
peut étre définie sur |—oo, 1] ou sur |1, +oo[; elle n’est pas sous forme résolue.
> L’équation différentielle linéaire

el cos(t)

11 /
+ +—y= :
y v Ty=—y

t(1—t)

peut étre définie sur 0, 1], sur |—oo, 0] ou sur |1, +oo[; elle est sous forme résolue.

Remarque

e Si f:/—R est une fonction, un cas particulier d'équation différentielle d’ordre 1 (a coefficients
constants) est :
y' =f.
e Les solutions de cette équation différentielle sont les primitives de f.

e Ainsi, méme le cas trés simple des équations différentielles linéaire d'ordre 1 a coefficients constants
inclut le probléme (difficile en général) de détermination d'une primitive d'une fonction.

Exercice EDL.4
1) L’équation différentielle 'y = 1 est-elle linéaire ?

2) a) Quels sont les coefficients de ’équation différentielle

y’ y' 9 cos(t)
L 14+t+2)y = ?
e T tU+i+ty ¢

b) Est-elle linéaire ?
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4) Bilan : classification des équations différentielles

On peut résumer la classification des équations différentielles par le schéma ci-dessous.

Equations différentielles (ED)

ED non linéaires ED linéaires (EDL)
y =yt y +ty = e

EDL a coefficients
constants (EDLCg )

y" — 3y" + 6y’ + 5y = sin(t)

EDL d’ordre 1 (EDL;)
y + e'y = sin(t)

EDLCg/c d’ordre 2 (EDLCg/c,2) EDL; homogénes (EDL[lh])
y' =3y + 5y = sin(t) Y +ey =0

Dans ce chapitre, on étudiera surtout :
e les EDL; (y compris homogenes) ;
e les EDLC; (ie a coefficients constants, d’ordre 2).

L’année prochaine, vous étudierez les EDL en toute généralité.

Remarque

L'étude des équations différentielles non linéaires se fait souvent au cas par cas, de facon qualitative.
C'est un sujet dur mais trés intéressant.
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II. Généralités sur les EDL
1) Notations

e Dans toute la suite de ce chapitre,
> on considere ag(:),...,an(+) : I — K des fonctions continues,
> b(-) : I — K une fonction continue.

e On va étudier ’équation différentielle linéaire

an (Y™ + a1 Oy + -+ a1 ()Y + ao(t)y = b(2) (Eb)

qu’on note (Ep) ou (E).

e De méme, on note (Ey) I’équation différentielle linéaire homogene

an(®y™ + an_1 )y + -+ a1 ()Y + ao(t)y = 0. (Eo)

On dit que (Ey) est I’équation homogéne associée o (E).

e Enfin, on note
2"(I,K) ———— Z(1,K)

I — K
I 1= Y aw .
i=0
2) Premiers faits
Fait EDL.5
L’application ¢(gy est linéaire.
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que
Vf,g€ 2"(1,K), VAEK, o) (f+Ag9) = ¢ (f) + Ao (9),
ce qu’on laisse au lecteur le soin de faire. [ |
Fait EDL.6
1) On a Ker(¢g)) = Sol(Ey).
2) On a Sol(Ey) = w1 [{b()}].
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. |

3) Solutions de I’équation homogéne

Proposition ® EDL.7
e L’ensemble Sol(Ey) des solutions de I’équation homogéne est un espace vectoriel.

e Autrement dit,
f € Sol(Ey)

g € Sol(Ep)

} = f+ A\g € Sol(Ey).

Démonstration. — Comme Ker(go(E)) = Sol(Ey), on a bien le résultat voulu. |
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4) Solutions de ’équation avec second membre

Proposition® EDL.8

Soit f,, € Sol(Ey). Alors,
Sol(Eyp) = fp + Sol(Ep).

Remarques
e On dit que f, est une « solution particuliere » de (Ep).

e Ce résultat est un cas particulier d'un résultat plus général.
Soit ¢ : E— F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F, soit b € F et soit
xp € E tel que ¢(x,) = b. Alors, on a

{x €E|p(x)= b} = x, + Ker(p).

Démonstration. — On a va démontrer le résultat plus général. On garde les mémes notations que dans la
remarque ci-dessus. Soit x € E. On a les équivalences suivantes

pr) =b < () = p(zp)
= pr—xp) =0p
= z —1xp = Ker(p)
= x =1, + Ker(yp).

Remarque

Ainsi, pour résoudre une équation différentielle linéaire (E,), on procédera toujours de la facon suivante :
e on résout (Ep);
e on cherche une solution particuliere f, de (Ep) :

> ou bien on la cherche parmi des classes particulieres de solution (les fonctions constantes, les
fonctions polynomiales, etc.);

D> ou bien on applique la méthode dite de la « variation de la constante », qu'on expliquera plus
loin.

5) Principe de superposition

Proposition ® EDL.9
Soient by (-),ba(+) € €(I,K) et soit A € K. Alors,

£ € Sol(Ey,)

\g € Sol(E
g€So|(Eb2)} = 129 € SolBhpa,)

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entralnement. |
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Exemple

Ainsi, on a

f solution de y’ + ty =sin(t
; y/ g t( ) = (f +g) solution de y’ + ty =sin(t) +e'.
g solutionde y' +ty=e

6) Reégularité des solutions des équations différentielles linéaires

Les solutions d’équations différentielles linéaires sous forme résolue et a coefficients €°° sont nécessairement
de classe €°°.

Proposition EDL.10
On suppose que (E) est a coefficients € et sous forme résolue, ie on suppose que

{an( ) =1
a0()s- -y an1(),b() € E=(1, K).

Soit f € 2™(1,K). Alors,
feSol(E) = fe¥(K).

Démonstration. — On suppose que f € Sol(E). On note, pour p > n,
P(p):« fePP(I,K)».

e Déja, par hypothese, Z(n) est vraie.
e Montrons maintenant ’hérédité. Soit p > n tel que & (p). Montrons Z(p+ 1). On a

n—1
f =p— Z aif@.
i=0

Comme la fonction f est p fois dérivable, si i € [0,n — 1], la fonction £ est p — (n — 1) fois dérivable,
ie est (p+ 1) — n fois dérivable. Comme les fonctions a; et la fonction b le sont aussi, on en déduit que

la fonction
n—1

i=0
est (p+ 1) —n fois dérivable. Done, f™ est (p+ 1) —n fois dérivable. Donc, f est (p+ 1) fois dérivable,
ie Z(p+1) est vraie.
e Ainsi, par récurrence, on a montré que

fe)2°I,K) =¢>(1,K).

p=n
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ITI. Résolution des EDL d’ordre 1
Soient a(-),b(:) € €(I,R).

On note
(Ep) ou (E): ¢ +a(t)y = b(t)
(Eo): ¢ +a(t)y=0.

les équations différentielles qu’on étudie dans cette partie.

Remarque

Ces EDL sont sous forme résolue.

Exemples

Voici des exemples de telles EDL d'ordre 1 :
e v/ =y, qui est homogene et qui en plus est 3 coefficients constants
oy =1t
o y' =ty +sin(t)

oy — % = e', qui est définie sur R ou sur R*

1) Résolution des EDL d’ordre 1 homogénes
a) résolution

W Théoréme EDL.11
Soit A(-) une primitive de a(-) sur I. Alors,

Sol(Eq) = {Aeﬂ““ SAe R}.
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b) exemples
Résolvons :

1
oy = Fin(0) y sur |0, 1] : — | Voir cours [N

e y =tan(t)y sur }—g, g[ : — | Voir cours [\l
/ Y s s A

—— =0 sur R : a faire pour s’entraine

y+1—|—ew ur ire pou raier

c) I'alternative pour les EDL[lh]

Proposition EDL.12
Soit f € Sol(Eyp). Alors, on a

e ou bien f =0

e ou bien vVt € I, f(t) # 0.

Remarque

En fait, on a mieux, puisque f est continue :
e ou bien f =0

e ou bien f >0

e ou bien f < 0.

d) un isomorphisme

Proposition EDL.13
Soit ty € I. On considére

[ f(to)-

. { Sol(Ey) —— R

Alors,
1) Papplication U, est linéaire;

2) c’est un isomorphisme.
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2)

e)

un corollaire pour les EDL;

Corollaire EDL.14
Soient f,g € Sol(Ey). Alors,

(Btoel: fto) =gts)) = f=g

............................................................................................................................................................... |
Cas général : résolution des EDL d’ordre 1
On veut résoudre y' + a(t)y = b(t).
On fixe A(-) une primitive de a(-) sur I.
a) méthode de la variation de la constante : idée
On sait que les solutions de I’équation différentielle homogene (Fy) sont de la
forme Ae=40),
La méthode de la variation de la constante consiste a remplacer la constante
A par une fonction A(-) et & chercher une solution de 1’équation différentielle
générale (Ep) sous la forme
A(.)(;AC).
b) méthode de la variation de la constante : rédaction
On rédigera la recherche d’une solution particuliere de la fagon suivante :
e On commence par déterminer A(-) une primitive de a(-) pour connaitre Sol(Ep).
e Soit A(-) € €*(I,K) une fonction de classe €.
e On pose f, = A(-)e (),
e On a N
fo= (V) = a()A())e A0
e Donc, on a
fp+a()fy=XN()e 40
e Donc, on a
fp € Sol(Ey) <= f,+a(-)f, =0b(-)
— N()e 10 =p()
= N()=b(-)eAV),
e Ainsi, si A\(-) est une primitive de b(-)e“("), alors on a f, € Sol(E).
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3)

c) une conséquence théorique

Soit tg € I. Comme la fonction b(-)e
par exemple la fonction

AC) en tant que fonction continue, admet des primitives sur I, comme

t
t— [ b(0)e*® do,

to

on dispose donc d’une solution particuliére pour (Ep).

Théoréme EDL.15
On a Sol(Ey) # @.

Autrement dit, tout équation différentielle d’ordre 1 résolue admet des solutions.

Remarques
e Fixons ty € I.

e On peut ainsi écrire

/ R

Sol(Ep) = A eR

t
t— / b(8)eAO =AM dg 1 \e=AD)
to

e Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1, vous pouvez faire comme on a expliqué
ci-dessus. Vous pouvez aussi apprendre cette formule par cceur, quitte a bien énoncer le résultat
général quand vous I'utilisez.

d) exemples
Résolvons :

e ty' — 2y = t3sin(t) sur R%, — | Voir cours [N
o ty' — 2y = t3sin(t) sur R — | Voir cours

Probléeme de Cauchy
a) idée générale
Un probléeme de Cauchy est la donnée d’une équation différentielle d’ordre n et de n conditions initiales.

Exemples

e Voici un probléme de Cauchy d'ordre 2, issu de la physique.

m_a’:mé’—i—f—!

.
En effet, comme vous le verrez |'année prochaine, ma = mg + F est bien une équation différentielle
d'ordre 2.

e Voici un probleme de Cauchy d’ordre 1.

{y’ + t'y =sin(t)
y(0) =5.
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e Voici un probleme de Cauchy d’ordre 2.

y" — 8y’ + 50y = sin(t)
y(0) =1
y'(0)=-L.

L’idée directrice est qu'un probleme de Cauchy, en général, posséde une unique solution. On va démontrer
ce principe pour :

e les équations différentielles linéaires d’ordre 1;

e les équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 2.

b) cas des EDL;

Proposition EDL.16
Soit tg € I et soit g € R.
Alors, le probléme de Cauchy

posséde une unique solution.

4) Extension a C

Tout ce qui précede aurait en fait pu étre fait pour C. On I’a fait au-dessus de R pour que cela semble
plus intuitif et abordable au lecteur.
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IV. Résolution des EDL d’ordre 2 a coefficients constants

1) Cadre d’étude et notations
Soient a, b, ¢ € C tels que a # 0.
Soit 5(+) : I — C une fonction continue.
On considere les EDLC d’ordre 2 suivantes :

(Eg)ou (E) : ay”+by +cy=p(1)
(Ep) coay’ + by +cy=0.

On pose

P=aX?2+bX +ec.

C’est le polynome caractéristique de (E).
Dans la suite, on va étudier le lien entre :

e Z¢(P), ensemble des racines complexes de P,
e et SO|<E0)

2) Fonctions polynomiales-exponentielles

e Pour )\ € C, on note

€y ! { 4 c et f)\ : { I c
t—— eM t —— tett.
e Si A € R, on note
el I R et 2 I R
A t—— eM A t —— te.

3) Enoncé complexe

Théoréme EDL.17
On a deux cas :
e Premier cas.
Le polynéme P admet deux racines distinctes A, u € C. Alors,

[—C
t — AeM + Bett

Sol®(E,) = { . A,Be (C}.

Autrement dit,
Sol®(Ey) = Vect(ey, e,,).

e Deuxiéme cas.
Le polynéme P admet une racine double \ € C. Alors,

[——C
t — AeM + BteM

Sol®(Ey) = {

; A,BG(C}.

Autrement dit,
Sol®(Ey) = Vect(ey, ).
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4) Enoncé réel
Vous avez stirement déja vu cet énoncé en physique.
a) le théoreme

Théoréme EDL.18
Soient a,b,c € R tels que a # 0.
On considére 'EDL5 a coefficients constants

ay’ +by +cy = 0.

On pose P == aX? 4+ bX +c et A := b% — 4ac.
On a trois cas :

e Premier cas : A > 0.
Le polynéme P admet deux racines distinctes A, u € R. Alors,

Sol*(Ey) = Vect(t — Mt e”t).

o Deuxiéme cas : A = 0.
Le polynéme P admet une racine double A € R. Alors,

Sol® (Ey) = Vect (t — et — te’\t).

e Troisiéme cas : A < 0.
Le polynéme P admet deux racines complexes conjuguées r + iw € C. Alors,

1 > R

Sol*(Ey) = ; A,BER

t——e"t (A cos(wt) + B sin(wt))

b) un dessin
Voila un dessin d’une solution f dans le cas ou A < 0. Ici, on a r < 0.
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5) Détermination des solutions par deux conditions initiales

Proposition EDL.19
Soit ty € I. On consideére 'application

Alors,

1) @, est linéaire;

2) ®, est injective.

Démonstration. — La preuve est a la fois astucieuse et technique. Comme d’habitude, ce qui apparait

comme astucieux ici est en fait naturel. — | Voir cours [jf |

Corollaire EDL.20
Soit to € I et soient f,g € Sol(E) telles que

fto) = g(to) et f'(to) = g'(to)
Alors, f = g.

6) Démonstration des théorémes de résolution des EDLC,

— | Voir cours [N
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7) Probléme de Cauchy

On considere encore a, b, ¢ € K tels que a # 0.
On se donne aussi §(+) : I — K continue.

Théoréme EDL.21
Soit to € I et soient xg,z(, € R. Alors, le probléme de Cauchy

ay” + by’ + cy = B(t)
y(to) = o
Y (to) = g

admet une unique solution.

Idée de la démonstration. —
e L’unicité découle de la proposition EDL.19.

e [’existence utilise les mémes techniques que celles utilisées dans la démonstration de la proposition EDL.
19. En factorisant P et en écrivant P = a(X — r1)(X — r2), la recherche d’une solution de ’équation
ay” + by + cy = B(t) revient a la résolution successive de deux EDL;.

Corollaire EDL.22
Toute équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2 admet des solutions.

Autrement dit, Sol(Ejg) # @.

Remarque

Les méthodes et résultats montrés ici se généralisent comme on s'y attend a toute EDLC d’ordre
quelconque.

8) Solutions particuliéres dans certains cas

e Dans le cas des EDLy, voici ce qu’on a fait :
> on a expliqué comment résoudre les EDL; homogenes, a ’aide d’une primitivation ;
> on a expliqué comment trouver une solution particuliere d’'une EDL; quelconque grace a la
méthode de la variation de la consatnte;
> on a montré que tout probléeme de Cauchy possédait une unique solution.
e Pour les EDLC,,
> on a expliqué comment résoudre les EDLCy homogenes, en donnant des formules explicites faisant
intervenir les racines du polynoéme caractéristique associé;
> on a montré que tout probleme de Cauchy possédait une unique solution;
> en revanche, on n’a pas expliqué comment trouver une solution particuliere dans le cas non
homogene.
Il est possible de faire la méthode de la variation de la constante pour les EDLs; mais nous ne
I’expliquerons pas dans ce cours.

On va en revanche expliquer comment trouver des solutions particulieres pour certains seconds membres
particuliers.
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a) cas des seconds membres exponentiels
Soient v, € C. On consideére I’équation différentielle

ay” + by + cy = e, (E)
On note encore P := aX? +bX + c.

p
Proposition EDL.23
e Si P(a) # 0, I'équation (E) posséde une solution de la forme t — \e®' o A € K est a déterminer.

e Si a est racine simple de P, I'équation (E) posséde une solution de la forme t — Ate®' ot A € K
est a déterminer.

e Si a est racine double de P, I'équation (E) posséde une solution de la forme t — \t?e®* ot
A € K est a déterminer.

J
Démonstration. — On laisse le lecteur déduire cette proposition de la proposition EDL.25. |
Exercice EDL.24
1) Trouver une solution particuliére de y" + 2y’ — y = 42¢".
2) Déterminer I'ensemble des solutions de y" + 2y' —y = 0.
3) Déterminer I'ensemble des solutions de y" + 2y’ — y = 42e¢".
b) cas des seconds membres polynomiaux-exponentiels
Maintenant, on fixe Q € K[X] et on considére ’équation différentielle
ay” + by’ + ey = Q(t)e". (E)
On note encore P := aX? +bX +c.
On note N := deg(Q).
~

Proposition EDL.25
L’équation (E) posséde une solution de la forme

t — R(t)e™ avec

o ReKy[X]si Pla) #0;
e R € Ky41[X] si « est racine simple de P ;

e R € Ky42[X] si « est racine double de P.
N J

Démonstration. — — | Voir cours [{fl ]

Remarque

Un cas particulier important de cette proposition est le cas ol & = 0. Dans ce cas, la proposition
permet de trouver des solutions particulieres d'EDLC; dont le second membre est un polynéme.

Exercice EDL.26
Trouver une solution particuliére de y" + 2y’ —y = 1 + 2t + 3t2.
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c) cas des seconds membres trigonométriques

Lemme ® epL.27
Soit (E) une équation différentielle linéaire & coefficients réels. Alors,

Re(f) € Sol (Eeos(r))
Im(f) € Sol (Esin(r))-

f € Sol (Eeit ) - {

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. |
Ainsi, pour trouver une solution particuliere de y” + 2y’ —y = 24 sin(t), on cherchera d’abord une solution

particuliere de y” + 2y’ — y = 24e!’ puis on prendra sa partie imaginaire.

Exercice EDL.28
Trouver une solution particuliére de y" + 2y’ —y = 1 + 2t + 3t2.
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