MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 30

Arithmétique

Carl Friedrich GAuss Alexandre GROTHENDIECK
(1777 — 1855) (1928 — 2014)

5a?

« Traditionnellement, on distingue trois types de “qualités” ou d’“aspects”
des choses de I’Univers, qui soient objet de la réflexion mathématique :
ce sont le nombre, la grandeur, et la forme. On peut aussi les appeler
Uaspect “arithmétique”, aspect “métrique” (ou “analytique”), et l'aspect
“géométrique” des choses. »

Alezxandre Grothendieck
Récoltes et semailles

L’arithmétique, c’est U'étude du nombre (et, en premier lieu, c’est I’étude des nombres
entiers, des ensembles N et Z). Gauss disait de l’arithmétique que c’est la « reine des
mathématiques ». Les nombreuses questions soulevées par cette discipline (par exemple,
la preuve du théoréme de Fermat, qui a tenu en échec les mathématiciens pendant plus
de 350 ans) sont a lorigine de trés nombreuses théories mathématiques.
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I. Diviseurs et multiples

1) Inversibles dans Z

Remarque
Si A est un anneau, et si x € A, on rappelle que x est dit inversible (dans A) ssi

dy € A:ab = ba=1,4.

On note A* ou U(A) I'ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition ARI. 1

Les inversibles de Z sont —1 et 1.

Exercice ARI.2

Montrer que
Ve k' €Z, kk' =1 = k=Fk.

2) Division euclidienne

Théoréme ARI.3
Soient a € Z et b € N*. Alors,

a=bq+r
0<r<hb.

dl(g,r) € Z x N : {

e [’entier q est appelé quotient de la division euclidienne de a par b.

e [’entier r est appelé reste de la division euclidienne de a par b.

Remarques
e | 'entier a est appelé dividende de la division euclidienne de a par b.

e L'entier b # 0 est appelé diviseur de la division euclidienne de a par b.

Démonstration. — — | Voir cours [jif [ |
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3) Définition et exemples

-
Définition ARI. 4
Soient a,b € Z.

e On dit que a divise b et on note a | b ssi

JkeZ:b=kxa.

e Dans ce cas, on dit aussi que b est un multiple de a.

e On note

Div(b) = {k € Z | k divise b}.

Exemples

On a 8] 16.

OnaVneZ, 1|net —1|n.
Soit n € N. Si 0| n alors n = 0.

Diviseurs de 0.
OnaVneZ, n|0. Donc,

Div(0) = Z.

Diviseurs de 1.
On a

Div(1) = {~1,1}.

4) Premiéres propriétés

-
Fait ARLS
Soient a,b € Z.

1) On suppose a # 0. Alors,
b
a|lb < - €Z
a

2) Soit k € Z \ {0}. Alors,
al|b < kalkb.

3) Soit ¢ € Z. Alors,

alb = a|be
N J

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entralnement. |

5) Divisibilité et combinaisons linéaires

Proposition ARI.6

Soient n,a,b € Z. Alors,
nla
n|b

} — V(k,0) € Z*, n | ka + (b.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entralnement. |

Arithmétique 4



6) La divisibilité est une relation de (pré)ordre

Proposition ARL7
Soient a,b,c € Z. Alors,

e ala;

e (albetbla) = a=boua=—b;
e (albetb|c) = alc

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

Remarques
e Ainsi, la relation « | » de divisibilité est une relation d'ordre sur N.

e C'est un préordre sur Z.

7) Ordre et inégalité

Fait ARL 8
Soient a,b € Z. Alors,
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II. PGCD et algorithme d’Euclide
1) Définition

Définition ARL9
Soient a,b € N avec a # 0 ou b # 0.

e On appelle pged de a et b et on note pged(a, b) le plus grand entier d € Z tel que d | a et d | b.

e Autrement dit, on pose

pged(a, b) = max{d €z ) d divise a et b}.

e Autrement dit, on pose
pged(a, b) := max(Div(a) N Div(b)).

Démonstration. —
e Supposons par exemple que a # 0.

e Alors, en vertu du fait Div(a) est majoré par a. Comme 1 € Div(a) N Div(b), I’ensemble
Div(a) N Div(b) est une partie de Z non vide et majorée (par a) : elle posséde un plus grand élément.

Remarques
e On note également a A b := pgcd(a, b).
e Evidemment, le PGCD de a et b est le plus grand diviseur commun entre a et b.

e En Python, pour calculer le PGCD de a et b, il faut importer le module math (as mt par exemple)
et exécuter la commande mt.gcd(a, b).
En effet, en anglais, le PGCD se dit greatest common divisor.

Exercice ARI.10
Soient a,b € N* tels que a | b. Combien vaut pged(a,b) ?

Exercice ARI.11
Soit a € N*. Combien vaut pged(a,0) ?
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2) Présentation de ’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide permet de calculer efficacement pged(a, b), en faisant des divisions euclidiennes et

en considérant les restes successifs.
a) description de I'algorithme
Voici I’algorithme d’Euclide.

e On place a et b dans les deux premieres lignes.

e On calcule le reste r et le quotient ¢ de la division euclidienne de a par b.

e Puis, on reporte dans la ligne suivante :
> le « b» de la ligne n devient le a de la ligne n + 1;

> le « r » de la ligne n devient le b de la ligne n + 1.

On continue jusqu’a ce que r = 0.

e Le PGCD est alors le dernier reste non nul.

a b T

b) pratique de I'algorithme sur un exemple
Calculons pged(1927,2013).

a b T

Arithmétique



Exercice ARI.12
Implémenter en Python l’algorithme d’Euclide.

3) Algorithme d’Euclide étendu

a) relations de Bézout

Définition ARI.13
Soit (a,b) € Z*\ {(0,0)}.

Une relation de Bézout entre a et b est un couple (u,v) € Z* tel que

au + bv = pged(a, b).

Exemple
e Le PGCD entre 55 et 20 est 5.

e Une relation de Bézout entre 55 et 20 est

3x55—-8x20=5.

b) description de I'algorithme
L’algorithme d’Euclide étendu permet de calculer le PGCD de a et b ainsi qu’une relation de Bézout. Le
voici.

e On ajoute deux colonnes au tableau précédent pour u et v.

e On initialise ces deux colonnes avec les données :

U v
1 0
0 1

On remplit les quatre premieres colonne de ’algorithme d’Euclide non étendu jusqu’au reste nul.

On remplit ensuite les deux derniéres colonnes a 1’aide du motif :

(67

B
¢ | a—gqB

Les valeurs finales de u et v sur la ligne du dernier reste non nul vérifient alors

au + bv = pged(a, b).
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c) Pratique de I'algorithme sur un exemple
Calculons une relation de Bézout entre 2013 et 1927.

U v
1 0
a b r q 0 1

Remarques
e On remarque que u et v changent de signe a chaque ligne; ceci peut étre prouvé.
e De méme, on remarque que les signes de u et v sont toujours opposés.

e Ces deux remarques peuvent aider a déceler des erreurs de calculs dans I'application de I'algorithme
d'Euclide étendu.

Exercice ARI. 14
Trouver une relation de Bézout entre votre année de naissance et 4 243.

Exercice ARI. 15
Implémenter en Python I'algorithme d’Euclide étendu.
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4) Preuve de 'algorithme d’Euclide étendu

a) Un lemme

Lemme ARI. 16
Soient a,b € N*.

1) Soient q,r € Z tels que Alors, pged(a,b) = pged(b,r).

2) Soit r € [0,b — 1] le reste dans la division euclidienne de a par b. Alors,

pged(a,b) = pged(b, 7).

b) Description mathématique de |'algorithme
Soient a,b € N*.

e On construit par récurrence les suites (a;)s, (b:):, (g:): et (r;); de la facon suivante :
> On pose ag := a et by := b.

> Tant que b; # 0, on effectue la division euclidienne de a; par b;, qu’on écrit

> Puis, on pose a;+1 == b; et bjy1 =1,

e On a, par définition du reste dans la division euclidienne, 0 < r; < b;, donc
0< b,‘+1 < b;.

Ainsi, d’aprés Pexercice qui suit, on peut affirmer que la suite (b;); finit par s’annuler.

Exercice ARI.17
Montrer qu’il n’existe pas de suite (uy)nen strictement décroissante telle que Vn € N, u,, € N.

e Soit donc N € N tel by =0. On a donc ry_1 =0, ie

e Dongc, on a pged(ay—1,by—1) =by_1 = rn—2.
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e Or, d’aprés le lemme [ARI. 16} comme on a Vi € [0, N — 1], a; = b;q; +7;, on a
Vi € [0, N — 1], pgcd(a;,b;) = pged(bs, ;)
donc Vi€ [0,N — 1], pged(a;,b;) = pged(a;t1,bit1)-

e Ainsi, on a pged(a,b) = pged(ag, bo) = pged(an—1,bn—1) = rn—2, qui est le dernier reste non nul.

e Pour résumer, ‘ pged(a,b) = ry_o = by_1. ‘

5) Lecture matricielle de ’algorithme

Gardons les notations précédente.
Pour i € [0, N], on a

ait1 = b;
biv1 =1i =a; — qb;
G =0 )6
biy1/  \1 —q;)\b;)’
Ga) =0 _a))
by_1/)  \1 —qn—2/ \bn_2
CO [ GO [ i)
1 —qgn-2/\1 —qn_3/\bn_3
(1 )@ ) )G
S\l —gn—2/\1 —gn_3 1 —qo/ \bo
Notons A := (0 1 >(O 1 )(0 1)et écrivons
1 —gn—2/\1 —gn-3 1 —q
_ (o B
A_<7 5)'
G =0 D)
bn_1 v 0/ \bo

Comme on a by_1 = pged(a, b), on en déduit

Ce qu’on peut écrire

Donc, on a

On a donc

‘ngd(a,b):’yxa—l—(be.‘

Remarque

o Cette analyse matricielle permet de prouver la justesse de I'algorithme d'Euclide étendu.

e Notons (u;)j>—2 et (vi)i>—2 les coefficients des deux derniéres colonnes. Notons également :

u; Vi
M,' = ( ! ! )
Uiy1  Vit1.

Les relations de récurrence définissant les (u;);>2 et les (v;)i>2 sont

Uit1 = Ui—1 — Qiy1U;
i+1 i—1 qi+1Uj o M_2 — (1 0) — |2_
Vitl = Vi—1 — Git+1Vi 01

Arithmétique
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e Maintenant, calculons

0 ) (0
M; =
(1 —(qit2 1

Ui — giyoUjt1

Il
~

Ujt1

(u1+1 V/+1>
Uiy Viy2

e Donc,

Il
TN
= O
|

2 ~
o

"

_..._(0 1
 \1 —agno2

_ <UN73 VN—3)
Un—2 VN-—2

e Donc, on a

—Qqi+2/ \Ujt+1

Vi )
Vit1

VI+1 )
Vi — qit2Vit1

) X My_4

‘pgcd(a, b) =uny_2 X a+vy_axb

les coefficients uy_5 et vy_o étant ceux sur la ligne de ry_», le dernier reste non nul.

6) Théoréme de Bachet-Bézout

Ainsi, on a montré

W Théoréme ARI.18 (Bachet-Bézout)

Soient a,b € N*. Alors,
Ju,v € Z:

au + bv = pged(a, b).

Arithmétique
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7

Le PGCD est aussi le plus grand diviseur commun pour la relation de divisibilité sur N

Rappelons que la relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N. On dipose donc de deux relations
d’ordre sur N. On peut donc naturellement se poser la question : le PGCD est-il le plus grand diviseur
commun pour ces deux relations d’ordre ?

e Par définition, il 'est pour <.

Cela veut dire :
VdeN, (d|aetd|b) = d< pged(a,b).

e On va voir dans la proposition suivante que le PGCD lest également pour la relation « | » de divisibilité.
Cela veut dire :

VdeN, (d|aetd|b) = d|pgcd(a,b).

Proposition ARI.19
Soient a,b € N* et soit d € Z. Alors, on a

d|a
— d d(a,b).
{d|b | pged(a, b)

Remarques
e Cette proposition nous permet de donner un sens a pged(0, 0).
e En effet, on a Vn € Z,n | 0. Donc, Div(0) = N.

e Donc, le PGCD de 0 et 0 devrait étre le plus grand élément de N ; évidemment, on sait que N ne
posséde pas de plus grand élément pour <.

e Cependant, comme on a
VYneZ, n|0,
cela veut dire que 0 est le plus grand élément de N pour la relation de divisibilité !

e Ainsi, en toute logique, on pose

| pgcd(0,0) =0, |

e De facon plus générale, si a, b € Z, on pose pgcd(a, b) := pged(|al, |b]).
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8) PGCD d’un nombre fini d’entiers

Soit N € N*.
a) définition

Définition ARI.20
Soient ay,as,...,any € Z des entiers non tous nuls.

Le pged des entiers ay, as, .. .,an, noté pged(ay, as, . ..,an), est le plus grand diviseur commun a
tous les a;.

Remarques
e Autrement dit, dans ce cas, on pose

N

pged(ay, . .., ay) == max ﬂ Div(a;).
i=1

e De plus, on pose
pgcd(0,...,0) == 0.

b) une réécriture

Lemme ARI.21
Soient ay,...,an € Z. Alors,

N
ﬂ Div(a;) = Div(- . <((a1 Aag) A a3) A a4> Ao A aN>.
i=1

Exemple
e Ecrivons ce lemme pour des petites valeurs de N pour le rendre plus lisible.

e Pour N = 3 et pour ay,a»,az € Z, on a
Div(a;1) N Div(a2) N Div(as) = Div((al A az) A a3>.
e Pour N =4 et pour a1, ay,as,a; € Z, on a

Div(at) N Div(a) N Div(as) N Div(as) = Div(((a1 A a) A 33) A 34).

Démonstration. — On proceéde par récurrence sur N ; on note, pour N € N*,
N
P(N) : « ﬂ Div(a;) = Div((~~ (((al Aaz) Aag) A a4) A-e ) /\aN> ».
i=1

e Si N =1, c’est tautologique.

e Si N =2, c’est la proposition [ARI. 19}
e Montrons maintenant 'hérédité. Soit N € N* tel que Z(N). Montrons Z(N + 1).
Soient ay,...,an4+1 € Z. Notons

A = (---(((al/\ag)/\ag)/\a4>/\--->/\aN.

On raisonne par double-inclusion.

Arithmétique

14/30



N+1
> e Soit d € ﬂ Div(a;).
i=1
N
e En particulier, on a d € ﬂ Div(a;). D’aprés &(N), on a donc d | A.
i=1
e Deplus,onad|anii.

e Donc, d’aprés la proposition [ARI. 19}, on a d | pged(A, any1), te d € Div (pgcd(A, GN+1))-

> Réciproquement, soit d € Div(pgcd(A, aN+1)) ie soit d € Z tel que d | pged(A, an41). On a donc
d | A, ie d € Div(A). Donc, par hypothése de récurrence, on a

N

de ﬂ Div(a;).

i=1
Comme on a aussi d | ay+1, on a bien

N+1

de n Div(a;).

=1

e Ainsi, on a bien
N+1

O Div(a;) = Div(pgcd(A,aN+1))_

Autrement dit, (N + 1) est vrai.

e D’ou I’hérédité et le résultat.

|
Corollaire ARI.22
Soient ay,...,an € Z. Alors,
pged(ay,...,an) = ( .. (((al Aag) A a3) A a4) A ) Aan.
Démonstration. — C’est une conséquence du lemme précédent. On laisse le lecteur qui le souhaite le
rédiger, en faisant attention aux a; qui sont nuls. |

c) associativité

Proposition ARI.23
Soient ay,...,an41 € Z. Alors,

pged(at, ..., an+1) = pgcd(pgcd(al, o, aN), aN+1).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire [ARI. 22 |
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d) relation de Bézout

Théoréme ARI.24
Soient ay,...,an € Z. Alors,

H(kl,...,kN) S VA kiay +---+ kyay = pgcd(al,...,aN).

Remarques
e Un tel N-uplet est appelé relation de Bézout entre pour la famille (a1, ..., ay).

e || faut retenir que ce résultat est trés puissant et permet de prouver de nombreuses choses.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la proposition de procéder par récurrence en s’appuyant sur
le théoréme On laisse au lecteur regarder les détails pour vérifier qu’il a bien compris le mécanisme
de la preuve. |

Exercice ARI.25
1) Calculer le PGCD de 12, 15 et 30.

2) Déterminer une relation de Bézout entre 12, 15 et 30.

e) propriété fondamentale

Proposition ARI.26
Soient ay,...,an € Z. Alors, pour tout d € Z, on

d| pged(ay,...,any) <= Vie[l,N], d]a;

Démonstration. —
° C’est le sens facile. On laisse le lecteur le vérifier.
. On suppose que Vi € [1,N], d | a;. On a donc

N
VO €ZN, d | Y N
i=1

Maintenant, on se donne une relation de Bézout (k1,...,ky) de la famille (aj,...,ay). On a ainsi
N
d | Zkiai donc d | pged(ay,...,an).
i=1
|
Remarques
e Autrement dit, le PGCD est également le plus grand des diviseurs communs aux a; pour la relation
de divisibilité.
o Cela justifie a posteriori la convention pged(0,...,0) := 0.
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III. Nombres premiers entre eux

1) Définition : cas de deux entiers

Définition ARI.27

Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux ssi pgcd(a,b) = 1.

Exemples
e 12 et 15 ne sont pas premiers entre eux.

e 7 et 20 sont premiers entre eux.

2) Définition : cas de N entiers

Soient ay,...,any € Z.
a) entiers deux-a-deux premiers entre eux

Définition ARI.28
On dit que aq, ...,ay sont deux-a-deux premiers entre eux ssi

Vi, j € [1,N], i#j = pgcd(a;,a;)=1.

Exemples
e Les entiers 15, 8 et 49 sont deux-a-deux premiers entre eux. En effet, ona 15A8 =1, 1549 =1
et 8AN49 = 1.

e En revanche, les entiers 15, 12 et 4 ne sont pas deux-a-deux premiers entre eux. En effet, on a
15 A 12 = 3. On aurait aussi pu remarquer que 12 A 4 = 4.

b) entiers premiers entre eux dans leur ensemble

Définition ARI.29
On dit que aq,...,an sont premiers entre eux dans leur ensemble $8i

pgcd(ay, ..., ay) = 1.

Exemple
Les entiers 15, 12 et 4 sont premiers entre eux dans leur ensemble. En effet,

pgcd(15,12,4) = pged (pgcd(157 12),4) = pgcd(3,4) = 1.
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-
Proposition ARI.30

Soient ay,...,ay € Z. On a

ai,...,ayn deux-a-deux premiers entre eux

4

ai,...,an premiers entre eux dans leur ensemble.

- J
Démonstration. — Supposons par exemple que a; A ag = 1.
On a vu que
pged(ay, ..., an) = ( .- (((al A az) /\(1,3) A a4)) - Aan.
=1
On en déduit que pged(aq,...,an) = 1. [ ]

3) Théoréme de Bézout

Théoréme ARI.31
Soient a,b € Z. Alors,

a et b premiers entre eux <=  3(k,{) € Z*: ka+ b= 1.

Démonstration. —

. C’est une conséquence du théoréme
. Supposons 3(k,£) € Z? : ka + ¢b =1 et fixons k et £ deux tels entiers.
Soit d divisant a et b. Alors, d divise tout combinaison linéaire de a et b. Donc,

d|ka+¢b donc d]1.
Donc, pged(a,b) = 1.

4) Lemme de Gauss

a) le lemme de Gauss

Théoréme ARI.32
Soient a,b,c € Z. Alors,
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b) conséquences

Proposition ARI.33
Soient a,b € Z et soit n € 7. Alors,

aln et b|n

= ab|n.
aNb=1

Proposition ARI.34
Soient a,b € Z et soit n € 7. Alors,

alAn
bAnN

} = abAn.
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IV. Nombres premiers

1) Définition

Définition ARI.35
e Soit p € N. On dit que p est premier ssi p posséde exactement deux diviseurs dans N.

e On note & l'ensemble des nombres premiers.

e Un nombren € Z \ {0, 1, —1} qui n’est pas premier est dit composé.

Remarque

e On a donc
p est premier <= (Div(p) AN fini et ‘Div(p) N N‘ = 2).

Exemples

e On a car )Div(p) ﬂN‘ =1L

e Voila la liste des premiers nombres premiers :
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 € £.

e En revanche, 91 ¢ 2. En effet, 91 =7 x 13.

Remarque

Déterminer si, oui ou non, un nombre n € & et, si non, trouver une factorisation de n est un probleme
algorithmique compliqué. C'est sur la difficulté de factoriser un nombre composé qu'est construite toute
la sécurité des échanges de données en informatique.

2) Lemme d’Eratosthéne

Lemme ARI.36 (d’Eratosthéne)
Soit N € N>o un nombre composé. Alors,

dJpe P (p|N et p< {\/NJ)
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3) Crible d’Eratosthéne

ERATOSTHENE de Cyréne (276 av. JC — 194 av. JC)

a) Description de I'algorithme
Soit N € N>»,.
Pour déterminer les nombres premiers inférieurs ou égaux a IV, on procede comme suit :

1) On détermine les nombres premiers py,pa, .. ., pe inférieurs ou égaux a {\/ N J
2) On exclut de [2, N] tous les multiples de p1,pa, ..., pe.

3) Les nombres restants sont exactement les nombres premiers inférieurs ou égaux a N.

Cet algorithme est donc naturellement récursif.

b) Détermination des premiers nombres premiers

11 (12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 | 23| 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 132 |33 |34 |35 |36 | 37| 38|39 | 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

7L 72| 73 | 4 |75 |76 | 77T | 78 | 79 | 80

81 | 82 | 83 | 84 | 8 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90

91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
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4)

5)

L’ensemble & est infini

Théoréme ARI.37 (Euclide)

P est infini.

Démonstration. — On raisonne par ’absurde et on écrit

P = {php?,"'vpm}a

avec p1 < p2 < p3 < -+ < ppm. On considere alors N :=py X pa X -+ X py, + 1. Comme Vj, p; > 1, 0on a

P1 X P2 X X P 2 Pm > P
pour tout k € [1,m]. En particulier, N n’est égal & aucun des py. Donc, N ¢ Z.

Ainsi, d’apreés le lemme d’Eratosthéne, N posséde un diviseur premier. Soit donc k € [1,m] tel que py | N.
Ainsi, on a

pi | N
donc p | (N —p1 X p2 X -+ X D).
P | P1 X p2 X X P
Donc py, | 1. Done, pi € {£1}. Cest absurde. [ ]

Décomposition en produit de nombres premiers

a) L'énoncé

Théoréme ARI. 38

Tout entier n > 2 s’écrit de fagon unique (a I'ordre preés des facteurs) comme produit de nombres
premiers.

Démonstration. — — | Voir cours [}l [ |

Exemples

e Onad2=6x7=2x3xT.
e Onal729=7x13x 19.
On a 1515 =3 x5 x 101

e Ona

840 = 2 x 420
=22x210
=23 x 105
=22x5x21
=22x5x3x%x7

=23 x3x5xT.

b) Algorithme
Voici un algorithme pour déterminer la décomposition en facteurs premiers d’un entier.
Soit n € N.
1) Sin € & (grace a l'algorithme d’Eratosthéne) : c’est terminé.
2) a) Sinon, le crible d’Eratosthéne nous donne un nombre premier p tel que p | n.
b) On écrit n = p x m et on réapplique cet algorithme a m.
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Exercice ARI.39
Implémenter cet algorithme en Python.

6) Valuations p-adiques

a) Définition

W Définition ARI.40

Soit n € Z\ {0} et soit p € P.

La valuation p-adique de n, notée v,(n), est le plus grand entier k € N tel que Pk divise n.
Ie, on pose

vp(n) = max{k eN| p* divise n}

Dit autrement, la valuation p-adique d’un entier n est la puissance a laquelle est élevé p dans la décompo-
sition en facteurs premiers de n.

Exercice ARI.41
Soient p € & et n € Z \ {0}. On note

A= {k: € N | p* divise n}

1) Montrer que A est non vide.

2) Montrer que A est majoré.

Exemples
e 60
e 1024

e 105 — | Voir cours il

Remarque

Par convention, on pose v,(0) = 400 pour tout nombre premier p. Cette convention est cohérente
puisque tous les entiers divisent 0 et qu'on a donc

{k eN | pX divise 0} =N.
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b) Valuation p-adique et décomposition en facteurs premiers
Soit n > 2. On décompose n en produit de nombres premiers en écrivant

— 1 (o7
n_pl ...prr'

avec les p; des nombres premiers deux & deux distincts et avec Vi, o; € N*.

On peut déja remarquer que les seuls nombres premiers p qui divisent n sont les p;.

De plus, on a
Vie [1,r], vp,(n) = .

De plus, si p ne divise pas n, on a vy(n) = 0.

e Ainsi, on peut écrire

peEP
pln
e De plus, si pfn, on a vy(n) =0 et donc p?r(™ = p® = 1. Ainsi, on peut écrire :

Théoréme ARI.42
Soit n € N»;. On a

c) Valuation p-adique du produit et de la somme
Proposition ARI.43
Soient n,m € Z et soit p € &. On a

1) wp(n x m) = vy(n) +vp(m) ;
2) vp(n+m) = min(v,(n),vp(m)).

Démonstration. — — | Voir cours [jif [ |

d) Valuation p-adique et divisibilité

Proposition ARI.44
Soient n,m € Z. On a

n|lm < VpeZ, vy(n)<uv(m).

Démonstration. — — | Voir cours [{fl [ ]

Exercice ARI.45
Soit n € N>o. Combien n posséde-t-il de diviseurs ?
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7) PGCD et valuation p-adique

Proposition ARI.46
Soient a,b € N*. Alors, on a

pgcd(a,b) = ] pmn(e(@vr D,
peP

Démonstration. — — | Voir cours [l [ |

Exemples
e Calculons pged(27,105).
> Ona 27 =33

> Onald5=3x5x7.
Donc, on a pged(27,105) = 3Mn(3:1) 5 gmin(0.1) ¢ gmin(0.1) _ 3.

e Calculons pged(2020,4243) — | Voir cours |l

On voit que cette méthode du calcul du PGCD n’est réalisable que si les entiers a et b sont petits ou que
I’on connait leurs décompositions en facteurs premiers.

V. Congruences

1) Définition

Définition ARI.47
Soit n € N* et soient a,b € Z.

On dit que a et b sont congrus modulo n et on note a = b [n] ssi

n|a—0b.

Exemples

e La congruence modulo 2 traduit la parité. Ainsi, si a,b € Z, on a
a=0[2] < a pair
a=1][2] < aimpair
a=b[2] < aet b ont méme parité.

e Sine N*, on a toujours
n=0 [n].

Exercice ARI.48
Soit a € Z. On note reste, (a) le reste de a dans sa division euclidienne modulo n.

Montrer que
a=b[n] <= reste,(a) = reste,(b).
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2)

La congruence modulo n est une relation d’équivalence

a) c'est une relation d’'équivalence

Proposition ARI.49
La relation « étre congru modulo n » est une relation d’équivalence.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

b) I'ensemble Z/nZ
Si a € Z, on note [a], la classe d’équivalence de a pour la relation « étre congru modulo n » ; on a donc

[a), = {k €Z|k=a [n]}
On a ainsi [0],, = nZ et (par exemple)

[l]n:{...,1—3n71—2n,1—n,171+n,1+2n,1+3n,...}:1+nZ.

Lemme ARI.50
Pour tout a € Z, il existe r € [0,n — 1] tel que [al, = [],.
Autrement dit, on a

{[a]n ac Z} _ {[o]n, W, .. [0 — 1]n}.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entralnement. |

w Définition ARIL51
L’ensemble Z sur nZ, noté Z/nZ, est

Remarques

L'ensemble Z/nZ est fini de cardinal n.

e On peut le munir de deux lois + et x définies par
[a]n 4+ [n—1]p == [n — 1]ass
[a]n % [n—1]p = [n — 1]axb
pour tous a, b € Z.
e Pour que ces définitions ait un sens, il faut montrer que le résultat [n — 1],.5 ne dépendent pas du

a et du b choisis représentant [a], et [n — 1],. De méme pour la loi x.

e On obtient alors un anneau commutatif

(/9. +, %101, [1]n)-
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3) Congruences et opérations

Soient a,b € Z et o, 8 € Z.
a) congruence et somme

Lemme ARI.52

On a
“ [”]} +b=a+p[n
== a =« nl.
b=p[n]
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. |

b) congruence et produit

Proposition ARIL.53
On a

............................................................................................................................................................... [ |
c) congruence et puissance
Proposition ARI.54
On a
a=an] = (Vk eN, o* =o* [n]>
Démonstration. — On raisonne par récurrence et on utilise la proposition |

4) Inverses d’un entier modulo n

a) définition

Définition ARI.55
Soit a € Z.

1) Soit a € Z. On dit que « est un inverse de @ modulo n ao =1 [n].

2) On dit que a est inversible modulo n ssi

da € Z : « est un inverse a modulo n.

Exemples
e Ona3x5=15= —1 [4] donc 3 x (—5) =1 [4]. Ainsi : 3 est inversible modulo 4 et —5 est un
inverse de 3 modulo 4.
e Montrons que 5 n'est pas inversible modulo 100.

Supposons le contraire et fixons b € Z tel que 5b = 1 [100]. On aurait alors, en multipliant par 20 :
10056 = 20 [100] et donc 0 = 20 [100], ce qui absurde.
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Remarque

Soit a€ Z. On a
a inversible modulo n < [a], € U(Z/nZ).

On laisse le lecteur le démontrer. C'est un trés bon exercice.

b) unicité modulo n de I'inverse modulo n

Proposition ARI.56
Soit a € Z et soient o, € Z. Alors,

« inverse de a modulo n }

o inverse de a modulo n

c) caractérisation des entiers inversibles modulo n

Proposition ARIL57
Soit a € 7. Alors,

1) ona
a inversible modulo n <= pgcd(a,n) = 1.

2) Plus précisément si (k, ) € Z* vérifie ak +nt = 1, alors k est un inverse de a modulo n.
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d) utilisation des entiers inversibles modulo n

s N
Proposition AR 58
Soit a € Z inversible modulo n dont « est un inverse modulo n. Alors,
1) pour tous x,y € Z,
ax=ay[n] = x=y]ln]
2) pour tous z,b € Z,
ar=b[n] <<= z=abln]|
. J
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. |

5) Petit théoréme de Fermat

W Théoréme ARI.59
Soit p un nombre premier et soit n € Z.

1) Ona

nAp=1

2) En particulier, on a

Démonstration. — — | Voir cours [jil [ |

VI. PPCM

1) Définition
On définit le PPCM entre deux entiers a,b € N* comme on a défini le PGCD.
On le note ppcm(a, b) ou a V b.

2) PPCM et valuation p-adique

Proposition ARI.60
Soient a,b € N*. Alors,

ppcm(a, b) = H pm(vp(@),vp (9))
peEZP

Corollaire ARI.61

Soient a,b € N*. Alors,
ppcm(a,b) X pged(a,b) = a X b.

3) FEtre multiple commun équivaut & étre multiple du PPCM

Proposition ARI.62
Soient a,b € N* et soit n € Z. Alors, on a

{a [n <= ppcm(a,bd) | n.
b|n
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