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Chapitre 31
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Expression du ¢-ieme polyndme de Lagrange

Dans ce chapitre, on poursuit [’étude des polynémes. En particulier,
on va commencer [’'étude arithmétique des polyndémes et ébaucher
une comparaison entre Z et K[X].
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Polynomes 11
plan de cours et principaux résultats
I. Division euclidienne et divisibilité 38.13 4##¢
38.14 i
1) Inversibles
a) inversibles de K[X]
ﬁ Proposition 31.1
2 e Les inversibles de K[X] sont les polyndmes constants non nuls.
; o Autrement dit, les inversibles de K[X] sont les polynomes de degré 0.
b) polynémes associés
2) Division euclidienne
a) en pratique via des exemples
b) le résultat
Théoréme 31.2
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors,
A=BQ+R
(Q,R) e K[X])?: ¢
deg R < deg B.
c) raffinements
3) Divisibilité
a) définition
b) propriétés
II. Relations coefficients-racines 38.23 4¢
1) Les fonctions symétriques
2) Les relations coeflicients-racines
3) Cas importants
. Proposition 31.3 W
On a §
= Ap—1 = ag
;= ——— et a; = (1) —.
> o=-=C [Jo:= (2122
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ITI. Racines multiples 38.18 443
38.22 M
1) Multiplicité d’une racine 38.58 4
a) un rappel
b) définition et vocabulaire
c) une caractérisation
Proposition 3149
On a
P=(X-a)™
me(P)=m < 3QeK[X]: { ( "Q
Qa) #0.
d) propriétés
2) Majoration du nombre de racines comptées avec multiplicités
a) un lemme de factorisation simultanée
b) le résultat
Proposition 3150
1) Un polynéme de degré n > 0 posséde au plus n racines comptées avec multiplicités.
2) Soit P € K, [X].
S1 P posséde au moins n + 1 racines comptées avec multiplicités, alors P = 0.
Caractérisation par les dérivées supérieures
Proposition 31.6
Soit P € K[X], soit o € K et soit m € N*. Alors,
P(a)=P'(a)=---=PmD(a)=0
a est racine de P avec multiplicité m <=
PM)(a) # 0.
IV. PGCD et PPCM entre polynémes 382 4
38.28 4¢

1)

2)

Premiéres définitions

a) PGCD
b) relation de Bézout

Algorithme d’Euclide (étendu)
a) l'algorithme d'Euclide en pratique
b) théoréme de Bézout

w Théoréme 31.7

Soient A, B € K[X] et soit D un PGCD de A et B. Alors, il existe U,V € K[X] tels que

AU+ BV =D.

c) le PGCD ne dépend pas du corps de base
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3) Propriétés des PGCD
a) relation fondamentale

Proposition 31.8
Soitent A, B € K[X] et soit D un PGCD de A et B.

1) Alors, pour tout P € K[X],
(P|A et PjB) « P|D.

2) Autrement dit, on a : Divg[x)(4) N Divgpx)(B) = Divgx)(D).

b) deux PGCD sont associés
c) le PGCD unitaire
4) Arithmétique des polyndmes
a) polyndmes premiers entre eux
b) lemme de Gauss
5) PGCD d’un nombre fini de polynémes

6) PPCM

V. Polyndémes irréductibles 38.34 ¢
) ey . 3837 ™

1) Polynémes irréductibles 3847 @

a) définition
b) exemples
) premiéres propriétés
2) Polyndmes scindés
a) définition
b) exemples
3) Factorisation dans C[X]
a) théoreme de d'Alembert-Gauss
b) irréductible de C[X]
c) décomposition en irréductibles dans C[X] : idée
d) I'énoncé
4) Factorisation dans R[X]
a) racines complexes de polyndmes réels

Lemme 31.9

Soit P € R[X] et soit o € C. Alors,
1} P(a)=0 == Pl@) =0.
2) mq(P) = mg(P).

b) un lemme de factorisation réelle

Lemme 31.10
Soit P € R[X]| non nul, et soient Q, R € C[X]. Alors,
Pi=rOR
Q € R[X]

} = ReR[X].

c) irréductibles de R[X]

Théoréme 31.11
Les irréductibles de R[X] sont

o [es polyndomes de degré 1

e les polynomes aX? + bX els que a # 0 et a® — 4ac < 0.

d) décomposition en irréductibles dans R[X]
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