MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 32
Produits scalaires

n
L — 37’67; €;
=1

Formule de la décomposition de x dans une base orthonormale (e;)1<ign

Soit E un R-espace vectoriel.

On peut vouloir munir E d’une structure qui permette de dire quand deuz vecteurs x ety
(ou U et 7, s1 I’on veut choisir des notations qui insistent sur l’aspect géométrique) « vont
dans le méme sens » ou, & 'opposé, « vont dans des directions orthogonales ».

Ceette structure est appelée produit scalaire sur F et cette notion sera abordée dans ce chapitre
de fagon rigoureuse et aziomatique.

Les R-espaces vectoriels E munis d’un produit scalaire sont des objets trés riches, beaucoup
plus riches que les simples espaces vectoriels, et dont le réle en mathématiques est fondamental.
On les appelle espaces euclidiens quand ils sont de dimension finie et, en général, espaces
préhilbertiens réels.
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Lycée CHATEAUBRIAND Colas Bardavid

32

Produits scalaires

plan de cours et principaux résultats

I. Produits scalaires, normes euclidiennes

1) Applications bilinéaires
a) définition
b) attention : bilinéaire # linéaire
c) généralisation : applications n-linéaires
2) Produits scalaires
a) définition
Définition 32.1
Un produit scalaire sur E est une application
EF? —— 3R
(I, y) — p($7 y)

qut est bilinéaire, symétrique, positive, définie.

b) un réflexe calculatoire

Réﬂexe‘ 32.2
On a

( w)= 3 (mly):

X5

n
i=1 i=1 1<i,5<n

n

c) vocabulaire
3) Exemples
a) produit scalaire canonique sur R”

b) sur € ([a, b], R)
c) sur M, (R)

Fait 32.3
Soient A, B € M, (R). Alors,

Z a5 X biyj = tI’(ATB).

1<i,5<n

d) sur R[X]
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4) Norme associée a un produit scalaire

a) notation
b) réflexes calculatoires

Réflexe 32.49

2 2 2
Iz +yll” = llzl” + llyll” + 2(= | y)

Réflexe 32.5@

2 n
=D lzill* +2 Y (@ile))
i=1

1<i<j<n

n
>
i=1

c) exemples
5) Inégalité de Cauchy-Schwarz
a) cas général
e s
Soit (E,(-|-)) epr. Soient z,y € E. Alors, on a

(@[ 9)] < ll=ll x Iyl
avec égalité si et seulement si x ety sont colinéaires.
b) Cauchy-Schwarz en situation

Proposition 32.7
Soient x1,...,2, €ER et y1,...,y, € R. Alors, on a

n n

2 2

< E Ty X E yi.
i=1 i=1

n

Z TiYi

i=1

k Pro‘positi(u)n 32.8
Soient f,g: [a,b] — R des fonctions continues. Alors, on a

< \//abf(t)zdt X \//abg(t)Zdt.

b
/ F(t)g(t) dt

6) L’application |-| est une norme

a) rappels sur les normes
b) le résultat
c) normes euclidiennes

7) Vecteurs unitaires

8) Identités de polarisation
Proposition 32.9 ©

H 2 2 2 i
i z+yl|l” — x| — |y ;
ol A 4 |
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II1.

1)
2)

3)
4)
5)
6)

Orthogonalité 39.21 3
g T 39.15 %
Forme linéaire associée a un vecteur 30.16 &

Définitions

a) définitions

b) premiéres propriétés

Théoréeme de Pythagore

Les familles orthogonales de vecteurs non nuls sont libres

Les espaces orthogonaux sont en somme directe

Caractérisation du vecteur nul

7)

8)
9)

Proposition 32.10

On a i
{0g} " =E e E'={0g}.

Propriétés de ’orthogonal

a) avec des parties
b) avec des sev
c) inclusion dans le biorthogonal

Un contre-exemple

Sous-espaces admettant un supplémentaire orthogonal
a) définition

Définition 32.11@

Soit E un epr et soit F sev E. R
On dit que F admet un supplémentaire orthogonal dans E et on note F' adso E ssi

E=F&G

3G sev E :
s

1
On note alors E = F&G.

b) un lemme
c) définition équivalente
d) premiéres propriétés

10)

Proposition 32.12®

Fadso FE = F= (FJ‘)L.

e) exemples et contre-exemples
Bases orthonormales

a) hyperplan orthogonal
b) existence de bases orthogonormales (BON)

Théoreme-Réflexe 32.13
Tout epr de dimension finie posséde (au moins) une base orthonormale.
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c) formule de decomposmon dans une BON

Pr0p051t10n 32. 14®
Soit (E,(-|-)) un espace euclidien et soit 8 = (e1,...,e,) une BON de E.

1) Soit z € E. Alors,

n
r=3Celee

1=1
Autrement dit, on a
(z|e1)
Coordsg(x) = :
(z|en)

2) Soient z,y € E, qu'on écrit & = iy xie; ety =D i, yiei. Alors, on a

x|y szyz

3) Enfin, avec les mémes notations, on a
n
Iz = a3.
i=1

d) Corollaire pour les bases orthogonales

Corollaire 32.15
Soit (f1,..., fn) une BOG de E. Alors,

Vz € E, x:Z((; J;Z))f

i=1

11) Un sev de dimension finie admet toujours un supplémentaire orthogonal
Théoréme 32.16 |
Soit (E,(-|+)) un epr.

Soit F' un sev de E de dimension finie. Alors,

Fadso B.

12) Orthogonal dans les espaces euclidiens

Théoréme 32.17
Soit (E,(-|-)) un espace euclidien et soit F sev E. Alors,

L
1) FeF+t=F
2 (Pt =F
3) dlm( )+d|m(Fl)’— dlm(E)
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III. Projection orthogonale sur un adso

1) Projection orthogonale

a) définition

b) dessin

c) projecteurs orthogonaux associés

Expression fondamentale de pp

Proposition 32.18 T

Soit (E,(-|-)) un espace euclidien et soit F sev’ E.
Soit (e1,...,ep) une BON de F.

Alors,

Vz € E, pp(z)= Z(iﬂ@z) €;.

3) Cas d’une droite

4) Méthodes pour calculer pp(z) quand F sevdf

a) méthode BON
b) méthode BOG
c) méthode systéme
5) Exemples
a) avec la méthode systéme
b) avec la méthode BOG
6) Distance a une partie
a) définition
b) dessin
c) exemple
d) calcul de la distance a un adso

Proposition 32.19
Soit (E,(-|-)) un epr et soit F' adso E. Alors,

1) ona
d(z, F) = ||z — pp(@)]-

2) De plus, la distance d(z, F') est atteinte uniquement en pp(z), ie :

Vzp € F, d(z,F)=|z—zr| = zr =pr(z).

39.31 4¢
3935 &
3951 ¢

IV. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

a) données

b) sorties
c) algorithme pour construire (e1,...,€y)
d) construction de (é1,...,€,)

32. Produits scalaires
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