MPSI3 Lycée CHATEAUBRIAND
Colas Bardavid

Chapitre 35

Déterminants

det(A) = 5(0') ai,(,(i)
ccS, 1=1

Formule explicite donnant le déterminant d’une matrice A € M, (K)

Dans ce chapitre, on étudie l’application
det : M,,(K) — K

qui a toute matrice carrée A associe un « nombre », noté det A et appelé déterminant de A.
Cette application vérifie plusieurs propriétés trés puissantes qui font du déterminant un outil
hors-pair. On verra entre autres :

e det(I,) =1,

o det(AB) = det(A)det(B);

o det(A) #0 <= A inversible.
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35

Déterminants

plan de cours et principaux résultats

I. Multilinéarité et caractére alterné

1) Applications multilinéaires
a) définition
b) propriétés
2) Applications multilinéaires alternées
a) définition
b) propriétés

II. Déterminant en dimension 2 et 3

1) Déterminant en dimension 2
a) définition
b) propriétés

2) Déterminant en dimension 3
a) définition
b) formule de Sarrus

ITTI. Déterminant : cas général
1) Définition et corollaire fondamental
a) définition
Théoréme-Définition 35.1

o [l existe une unique f : M, (K) — K multilinéaire alternée telle que f(I,) = 1.

o On l'appelle déterminant et elle est notée det.

b) corollaire fondamental
Déterminant et opérations sur les colonnes

Propc”)si"c’i‘on 35.2
Soit A € M, (K).
1) Si A posséde une colonne nulle, det(A) = 0.
Si A posséde deux colonnes identiques, det(A) = 0.

Si une colonne de A est combinaison linéaire des autres, det A = 0.

)
) -
4) Echanger deuzx colonnes de A multiplie le déterminant par —1.
) Une transvection sur les colonnes de A ne change pas le déterminant.
)

Plus généralement, ajouter ¢ une colonne de A une combinaison linéaire des autres
colonnes de A ne change pas le déterminant.

3) Une propriété fausse
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4)

Propriétés multiplicatives du déterminant
a) multiplicativité du déterminant

Théoréme 35.39
det(AB) = det(A) det(B)

b) la non-nullité du déterminant caractérise les matrices inversibles

Corollaire 35.4®
1) Ona A inversible <= det(A) # 0.

2) Dans ce cas, on a
1

Ao =

Proposition 35.5 )

Déterminant des matrices triangulaires supérieures

a) énoncé

1) Ona

T i=1
©
2) En particulier,
ai * *
a n
2 = H a;.
* i=1
(0) Qn

b) exemple
c) démonstration

Déterminant de la transposée
a) un rappel

Proposition 35.6 @
Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Alors, A peut s’écrire

A= PPy Py

ot les P; sont des matrices d’opération élémentaire.

b) le résultat

Proposition 35.79
det(A) = det(AT)

c) corollaires importants

Proposition 35.8 )
Tout ce qui vaut sur les colonnes concernant le déterminant de A vaut également sur les |
lignes. ‘

7

Développement selon une ligne ou selon une colonne
a) notations

b) énoncé

c) démonstration

d) exemple
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8)

9)

Comatrice
a) définition
b) formule de Ia comatrice

Prop051t1on 35 9®

1) Ona
ACom(A)" = det(A)I, et Com(A)'A = det(A)L,.

2) Si A est inversible, on a

1
=
det(A) Com A.

Déterminant des matrices de Vandermonde
a) définition
b) determmant des matrices de Vandermonde

Pr0p051t10n 35 10®

1 x .’1,‘12 ool xln‘l

1 x5 .’1122 den $2n~1
) = H (x5 — z3)
: 1€i<i<n

T ¢ gy P B, il

IV.
1)

2)
3)

Formes n-linéaires alternées
Définition

a) définition

b) premiéres remarques

Premiéres propriétés

Démonstration du théoréme fondamental
a) expression d'une forme n-linéaire alternée

b) théoreme fondamental

Theoreme 35.11

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Alors, 1 ensemble des formes n-linéaires alternees sur E est de dzmenszon 1.

c) démonstration du théoreme fondamental
Expression du déterminant en fonction de coefficients

a) premiére formule

Théoreme 35.12
Soit A € M, (K). Alors, on a

det(A) = > &) [] aiwy
=1

c€G,

b) deuxieme formule

1)
2)
3)

Interprétation géométrique du déterminant

En dimension 2
En dimension 3

En dimension n
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Déterminant en dimension 2, 3 et 4

En dimension 2

=ad— bc

a b
c d

En dimension 3

a1 @iz a3
a21 @22 Q423
asz1 az2 ass

011022033 + A12023031 + A13G21032 — A31022013 — (32023011 — 433021012

C’est la formule de Sarrus.
Elle est tres symétrique mais elle ne se généralise pas du tout en dimension supérieure !

En dimension 4

air Qa2 @13 G4
a21 Q22 QA23 Q24
aszy as2 a3z 0a34
A41 Q42 Q43 Q44

Q11022033044 + 11024032043 + 11023034042 — 011024033042 — G11022034043
—011023032044 — 012021033044 — Q12023034041 — 312024031043 + 012024033041
+0a12021034043 + 012023031044 + 313021032044 + 013022034041 + 013024031042
—Q13024032041 — 013321034042 — 13022031044 — 014321032043 — 314022033041

—014023031042 + 014023032041 + 014021033042 + Q14022031043

En dimension 5

La formule fait intervenir une somme de 120 termes, chacun de ces termes étant un produit de cing
coefficients de la matrice.

Formule générale

Soit n € N* et soit A = (a;,;)1<i,j<n € Mn(K) une matrice. Alors, on a

det A = Z e(o) ﬁai,g(i).
i=1

geG,

ol, pour tout o € &, 'entier (o) est la signature de o, vérifiant

(o) = H %ﬁ(j)‘
1<i<j<n

Déterminant en dimension 2, 3 et 4 1/1
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Déterminant en dimension 5

Voici 'unique f : Ms(K) — K multilinéaire antisymétrique telle que f(Is) = 1.

La somme contient 120 termes.

i1 ai2 a3 ai4 Aips
Q21 Aa22 G23 0G24 0425
a31 as2 33 a34 A3
A4,1 Q4,2 Q43 Q44 Q45
51 QAas2 Q53 G54 QAs5
01,502,403 30442051 — (1 4025033042051 — 1,5023034042051 + Q1,302 503 4042051

+ @1,402303,504,2051
+ a1,5G2,203 4043051
+ a1,502,303,204 4051
+ @1,302,203,504,405,1
+ 01,402,203,304,505,1
— 1,502,403,304,105,2
— 41,402,303 504,105,2
— 1,502,103,404,305,2
— 01,502,303,104,405,2
— 1,302,103,504,405 2
— 01,402,103,304,505,2
+ a1,502,403204,1053
+ @1,402,203,504,1053
+ a1,502,103,40442053
+ 01,502,203,104,405,3
+ @1,202103 504 4053
+ @1,402,103,204,505 3
— 1,502,3A3,204,105 4
— (1,302,203,504,105,4
— 01,502,1A3,304 205 4
— 01,502,203,104,305 4
— (1,202,103,504,305 4
— 01,302,103,204,505 4
+ a1,402,303,204,1055
+ @1,302,203 4041055
+ @1,4042,103304 2055
+ Q1,4022031043055
+ a1,202,103,404,3055
+ @1,302,103,204 4055

41,302,403 504 2051 —
a1,202,503,404,3051 —
41,302,503 204 4051 —
1,202,303, 5044051 —
41,202,403 304 5051 —
a1,402,503,304,105,2

11,302,403 504,105,2

+
_I_
01,102,503,404,3052 +
01,302,503,104,4052 +
1,102,303 5044052 +
1,102,403304,5052 +
41,402,503 2041053 —
01,202,4035041053 —
11,102,503 40442053 —
a1,202,503,104,4053 —
1,102,203 504,445 3 —
41,102,403 204 5053 —
01,302,503204,1054 +
Q1,202,303 504,105 4 +
01,102,503,304,205 4 +
G1,202,503,104 3054 +
01,102,203,504,3054 +
01,102,3043,204,5054 +
01,302,403204,1055 —
41,202,303 4041055 —
(1,102,403304 2055 —
a1,202,403,104,3055 —
01,102203,4044 3055 —

Q1,102,303 204 4055 —

41,502,403 204 305 1
Q1,402 203,504 3051
1,502,203 304,405 1
1,402,303 ,204, 5051
41,302203 404 5051
a1,502,303,404,105 2
41,502,403 104,305 2
a1,402,103,504,305 2
a1,502,103,304,4052
a1,402,303,104 5052
a1,302,103,404 5052
41,502,203 404,105,3
a1,502,403,104,205 3
41,402103,504 2053
a1,502,103,204 4053
a1,402203,104 5053
11,202,103,404 5053
1,502,203 304,145 4
a1,502,303,104 205 4
41,302,143,504 2054
a1,502,103,204,305 4
41,302,203 104 5054
a1,202103,3044 5054
11,402,203 304,105,5
1,402 303,104 205 5
a1,302,103,404,205 5
a1,402,103,204 305 5
a1,302,203,104 4055

41,202,103,304 4055

+ o+ o+ o+t

+ o+ o+ o+

41,402,503 204,305,1
41,202,403 504,345,1
a1,202503,304,405,1
41,302,443,204,505,1
1,202 343,404 5051
41,302 503,404,105 2
41,402 503104 3052
a1,102,403,504,305,2
a1,102,503,304,405,2
41,302,443,104,505,2
11,102,303,404 5052
41,202 503 404,105,3
a1,402,503,104,205,3
41,102,443 504,205 3
a1,102,503,204,405 3
41,202,403,104 5053
a1,102,203,4044 5053
1,202 503304105 4
1,302 503,104,205 4
41,102,303 504 205 4
41,102,503,204 305 4
41,202 303104 505 4
11,102,203 304 505 4
a1,202,4G03,304,105,5
41,302,403 1042055
a1,102,303,404,205 5
Q1,102,403 204,305 5
11,202,303, 104,405,5

11,102,203 304 4055

Déterminant en dimension 5
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