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Un peu d’histoire

L’intégrale est, avant tout, une aire

A ce titre, c’est un théme des mathématiques trés ancien. Ainsi, les Grees de I’Antiquité
faisaient d’une certaine facon de lintégration — du moins, ils calculaient des aires un peu
compliquées.

Néanmoins, la véritable naissance de la théorie de l’intégration a liev au X VII® siécle avec
Uinvention du calcul infinitésimal et le travail de Leibniz.

Plus tard, c’est au géant des mathématiques Riemann qu’on doit une approche plus rigoureuse
des intégrales. L’histoire continua cependant et une nouvelle approche de lintégration fut
développée par le mathématicien francais Lebesque au début du XX siecle.

L’intégrale dite de Lebesgue, plus puissante que celle de Riemann, n’est pas au programme
des classes préparatoires. Elle est enseignée généralement en L3 ou en école d’ingénieur.
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plan de cours et principaux résultats

I. Fonctions en escalier et fonctions continues par morceaux 4441 w
44.23 &%
1) Subdivisions
2) Fonctions en escalier
a) définition
b) propriétés
3) Fonctions continues par morceaux
a) une définition fausse
b) la bonne définition
c) propriétés
4) Approximation de %, par Esc
a) rappels sur |||,
b) densité de Esc dans %,
W Théoréme 36.1
L’ensemble Esc([a,b],R) est dense dans €om ([a,b],R) pour ||-|| -
Ie, on a :
1) Vf e Sa”pm([a, b],]R), Ve >0, dp € Esc([a,b],R) : ||f —pll <€
2) Vf € Gom([a,b],R), I(pn)n € Esc((a, o], R)" : || f — palloe —0;
Cette derniére assertion s’écrit aussi
I/l o
Vf e %”pm([a, b],R), A(pn)n € Esc([a,b],R)N D Py ——— f.
II. Construction de l’intégrale 44.40 444
1) Intégrale des fonctions en escalier
2) Intégrale des fonctions continues par morceaux

36. Intégration
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ITII. Propriétés de ’'intégrale 44.14 48
1) Linéarité
2) Changer un nombre fini de valeurs ne change pas l’intégrale
3) Intégrale et inégalités
a) positivité
b) croissance
c) inégalité triangulaire
Proposition 36.2 @
‘ [oil<[ s
[a,8] [a,0]
d) stricte positivité
Proposition 36.30
Soit f € €([a,b],R).
f=0
~p = f>0.
f#0 [a,6]
Corollaire 36.4Q9 (Théoréme aux trois hypothéses)
f continue
f=0 == f=0.
Janr =0
IV. Intégrale orientée 44.20 &
1) Fonctions continues par morceaux sur |
2) Définition de ’intégrale orientée
3) Relation de Chasles
V. Théoreme fondamental de ’analyse 449 4
4427 %
1) Notations
2) F est continue
3) Un exemple
4) De f a F : gain de régularité locale
5) Théoréme fondamental de I’analyse
6) Gain de régularité global

36. Intégration
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VI. Sommes de Riemann 44.32 4
4435 4@
1) Définition 4421 w
Définition 36.5® — Tk
Soit f: [a,b] — R. Alors, la somme de Riemann (& gauche) de f, d’ordre n, est

n—1
b—a

n Of<a+kb;a>'

Sn(f) i

2) Meéthode des rectangles
a) méthode des rectangles a gauche

Proposition 36.6

Soit f : [a,b] — R continue par morceauz. Alors,
b
1) ona Sn(f) — | f.

n—oo

2) Mieuz, si f est lipschitzienne, on a

Sn(f)Z/abf+O(%>~

b) méthode des rectangles a droite
3) Méthode des trapezes

VII. Extension a C

36. Intégration 3/3
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