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Principaux idéaux introduits

M, : 'idéal des fonctions s’annulant en z.

9)?;0‘54 : I'idéal des fonctions s’annulant localement en x dans la direction A.
sm;";plat : 'idéal des fonctions plates en z selon la direction V.

olec : I'idéal des fonctions s’annulant & l'infini.

omloc , : I'idéal des fonctions s’annulant & Pinfini dans la direction A.

My Plat . pidéal des fonctions plates en p selon la direction V.



Résultats démontrés

Fait 0.1 S)ﬁg’CA ne dépend que du “germe d’espace” de A en x, c’est-a-dire que
s’il existe U € V(z) tel que ANU = BNU, alors Sm};’f = S)ﬁf‘jg

Fait 0.2 9025 = M.

Théoreme 0.3 (classification des idéaux maximaux de C*(R"™)) Soit M
un idéal mazimal de C*(R™). Alors :

— soit il existe x € R™ tel que 9 =M,

— soit M C M.

Fait 0.4 L’ensemble des fonctions qui tendent vers 0 en 400 n’est jamais un
1déal, quelle que soit la vitesse de convergence qu’on impose.

Corollaire 0.5 [I existe une infinité non dénombrable d’idéaux maximaux conte-
nant M.

Théoréme 0.6 (classification des idéaux premiers de C*(R"™)) Soit M un
idéal mazimal & Uinfing, ie tel que MM C M. Soient x,y distincts dans R™.
Soit B un idéal premier de C*(R™). Alors, P ne peut étre contenu a la fois
dans M, et dans M, et P ne peut étre contenu a la fois dans M, et dans M.

Proposition 0.7 ?J)Isoﬁ_plat est un idéal premier de C®°(R™), non-mazximal si
p=M"M,.

Grande déception 0.8 Soient © € R" et A une partie a laquelle © adhére.
Alors, on n’a pas nécessairement zm}g; - 93?;055}1“.



Questions en suspens

Question 0.9 Soient A et B deux fermés de X tels que ivtl;C = zm;ocB Est-ce
que A et B ont le méme germe d’espace en x ?

Proposition 0.10 Soit y € X. Si VU € V4(x),y € U alors sm‘;; C My,.

La réciproque est fausse : il suffit de prendre pour X un espace topologique ot
il existe x1 et x5 tel que tout voisinage de x5 contienne x;. Alors, Em;oﬁ X\{za} C
M,,. Cependant, j’ai 'impression que ce contre-exemple un peu artificiel ne
regle pas la question de la réciproque.

Question 0.11 Soit (ay,), une suite injective de points de R™ tendant vers x.
Eziste-t-il une fonction f € C*°(R"™) dont l’ensemble des zéros est {a,,n € N} ?

Conjecture 0.12 Soient A et B deux fermés disjoints a Uinfini. Soit 9y et
My deus idéaur mazimavz o 'infini contenant respectivement SJI};‘fA et D)TI;“;B.

Alors il n’y a aucun idéal premier P contenu a la fois dans My et dans M.

Projet 0.13 Déméler tout ce qui a été fait et continuer a chercher aux alen-
tours de l’infini.
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Motivations

Au début, je voulais comprendre la localisation : pourquoi appelle-t-on A,
le localisé ? La meilleure fagcon de le comprendre est de voir sur un exemple
que Spec A, correspond bien au “germe de 'espace” Spec A, quand on connait
Spec A.

L’exemple d’espace le plus simple est R™ (d’autant plus qu’alors je suivais
le cours de groupe de Lie d’Antoine Chambert-Loir). Dans ce cas, le germe
d’espace est le méme en tout point, la notion n’a pas beaucoup d’intérét.

Quoi qu’il en soit, finalement, j’ai essayé de comprendre Spec (C*°(R™)).

Comme c’est trop dur et comme je suivais le cours d’introduction a la
géométrie algébrique d’Antoine Ducros (k—algebres réduites de type fini avec k
algébriquement clos), je me suis dit : d’abord, on va calculer Specmax C*(R").

1 Naiveté

Notation 1.1 Soit * € R™. On note M, = {f € C*R")| f(z) =0}. De
facon plus générale, si A C R"™, on note My = {f €CR") | fla= O}.

On a évidemment, la
Proposition 1.2 M, est un idéal mazimal de C(R™).

Démonstration : En effet, si f ¢ 9., f(x) # 0 et par continuité, il existe
UG, R" tel que fjy ne s’annule pas. En considérant f2, on a mieux : la fonction
est strictement positive sur U. Soit maintenant ¢ une fonction C* qui vaut 0 a
Pextérieur de U et 1 en x et qui est toujours positive et inférieure & 1. Alors,
1— ¢ est dans My, f2+ (1 —¢) est dans M, + (f) et est partout non-nulle donc
inversible. Morale de I'histoire : 9, + (f) =C>*(R"). &

Bien sir, si a € A, on a Ma C M, ; par conséquent, M4 est un idéal
maximal si et seulement si A est de cardinal 1.

Comme on a

Résultat classique 1.3 (cité dans le cours d’Antoine Ducros) Soit X un
espace topologique compact. On pose A = C(X,R). Alors les idéaur mazimaux

de A sont les My ={f € A| f(x) =0}.

mais surtout
Résultat classique 1.4 (Nullstellensatz) Soit k un corps algébriqguement clos.
Alors, (a1,...,an) — (X1 —a1),...,(Xn —ay)) est une bijection entre k™ et
Specmax k[X1,...,X,].

Dans un premier temps, je m’attendais a
1% Ps, ]

Erreur 1.5 Les idéaux mazimauz de C*(R™) sont les (My)zecrn -



2 Idéaux de C*(R")

2.1 L’idéal MM des fonctions qui s’annulent localement
autour de x

Notation 2.1 Siz € R"™, on note M I'idéal des fonctions qui sont localement
nulles autour de x, ie {f € C**(R™) | 3U € V(x),Vy € U, f(y) = 0}.

loc, 1
2
22 M o

En fait, on a plus général : on peut choisir dans quelle direction s’annule
localement f autour de x.

1
Notation 2.2 Si 7 est un vecteur de R"™ et si v € R™, on note E? . le demi-
espace des points y € R™ tels que (y — x | ) > 0, délimité par x + v+.

On peut alors considérer {f eC®R™)|IU e V(z),YyeUN Ejﬁ, fly) = O},

loc, 1
qu’on note 922,

x,0

loc,ang
2.3 M

On peut faire plein d’autres constructions de ce type : regarder les fonctions
qui s’annulent dans un secteur angulaire d’angle quelconque, d’extrémité x et
de bissectrice z + R, 7, qu'on peut noter 901'°%"8

z,0

2.4 M

Autre construction possible : les fonctions qui s’annulent sur un voisinage de
= ) loc
x dans z + R4 %, qu’on peut noter Sﬁxﬁ.

2.5 L’idéal S)ﬁlzofA des fonctions qui s’annulent localement
autour de = dans la direction A

De fagon plus générale, si A est une partie de R™, on peut regarder les
fonctions qui s’annulent sur un voisinage de x dans A. Ce qu’on notera 9)?;034

Remarquons que si x ¢ A, alors zmgg’; = C>®(R"); le cas intéressant est donc
quand z € A. En fait, on étudiera la cas ot z € A.

Fait 2.3 9)”(;0‘134 ne dépend que du “germe d’espace” de A en x, c’est-a-dire que
s’il existe U € V(x) tel que ANU = BN U, alors MG = MG,

Démonstration : D’abord, on se simplifie la tache : soient A et B qui ont
le méme germe d’espace en = et U le voisinage de = qui convient. Soit alors
r > 0 suffisamment petit pour que B,(z,r) soit incluse dans U. On a alors :



AN By(z,7) = BN B,(x,r). Puis : on montre que 9:711;31 C Sﬁg”%, ce qui suffit
par symétrie. Soit donc f € QJT;“A : f s’annule sur A N B,(x,r’), avec r’ bien
choisi. Si 7/ > r, alors f s’annule en particulier sur A N B,(z,7) = BN B,y(xz, 1)
et donc est dans ML%. Si ' < r, alors on a encore AN B,(z,7') = BN B,(z,1")
et on conclut identiquement. W

. loc, %
Fait 2.4 On a MOC = Mlog, . MG2 = oloe | et ptle, = mploc

T z,x+R4 7"
) ©,E2 )

. loc, 3
Fait 2.5 M0 C M22 C MO € Ms, € M,

x,v
Fait 2.6 Le seul idéal mazimal contenant 9)?;054 est M, quand x € A.

Démonstration : Ce fait est évident quand on dispose de la classification des
idéaux maximaux donnée dans le théoreme 3.2. B

, . . . loc, % . . loc,e . g.
Déception 2.7 Ni M, ni M"22, ni MOS, ni MG ne sont des idéaux

z Kot

premiers de C*°(R™).

Déception 2.8 Si x est un point isolé dans A, DJTL"’CA =M, ; si x n'est pas un

point isolé dans A, 93?};"34 n’est pas un idéal premier.

Quitte a répondre & la question ci-dessous, la démonstration qui suit est
valable.

Question 2.9 Soit (a,), une suite injective de points de R™ tendant vers x.
Eziste-t-il une fonction f € C*°(R"™) dont ’ensemble des zéros est {a,,n € N} ¢

Démonstration : On fait une esquisse de preuve. On se place dans le cas
ou dans un voisinage petit de x, A est une suite de points tendant vers z. On
sépare ces points en deux paquets tendant vers x et on construit des fonctions
qui s’annulent sur un paquet mais pas sur l'autre. Si A n’est jamais d’intérieur
vide au voisinage de z, sur chaque petite boule, on s’arrange pour qu'une des
fonctions soit non-nulle au centre et 'autre si (mais pas partout). B

2.6 Généralisation pour les espaces topologiques

Soit X un espace topologique, A une sous-partie de X et x € X ; on peut

alors considérer d'une part M, et d’autre part M. On a encore I'égalité entre

gmlec, et MIS, quand A et B ont méme “germe d’espace” en .

Définition 2.10 On définit M, = {f € C(X) | f(x) =0} et, quand A est un
sous-espace topologique de X, 93?;"‘2 comme {f € C(X) | U € V(x),Vy e UN A, f(y) = 0}.

On a encore que si = ¢ A, 9)?};‘34 = C(X) et que si x est un point isolé dans
A, alors DJTL‘)f = M,. On a toujours E)JTLOCA CM, sizeA



Proposition 2.11 M, est un idéal mazimal de C(X).

Démonstration : Soit f ¢ M, : on cherche & montrer que M, + (f) = C(X).
On regarde la fonction g = f(x)— f, qui s’annule en z. Alors, g+ f est inversible.
|

Proposition 2.12 DJTLOCA ne dépend que du “germe d’espace” de A en x, c’est-
a-dire que s'il existe U € V(x) tel que ANU = BNU, alors ML = M.

Démonstration : Soit U tel que ANU = BNU. Alors, si f € fmg{;, il existe
V tel que Vy € VN A, f(y) = 0. Cependant W = V N U est encore un voisinage
dexzet ANW = BNW ; puis, f s’annule sur AN W donc sur BN W dont est
dans 9M°%. W

Hélas, la réciproque est fausse; on a le

Contre-exemple 2.13 Considérons l’espace topologique X = R et les parties
A=RetB=R\ {%,n S N*}. A et B n'ont pas le méme “germe d’espace en
07 car tout voisinage de O dans B est disconneze. Cependant, srngf; = im}f‘jg.

Plus généralement, on a

Propriété 2.14 Soient A C B deux sous-espaces topologiques de X . Alors, on
a SUZLOCB C fm;‘)i‘

Démonstration : Soit f € Emlch : il existe U tel que fipny = 0. Cependant,
ANU C BNU et donc f € M2 A

Fait 2.15 D% = M.

Démonstration : Il suffit de montrer que Smf‘jq C DJTIOCA, d’apres la propriété
5 x,

énoncée ci-dessus. Soient donc f € Sﬁf% et U un ouvert tel que flany = 0. On
aimerait montrer que fiiny = 0 :soit y € ANU ;si f(y) # 0, il existe un ouvert
V' contenant y tel que f ne s’annule pas sur V' ; VN U est encore un voisinage
de y donc rencontre A donc rencontre A N U. C’est absurde car f ne s’annule
pas sur V mais s’annule sur ANU. Donc f € ‘.UI};’% |

On s’intéresse donc logiquement aux sous-ensembles fermés de X . On se pose
la

Question 2.16 Soient A et B deux fermés de X tels que im};jc = smeB Est-ce
que A et B ont le méme germe d’espace en x ?

Une autre généralisation :
Proposition 2.17 Soity € X. SiVU € Va(z),y € U alors M C M.

La réciproque est fausse : il suffit de prendre pour X un espace topologique ou
il existe z1 et x5 tel que tout voisinage de x5 contienne x;. Alors, 9)?;05 X\{za} ©
M,,. Cependant, j’ai 'impression que ce contre-exemple un peu artificiel ne
regle pas la question de la réciproque.




3 Point a ’'infini et idéaux maximaux de C*(R")

3.1 L’idéal M des fonctions s’annulant & I’infini

S’inspirant de la partie précédente, on pose :
Définition 3.1 On note M idéal { f € C>°(R") | IK compact, Vx ¢ K, f(z) = 0}.

On peut alors démontrer

Théoréme 3.2 (classification des idéaux maximaux de C*(R")) Soit
M un idéal mazimal de C*°(R™). Alors :

— soit il existe v € R™ tel que 9 = M,

— soit Mc C M.

Démonstration : Soit 97 un idéal maximal tel que pout tout x € R", 9 #
9. Supposons que M Z M : If € M et f ¢ M. Donc M+ (f) = C(R"),
ie Jp € MIN € R | ¢+ Af = 1. Comme f € M on peut choisir K un
compact tel que f soit nulle en dehors de K et donc tel que ¢ vaille 1 en dehors
de K.

En particulier, on a Mg C M : si g € Mk, gp = g. Par ailleurs, si z €
K, 9 # 9, et donc il existe f, € M (qu'on peut supposer partout positive
quitte & prendre son carré) telle que f,(z) > 0; mieux, il existe U, € V(x) tel
que fzy, > 0. Comme les U, recouvrent K, on peut trouver (z;)o<i<m tels que
K = Uy<;<m Us,- Puis, h =3 ., fu, est une fonction dans 9, strictement
positive sur K entier.

Cependant, on a toujours & notre disposition ¢? dans 9 qui est positive et
qui vaut 1 en dehors de K : ©? + h est inversible et donc 9t = C°(R"). C’est
absurde et donc ¢ C 9. W

3.2 L’idéal M, des fonctions s’annulant & linfini dans la
direction A

La question naturelle qu’on se pose maintenant est
Question 3.3 M est-il un idéal marimal ?

La réponse est négative car on peut faire les mémes constructions en I'infini
que ce qu’on a fait pour x € R".
Cependant, notons qu’on a

Fait 3.4 L’ensemble des fonctions qui tendent vers 0 en 4+oo nest jamais un
idéal, quelle que soit la vitesse de convergence qu’on impose.

Définition 3.5 Soit A une partie de R". On note Z)JTL%‘“;A lidéal des fonctions
sur un voisinage de l'infini dans A :
mee, = {f € C>*(R") | IKcompact, Vo € A\ K, f(x) = 0}.



Les propriétés de SJTL‘;C 4 se copient sur celles de 93?&0‘34

Propriété 3.6 Soient A C B deux sous-espaces topologiques de X. Alors, on
a m’tloc C mloc
c0,B 00,A"

Fait 3.7 9nloc, = gnloc .
) z,A
On peut donc uniquement s’intéresser aux sous-ensembles fermés de R™.

Fait 3.8 Si A est borné, ie si linfini n'est pas adhérent a A, alors SJ?ID%fA =
C>*(R").

On s’intéressera donc dans la suite au cas ou A est non borné.

Proposition 3.9 A et B étant deux parties de R™, s’il existe un compact K
tel que A\ K = B\ K, alors fmng — m};c’B.

3.3 Idéaux maximaux de C*(R") contenant 9

Naturellement, on se pose la question
Question 3.10 Existe-t-il un unique idéal mazimal M, contenant IO ?

A laquelle on répond par la

Proposition 3.11 Soient A et B deux fermés de R™ disjoints localement en
Uinfini, ie telles qu’il existe un compact K tel que (AN B)\ K = @. Alors,
SﬁL%‘fA et E)JTL%%B ne sont contenus dans aucun idéal mazimal commun.

Démonstration : Donnons d’abord une idée de la démonstration. Si on devait
démontrer le résultat pour ’anneau C(X, R), ce serait facile : il suffit de prendre
les fonctions fa = d(-, ANK) et fg = d(-, BN K) qui s’annulent respectivement
uniquement sur AN K et BNK. On a fu € iming et fp € SUIL‘Z;B. Ainsi, si
ces deux idéaux étaient contenus dans un méme idéal maximal 9, ce dernier
contiendrait fa + fp qui est une fonction inversible.

Ainsi, pour démontrer le résultat, il suffit de trouver deux fonctions f4 et
fB dans DJTL%C 4 et 9)?1;" B, toutes deux positives et n’ayant aucun zéro commun.

Déja, on se convaine (surtout avec ce qui suit) qui si A et B sont fermés et
disjoints a I'infini, deux telles fonctions existent. Démontrons-le d’abord dans le
casou d(A\ K,B\ K) > 0.

On note € = d(A\ K, B\ K). Puis on se donne une marge en considérant
A ={zx ¢ K|dxz,A) <e/3} et B ={x ¢ K| d(z,B) <e/3}. On regarde
ensuite les fonctions f4 = d(-, A’) et fg = d(-, B'). Malheureusement, il se peut
qu’elles ne soient pas C*° (c’est notamment le cas si par exemple A’ n’est pas
convexe, auquel cas f4 n’est méme pas différentiable); en tout cas, elles sont
continues et positives ; chacune d’elles s’annule sur A’ ou sur B’. On les convole
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alors par une fonction C*> ¢, positive, de norme L' 1 et dont le support est
inclus dans B,(0,e/3). On obtient deux fonctions positives f} et fr, C*> qui
s’annulent respectivement sur A\ K’ et B\ K’ et ne s’annulent pas sur B et
A, ou K’ est un compact contenant K plus une marge de sécurité de largeur au
moins €/3. Ainsi, f} € fm};‘: a6t fp € E)JTLOCC p Mais leur somme est inversible :
aucun idéal maximal 9T ne contient a la fois EDTLOOC 4 €t Emng B

Montrons maintenant le théoréeme dans le cas général. On note r > 0 tel
que (AN B)\ Bf(0,7r) = @. On note A" = A\ B;(0,7) et B' = B\ By(0,r).
Alors, d’apres la partie précédente de la démonstration, on peut construire une
fonction f,, positive qui s’annule sur B’ N (Bf(0,r + n) \ By (0,74 (n —1))
mais pas sur A’ N (By(0,7+n)\ By (0,7 4+ (n —1)). De méme, on construit une
fonction g,, positive qui s’annule sur A’ N (B (0,7 +n) \ B;(0,r + (n — 1)) mais
pas sur B’ N (By(0,7 +n) \ By (0,7 + (n — 1)). Le probleme maintenant est de
recoller ces fonctions. Pour ce faire, en les multipliant par de bonnes fonctions
“plateau”, on trouve des fonctions fn et g, qui coicident avec respectivement
fn €t gn sur By(0,7+n—¢)\ By (0,7 + (n— 1) 4 ¢) et sont nulles en dehors de
Bs (0,7 +n)\ Bf(0,7 + (n — 1)), en choisissant un ¢ plus petit que 1/10. Deés
lors, les fonctions fn et gn se recollent parfaitement pour former des fonctions f
et g. La fonction f, par exemple, s’annule sur B’ et est strictement positive sur
A’ sauf a l'intérieur de couronnes concentriques fines de largeur 2¢ et de rayon
n. On fait alors la méme construction mais avec des couronnes de rayon n+1/2
pour obtenir des fonctions f et g. Enfin, les fonctions f = f + fet g =g+ g
vérifient les bonnes propriétés pour établir le résultat escompté. l

Contre-exemple 3.12 Le résultat est faur si l’on omet Uhypothése A et B
fermés. Si on note ey le vecteur (1,0,...,0) de R", A= Qe; et B=(R\Q)ey,
alors on a DJTL‘;fA = 931};;‘?3 alors que AN B = &.

Corollaire 3.13 Il existe une infinité non dénombrable d’idéauxr maximauz
contenant M.

Démonstration : Sin > 1, il suffit de considérer les fermés F, = (Ri))|y||=1-
D’ailleurs dans ce cas, on peut donner des fonctions explicites fr, et donc se pas-
ser de la démonstration précédente. Si n = 1, on fait autrement en considérant
par exemple les fermés N +z avec0 <z < 1.

4 Idéaux et idéaux premiers de C*(R")

4.1 Idéaux premiers a distance finie
4.1.1 Classification des idéaux premiers & distance finie de C>*(R")

Voici un résultat de classification des idéaux premiers de C*°(R") :

Théoreme 4.1 Soit P un idéal premier de C*(R™). Alors P ne peut étre
contenu a la fois dans M, et M, si v # y.

11



Démonstration : (Il est conseillé de prendre un crayon et de faire un dessin).

Soit I un idéal contenu a la fois dans M, et M. Pour simplifier la preuve,
on peut supposer que x = (1,0,...,0) et y = (—3,0,...,0). On peut trouver
une fonction ¢ € C*(R) telle que Vo < 0,¢(x) = 0, Vo > 0,0(z) > 0 et
Vo > 1/2,¢(xz) = 1. On construit a partir de ¢ la fonction ¢ € C>°(R™) définie
par Y(x1,Za, ..., &n) = ©(21).

Soit alors f € I :on a f(x) = f(y) =0. g = ¢ f est encore dans I et s’annule
si z1 < 0. On va montrer que g est le produit de deux fonctions qui ne s’annulent
pas simultanément en x et en y et qui par conséquent ne sont pas dans I. On
en déduira que I n’est pas premier.

On considere la fonction ¢ définie paI;lL(iCl, Ty Xy) = W(—21—2,22,...,2y),
qui s’annule si 1 > —2. Soit alors h = ¥+ g : h ne s’annule pas en y. Enfin, soit
I définie par (21, z2,...,2,) = ¥(x1 + 2,22,...,2y,), qui est nulle si x; < —2

et qui vaut 1 si 1 > —1 : [ ne s’annule pas en x. Cependant, hl = g. B

4.1.2 Notations pour les germes

Pour généraliser ce résultat, on va introduire quelques notations concernant
les germes.

Notation 4.2 Soit A = (X,Ox) un espace annelé. On note G, A l'ensemble
des germes de “fonctions” en x € X. Dans la situation qui nous intéresse, on
regardera G,C=(R™).

SiUCG, X avecx €U et f € Ox(U), on notera G, f limage de f dans G,.A.

4.1.3 Généralisation

Voici comment ce généralise le théoreme :

Proposition 4.3 Soit P € Spec C*(R") tel que P C M,. Alors, Vy # z,Yh €
G,C2(R"),If € P |Gy f = h.

Cela signifie que l'appartenance de f a B C 9, n’est soumise a aucune
condition locale en y # x.
Démonstration : Soit y # x. On a vu que B ¢ M, : 3f € P | f(y) # 0;
donc f est non-nulle sur V€ V(y). Soit alors h € G,C>(R™) : sur une boule
ouverte B,(y,e) C V, on considere la fonction p(z)) = %2, bien définie car f
ne s’y annule pas. Puis, pour en faire une fonction ¢ définie sur R” tout entier,
on multiplie ¢ par ¥ qui vaut 1 sur un voisinage de y et 0 en dehors d’une boule
ouverte incluse dans B,(y, €).

On a alors que ¢f € Pet G, (pf) =h. A

En fait, suivant la méme démonstration, on pourrait prouver la

Proposition 4.4 Soit x € R", soit B C M, un idéal premier. Soit Y =
{y1,Y2,--Yn,...} un ensemble de points distincts de x qui n’a pas de point
d’accumulation. Soient (h;)i>0 € [[;50GyC(R"™) des germes de fonctions en
les points y;. Alors, 3f € P | Vi > 0,G,, f = h;.
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4.2 Idéaux premiers a l’infini

En fait, on peut compléter ces résultats.

4.2.1 Classification des idéaux a ’infini

Théoréme 4.5 Soit MM un idéal mazimal a Uinfini, ie tel que MM C M. Soit
PB un idéal premier de C°(R™) et soit x € R™. Alors, P ne peut étre contenu
a la fois dans M et dans M.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise le

Lemme 4.6 Soit f € C*°(R") telle qu’il existe un compact K tel que x ¢ K =
f(z) #0. Alors f n’est dans aucun idéal mazimal & Uinfini.

Démonstration : (lemme) En effet, un idéal maximal & I'infini 9% contient
9Mo¢ donc contient une fonction g C> qui est strictement positive dans K et
nulle en dehors d’un compact. Comme g + f est inversible, c’est que f ¢ 9t. B
Démonstration : (théoréme) (Il est conseillé de prendre un crayon et de faire
un dessin).

Soit I un idéal contenu dans 9, et dans un idéal maximal & 'infini 9t conte-
nant M. Soit B une boule fermée contenant = et ¢ € C>°(R"™) strictement
positive sur B et nulle en dehors d’une boule fermée B’. Alors, g = ¢ f est encore
dans 1. Soit ¢ qui vaut 1 sur B’ et 0 en dehors d’un boule fermée B”. Soit ¢ qui
vaut 0 dans B” et qui vaut 1 en dehors d’une boule femée B”. Soit h = f + 1.
Alors, h n’est pas dans I car n’est pas dans 9t d’apres le lemme précédent et
n’est pas dans I car ¢(z) # 0 mais ph=g. B

On résume les deux théoremes de classification dans

Théoréme 4.7 (classification des idéaux premiers de C>*(R")) Soit I
un idéal mazimal a Uinfini, ie tel que M C M. Soient x,y distincts dans
R™. Soit P un idéal premier de C*(R™). Alors, P ne peut étre contenu d la
fois dans M, et dans M, et P ne peut étre contenu a la fois dans M, et dans
m.

Ca serait bien si on pouvait généraliser cette classification pour comparer les
idéaux a l'infini entre eux.

Conjecture 4.8 Soient A et B deux fermés disjoints a linfini. Soit My et

- 74 : N . : loc loc
My deur idéaur mazimauz & Uinfini contenant respectivement ML 4 et MIC .

Alors il n’y a aucun idéal premier P contenu a la fois dans 9y et dans M.

4.2.2 Généralisation

En recopiant la preuve de la proposition 4.3, on montre :

Proposition 4.9 Soit B € Spec C°(R™) tel que P C M ot M est un idéal
mazimal contenant ¢, Alors, Vo € R",Vh € G,C*(R"),3f € P | G.f = h.
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qu’on peut généraliser en

Proposition 4.10 Soit P € Spec C=*(R™) tel que P C M ou M est un idéal
mazimal contenant M. Soit X = {x1,22,...Tp,...} un ensemble de points
de R" qui n'a pas de point d’accumulation. Soient (h;)i>o0 € [[;5¢ G,C*(R™)
des germes de fonctions en les points x;. Alors, 3f € P | Vi > 0,G,. f = h;.
4.3 Exemples d’idéaux premiers non maximaux de C*(R)
4.3.1 L’idéal IMM™Plat C C°(R) des fonctions m-presque plates en x

Dans la suite, on travaille dans C*(R) : n = 1.
Soit m € N.

Définition 4.11 Si z € R, on note MM P ensemble des fonctions m-
presque plates en x : MM Plat — {f €C®R) |Vk <m, f®)(z) = 0} .

On a MY~Plat = 90,
Proposition 4.12 IM™Plat est up idéal de C°(R).

Démonstration : Pour la somme, c’est clair. Pour le produit, on utlise la
formule de Leibniz. B
Cependant, 9™ Plat n’est pas premier.

4.3.2 L’idéal M>~Plat ¢ C>°(R) des fonctions plates en z
Définition 4.13 Si 2 € R, on note M~Pat ["ensemble des fonctions plates
enz : M Pt = [ e CR)|VkeN, f®(z) =0}.

Proposition 4.14 M Plat est un idéal.

Démonstration : Pour la somme, c’est clair. Pour le produit, on utilise la
formule de Leibniz : si f € 9Pt et si g est quelconque, on a (fg)™ (z) =
o<ken () FF (@) (z). B

’Proposition 4.15 Me~Plat o5t yn idéal premier non mazimal.

Démonstration : Soient f et g telles que fg € IMPPat Supposons qu’a
la fois ni f ni g ne soient dans 9M°~Plat. Choisissons m et n minimaux tels
que f™(z) # 0 et g™ (x) # 0 et montrons qu’alors (fg)**+™ (x) # 0. On a
(F9) ™ (2) = Tocpanam (" T0 (@)g =0 (w). Mais si k < n, [0 (z)
est nul et si n +m — k < m cest-d-dire si k > n, g™ ) () est nul. Donc
le seul terme non éventuellement nul de la somme est (") f)(2)g(™ (z) qui
est effectivement non-nul. B

. loc, _ — _

Fait 4.16 9M°° C M,77 € MEe—Plat ¢ ... c " HI PR cgpmeplat L
1—plat O—plat __

aL-plat  gRO—plat — gy
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Mieux, on a le théoreme :

Théoréme 4.17 Soit x € R et soit A C R une partie telle que x € A et telle
que x ne soit pas un point isolé de A. Alors : zmlocA C 9oo—plat,

Démonstration : Puisque z € A, on peut trouver une suite (a,) d’éléments
de A qui converge vers x. Puisque x n’est pas isolé dans A, on peut supposer
que cette suite est injective. Soit alors f € ?J)IIOC : quitte & commencer la suite

(an) & partir d'un certain rang, on peut supposer que ¥n € N, f(a,) = 0. Grace

au théoreme de Rolle, on construit alors une suite (agl )), vérifiant les mémes

o

propriétés que (a,), telle que Vn € N, f() ) = 0. Mieux, par récurrence

sur p > 0, on construit des suites (a%p )) , vérifiant les mémes propriétés que

n

(an), telles que Yn > 0, f) (a%p)) = 0. Par continuité, on a alors que Vp €
N, fP)(z) = 0, c’est-a-dire que f € M—Plat, A

4.4 Exemples d’idéaux premiers non maximaux de C*°(R")

On généralise ce qui a été fait pour C*(R).

4.4.1 L’idéal szovfplat des fonctions plates en x suivant la direction v

Définition 4.18 Soit ¥ € R"™ \ {0} et soit m € N. On définit zm;’fgplat —
{fECOO(Rn) |V <m, 3L (x ):o},

Rappelons comment est défini 3 o f i (x). On regarde la fonction f, 7 : Rt : If{(m ) -

d
On a alors a—ﬁ,{c(x) = (fw){;)( ) (0). Notons qu'on a (f9)s.5 = fo,59x,5-
En fait, ce n’est pas vraiment sm;”gplat qui nous intéresse car ce n’est pas

un idéal premier. Mais, déja pas mal, c’est un idéal. On définit donc :
Définition 4.19 Soit & € R"\{0}. On définit M P = {f € C®(R") | Vk € N, 2f (x) = o}.
En utlisant tout ce qui a été fait dans la partie 4.3.2, on montre :

Proposition 4.20 zmgc;f’l“ est un idéal premier non mazimal de C*°(R™).

4.4.2 Généralisation : ’idéal im;‘j;plat des fonctions plates selon la
direction V'

oco—plat

On généralise facilement I'objet 90T~ 7

en posant la

Définition 4.21 Soit V un sous-espace vectoriel de R™. On pose M7y, plat

ﬂ oo plat
1)6\/ :
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Malheureusement, on a la

plat

Déception 4.22 SiV est de dimension plus grande que 2, alors imf; n’est

pas premier.
comme le montre le

Contre-exemple 4.23 On se place dans R?. On note f(z,y) =z et g(x,y) =
. Ona que f € n mais que - et que g € o mais que
y 0 mzoo plat moo plat t g mzoo plat

0,(0,1) 0,(1,0) 0,(1,0)
g ¢ mtgf’(gglft. Cependant, fg € E)ﬁg?gflat.
Notons les

Fait 4.24 Soient V C W deux sous-espaces vectoriels de R™. Alors, Sm;ol;,plat C
moofplat '
x,V :

et

. oco—plat __
Fait 4.25 277 £ = 9,

4.4.3 Une déception

La déception dont je parle ici vient d'une illusion. Si f € 9M°¢, c’est-a-dire
si f est localement nulle autour de z, alors la différentielle de f s’annule en z.
Dit autrement :

Fait 4.26 9loc ¢ o> Pt

En fait, on a mieux. D’aprées le théoreme 4.17 :
Proposition 4.27 Soit x € R"™ et soit A une partie a laquelle x adhere et telle
que 37 € R™ qui adhére a ANRY. Alors, QJTLOfA C 931;"51’1“.

Mon illusion, c’est que cette proposition se généralisait joliment. Pour expri-
mer cette généralisation, on a besoin de
Définition 4.28 Soient x € R™ et A une partie de R"™ a laquelle x adhére. On

définit T, A par Vect {U eR" | (an)n € AN,I(\)n €eRY |, — a et o 17}.

Je peux alors exprimer ma

Grande déception 4.29 Soient x € R" et A une partie a laquelle x adhére.
Alors, on n’a pas nécessairement I C m;?;zﬂat_

En effet, on a le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 4.30 Soit f(z,y) = —(y — 2?)(y + 22). On a que Vo €
R, f(z,2?) =0 et que L(z,2%) —,0 (1,0). Cependant, %(0,0) =24#0.

Cependant, on a toujours le

Fait 4.31 Mg, ¢ M P
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4.4.4 Généralisation et point a 1’infini

On va vite. Soient p € Spec C°(R™) et ¥ € R™. En particulier, on peut
prendre pour p un idéal maximal 9t. On définit :

Définition 4.32 M7 P* = {f e c*(R") | vk e N, %f € p}.

qu’on généralise en

Définition 4.33 Soit V un sous-espace vectoriel de R™. On pose E)ﬁ;f;f’lat =
oo—plat
vev s
On a la

Proposition 4.34 9:11;“1;1’1“ est un idéal premier de C*°(R"™).
Ainsi que

Fait 4.35 927 P = gy D,

Fait 4.36 Pt _ gpoo-plat,

oco—plat — 31
me P @,
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