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Avant-propos

Avant d’entrer dans le vif du sujet, a savoir le calcul, nous avons souhaité commencer ce livre par un texte
sur lintelligence artificielle. En effet, cette technologie va changer notre facon d’apprendre et nous avons
considéré que donner quelques conseils d nos lecteurs a ce sujet pouvait se révéler utile. Bonne lecture !

IA et apprentissage des mathématiques
Plaidoyer pour une utilisation raisonnée

Les Gants Magiques Musicaux

Imaginez que, demain ou apreés-demain, un nouvel objet révolutionnaire fasse son apparition : les Gants
Magiques Musicaux (qu’on abrégera dans la suite en GMM).

PUB

Les GMM® permettent de jouer n'importe quel morceau au piano!
Enfilez-les, approchez-les de votre visage et dites a vos gants quel morceau
vous souhaitez jouer : une sonate de Mozart, un prélude de Chopin ou une
gymnopédie de Satie.

Les gants s'illuminent et commencent a bouger. Allez vous asseoir derriére
votre piano. Positionnez vos mains au-dessus des touches. C'est parti : les
GMM® s'animent et viennent jouer 3 votre place (et a la perfection) le
morceau choisi.

Grace aux GMM® : finis les cours de piano, finies les longues heures d'étude,
finies les gammes. Grace aux GMM®, tout le monde peut maintenant faire
du piano sans effort !

Achetez les GMM® !
— En promo pour le Black Friday, a partir de 399 € ! —

Cela n’arrivera pas.

En effet, méme si un jour de tels gants « magiques » venaient a étre inventés, les gens continueraient a
apprendre a jouer du piano. Quand on apprend a jouer un morceau au piano, on est fier de savoir le jouer
et toutes les heures a répéter ce morceau n’ont pas été vaines. En apprenant le piano, on cultive quelque
chose a l'intérieur de soi, et cela participe a notre épanouissement.

Les gens n’apprennent pas a jouer du piano simplement pour étre capables de jouer tel ou tel morceau. Les
heures de cours, le processus d’apprentissage font aussi partie de ce qu’ils recherchent.




L’TA et les maths

L’intelligence artificielle (TA) a fait des progrés complétement incroyables ces derniéres années.

Avec ChatGPT, Claude, Gemini et consorts, nous disposons aujourd’hui d’outils ultra-puissants pour nous
assister dans différentes taches. Parmi elles, I'TA est désormais capable de résoudre des problémes de
mathématiques. Et, elle le fait trés bien.

— Des lors, pourquoi continuer da apprendre les mathématiques ?

Pour la méme raison que les GMM ne remplaceront jamais les lecons de piano.

Apprendre les mathématiques, c’est une fagon de prendre soin de soi. C’est une fagon de progresser, de
grandir, de devenir adulte. Apprendre les mathématiques, c’est apprendre une fagon de penser.

Il est tout a fait possible qu’apres vos années d’étude vous n’utilisiez que peu, voire pas du tout, les
mathématiques. Pourtant, avoir appris les mathématiques n’aura pas été inutile. En les étudiant et en
cherchant des exercices, vous aurez cultivé des qualités qui vous seront utiles partout et tout le temps :
abstraction, réflexion, concentration, imagination, persévérance, etc.

Etudier les mathématiques, c’est une facon de cultiver un savoir-faire, c¢’est une facon de s’enrichir inté-
rieurement, et c’est une chance.
— Peut-on, pour autant, utiliser I’IA quand on apprend les mathématiques ?

Oui et non.

e Oui : vous pouvez demander & I'TA de vous expliquer quelque chose que vous n’avez pas compris.
e Non, et c’est tres important :

vous ne devez pas demander a I'TA de vous aider a résoudre un exercice.

Chercher un exercice, cela fait partie de ’apprentissage des mathématiques. C’est méme une des com-
posantes essentielles de cet apprentissage. C’est dans les moments de recherche que vous progressez le
plus en mathématiques. C’est pourquoi il est important de passer du temps a chercher, a « brouillon-
ner », a tester des idées, a explorer des pistes, etc.

Pour résumer

— Efforcez-vous de ne pas utiliser I'TA en mathématiques.

Vous pouvez 'utiliser pour lui demander de vous expliquer quelque chose. Mais,
vous ne devez jamais I'utiliser pour vous aider a résoudre un probleme ou pour vous
donner la solution. Ca ne sert a rien et c’est stérile.

— En vous tenant a cette ligne de conduite, vous progresserez en mathématiques et
vous cultiverez des qualités de grande valeur. Vous vous entrailnerez aussi a utiliser
votre intelligence naturelle... Et, qui sait, dans quelques années, ce sera peut-étre
une compétence tres rare et tres recherchée !

@S
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Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice
est strictement et formellement interdit.

.F
l-n-

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a [’étudiant
un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par 1’école.

On lui reprochait son c6té rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éleves des fiches de calcul.

Certes, savoir chercher est essentiel ; mais, tout de méme, ce faisant, on a formé des éleves a qui il manquait
quelque chose de fondamental.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.
e Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(x) en une autre expression B(z).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, l'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction & prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

e Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

¢ Le calcul donne des idées.

Face a un probléeme mathématique, étre fort en calcul est trés utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

e Le calcul est comme un échauffement mathématique.
e Le calcul est a prior: une activité sans piege.
11 suffit de suivre les régles méthodiquement.

e Le calcul peut méme étre ludique!

vii



L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est ’outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter I’aide et les outils pour réussir.

Pour profiter totalement de cet outil, pratiquez réguliérement : nous vous conseillons de faire (au moins)
quinze minutes de calcul chaque jour.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée a vous entrainer sur les fondamentaux ;
 la partie principale, qui porte sur le theme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes
Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :

o des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale ;

e des roues crantées é pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ¢ Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque d faire,
n’hésitez pas a nous écrire d l'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
Uidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t — 5t* — 3t + 25t% + 10t — 1,
on considérera le polynéme
5X* —3X3% +25X% 4+ 10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X2? —3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1*>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x 1—=x
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans 'exemple précédent, il est sous-entendu
que x est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs & vous !







Enoncés






Exp-CPLX-01 Fiche de calcul n°1 Nombres complexes

Calcul algébrique complexe I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 1.1 — Quelques racines. 4

Simplifier les expressions suivantes.

a) V32442 ... b) 12+ (=1)2 . ¢) V162442 ...

Calcul 1.2 — Quelques fractions de racines. 4

Ecrire les fractions suivantes sans racine au dénominateur.

a)

Produits de nombres complexes
)

Calcul 1.3 — Produits de nombres complexes (I). 0o

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
aveca € Ret b eR.

a) (2+3D)(141) ooviiiiiiis d) (140)2 o
b) (1—i)(=2+431) cooereniianns. €) (5=20)(5+20) \eorriiiiiiinn,
Q) (A=1D)(B=1) coverii £) A= 1) e
— Produits de nombres complexes (II). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
avec a € Ret b e R.

a) (i+2)i—6(1+1) coveeennn.. ¢) ii+1)(A+2)+ 30— Di+1) ...

b) (2—%)(1+4i)+ (g—Gi)i d) (7-2)*—=(GB+i)(-i-4) ......

Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I 3



— Identités remarquables chez les complexes. L)
Soient x € R et y € R.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
avec a € Ret b € R.

a) (z+1iy)

C) (T A IY) (@ = AY) et

Quotients de nombres complexes
|

Remarque

p 1

Etant donné un nombre complexe non nul z € C\ {O}, pour mettre — sous
z

forme algébrique, on peut utiliser la technique dite du conjugué en écrivant

1z

Il apparait ainsi un réel positif au dénominateur. Par exemple, on a

Z
z 2z |2*

1 1-1i 1—-i 1

1+i (Q+)a-1y) 2 2

4
5l

Calcul 1.6 — Inverses de nombres complexes (I). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

On pourra utiliser la technique du conjugué.

Calcul 1.7| — Inverses de nombres complexes (II). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

On pourra utiliser la technique du conjugué.

1 1 1
a) FURRRRRSTRRRES c) Ermr R RRLRE e) % pTRREEE
1 1 1
b) —— ... d) — ......
) 1+7i ) l(i_ 1) f) 1+1)2 ......
4 Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



— Quotients de nombres complexes. 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) 2;1 ......... b) ll;; ........ c) 361;11 ........

— Polynoémes et nombres complexes. 00
Dans cet exercice, on donnera les résultats sous forme algébrique.

a) Soit P = X2+ 1. Calculer P(i) et P(—1) «\vvrrriiiiiitiii i

b) Soit P = X%+ 3X — 1. Calculer P(141) «ooovinniiittaeeiii e

¢) Soit P = X?+ X. Calculer P(—l +i—

d) Soit P =X+ X%+ X + 1. Calculer P(1) ....oooiiiiiiitiiiiiii i

Module
(D

Calcul 1.10| — Module de nombres complexes (I). )

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

............. A) =81 oo
1
............. e) T
141
------------- f
) ‘3—31

%)

Calcul 1.11] — Module de nombres complexes (II). 00

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

a)

d)

Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I 5



Calcul 1.12| — Module de nombres complexes (III).

Soit a € R un parameétre réel.

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

Q) LA 0a] e
) T s T
2 +ia

Calculs plus difficiles

Calcul 1.13| — Une fonction complexe.

Pour z =z + iy € C\ {0} (avec z,y € R), on définit

Fff

a) Donner la forme algébrique de f(z) ...

Le résultat sera exprimé en fonction de x et y.

b) Choisir la bonne réponse : I'expression f(z) est réelle lorsque

@:E:Oouy:O @x:youz:—y @|z|:

¢) Choisir la bonne réponse : I'expression f(z) est imaginaire pure lorsque

d) Choisir toutes les réponses possibles : on a toujours

@) If(x) =1 ® f(@) = f(2) (© f(2) = f(2) @D f(=)

6 Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



— Une relation algébrique. 'C? CP (? 11?

Soit z un nombre complexe vérifiant 2> = z +i.

a) Exprimer z* en fonction de 2% et 2 ...

1
b) Exprimer — en fonction de 2% et z ......... ... ...
z

Réponses mélangées

—%—i—gi Ve ® @ 1m-7 V2 2 245 -3-i 145
—iz? +i 64 — 19 417 |al 2 +y? 22 +iz 5 V2 8 %
—%+7—741 -1 7 — 4i %-ﬁ-%i 0 4_13‘/3 1 3+4‘/5 %4—%1
_% n %i Vita2 2?2+ 2iay fgz ;zz - ixfiyyz % + %i V2-1
2 z? —y? — 2ixy Oet0 —1+5i 5 29 —5i 2 51—0 - %i —i
@), (©) et (D) —1-i 9v/10 —%—%i 10 + 9i 1 1 %—%i 13—0—%1

» [Réponses et corrigés page 70|

Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



Exp-CPLX-02 Fiche de calcul n°2 Nombres complexes

Calcul algébrique complexe 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 2.1 — Des équations. 4

Donner la ou les solutions dans R des équations suivantes.

a) 3x+1=0 ............... c) 2—z)(4z—-3)=0 ......
2¢ — 1
b) Tx —5=4x+8 .......... d =3
) T T ) Tx+ 2

Calcul 2.2| — Des fractions et des puissances. 4
Exprimer sous la forme d’une seule fraction les expressions suivantes, ou a désigne un parametre réel.

1 1 1 1
a) a_l—a—H,avecaaé:tl... c) 2—a—|—4—a ......................

1 2 9 4
b) a_l—m,aveca;é:l:l.. d) 2a+2+2a—1><3a ............

Equations du premier degré
)

Calcul 2.3] — Equations du premier degré (I). o

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 3z—4=0............... ¢) 3z+iz=0...............

b) i2—=2=0................ d) 2+i)z—1-i=0.......

Calcul 2.4] — Equations du premier degré (I1). 00

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 224+2i—1=5z+4i ........ c) z4+2=i(z+1) ........l.

b) z=1i—2iz .................. d) 1+2)z—(i—-1)=iz—-3 ..

8 Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II



Calcul 2.5 — Equations se ramenant au premier degré. 00

Donner la ou les solutions dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

1
a) (24202 —4+2)=0..... ¢) ;11—1+1 ...............
z—35 z—34+1i
b =1 d) ——=-21 .............
) T )ty A
Calcul 2.6 — Systémes d’équations du premier degré. 00

Résoudre dans C les systémes suivants d’inconnues u et v.

) {3“ vmA b {i““:?i ........

Jiu —iv =1

Equations faisant intervenir le conjugué
|

Calcul 2. 0o

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 2ZZ=1i—-1 ................. c) —iZz+2=4z—-5i ..........

b) B3—-1)z=4-31 ........... d) 1-1)z4+4i=3z2—-51+2 .

salcul 2.8 00

Donner la ou les solutions dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) (224+1—1)IZ—=2) =0 « it

z—1
D) o
z+1
0 3z—1
e
2iz+1
00
Donner I'ensemble des solutions dans C de chacune des équations suivantes d’inconnue z.
a) 24+Z=2 ... c) z—3iz—3+6i=0 ......
= _ 9
b) z—4i=F+3i oo d) 8o
zZ+1

Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II 9



Calcul 2.10| — Equations avec un paramétre. 000

Donner la solution dans C (sous forme algébrique et en fonction du parameétre réel a) des équations
d’inconnue z suivantes.

a) 3iz—la=Ta+2i ..... ¢) 3z—2a=5ba—1iz ....
5 — 2iz

b) a’z—4i+2=3i—z .. d =3a ..........

) a“z—4i+ i—2z ) 34 = o

Calculs plus difficiles
(D

Calcul 2.11| — Systémes avec un parametre. (?(?{?

Résoudre en fonction du parametre complexe m les systémes suivants, d’inconnues complexes u et v.

a) 2u + 2v = m
W = m = e ceeeeeseeesessesescsiiioia
mu + v = 1

U R

Calcul 2.12| — Calcul de sommes géométriques. & d}

Soit z un nombre complexe, distinct de 1 et —1, et soit » un entier naturel.

Déterminer en fonction des parametres z et n une expression de chacune des sommes suivantes.

k=2 k=0
e) On suppose que z" # 1. n
Z Z2k
Donner une expression simplifiée de k:no ..................................
>
k=0

10 Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II



— Carré du module. @C?‘f&

Soient z et 2’ deux nombres complexes.

a) Exprimer la somme |z + 2/|> + |z — 2/[° en fonction de |z|* et |2/|>.

Réponses mélangées

2 _ n+l 2 : . .
z 1—Zz ;_l 3;_1 %) |z|2—i-2Re(zz’)—|—|z/|2 {x—i—gi;xER}
20 +1 3942 4 32 2 2 4 —3i 4i —247i
- S 14 2 ) 2 ==
4a ' a2y ga ' 2"+ I 5 3 a?+1
L4+7 =345 13 Y 1— 2t z— 22"t 1+ 2i o
13 13 3 1—=z 1— 22 3
2+ 3m + (2 — 3m)i
b ot 9 24i 13- 18i 94 7i T, u= m4( m)i
TAeteml T 17 G 19 o —m =2+ (3m = 2)i
1
(17 —i)a 1+ 2+ 1 5ot 3 2+ a— Tai =i o 341
10 1+ 2 a+1 4 3 2 2
2 34 69a + (108a% — 10)i Lo L3 34190 14 1
a2 —1 2 8la? +4 10 10 2 3
{(0,1)} si m # 1
. P —3+5i 15 + 3i ) 1 — z2n+2
{(u,l u),ue(C} sim=1 5 { < } {1+1y;y€R} —
{(u,1+u);u€C} sim=-1

» |Réponses et corrigés page 72|

Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II 11



Exp-CPLX-03 Fiche de calcul n°3 Nombres complexes

Equations de degré 2

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 3.1 — Racines carrées et identités remarquables. 4

Développer et réduire les expressions suivantes.

a) (2v343)2 ... ) (V2-VB(WV5+Vv2) ...

Calcul 3.2 — Exponentielles. 44

Soit x € R. Simplifier les expressions suivantes.

B (em 1)3 % e3 5x
a) 3 xel™ . c) e e SR TRLRTEE
2x—5 \ 2
z _ e 2
b) (e2 3)2 .................. d) < e > ...............
Calcul 3.3] — Un peu de calcul fractionnaire. 4

Soit x un nombre réel différent de 0 et de —3. Réduire au méme dénominateur les expressions suivantes.

z+1 1 z—1 bx+2

—— e b) ——+ ——— ..........
?2+1 =z ) +

) 3x T+ 3

Equations de degré 2
)

o

Donner I’ensemble des solutions dans C des équations suivantes.

a) 22 —624+13=0 ......... c) 222 42241=0 .........

1
b) 222 —2245=0 ......... d) 522—2,24—3:0 .........

12 Fiche n° 3. Equations de degré 2



0

Donner I'ensemble des solutions dans C de I'équation 2% — (1 + \/5)2 +v2=0......

— Des équations se ramenant i des équations de degré 2. 00
Soit z # 0. Donner ’ensemble des solutions dans C des équations suivantes.
1 3
a) dz+-=3 ........ ¢) 100z + = =20V3 ..
z z
5 z 1 2
b) 924+ -=6 ........ d) -+-=- ........
) 92+ z ) 3 + z 3

Autres types d’équations
|

— Trois équations. 000
Donner I'ensemble des solutions dans C des équations suivantes.

1 4
a) —2——+5=O. b) Z4+Z2_6:O'

z z
On posera Z = —. On posera Z = 2°.

z
9

c) 2*+8z—-=0.
z

On multipliera par z et on effectuera un changement de variable adéquat.

Calcul 3.8) — Une équation de degré 3. 000
On considére le polynéme P = 2X3 — 12X? + 36X — 26.

a) Calculer P(1) ..o

b) Déterminer (a,b,c) tel que P = (X — 1)(aX?+bX +¢) vveeerirnnnnnean..

¢) Résoudre I'équation 223 — 1222 + 36z — 26 = 0.

Fiche n° 3. Equations de degré 2 13



Calcul 3.9] — Une équation riche en factorisations. 0000

Donner I’ensemble des solutions dans C de z° + 223 + 22 +2 = 0.

On factorisera z° 4+ 223 par 23.

Calculs plus difficiles
(D

Fid

Soient z € C* et u € C. Donner I’ensemble des solutions des équations suivantes.

€) 22U = BU A L =0 ot

2
d) 222732+77§+5:0
z z

1
On posera uw = z + — dans ’équation précédente.
z

Fid

a) Donner I'ensemble des solutions dans C de I'équation 2u? +9u —5=0 ....

1
b) On pose u =z + —. Calculer 2u? + QU .......ooviiiiiiiaiiiiiieaaann,
z

9 2
¢) Trouver la valeur de o telle que 2u® + 9u + o =222 + 92+ = + —= =1l cccoosnacooseens
z oz

9 2
d) En déduire les solutions de I’équation 22% 4 9z + ~ + = —1=0.
z oz
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Fid

3 2
Résoudre dans C : 222 + 3z + 2 + i 1=0.

On utilisera la méme méthode qu’a ’exercice précédent.

Calcul 3.13| — Une équation a coefficients complexes. {? (?

On considére I'équation (F) : 2% — (8 + 2i)z + 19 4 8i = 0.

a) Trouver la valeur de a telle que 22 — (8 +2i)z = (2 — (4 +1)) 2+ @ covvrriieeiiiinn ...

b) En déduire les solutions dans C de (E) .......ooviiiiiiiiniiiiiniinn..

Calcul 3.14] — Avec un parameétre. c?c?

Soit m € R. On considére le polynéme P = X* — (m + 1) X® + (m? — 1) X% + (m + 1) X — m?.

a) Déterminer o et § en fonction de m tels que P = (X2 — 1)(X2 +aX +06) .......

b) En déduire I’ensemble des valeurs de m pour lesquelles I’équation P(z) = 0 admet deux solutions
complexes conjuguées non réelles.
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Réponses mélangées

{2-Vv2i,2+V2i} &t a=-15-8  {1-iv2,1+iv2} :c(x;ﬂ;jn
1.V2 {VB/o0) { flfl__£~§+§l} 21+ 12v3

2
{—5—\/ﬁ —5+v21 1 VI5,

— 1
2 7 2 4 a1 b 1 V3.1 V3, 6 e
I St B S z —v/2.v/92. —
| VB, {2 2 g 21} ¢ {=v2,v2,-v31,v31)
i 4\/_} s
11 3.1 . 11 1 1 .
—3 {—2,—5,5_7 §+71} {—5—517—54-51} {—1,1,—31,31}
{1_\/15. 1, V15, 1 V3,
_ L 1”14 at g e _
a=-m—1;8=m (a,b,c) = (2,-10,26)
1, V3,
2t 2!
1622 + 8z — 3 1 Vi5, 1 Vi5 A
—_ 0 - ——i,= i =-5 - 6 — 25
32(z + 3) {4 PRI 1} “ ¢ V5
9 2 2 1.2 1
br—3 {4 —1i,4+ 3i} 222+9z+—+—+4 {g—gi,g+gi} {-5,1/2}
1 5 5 33
{31} J=o0,=5[UL +oof {1 5_7\/_1,5 ‘2/_1} {1/3-2i/3, 1/3+2i/3}
3 V7.3 VT, 1 3.1 3
17 — 12v/2 e P B —2i 2i —— i, -4 S
7 V2 {8 81,8—|— 3 } {3 i,3+ 1} {2 21,2—|—21}

» |Réponses et corrigés page 78|
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Exp-CPLX-04

Fiche de calcul n°4

Formes exponentielles

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 4.1 — Fractions :

Effectuer les calculs suivants.

s s

a) Z+§ ....... C)
s s

B) T-% e d)

— Des calculs de modules.

Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants.

Lo c)

Premiers calculs

2—-iv3

additions et soustractions.

...... =+
s T 5w
1 h —5+3
e e) 3—4i ....
...... f) —2v3+4i

Nombres complexes

— Mise sous forme exponentielle de formes algébriques. 00
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.
a) 1 .o c) 141 ......... e) 14+iV3 ......
b) —i ... d) 1—1 ......... f) —2v3-2i
— Mise sous forme exponentielle de produits. o
Déterminer la forme exponentielle de z; X zo dans chacun des cas suivants.
isx isx i2e iIm
a) z1=¢€3 et zo=¢€"6 ... ...... c) z1:\/§e5etz2:\/§e6 .....
b) z1 =27'% et 22_3ei% ....... d) ;:1:\/6@377r et 2o = V3e % ...
Fiche n° 4. Formes exponentielles 17



— Mise sous forme exponentielle de quotients.

. . . 21 .
Déterminer la forme exponentielle de — dans chacun des cas suivants.

22

c) z1= V3elF

et z9 =

d) z = V6el T et 2y =

salcul 4.6 — Mise sous forme exponentielle de puissances.

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.

— Affixes.

Placer les points dans le repere orthonormé direct ci-dessous :

[Hiy

2

a) Le point M d’affixe e'%
b) Le point N d’affixe —2e! %

Le point P d’affixe ie'

c)

d) Le point Q d’affixe —(1 +i)e'1

5
6

18
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— Mise sous forme exponentielle. 00

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.

a) —elF d) (1+i)es ...
- 5 x
b) fe7'% L e) 4cos<g—>ell2 .................
e % 2e71%
c) P f) P s o= PP
—2i cos(g) - 1sm(g)

— Associer forme exponentielle et forme algébrique. o

Pour chacun des nombres complexes suivants, donner sa forme exponentielle parmi les propositions @,

@, @ ou @
@ 201 @ 2v/2¢'% @ V2e it @ 201

a) L—i .o ¢) W6+V2 .

Calcul 4.10] — Des formes algébriques grace a la forme exponentielle (I). 00

A T’aide de leur forme exponentielle, déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

Calcul 4.11) — Des formes algébriques grace a la forme exponentielle (II). 000

A Taide de leur forme exponentielle, déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

Fiche n° 4. Formes exponentielles 19



Calculs plus difficiles
(D

Calcul 4.12| — Une forme exponentielle. (P

Déterminer la forme exponentielle de ((1 + iv3)(1 — i))20 ...........................

&

Donner la forme algébrique de

14+
1-1?

Calcul 4.14] — Une valeur remarquable de sinus et cosinus. (? {,’? (P
1+iv3

Soit z =
oit z T

a) Déterminer la forme exponentielle du nombre complexe z .......................

b) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z ............c..ooiienin...

¢) En déduire les valeurs exactes de cos(l%) et de sin<17r—2) ........................

Réponses mélangées

i voir corrigé 2 V26! 5 V2elt —4 V2 26(v3-1)—i25(vV3+1)
o - 1 .= [ 3 _.oax 2 s
24+/3e71% e 'z §e‘§ V2e' 13 voir corrigé \/Q€lz330 V3 geﬂ%
7 47 . 5 o . 5w
% % 5 661% Gelz % @ \/2/56—14 e'1 s
om - T Tm 1 1 3 137w - o
4e™'s 2 — 3v2e' 12 = 7 —— 41— —_— 2¢'3 12
R T velE g VT 2 13 12 e
7 Lix
1—7; —8i —16v/3 + 16i voir corrigé V2elTE voir corrigé @ @
) -8 5 137 3+1 3—1
3™ 9l 1 20T 2y/BelF f; + ifz @ V2
( s ) V6 ++2
cos|— | = ———
12 4 i —i%z 20 5,—ilgr 1.1
2¢'30 4e” e N7 e'’3 2°e7 '3 - —i=
. (W) V62 8 '8
sin{ 15 ) = 1

» |Réponses et corrigés page 32
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Exp-CPLX-08 Fiche de calcul n°5 Complexes

Complexes et géométrie

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 5.1 — Des racines. 4

Simplifier les radicaux suivants.

a) VIx2 ... b) V72 ...... ¢) V550 ..... d) ¥27x5 ..
Calcul 5.2 — Des fractions de racines. 4
Simplifier les fractions suivantes. L’écriture obtenue ne doit plus comporter de radical au dénominateur.
g ¥ b V5 9 V7 g A

i 75 /IR %

Autour des affixes
"~~~}

— Affixes de vecteurs. 0o

On considere A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives
za=142i, 2p=4—-1, 2c=-34+2i, et 2p=-2-3i

Calculer I’affixe des vecteurs suivants.

— Affixes de points. 00

On considere encore A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives
za=1+2i, zg=4—1i, z2c=-3+2i, et zp=-2-3i

Calculer laffixe des points suivants.

a) Etelque%A—B>:A—E) ............. c) Gtelque AG+BG+CG =0 ...

b) F tel que AF =3AB+CD ....... d) I milieu du segment [AB] .........

Fiche n°5. Complexes et géométrie 21



Avec le module
(D

— Sur le cercle ? )
On considére € le cercle de centre A d’affixe 2 + i et de rayon 3.

a) Le point M d’affixe —1 + i appartient-il au cercle €7 ...... ... ... ... il

b) Le point N d’affixe 3 + 3i appartient-il au cercle €7 ...t

Calcul 5.6 — Etre sur la médiatrice. 00

Soient x et y deux réels et soit M le point du plan d’affixe zy; = x + iy.

On considére deux points du plan A et B d’affixes respectives zp =1 —iet zg = 3 +1i.

a) Exprimer en fonction de z et y la distance entre A et M ..................

b) Exprimer en fonction de z et y la distance entre Bet M ..................

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur x et y pour que le point M appartienne & la médiatrice
du segment [AB].

Calcul 5.7 — A l’intersection des médiatrices. 00

On consideére encore les points du plan A et B d’affixes respectives zp =1 —iet zg =3 + 1.
On considére deux nouveaux points du plan C et D d’affixes respectives zc = 1 et zp = 3.

En s’inspirant de Pexercice précédent, déterminer I'affixe de 'intersection de la médiatrice de [AB] et de la
médiatrice de [CD].

Calcul 5.8 — Equations de cercles. 00

Rappelons qu’un point M appartient au cercle € de centre A et de rayon r si, et seulement si, AM? = 2.
Soient x et y deux réels; on considere le point M d’affixe zy; = x + iy.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur = et y pour que le point M d’affixe x + iy appartienne au
cercle € de centre A et de rayon r pour les données suivantes.

a) Le point A a pour affixe 0, etonar=>5 ..... .ot

b) Le point A a pour affixe 2+2i,etonar=2 ..... ... ... i
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Avec I’argument
)

Jalcul 5.9 — Mesures d’angles orientés. o0

Soient A, B et C des points du plan d’affixes respectives za, zB, 2c, deux & deux distincts.
—_ — Ve

Rappelons qu’une mesure de 'angle (AB, AC) est un argument de ZAC
SIN:]

Déterminer une mesure de I’angle orienté (E, A—(f) pour les affixes suivantes.

) 2A =0, 2B =0, 20 = 3 F Bl .ttt

b) za=142i, 2 =24+2i, 2 =2+ 24+ V3)i «eeiii

€) 2A =31, 2B =4 =01, 20 = 84 71 trtii

d) 2Aa=3=8L, 2B =1—10L, 20 =5 — 61 «@erreneie e

— Droites paralléles ou droites perpendiculaires ? 000
Soient A, B, C et D des points du plan d’affixes respectives za, zB, 2c, ZD.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si les droites (AB) et (CD) sont :

@ perpendiculaires @ paralleles

a) 2Aa=0,28=0,20=3+20, 2D =T+ 21 .00veirii

b) za=142i, 2 =2405i, 2c=—=4450, 2p =24 31 .eoririiiii

C) ZA=4421, zp=—141, 2c=1—=21, 2D =2 — 71 oo

Polygones
D

Calcul 5.11] — Nature d’un quadrilatére (I). 00

On considere A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives

2a=1+2i, 25 =2+3i, 20 =1+4i, 2p = 3i.

a) Le quadrilatéere ABCD est-il un parallélogramme? ...................c.oooii...

b) Le quadrilatére ABCD est-il un rectangle? ........ ...,

c) Le quadrilatére ABCD est-il un carré? .........c.ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii,

Fiche n°5. Complexes et géométrie 23



Calcul 5.12| — Nature d’un quadrilatére (II). 00

On considere A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives

za =341, 2 =—1+3i, z¢c =1+4i, zp =5+ 2i.

a) Le quadrilatére ABCD est-il un parallélogramme? ................cocoiiiiin....

b) Le quadrilatéere ABCD est-il un rectangle? ............. ...,

Calcul 5.13] — Etude d’un premier triangle. 00

On considere A, B et C des points du plan d’affixes respectives

3 3
zA:§+\/§fi§, zp=1—1i, zc =2+1.

ZA— 2

a) Calculer B
zZc — 2B

b) En déduire la nature du triangle ABC, parmi les propositions suivantes :

@ rectangle @ iscocele @ équilatéral

Calcul 5.14| — Etude de deux autres triangles. 00

Soient A, B et C des points du plan d’affixes respectives za, 2z et z¢.

a) Pour zpa = 2i, 2z =3+ 5i, 2¢ = 4i — 2, le triangle ABC est-il rectangle en A? ............

b) Pour zp = —i, 25 = 1 +2i, 2c = —V2 +1(2V2 — 1), le triangle ABC est-il isocele en A ? ..

Calculs plus difficiles
(D

Calcul 5.15] — Un critére pour étre équilatéral. f{?{?

s 27
=y

On note j =e

Soient A, B et C des points du plan d’affixes respectives za, zp et zg. On suppose que le triangle ABC est
équilatéral direct.

a) Calculer —j? et donner le résultat sous forme exponentielle ...............

b) Calculer 1+ 432 oo

; g 2C — RA
€) DAterminer ——— L
ZB — RA

d) Calculer z¢ en fonction de za, 2B €6 «vvvvitiiiiiii
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— Théoréme de Napoléon. FPPF

Soient A, B et C des points du plan d’affixes respectives a, b et c.
Le centre de gravité G du triangle ABC a pour affixe g = 3(a + b+ c).

On pourra utiliser la propriété suivante, partiellement démontrée a 1’exercice précédent : le triangle ABC
est équilatéral direct si, et seulement si, ¢ + ja + j%b = 0.

a) On place A" tel que CBA’ soit un triangle équilatéral direct.

Calculer som affiXe @) . ..ot

b) On place de méme B’ tel que ACB’ soit un triangle équilatéral direct.

Calculer Son affixe B . ..ot

c) On place enfin C’ tel que BAC’ soit un triangle équilatéral direct.

Calculer Son affiXe € .ot

d) On place enfin Gy, G et Gs les centres de gravité respectifs des triangles CBA’, ACB’ et BAC’, dont
on note z1, z2 et z3 les affixes respectives.

Calculer 3(23 + 521 F3222) «oettiieie et

e) Qu’en déduire pour le triangle G1GoGs 7 .. ..ot

Réponses mélangées

? T oui 2 0 2?2492 =25 3v2 —jza — j*28 @ %
35 g V10 oui oui @ —ja — j%¢ non —jc —i%b
g 5v22  o¢F J@-12+(@+1)?2  5-i —1-3  oui  oui
—12 — 24i 6v/2 ng%i non 3—3i §+i (z—2)2+(y—2)2=4
g il est équilatéral e 5 @ @ e's oui y=—x+2
0 —jb —j%a 11 — 12 V5 oui V(e =32+ (y—1)2 241

» [Réponses et corrigés page 88|
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Exp-CPLX-051 Fiche de calcul n°6 Nombres complexes
Nombres complexes et trigonométrie 1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 6.1 — Simplification de fractions. 4

Ecrire sous forme d’une fraction irréductible :

) 0T p 81 ) x5
a 33 99 28 30 C 5102

Calcul 6.2 — Equations en cosinus et sinus. 44

Proposer un angle « tel que le couple (cos(a),sin(c)) soit égal a :

5 (2L b (-2,

PP 22

Autour des formules d’addition et de duplication
)

Remarque
On rappelle les formules d’addition et de duplication. Pour tous z,y € R,

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(2z) = cos®(z) — sin’(x)
)

sin(2z) = 2sin(z) cos(x).

— Formules complémentaires. O
Soient x et y deux réels.

Exprimer les quantités suivantes en fonction des sinus et cosinus des angles x et y.

En utilisant la relation fondamentale cos?(z) + sin®(x) = 1 :

¢) exprimer cos(2z) en fonction de cos(z) ...

d) exprimer cos(2z) en fonction de sin(z) ......... ...l
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Soit « un réel. Simplifier les expressions suivantes.

27 4T
a) cos(z)+ cos(x + ?) + cos(x + ?) ...........................................

b) sin(z) + sin(x + 2%) + sin(m + 4%) ............................................

Soit « un réel. Réduire les expressions suivantes.

a) co8(z) cos(22) — SIN(T) SIN(2T) oo\ oie
b) cos(3x) cos(52) + SIN(3T) SIN(5E) - oo
¢) cos(3z)Sin(22) + c08(2) SIN(BE) - oo\t
d) cos(72) Sin(62) — SIN(TL) COS(BE) .. vvmeee e

Calcul 6.6 — Cosinus et sinus de 5.

T T T, .
En remarquant que — = — — —, déterminer les valeurs exactes de :

12 3 14

a) cos(f;) ................. b) sin(%) .................

Jalcul 6.7] — Cosinus et sinus de %.

. us
Dans cet exercice, on note a = cos(g)

a) Exprimer cos(%) en fonction de o ...

On pourra utiliser une formule de duplication du cosinus.

b) En déduire la valeur de cos( %) .................................................

¢) Donner également la valeur de Sin(%) ..........................................

Calcul 6.8

Soit v € [0, 7]. On pose C' = cos(2«). Exprimer sin(a) en fonction de C' .............

Fiche n° 6. Nombres complexes et trigonométrie I
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Calcul 6.9] — Formules de triplication. 00

Soit x un réel. En utilisant les formules d’addition et de duplication :

a) exprimer cos(3z) en fonction de cos() ......viiiiiiiii i

b) exprimer sin(3z) en fonction de sin(z) ...l

Calcul 6.10) — Cosinus d’une somme d’angles. 000

3
Soit a € [r,27] et soit B € [0, Z]. On suppose que cos(a) = —g et cos(f) = —.

Calculer COS(Q 4 ) .« ittt

Calculs plus difficiles

Calcul 6.11) — Trouver 1’angle connaissant le cosinus. & & é}

On rappelle que, pour tout x € R, cos(2z) = 2cos?(x) — 1.

243

Soit a € [0, 7] tel que cos(a) = — 5

a) Calculer cos(2a) ............. b) En déduirea ................

Soit b € [0, 7] tel que cos(b) =

¢) Calculer cos(2b) ............. d) Calculer cos(4b) .............

€) En dédUire b ..ot

Calcul 6.12| — Résolution d’équations trigométriques. {:P(?{?{P

Déterminer I’ensemble des solutions dans l'intervalle [0, 27| de chacune des équations suivantes.

On pourra commencer par transformer chacune de ces équations via les formules d’addition ou de dupli-
cation vues aux calculs précédents.

a) sin(z) +sin(2z) =0 ...... ¢) cos(2z)=1+sin(x) ......

b) 2cos(z) —cos(3z) =0 .... d) cos(z) =14 V3sin(z) ...
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— Calcul de somme par télescopage. C? CP (? {f

Soient z et y deux réels et soit n un entier naturel non nul.

a) Ecrire sin(z)sin(y) en fonction de cos(z + y) et cos(z —y) ........

s 3

b) En déduire la valeur de la somme kZ:l sin(z—k) sin (2—k) ..........

Réponses mélangées

1 3 - V2
§(cos(x —y) —cos(z +y)) {g, %} sin(5x) 0 % cos(3z)
V5 -1 1lm 1-C 1+5 24 - 73
20 — 1 — — 4 cos’(z) —
! 1 13 5 1 20 cos®(x) — 3 cos(x)
2 7 11
?W mod 27 {0, T, %, TW, 27r} 1 — 2sin’(x) cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)
1 T ™ V3 11 47
20 1 _ o« _ Vo o &m
2cos”(z) — 1 5 <COS(2n—1> 1) sin(x) 5 mod 27 5 5 {07 3 ,27r}
2 2 2 4
sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y) 0 % @ {0, g, T, ?W, 27r} cos(2x)
43 , s 250 5w 212 V22
~ 150 3sin(z) — 4sin”(x) ey v mod 27 5 5

» |Réponses et corrigés page 92|
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Exp-CPLX-052 Fiche de calcul n°7 Nombres complexes

Nombres complexes et trigonométrie 11

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 7.1 — Simplifications. 4

Soient a et b deux réels. Simplifier les expressions suivantes.

a) e30=2 o oBb—2a o o (3) o2 x 61_5(1 ............
(e~
_ 4a—"T7b
b) (7T x (er )T L d) —— =%
eE)b—2a X eGa—4

Calcul 7.2 — Equations avec des valeurs absolues. 44

Donner I’ensemble des solutions dans R des équations suivantes.

) 245 =3 ceeneiiiiee b) [22—=3] =]z +T7] coereeernaannnn..

Factorisation par I’angle moitié
|

— Premiére formule de factorisation par I’angle moitié. 00

Soient x et y deux réels. On cherche & obtenir une factorisation de ' + e'¥. On note m = Ty

i im ix

a) Déterminer un réel « tel que e'®e'™ =€ ... .

b) Déterminer un réel § tel que e¥e™ =€ ...

¢) Soit § un réel. L’expression ¢! + e est égale &

@ lsin(H) @ 5(:05(9) @ sin(0) @ cos(0) @ 2sin(6) (F) 2cos(0)

z+y

d) En déduire une factorisation de e + e par e 2 ... ... ...
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— Seconde formule de factorisation par ’angle moitié.

Soient x et y deux réels.

@4

. . 7’ 7 . i i sy 7 i Y
En s’inspirant du calcul précédent, factoriser e’ — e'¥ par I’angle moitié e' 2 .

Calcul 7.5 — Deux factorisations classiques.

a) Soit 6 un réel. Quelle est la factorisation de 1 +e

cos Q eig 2sin Q eig 2 cos Q eig
@ 2 2 2

i0 9

b) Soit  un réel. Quelle est la factorisation de 1 — e ?

3ot 9 IQ . 9 1Q . 9 1Q
@ 21sm(2>e 2 @ —28111(2)6 2 @ 21cos(2)e 2

alcul 7.6 — Factorisation via ’angle moitié. 000
Soient x et y deux réels. Factoriser via I’angle moitié les expressions suivantes.
a) €T e L. c) @ 2y) 4 gilz—y)
b) ¥ o7 L. d) 1—el=2v)
Calcul 7.7| — Factorisation des sommes de sinus/cosinus. 00
Soient x et y deux réels.
a) Simplifier Re(e!™ +e¥) ... ... ..
b) Rappeler la factorisation de e'* + €' via 'angle moitié ' 2 ..........
¢) En déduire une factorisation de cos(z) +cos(y) ....c.vvviiiiiiiiii..
d) Via une stratégie similaire, factoriser sin(x) +sin(y) ...................
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Calcul 7.8 — Factorisation des différences de sinus/cosinus. 00

Soient x et y deux réels. En s’inspirant du calcul précédent, factoriser les expressions suivantes.

a) cos(z)—cos(y) .... b) sin(z) —sin(y) .....

Calculs plus difficiles

— Calcul de sommes (I). C?C?

Soient x un réel et soit n un entier naturel. On suppose x non congru a 0 modulo 7.

n

a) Calculer la somme E S
k=0

Via la technique de I’angle moitié, factoriser :

b) 1—e2 ............. ¢) 12tz

En déduire une expression factorisée de :

1— 2i(n+1)z n
d) Re(e) . e) puis Zcos(Qkx) e

1— 6217;
k=0

Via la méme stratégie, expliciter sous forme factorisée :

_ o2i(n+1)z n
f) Im<1e> . g) puis Zsin(Qk‘m)

1 — eQix
k=0

— Calcul de sommes (II). &f'd

Soient x et y deux réels ainsi que n un entier naturel. On suppose x non congru a 0 modulo 7. Calculer
les sommes suivantes (on attend une expression sous forme factorisée).

a) Zcos(?kx+y) .

k=0

b) Zsin(%x +y) ..

k=0

32
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— Calcul de somme (IIT). FFPP

5 2 . . S ™
Soit & un réel et soit n un entier naturel non nul. On suppose x non congru a 0 modulo 7

ikx
a) Soit k € N. Quelle est la partie réelle de ———7
cos®(z)

cos(kx)
cosk ()

b) Calculer la somme Z

— Calcul de sommes (IV). “c? {f‘ C?

Soit z un réel et soit n un entier naturel.

a) Calculer Z <Z> elke

k=0

n
2o ny ;
b) En déduire la valeur du module de g ( k:) elk®
k=0
En déduire également une expression factorisée des deux sommes suivantes.

<) zn;) (Z) cos(kz)

— LTty
2" cos"(%) sin(%) @ 2cos(x2y)e‘2

cos(nzx) sin((n + 1)x)

sin(nx)

- x . : 1 . . 1
gisin( * REY % sin(z)e’® cos(nx) s'ln((n + 1)x) sin(nzx + y? sin((n + 1))
sin(z) sin(z)
=12 WY (—4,10) S il AR cos(n:chy.) sin((n + 1)x)
2 3 2 sin(x)

1— e2i(n+1)x

1— eZix

2 cos(z;y) cos(”y)

sin(nz) sin((n + 1)z)

SlIl nil? SlIl TL

sin(z)

sin(x) sin(z) cos"(z) sin(x)

(1+¢®) 2isin(2z)e®  ®179  cos(z) +cos(y) (D) 2”cosn(§) cos(%)
o (e aa()en(532) e
T (el @ ()

eto—3la —2isin((n + 1)z)e!+He

» [Réponses et corrigés page 99|
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Exp-CPLX-053 Fiche de calcul n°8
Nombres complexes et trigonométrie I11

Nombres complexes

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 8.1 — Développer. 44

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.

a) (4z—1)3z+5) ... c) (932—335—4-2)2 .....

b) (z—3)%Q2z-1) ... d) 1-2z)3=z+2) ...

44
Calculer cos(a) et sin(a) pour les valeurs suivantes de a.

a) a:—zg%.. b) a:li)’TW.... c) a:—QQTF..

Linéarisation d’expressions trigonométriques
|

Remarque

Linéariser une expression polynomiale en sin(x) et cos(z) consiste & ’exprimer comme une combi-
naison linéaire de sinus et de cosinus des multiples de = (c’est-a-dire de sin(x), sin(2z), sin(3z),...
et cos(z), cos(2z), cos(3z),...).

Par exemple, on a

1+ cos(2x)

=

Les deux ingrédients essentiels sont les formules d’Euler et celle du binéme, comme nous allons le
voir avec I'exemple de la linéarisation de sin®(z).

cos®(z) =

Calcul 8.3 — Une linéarisation pas a pas. 00

a) Rappeler la formule d’Euler pour le sinus .......................

b) Via la formule du binéme, développer (eiw — e_i””) .............

¢) En déduire la linéarisation de sin®(z) ................coooii..
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Calcul 8.4 — Linéarisation (I). 000

Soit « un réel. Linéariser les expressions suivantes.

a) cos®(z) b) sin®(z)

Calcul 8.5 — Linéarisation (II). 0000

Soit « un réel. Linéariser les expressions suivantes.

a) sin(z)cos?(2x) b) sin®(2x) cos(3z)

Délinéarisation d’expressions trigonométriques
|

Remarque

On peut aussi délinéariser les expressions trigonométriques : il s’agit d’écrire cos(nz) ou sin(nz)
comme des polynémes en cos(z) et sin(z).

Par exemple, on a cos(2z) = 2cos®(z) — 1 et sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

Les deux ingrédients essentiels sont la formule de Moivre et celle du binéme, comme nous allons le
voir avec ’exemple de la délinéarisation de cos(3z) et sin(3z).

“alcul 8.6 — Une délinéarisation pas a pas. 00

a) Rappeler la formule de Moivre ..................

b) Via la formule du bindme, développer (cos(x) + isin(x))

d) En déduire une expression de cos(3z) en fonction de cos(x)

3
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— Délinéarisation. 000

Soit « un réel. Délinéariser les expressions suivantes.

Calculs plus difficiles
(D

Calcul 8.8 — Calculs d’intégrales par linéarisation (I). Sl

a) Linéariser I’expression sin®(z) cos*(z) ...........

2m
b) En déduire la valeur de / sin(z)cos*(z)dz ...
0

Calcul 8.9 — Calculs d’intégrales par linéarisation (II). & C? {:?

a) Calculer / cos*(z)dx ..., b) Calculer / i cos?(z) sin(3z)dx .....
0 0

Réponses mélangées

3 . 2 .
cos®(z) + 3icos®(z) sin(z

z* —62° + 132> — 120+ 4 ( ( ) 22° — 132% + 242 — 9
—3 cos(z) sin?(x) — isin®(z)

1
16 — (sin(5z) — 5sin(3x) + 10sin x)

iz _ q iz —ix _ —3ix 2 _
e 3e' + 3e e 122+ 172 — 5 118 cos ( 1
V2 V2 1 7 V3 1

3

1., . . U 1
1(3 sin(x) — sin(3x)) 3 Z + 3
) =

32 cos®(x) — 48 cos* ()

P — 3 — p— — —_— _—
- et 5 4 cos”(x) — 3cos(x) 1 (cos(3z) + 3cos(x)) 15 2 et 2
1 —i
cos®(z) — 3 cos(x) sin?(x) 3—2(2 + cos(2x) — 2 cos(4x) — cos(6z)) sin(f) = o 2ie
1 V3 (cos(z) +isin(x))" . . 3 1. 1. L.
B et - = cos(nz) + isin(nz) 3sin(x) — 4sin’(z) 1 sin(5z) — 1 sin(3x) + 3 sin(z)
1. 3 .
—<sin(9z) + < sin(5x) 2 cos(x) sin(x)
8 8 —2* 4+ 2% + 327 — 5x + 2
1. 3 . X (16 cos? () — 16 cos?(z) + 3)
~3 sin(3x) — 3 sin(x)

» [Réponses et corrigés page 105

36 Fiche n° 8. Nombres complexes et trigonométrie 111



Exp-CPLX-06 Fiche de calcul n°9 Nombres complexes

Racines n-iémes

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 9.1 4

Exprimer les nombres suivants sous forme de fraction irréductible.

o Selie o128
b) g + g .......................... d) z — i ..........................

4
Pour chacune des équations suivantes, donner sa ou ses solutions dans R.

A) 2T = @ — L

D) 2 TE =44

I e e S

d) z i_ ; O S P

Racines n-iémes de 1’unité
(D

“alcul 9.3 00
On considere le nombre complexe j = ¢e'3

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique x + iy (ou z et y sont réels).

B d) =
a) j ) j2+1
b) 14743 .o €) G e
. 1+]
c) JO+L) f) l_i_j ...........................
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— Des simplifications a foison. 0000

On considére un nombre complexe « tel que a® =1 et a # 1.

a) Caleuler (o' +a®+a® +a+1)(a—1) ..o

b) En déduire la valeur de a* +a® +a? +a+1 ...

¢) Caleuler afar+ 1) (0 + 1) Lo

d) En déduire la valeur de (o® + a+1)(a® +a+1)(a* +a+1)(a®+1) ...,

alcul 9.5 — D’autres simplifications. 000

On considére un nombre complexe S tel que 7 =1 et 3 # 1.

a) Caleuler (B4 %+ B4+ B2+ B2+ B+1)(B=1) «oeveriiiiiiiiiii i

b) En déduire la valeur de 86 + 35 + B4 4+ B3+ B2+ B4+ 1 ooiiiiiiii

B B 3
c¢) Calculer T + T + T B0 T

“alcul 9.6/ — Somme et produit des racines n-iémes de 'unité. 000

C3 BN . i 2km
On considére un entier naturel n > 2. Pour k € N, on note w, =e' ™ .

a) Calculer wg +wy + -+ +wp_1 .- b) Calculer wg X wy X -+ X Wp_1 ..

Racines n-iémes d’un nombre complexe

— Racines carrées dans C. 00
Soient a et b des nombres réels. Soient z,y € R; on pose z = x + iy et on suppose que m

On dit alors que z est une racine carrée de a + ib.

a) Exprimer a et b en fonctionde xzetdey ...

b) Calculer 2% 4 y? en fonction de @ et b ...........coviiiiiiiiiiiii .

On pourra utiliser le module.

¢) Déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées de 3+4i ...........
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Calcul 9.8) — D’autres racines carrées dans C. 00

Calculer, sous forme algébrique, les racines carrées des nombres complexes suivants.

On procédera comme dans l'exercice précédent.

a) 1= 2V6i oo

Calcul 9.9] — Racines cubiques. 00

3

Etant donné a € C, on dit qu’un nombre complexe z est une racine cubique de a lorsque z° = a.

Dans cet exercice, on cherche z sous sa forme algébrique z = x + iy (ol = et y sont réels).
Calculer, sous forme algébrique, les racines cubiques des nombres complexes suivants.

On commencera par déterminer une racine cubique, puis on utilisera les racines cubiques de 1 pour trouver
les autres racines cubiques.

C)  2(L A1) et

Calcul 9.100 — Racines 5-iémes. 000

= 7’ . . LB 5
Etant donné a € C, on dit qu'un nombre complexe z est une racine 5-ieme de a lorsque z° = a.
Dans cet exercice, on cherche z sous sa forme exponentielle z = rel’ avec r > 0 et 6 € R.

Calculer 'ensemble des racines 5-ieémes des nombres complexes suivants, écrites sous forme exponentielle.

Calculs plus difficiles
]

£

Calculer, sous forme algébrique, les racines 4-iemes de —119 + 120i.
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FhPE

On considére les nombres complexes w = €7, A = w4+ w? + w? et B = w3 + w® + 5.

a) Calculer A+ B ................. b) Calculer AB ....................

¢) Sachant que Im(A) > 0, calculer (A, B) ......covvviiiien. ..

FhEE

Trouver, sous forme algébrique, I’ensemble des solutions complexes des équations suivantes.

a) <zf1>4:1 ...............................................

b) (z—2) = (z=30)" ..,

Fdfs
Résoudre dans C : (z +2)8 —17(z + 2)*(z — 1)* +16(2 — 1)8 = 0.

On pourra considérer les solutions de Uéquation X* — 17X + 16 = 0.

Réponses mélangées

5 5 3.1 1
=+ =i, 14 i, —= + =i V3—iv2et —V3+iv2 {0, i}
22 27 22
342, 243, —3-2iet2-3i [ V2T ke (01,43} o
1— 1
—1+i, 2\/5—1 +2‘/§
—2 0 4et —11 2+V3et2—3
1+v3 1-3
et —1
2 2
s i 1
(1"t -1 {el—“é’é 1);ke{0,1,...,4}} 0 < ;lﬁ, 21\/7)
1 2 2
61 34 {_5’0’4’5+§i’5_gi’
2, —1+i 1 > 1 = -1
L V3, et V3o 5 13 1,3,
2 20 273!
V3 o1 V3 o1 1 1 1
VB L1 VB L e S
i, 2—1—21,et 2—|—21 0 0 2—|—51et 3 51 3
1 1 T
-z Ve —5(”—;) 1 0 {e‘ Gk e {0,1,...,4}}
1 3 3
-1 24iet —2—1 —3 —l—i\/T_ (a,b) = (22 — y?, 2zy) i\/?_

» |Réponses et corrigés page 111|
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Exp-CPLX-07 Fiche de calcul n°10 Nombres complexes

Formule du bindéme

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 10.1| — Fractions numériques. 44

Simplifier, en donnant le résultat sous forme de fraction irréductible.

2) 3><2><1+5><4><3 o) 4><3><2><1+6><5><4><3
4%x3%x2 6xb5bx4 T Fx4x3x2 Tx6xb5x4
) 4x3x2 6x5H5x4 ) BXx4x3x2 Tx6x5bx4
Fx4x3 Tx6x5 T 6x5x4x3 8xTx6x5
Calcul 10.2] — Fractions littérales. Ad4d

Soit n € N, tel que, dans chaque cas, les expressions considérées soient bien définies.

Simplifier au maximum :

a) %— nil ............................................................................
n—1 n+1
b) RO T) (D) T
0 n(n—1)(n — 2) (n+2)(n+1)n
A Dnn—1) T a3 nd D pd)
d) (ntUnln=H(r=2) _ (n+3)m+2)nt+Yn
(n+2)(n+Dn(n-1) (n+4)(n+3)(n+2)(n+1)

Premiers calculs
(G

Calcul 10.3| — Coefficients binomiaux (I). ()

Calculer :

0 (7)o 0 (7)o o (1)
0 (7)o o (1) o 0 (1) o
o () 0 (1) ) (1) o
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— Simplification de factorielles numériques.

Ecrire les expressions suivantes sous forme d’un entier ou d’une fraction irréductible.

5!

a) ? ...............................
10!

b) ? ..............................

Calcul 10.5| — Coefficients binomiaux (II).

) 10! x 5!

C 8' X 4' .........................
(6)%(5!)?

A) Jyormigr e

Déterminer la valeur des coefficients binomiaux suivants sous forme d’un nombre entier.

Calcul 10.6| — Simplification de factorielles littérales.

Soit n > 2 un entier. Ecrire les expressions suivantes sous la forme la plus simplifiée possible.

n!
a) (o)l
(n+1)!
b) ()l

Calcul 10.7] — Coefficients binomiaux (III).

(n? —1) x n!
(n+1)!

c)

Soit » > 3 un entier. Déterminer la valeur des coefficients binomiaux suivants sous forme d’une fraction,

aussi simplifiée que possible.

42
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— Quelques développements. 00
Soit x un réel. A l'aide de la formule du binéme, développer les expressions suivantes.
a) (142)® oo
b) (2-— x)4 ...........................
c) (z+ 3)5 ...........................
1\ 6
d — =
) (=-3)
Calcul 10.9] — Sommes binomiales (I). 00
Déterminer la valeur de chacune des sommes suivantes.
. /5 7 1
k 5—k
a) (k) x 1P x2°7F Lo c) Z (k) o R RTRAREE
k=0 k=0
5. /6 °. /8
6—k
b) Z<k>x3 .................. Q) Z(k) .........................
k=0 k=0
Calcul 10.10| — Sommes binomiales (II). 00
Soit n un entier naturel. Déterminer la valeur de chacune des sommes suivantes.
" /n ko on—k " /n 1
) Z<k>x1x2 ............ ) Z<k>x2n_k .................
k=0 k=0
" /n ek " /n
b) Z<k>x3 ................. Q) Z(k) .........................
k=0 k=0
Calcul 10.11] — Sommes binomiales (IIT). 00
Soit n un entier naturel. Déterminer la valeur de chacune des sommes suivantes.
. (5 7
k —k
a) Z<k>x(1) ................. c) Z<k>x2 ...................
k=0 k=0
. /6 °. /8
—k 8—k
b) Z<k>x(1) ............... d) Z<k>x( 3k
k=0 k=0
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Calcul 10.12] — Sommes binomiales (IV).

Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la valeur de chacune des sommes suivantes.

a) kz: (Z) ) (—D)F ) é (Z) x 2~
b) kf:_o (Z) ) (—1)7F d) kf:_o (Z) X (—

Calcul 10.13] — Sommes binomiales (V).

Soit m un entier naturel, et soient a et b deux réels.

Déterminer une expression factorisée et réduite de chacune des sommes suivantes.

2Dy (LT —— B3 (1)a
b) é (Z) KB d) ;0 (Z) x a*

Calculs plus difficiles

Calcul 10.14)] — Une formule bien utile.

Soit n € N et soit k € [1, n].

)=l

Calcul 10.15| — Sommes binomiales d’indices pairs et impairs.

Soit n € N*. On note

n+1
k+1

n+1
k+1

n

k

Calculer <

£ n £ n
P = E (k) et IT= E (k)
k=0 k=0
k pair k impair

a) Exprimer Z

(Z) A Daide de P et T
k=0

n

b) Exprimer Z(— 1)k
k=0

(Z) alaidede P et Z

En déduire les valeurs de P et de Z

c)

P

44
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Calcul 10.16| — Une somme binomiale classique. {,? -@

= : R———R
Soit n € N*. On consideére la fonction f :
x—— (1+z)™.

a) La fonction f est dérivable. Calculer f'(z), pour z € R ..........ooiiiiiii...

b) Exprimer f(z), pour € R, sous la forme d’'une somme .........................

¢) En déduire une expression sous forme de somme de f'(z) ........... ...

d) En évaluant en x = 1 les deux expressions obtenues pour f’(z), en déduire la valeur de Z k <Z>
k=0

— Une formule binomiale. FEEE

N
n
Soient N, k € N tels que 0 < k£ < N. On note S(k, N) = Z ( )
n=~k
Combien valent les valeurs particuliéres suivantes 7 On attend une réponse aussi simple que possible.

e) Exprimer S(k, N + 1) en fonction de S(k,N) ....oiiniiiiiiiiii i

N +1
E+1)

On note maintenant T(k, N) = S(k, N) — (
N +1 N +1
f) Combien vaut, d’apres la relation de Pascal, < 2_ ) + ( + > ?

®GhL) o) o) o()

g) Calculer T(k, N 1) — T(k, IN) oottt e

N
h) En déduire la valeur de Z <Z) ...................................................
n=~k
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Réponses mélangées

6 N(N +1 1 "
- NN+ 495 6 1 3" - +1 20 P-1 28
35 2 a
— (n k—1 3\ 5 3\" 3
> (k> ka (o) 256 120 1 (5) 3 <§> 1 n®—n
k=0
z8 — 32% + =g
n N +1 3 ' 1 1 N +1 — 4 5 5 15 4
2 (n+1)(n—1) T2 6]
. 167 64
"("2_ ) s n(l+z)"t 4 vt (—2m 2" (a4 1)
3\’ 2 4_g.3 2 M2+ 92n—6
e 4 x 8x° + 24x 3 3 2 3 1
(2) n2 —1 ~32¢ + 16 n+Dnts 0 FemAerd
n(n —1) 3 8
2b)" 2 3 =22 —1 b
(26) o 2 i " (ab+?) (n+2)(n+4)
— (Y n(n—1)(n—2) 5 + 152 + 9023
0 0 120 ;} (k) r P+1 6 +2702° 4 405z + 243
22 n(n—1)(n—2) 1 N+1
0 — _ 495 0 450 3 _
35 6 n(n —1) k+1

» |Réponses et corrigés page 116|
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Exp-MAT-01 Fiche de calcul n°11 Matrices

Calcul matriciel 1

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 11.1 4
On considére le polynéme P = —X?3 + 3X? — 4X 4 12. Calculer P(a) dans chacun des cas suivants.

Calcul 11.2| — Des systémes. A44
Résoudre les systemes d’équations suivants.

On donnera 'unique couple (x,y) ou l'unique triplet (x,y, z) solution.

{2x—y=1 {—m+5y:x + 3y — 2
a) ¢)

3z+y=9 3r— y=2x+y —1
—dr+ y+3z=-2
3r 42 =6 Y
by < T d) br—2y+ z=1 .........
dr — 5y = —1
3+ y+5bz=5
Calcul 11.3| — Des produits possibles (I) ? 0

On consideére la matrice
A 1 20
“\-1 0 3/)°
Dire, dans chacun des cas suivants, laquelle des deux affirmations suivantes est vraie :

@ Le produit A x B peut étre effectué
@ Le produit A X B n’a aucun sens

5
2 -2 14
a) B=|1] ..o d) B:( ) ................
A 0 2 -1
-3 5
b) B=(=12 5 0) .oooerrvininn... ) B= _41 (1) """"""""""
-7 1 1
¢) B=[-5 0 6 | ............ fy B=(1 -1 1 —1) .............
0 -2 -11
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Calcul 11.4] — Des produits possibles (II) ? L)

. . (-1 5 6
On considére la matrice A = ( 0 1 _3>.

Dire, dans chacun des cas suivants, laquelle des deux affirmations suivantes est vraie :
@ Le produit B x A peut étre effectué
@ Le produit B x A n’a aucun sens

a) B= ? ......................... d) B=(2 2) oo
’ 8 5

b) B_(:z g é) ................ e) B= _41 (1) ....................

¢) B—(é iﬂ) ..................... f) B—(Q) ..........................

Calcul 11.5| — Des colonnes (I). 00

On consideére les matrices A = <_12 i’), B= (_25) et C = <_3 4>. Effectuer les calculs suivants.

Les résultats attendus sont des « matrices colonnes ».

b) AxC ........... d) AxB+C ...... f) AxC—-AxB ..

Calcul 11.6] — Des colonnes (II). 00

-1 0 2 1 0
On considere les matrices A= | 4 -2 1 |,B=| 2 |etC =1 5 |.Effectuer les calculs suivants.
0o 3 -1 -1 -3

Les résultats attendus sont des « matrices colonnes ».

a) AxXB ........... c) Ax(B+C) .... e) AxC—-B ......

b) AxC ........... d) AxB+C ...... f) AxC—-AxB ..
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— Des résultats remarquables !

On considére la matrice

P =

~ &~ =
o Ot N
O O W

Effectuer les calculs suivants.

Les résultats attendus sont des « matrices colonnes » pour les trois premiers calculs et des « matrices

lignes » pour les trois derniers.

1 0
a) Px|O0] ....... by Px (1] ....... ¢) Px
0 0

Calcul 11.8) — Equations (I). 00
Déterminer dans chacun des cas le couple de réels (o, ) vérifiant 1’égalité.
0 1 o 1
a) 1 1] x ( 5) = O
-1 0 1
1 3
b) (o B)x (_1 4) 2 (00 1) e
Calcul 11.9| — Equations (II). 00
Déterminer dans chacun des cas le couple de réels («, ) vérifiant ’égalité.
) 2 -1 o (¢ = 0
a 1 o B) =L))o
« V2 —2V2
b =2 A) = s
) (ﬂ) x ) <\/12 —2\/12)
Calcul 11.10| — Equations (III). 00
Déterminer dans chacun des cas la valeur du réel « tel que A x B = (8)
a -1 o 2 1
a) A<1 1>etB<1> ....... b) A<8 a)etB ........
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Calcul 11.11] — Equations (IV).

Déterminer dans chacun des cas la valeur du réel « tel que A x B = (O>

ot 1 9
a) A= 1 %, etB:<_1>..
V2

Calcul 11.12] — Equations (V).

Déterminer dans chacun des cas le couple de réels («, 3) tel que A x B = B.

b oan () Yane ()

b a- (o B)an-(2).

Calcul 11.13] — Une derniére équation.

o? «o -1
Déterminer la valeur du réel « tel que <5a d2) X ( ) =

Calcul 11.14] — Des puissances a foison.

c) A= (—42504

d) A:(z% fa) eth(%)

(%)

-1

Soit n € N. Calculer le produit suivant en simplifiant au maximum.

Le résultat attendu est une « matrice ligne ».

2n—2 _2n—1 on
(4 -2 1)x |2t 2¢ A I
277, 72n+1 2n+2

Calculs plus difficiles

—21) ot B = @

Calcul 11.15

On considére la matrice A =

50
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—Unhasard? FffF

1 -2 2 1 0 0
On considere la matrice A= [5 1 —1| etonpose B1=|0]|,E;=[1]etE3=10].
3 4 2 0 0 1

Enfin, on pose Ci=AxE;,, Co=AxE, et C3=AXx FEjs.

a) Calculer Cy ......... b) Calculer Cy ......... ¢) Calculer C5 .........

0
d) Déterminer le réel a tel que —2C + 3C5 + aCs = (—11) ............................

=2
e) Calculer le produit A x ( 3 ) ........................................................
a

Réponses mélangées
3 -7
3
(6) 123 (32 3 (—15) g (-4,-3) (@

9 19

(:53) ®) (%) ® (22 @ 40
B 1 —2 B y s
w © (3) ( ) ) KNS (—190> 1 5D)
0 -3 s —6
(111) (-1,1) (71) <2> (123) 789 ®O -2
(-2,3)  ®  2"x(1 -612) (—_132) 4 (—_194) (4 5 6) -2
11 25

(112> (i;) (12) (a) (‘f-ﬁ) 6v2+18  (b) (_142>

» [Réponses et corrigés page 122|
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Fiche de calcul n°12 Matrices

Exp-MAT-02

Calcul matriciel 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 12.1| — Des fractions. 4

Ecrire sous forme de fraction irréductible les nombres suivants.

5 3 5 3 3

a) § + 5 ........ b) § — 5 ........ C) 5 — 5 ........
Calcul 12.2 44
Simplifier le plus possible les expressions suivantes.

3 T 1 1—-2x x+4

— b 1. —

2) 1 z2 ) x+1+ ) 25 1—x
Calcul 12.3] — Deux petites équations. 44

Donner la solution de chacune des équations suivantes.

Somme de matrices
(G

alcul 12.4 ]

On considere les matrices

Effectuer les calculs suivants.

b) 24— B ....

1
2

2
3

52
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0

4 4 5
73 : !
On considére les matrices suivantes A = 5 3 et B = 3 | Calculer :
22 -1 2
2 4 8
a) A+B ... b) A—=B ..o,

Produit matriciel
D

alcul 12.6 0o

On considére les matrices A = (i’ :g) et B= (:? 3) Effectuer les calculs suivants.

a) AXDB ... c) A%

b) BXA ..............i.. d) B

00
3 2

s . 5 5 6 9 .

On considere les matrices C' = 6 4 et D=~ i —6) Effectuer les calculs suivants.

5 5
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o

1 -1 2 1 2 3

On considere les matrices A= |1 0 1] et B= |2 3 1].Effectuer les calculs suivants.
2 3 4 3 1 2

a) AXB ... b) BxA ..................

Puissances de matrices
(G

— Une propriété remarquable. 00

On considere la matrice

01 0 0 O
00 1 00
A=|10 0 0 1 O
00 0 0 1
00 0 0 O
Effectuer les calculs suivants.
a) A% c) At
b) A% d) A%
alcul 12.10 00

11

0 1). En faisant des calculs en autonomie, exprimer, pour n € N*, la

On considére la matrice A = (

matrice A™ en fonction de n.
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Calculs plus difficiles

Calcul 12.11| — Des équations matricielles.

On considere les matrices J et L définies par J = (:1,) Z) et K = (

a) Déterminer une matrice N telle que N x J=J et N x K = K

b) Déterminer une matrice R telle que K x R = J

Réponses mélangées

1
19 1z +1 R_§1 0 0
6 2z(1 — x) __§_3 0 0

2
00000 a8
5 5 —22 422 +6

00000 =TT

00000 _48 32 (z+1)(z +2)

00000 5 5

51 16
(36 28 3 71 3?
1 -2 33 2 6 s 3
2 8
00100 0 0
00010 0 0
% 00001 (:i;‘) 00
00000 0 0
00000 0 0
35
D) (1Y) e

2 20 17 17 5 ol

32

2 0
1 -1

G3)

19
}(f 2
15 7
5
010
00 1
00 0
00 0
00 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0

1 n
0 1

(

1 0
0 1

)

» [Réponses et corrigés page 126|
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Exp-MAT-03 Fiche de calcul n°13 Matrices

Matrices inversibles

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 13.1] — Quelques factorisations. 444

Factoriser les expressions suivantes.

a) T3 -2 ... d) (23 +92%) — (xz +9)
b) 22 —10x+12 ........ e) z*+5x2-36 .........
c) °—121 .....oiuen... f) 22 +52°—2¢x-5....

Calcul 13.2] — Des racines (I). 4

Utiliser la « méthode de la quantité conjuguée » pour simplifier ’écriture des nombres suivants.

L’écriture obtenue ne doit plus comporter de racine au dénominateur.

A) = b) —— .
) 1-3 ) 3—+5
Calcul 13.3] — Des racines (II). Add44
Méme consigne que dans le calcul précédent.
) V50 ) 2
i B -V =~

Calcul de l’inverse
)

00

Calculer l'inverse des matrices inversibles suivantes.

) (O 2) ) w (5 1) - C> ( ;)
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00

Soient a, b, ¢ trois réels tels que be # 0. Calculer, si elle existe, 'inverse de (a c).

00

Calculer I'inverse des matrices inversibles suivantes.

301 -1 0 2
a) [0 2 0] ...l by [ 3 —2 0] ...

00 1 0 0 1

00

3 21
La matrice [ 0 0 4] est-elle Inversible ? ... ..
0 0 5

Autres méthodes de calcul
"~~~

Calcul 13.8] — Inversion d’une matrice grace a une relation (I). 00

2 3 -3
On considére la matrice A= -3 -4 3
-3 -3 2

a) Caleuler A% — A oo

b) En déduire Pexpression de A~! en fonction de A et deTg .....................

¢) Endéduire A1

Calcul 13.9] — Inversion d’une matrice grace a une relation (II). 00
-3 -4 4

a) On considére la matrice A= 4 5 —4
4 4 =3

En utilisant le calcul de A% + 24, calculer A=Y ... .. ...

0o -1 1
b) On considére la matrice A= | -1 0 -1
1 -1 0

En utilisant le calcul de A2 — A — 215, caleuler A=Y ... ... ...
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Calcul 13.10| — Inversibilité d’une matrice grace a une relation (III). 000

-2 -1 -1
On considere la matrice A = | 3 2 1
1 1 0
a) Calculer A* .................... b) A est-elle inversible? ...........
alcul 13.11] — Inversion d’une matrice en résolvant des systémes. 00
4 -2 1 T
On consideére la matrice A= | 2 —1 2| et on considére X = | y | la matrice colonne inconnue.
-1 2 2 z
0
a) Calculer AX ................... c¢) Résoudre AX =1[1] ..........
0
1 0
b) Résoudre AX = [0] .......... d) Résoudre AX =10 ..........
0 1
e) En déduire ATl
salcul 13.12] — Inversion d’une matrice en résolvant un systéme. 000
rT— y+ z=a 1 -1/1
Résoudre le systeme < x + 2y + z = b puis calculer U'inverse de A= |1 2 | 1
T+ y+2z= c 1 112
Jalcul 13.13| — Avec des coefficients. 00

Soient a,b deux réels. On pose P = (ab 2) et Q = (a _b>.

a) Calculer PQ ...t

b) En déduire, pour (a,b) # (0,0), Vinverse de P ...t
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Calculs plus difficiles
(D

Calcul 13.14] &

sin(f)  cos(6)

Soit @ un réel. Calculer I'inverse de la matrice (

cos(6) — sin(9)>

&

1 -2 2 1 1 0 1 1 -1
On consideére les matrices A=|—-1 0 1|,P=(|1 0 1]et@=]1 -1 1

1 -1 2 0 1 1 -1 1 1
a) Calculer PQ ............. b) Déterminer l'inverse de P

c¢) Calculer la matrice D = P AP ..o

d) Pour n € N, exprimer (PDP_l)n en fonction de P, D™ et P~1 ... ... .......

e) Calculer la premiére ligne de A™ ... ...

Calcul 13.16| — Effets de transformations sur ’inverse d’une matrice. &*{?{?

On consideére des matrices inversibles de taille supérieure ou égale a 2.

a) Que se passe-t-il quand on échange deux lignes d’une matrice et qu’on l'inverse ?

@ Les lignes correspondantes de la matrice inverse sont échangées.
@ Les colonnes correspondantes de la matrice inverse sont échangées.

@ On ne peut rien dire.
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b) Que se passe-t-il quand on multiplie la premiére ligne d’une matrice par 2 puis qu’on l'inverse ?
@ La premiere ligne de la matrice inverse est multipliée par 2.
@ La premiere ligne de la matrice inverse est multipliée par %
@ On ne peut rien dire.

@ La premiére colonne de la matrice inverse est multipliée par 2.

@ La premiére colonne de la matrice inverse est multipliée par %

¢) Que se passe-t-il quand on ajoute & la premiere ligne d’une matrice la deuxiéme puis qu’on l'inverse ?
@ La seconde ligne est ajoutée a la premiere ligne de la matrice inverse.
@ La seconde ligne est soustraite & la premiere ligne de la matrice inverse.
@ On ne peut rien dire.

@ La seconde colonne est ajoutée a la premiere colonne de la matrice inverse.

@ La seconde colonne est soustraite a la premiere colonne de la matrice inverse.

-1 0 2
31 3v5+5 30 1
1+V3 -5 —5 3 (z —11)(z 4 11) a1 <0 ;) 7@
0 0 1
13 =3 5 0 4 -1 -1 1
2 2 2 - 2 2 2
1
(z —1)(z +1)(z +9) 2 3 3 Non =10 3 0 7 3 3
S5z 1 60 0 12 R
2 2 2 2 2 2
-1.0 0 -2
) sin(f 1 _
(z — 1)(z + 1)(2z + 5) (CZfIE(g) ELI;EHD 0 30 (-3 oL,  PD"P!
0 0 1 2
(3 3 -3 (2
(a® + )1, (-1 1o z(z —1)(z+1) 3| 2 (z+2)(x — 2)(2* +9)
-1 -2 3 -1
_Tl _74 % 4o — 2y +z 1 2 =2 1
V14 +2 I (e 2(x — 2)(x — 3) 20—y + 22 s 2 32
% % _Tl —r 42y + 22 -1 2 0
o 1
1 b 1 -1
mon  S(A-T)  1+V2+V3+V6 1 ba) O (0 1)
c be
1
-4 2 1 30 4 (1) (=1)" =30 3" — (=1)" 1
12 —_— 21
® (3 —1) 0 ( 2 2 2 ) a2+b2Q ?

» |Réponses et corrigés page 128|
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Term-Exp-ARI-01 Fiche de calcul n° 14 Arithmétique

Congruences

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 14.1 4
Donner le reste dans :
a) la division de 115 par 6 ......... b) la division de 115 par 7 .........
Calcul 14.2| — Des puissances. 44
Ecrire les produits suivants sous la forme « a™ », ol a et n sont des entiers relatifs.
a) 57 x5 d) (=4)° x (=)~
5 (=3)° x (=3)~°
b) 7T7° X7 oo e) a7
c) (357 x30® .. f) (@7
Calcul 14.3 4
81

Ecrire sous la forme d’une fraction irréductible 59 BRI ERL AR R L PLRREPLOREEPERRERRRS

4 =

14

Calculs avec les congruences
D

— Des puissances de trois. 00

Déterminer les valeurs suivantes.

On attend un nombre entier positif ou nul aussi petit que possible.

a) 32modulo2 ...l ¢) 3*modulo7 ...,

b) 3¥modulob ...l d) 3° modulo 11 ........cccvvvvnnn..
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— D’autres puissances de trois.

Déterminer les valeurs suivantes.

On attend un nombre entier positif aussi petit que possible.

a) 39 modulo 7 .. b) 32 modulo 7 .. ¢) 3* modulo 7 ..

alcul 14.6] — Encore des puissances.

Déterminer les valeurs suivantes.

On attend un nombre entier positif aussi petit que possible.

a) 127 modulo 11 ................... b) 99% modulo 10 ...................

Calcul 14.7| — Calcul de restes (I).

a) Sachant que 2% = 1 [5], quel est le reste dans la division euclidienne de 12'4

b) Sachant que 3* = 1 [10], quel est le reste dans la division euclidienne de 103'° par 107 ..

— Calcul de restes (II).

Déterminer le reste de la division euclidienne de :

a) 3'%%par7 ...l ¢) 3P 44 par 11 ..

Inversion modulo n de petits nombres

par 57 ......

Remarque

Dans les exercices de cette section, on donnera les solutions des équations
considérées sous la forme « = k [n] », ou k est & déterminer et ou n dépend
de ’équation.

Calcul 14.9] — Inversion et résolution (I).

Pour tous entiers a et n, on appelle inverse de a modulo n tout entier b tel que ab =1 [n].

a) Déterminer un inverse de 2 modulo 5 ...... ... ...

b) Résoudre I'équation 22 =3 [5] ...oouiiiiii
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Calcul 14.10| — Inversion et résolution (II). 00

Pour tous entiers a et n, on appelle inverse de a modulo n tout entier b tel que ab =1 [n].

a) Déterminer un inverse de 4 modulo 5 .......... ... i

b) Résoudre I'équation 9x =1 [5] ..ooivririi

Calcul 14.11] — Inversion et résolution (III). 00

Pour tous entiers a et n, on appelle inverse de a modulo n tout entier b tel que ab =1 [n].

a) Déterminer un inverse de 3 modulo 7 ...... ... ... i

b) Résoudre I'équation 3w =4 [7] .ooooiii i

c) Déterminer un inverse de 4 modulo 9 ...... ... ...

d) Résoudre 'équation 4z =5 [9] ....oirniiiiii e

Calcul du dernier chiffre
D

Jalcul 14.12 000

Déterminer le dernier chiffre (dans leur écriture en base 10) des nombres suivants.

a) THOO c) 204" L. e) 424238

Calculs plus difficiles
(D

£

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de 5% par 13 .......................

£

Soit n € N. Déterminer le dernier chiffre (dans son écriture en base 10) du nombre 3471
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Calcul 14.15

Soit n € N. Trouver une valeur simple de a, indépendante de n, telle que 2473 + 3443 =4 [5].

Y

Soit n € N. Trouver une valeur simple de a, indépendante de n, telle que 43"*° — 32" +10 = ¢ [11].

a) Trouver le plus petit entier non nul p e N* tel que 3P =1 [7] ...t

b) En déduire une condition sur n pour que 3" — 1 soit divisible par 7.

On attend une réponse de la forme ¢« n =k [N] », ot k et N sont a déterminer.

Calcul 14.18

a) Trouver le plus petit entier non nul p € N* tel que 2P =1 [5] ................o.o...

b) En déduire une condition sur n pour que 2" — 1 soit divisible par 5.

On attend une réponse de la forme «n =k [N] », ot k et N sont d déterminer.

Réponses mélangées

1 2 modulo 7 5 x =8[9 0 4 modulo 7 9 1 modulo 11
9 modulo 10 n=0[4] 0 2 6 4 1 4 4210
1
2 modulo 5 1 modulo 11 n=0 [6] 4 6 = 3 4 334

9 4 7 7 =4[5 74 4 modulo 7 (—-3)75 =4 [5]

(—4)~1° 3 1 modulo 2 z=6[7] 55 6 8 6 modulo 7 3

» [Réponses et corrigés page 133
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Exp-ARI-02 Fiche de calcul n°15 Arithmétique

PGCD

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 15.1| — Des fractions. 4
Calculer et donner le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.
5 1 2 25 11 8
a) 1—6_Z+§—1 ................ b) (E—E>XH ...............
Calcul 15.2 4
Mettre au méme dénominateur les expressions suivantes.
3 4 9r — 1 3r+1 2zx-—-1
— = = b —_——
2) $+x2 3 ) 2¢ —4 5z +3
Calcul 15.3| — Diviseurs. 4

Donner ’ensemble de tous les diviseurs positifs ou nuls des nombres entiers suivants.

a) 60 .... b) 96 ....

Calcul du PGCD par décomposition en nombres premiers
S ———————.—.—.—.—.————.———~—

0

Donner la décomposition en facteurs premiers de :

c) Endéduire leur PGCD ... ... i

LY

Donner la décomposition en facteurs premiers de :

c) En déduire leur PGCD ... . . i
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o

Donner la décomposition en facteurs premiers de :

a) 1530, sachant que 34 divise 1 530 ...........c.oiiiiiiiii.

b) 910, sachant que 35 divise 910 ....... .ottt

¢) En déduire le PGCD de 910 €t 1 530 .. ...oviniiii e

00
Donner la décomposition en facteurs premiers de :

A) AD0 L

D) 306 e

¢) En déduire leur PGCD ...t

00
Déterminer l'entier a vérifiant PGCD(a,90) =15et 90 <a <120 ..........ccoone...

Calcul du PGCD a l’aide de ’algorithme d’Euclide
|

00
A T'aide de I’algorithme d’Euclide, déterminer :

a) PGOD(1 518,506) ... .ottt

D) PGOD(441,6 069) ...\ oee et

calcul 15.10) 00

En utilisant I’algorithme d’Euclide, dans chaque cas suivant, déterminer si, « oui » ou « non », les nombres
suivants sont premiers entre eux.

a) 11 011 €6 285 oot

D) T 875 €6 352 .ottt
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Relations de Bézout
(D

Calcul 15.11 o0

Dans chacun des cas suivants, déterminer un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que :

a) 3du—105v=1........... b) 5lu+210v=3 ...........

Calcul 15.12 00
Soit n € N. On pose a =3n+ 2 et b=2n+ 1.

Déterminer un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que au+bv =1 ............. ... ..

Inverses modulo n de nombres
(D

Remarque

Dans les exercices de cette section, on donnera les solutions des équations
considérées sous la forme « z = k [n] », ou k est & déterminer et ot n dépend
de I'équation.

calcul 15.13 00

a) Déterminer un inverse de 7 modulo 15 ........ .. ... i

b) En déduire les solutions de "équation 72 =8 [15] .....oovviiiiiiiiiiiiiin..

00

a) Calculer un inverse de 24 modulo 55 ... ... i

b) En déduire les solutions de I’équation 242 =5 [55] .......coviiiiiiiiiiiin..

calcul 15.15 00

a) Déterminer un inverse de 11 modulo 25 ....... ...

b) En déduire les solutions de 'équation 11z = —4 [25]. ...,
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Calculs plus difficiles
(D

Calcul 15.16/ — PGCD de trois nombres. c?(?

Le PGCD de trois nombres est défini de maniére analogue au PGCD de deux nombres.
Pour le calculer, on utilise la propriété suivante : PGCD(a, b, ¢) = PGCD (PGCD(a, b), c).

Déterminer :

a) PGOD(30,105,245) ...\ o\ e e

b) PGCD(1 365, 1 925,273) ..ottt

Calcul 15.17] — Relations de Bézout. {;P (P

a) Déterminer un couple d’entiers relatifs (u1,v;) tel que 42u; + 231v; =21 ........

b) Déterminer un couple d’entiers relatifs (ug,vs) tel que 21ug +133v2 =7 .........

¢) En déduire un triplet d’entiers relatifs (u,v,w) tel que 42u +231v + 133w =17 ...

Réponses mélangées

2 x 3% x 17 2x3%x5x17 x = 30 [55] r=—1[15] -2 506 7
322 — 5z + 1 6
(34,11)  (30,-6,1) 5  (2,-3) 5”3673:” p=1[25 o 2x3 x5
2 2 {172333476787127
2x3*x5 —16 2x5x7x13 21 (33,-8)

16,24, 32,48, 96 }
{1,2,3,4,5,6, 10,

22 x 3 x 52 105 10
12,15,20,30,60}

oui 22 x 32 2x3*%x5

13 112% +22 — 1
—5,1 e e 6,1 i 30 18 -9 18
(=5.1) B 3@-2paty OD od

» [Réponses et corrigés page 130|

68 Fiche n° 15. PGCD



Réponses et corrigés

Réponses et corrigés

69



IF'iche n° 1. Calcul algébrique complexe I

Réponses
da) 4
1.1a) 1.6b) e 3040 1a0b)
25 ' 25
LIb)o — 110 )i 9v/10
1lc) o w17 BB 55 110d)....
1.28) e V21 17a) e 110 €) .
17 1
4—+/3 1.7b) — 1.10f) oo
1.2Db) oo 13 ) 50 50 ) 3
5+ V5 1T C) ) ST r1ra)
1.2¢) i, 4 T4
4 111 b)oiiiii
11,

1.38) e 1.7d) . —5* 5 111C) e
1.3b) e, ro D 1AL d) .
P A 2 — — —1
1.3¢) i 17 17 1128) oo, )

i 1
13d) .o L) —Si| LAZb)
L3e) e s 12C) .
1.36) . 1.8a) eeiieiii... st > 5

= —y zy

. 1.13 —
I L8 3 a) 22 +y2 a2+ y2

7 1.8Db).............. ——+ =1
1.4b) ..o 10 + 9i 55 1AS D)oo @
AC) —3—i 3 19
1.40) 1.8¢) e 01 1130 ®
14d).... 64 — 19i RO

1.9a) oo
1.5a)......... 2 — % + 2ixy 1.13d)........ @» @ et @
1.9b) ...
2 _ .2 o 2
TR oo L1
156 P 10 d) ) 0] L14b).
168) Lol L10a)..
2
Corrigés
1.1¢c)  Le plus direct est d’écrire 16° 4+ 4> = 16 x 16 + 16 = 17 x 16, et donc /162 + 42 = /17 x 16 = 4V/17.
1.2 a) On a 1 _ v2-1 = \/52_1 =v2-1
V2+1 (V24 1)(V2-1) 2 -
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1 4-+/3 4—/3 4-+/3

YIi VB 43— VB 2_y3E | 13

1.2 b) On

1.10 ¢) Ne pas se lancer sans factoriser, afin d’éviter le calcul de 27°! On a

|—9 + 271 = |9(—1 + 3i)| = 9|—1 + 3i| = 9v/10.

i | i V21
T3 —i)| 3j1—i  3vy2 3

L | YT VT VB 2v2

1+1 V2

i+ v2 V2

1.12 ¢) On remarque que 2 — ia est le conjugué de 2 + ia, ils ont donc le méme module. Ainsi, on a

24ia|  [2+id]
2 —ial [|2—ia]

2

1.13 ¢) On a les équivalences suivantes : f(z) € iR <= 2> —9y° =0 < z=youx= —y.

1.13d) Onalf(z)|= % et |Z| = |z|. Donc, @est vraie. Ona f(z) = é) = % D’un autre coté, f(z) = %) = %
1 1

Donc, @ est vraie, mais pas @ On a aussi m === i Donc, @ est vraie.
z z 0z

1.14 b) On a l’équivalence z° = z +i <= 2® — z = i. Puisque z est non nul (car 0 ne vérifie pas 1’équation),
. . Lo 3 . 2 i 1 22—1 .2
on peut diviser par z, on obtient les équivalences z° =241 <= 2" —1= - <— - = = —i(z" - 1).
z z i
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IF'iche n° 2. Calcul algébrique complexe 1]

Réponses

......................... {1+iy;yeR}

7
........................ {x—l—zi;xeR}

24+ a— Tai
3

247
a?+1

(17 —i)a
10

2.5 D) 69a + (108a2 — 10)i
.................... 81aZ 14

2.5 C)
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2+3m+ (2 - 3m)i 1 _ 52n+2
2.11 U= 1 2.12C) i —
. a) .......... _—m—2+(3m—2)i 1—2z2
4 2n+3
Z—2z
212 d) . ——
{(0,1)} sim #+1 1—2
2.11b)..... {(u,l—u);ue@} sim=1 14 zntl
) 2,12 €) i T
{(u,l+u);u€@} sim=-1 Tz
2 2
o] 218a) 2(\Z| +17] )
2.128) _
l-= 2 — /2
2.13b). i |2|° + 2Re(22") + |2/]
2 n+1
2°—z
212 D)
1—=2
Corrigés
7 P .
2.1d) Quand z # —g on a les équivalences suivantes :
2¢ — 1 7
=3 20 — 1 =3(Tx + 2 192 = -7 =——.
) = 2z (Tr+2) <= 19z =z 19
2.2 a) Pour a # +1, on a 1 _otl-fe-l 2
’ 1 a+1 (a—1)(a+1) a?—1
2.2 b) Pour a # +1, en remarquant que a®* — 1 = (a—=1)(a+1),0ona
1 2 a+l1-2 a-1 1
a—1 a2-1 a2-1  a2—-1 a+1’
2.2 ¢) On veille & choisir un dénominateur commun le plus petit possible, en remarquant que 4° = (22)a = (2“)2
Ainsi, pour tout a € R, on a
i+77 2°4+1 241
20 4o 4 20
2.2 d) La aussi, on veille a choisir un dénominateur commun le plus petit possible. Pour tout a € R, on a
9 4 9x3°42°x4 3243

9a+2 + 2a—1 w 3a - 2a+2 3a - 2a+2 3a'

2.3 a) On procede directement par équivalence. On a les équivalences suivantes :

32—4i=0 <= 3z2=4i <— z:%.
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2.3 ¢) On procede directement par équivalence. On a les équivalences suivantes :
3z+iz2=0 <= (34+i)z2=0 < z=0.

2.3 d) On procede directement par équivalence. On a les équivalences suivantes :

@iz 1-i=0 e @4i)z=l4i e o= iti 0FDEHD 341

24+1  |2+i2 5
2.4 a) On procede directement par équivalence, en commencant bien siir par regrouper les termes en z et les
termes constants. On a les équivalences suivantes :
. . . . . 1+4+2i
22+2i—1=5z+4+4i <= 2z2—-52z2=41—-2i+1 <—= —-32=2i+1 << z=— 3
2.4 b) On procéde de méme. On a les équivalences suivantes :
. . . . i ix (142 2+i
=i-2iz <= (1+2)z2=1 <= z= = = .
z=1-—2iz 1+2i)z=1i 2= T T2 z
2.4 c) On procéde de méme. On a les équivalences suivantes :

2.4 d) On procede de méme. On a les équivalences suivantes :

i—4 (i—-4)(1—-1i) -3+5i
1+i 1 4i2 = 2

(I+2)z—(1-1)=iz—-3 <= (I4+i)z=1i—4 < z=

2.5 a) On applique la regle classique sur les produits nuls. On a les équivalences suivantes :

(z+20)(22—4+20)) =0 < (2+20=00u2z—-442=0) < (2=-2iouz=2-1i).

2.5 b) En cherchant les solutions dans C \ {i}, on dispose des équivalences suivantes :

i:?:i = 2-5=i(z—1) = (1-i)z2=6 < z:lfil

z+1

2+1:1+i<:>z+1:(1+i)(2z+1)<:>(1+21)z:—i<:>z: - = —
z

2.5d)  En cherchant les solutions dans C \ {i — 2}, on dispose des équivalences suivantes :

%:—21 = oz 34i= 2(242-10) = (1+2)z=1-5 < 2= ig;:—ggh.
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2.6 a) En soustrayant trois fois la deuxiéme ligne a la premiére, on obtient les équivalences suivantes :

3u+ v=2i 13v = —3 4 5i -3+ 5i ¢ 1_i+4 1471
= = v = etu=1—i4+4v= .
u—4dv=1-1i u— 4dv=1-1i 13 13
2.6 b) En soustrayant trois fois la premiere ligne a la seconde, on obtient les équivalences suivantes :
iu+ v=2i iu + v=2i 6i—1 34191 2i — v . 14 3i
o = ) .<:>(v: ~ = etu="—=2+iv= )
iu—iv=1 —-B+ijv=1-6i 3+i 10 i 10
2.7 a) On a les équivalences suivantes :

_ . _i—-1 i—1 i—1 1+i
22':1—1<:>z:—<:>z:( ): = — .

2 2 2 2
2.7 b) On a les équivalences suivantes :
e . _ 4-3i 4—-31 4431 3+i
3—i)2=4-3i < z= = z= = =
3-1)z i =35 2= = 311 B
2.7 c) On a les équivalences suivantes :
_ _ _ _ 2451 2 —5i 13 — 18i
—i 2 =4z — 5i 4+i)z =2+ 5i = = =
iz + Z—51 <= (4+1)z +5i <= Z 1 = 2= 7
2.7 d) On a les équivalences suivantes :
9i — 2+ 9i
(1—i)Z+4i=5832-5i+2 > 2+1)2=90—2 < z= 21+_ = z=-— 2+ ag —
i —i
2.8 a) Dans C, un produit est nul si, et seulement si, 'un de ses facteurs l’est. Ainsi, on a les équivalences
suivantes :
. — . - 1—i _ 2 .
(2z4+1—-1)(i2—2)=0 <= 2z+i—1=00uiz—2=0 <= z= 5 ouz=—-=—2i
i
— z= ;louz:TQi:m
2.8 b) On suppose z # —1, pour assurer zZ + 1 # 0. On a alors les équivalences suivantes :
z—1 1 1+1)° .
;+1 =i<=z-1=i(zZ+1) < (1-i)z=i+1 < z= 1t;* ( —;1) =il <= z=1=-i
2.8 ¢) On procede comme & la question précédente.
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2.9 ¢) Ecrivons z = x + iy sous forme algébrique, avec z,y € R. On a alors les équivalences suivantes :

zZ—3iz—346i=0 < z—iy—3i(z+iy) —3+6i=0
<~ z+3y—3+4+1i(6 —y—3x)=0.

En identifiant parties réelle et imaginaire, on a les équivalences suivantes :

r+3y=3 r+3y=3 1
z+3y—3+i(6—y—3z)=0 < Y — Y C>;t=—5ety:§
3r+ y==6 —8y=-3 3 3
2.9 d) On proceéde comme a la question précédente, en écrivant z = x + iy sous forme algébrique. On a alors

les équivalences suivantes, pour z # —i :

zZ—2i
z+1i

sl z-2=iz-1<= zz-iy-2i=ix—y—-1 <= z—-i24+y)=—-(y+1) +iz.

En identifiant parties réelle et imaginaire, on a donc

zZ—2i
z4+1i

=i+ (z=-(y+1)et —2+y)=2) < (z+y=—-letz+y=-2).

Il n’y a donc aucune solution.

2.10 ¢) On a les équivalences suivantes :

o o - . _ _ (5+2i)a (5-2i)a (17-1)a
3z — 2ia = 5a — iz <= (3 =(5+2i)a <= z= = =
z 1 a 1 ( T I)Z ( t l)a 3 + 1 car a € R 3 —1 10
. 4i o .
2.10d) Soit z # 3 On a les équivalences suivantes :
5 — 2iz . . . . 5 + 12ia
= —2iz = —12 2i)z = 12 = ——.
YT 3a <= 5 —2iz =9az ia <= (9a+ 2i)z =5+ 12ia o gi:>+2i 2o B P

De olus. on o 51210 _ (54 12i0)(9a—2i) _ 69a + (108a” — 10)i
P, 9a+2i  (9a)2+22 8la2+4

2.11 a) En ajoutant deux fois la deuxiéme ligne & la premiére, on obtient les équivalences suivantes :

) ) u73m+2173m+2+(2—3m)i
2u+2v=m 2(1+i)u =3m+2i 201+ 1) 1 .
iu— v=m+i iu—v =m +i —m —2+4+ (3m — 2)i
7 .

v=ilu—m-—i=

mu + v = 1 mu + v = 1
u 4+ mv = m (l—mg)u = 0.
On distingue alors trois cas :
o sim # +1, alors 1 — m? # 0 et le systéme équivaut & u =0 et v = 1;
e si m = 1, alors le systéme équivaut a ’équation u+v = 1 et il y a une infinité de solutions, a savoir ’ensemble
{(u,l—u) |u€(C};
e si m = —1, alors le systéme équivaut & ’équation —u + v = 1 et il y a une infinité de solutions, & savoir
Pensemble {(u7 14+u)|ue (C}.
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2.12 a) Comme z # 1, grice a la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique, on a

n X 0 1 — pn—0+1 1 — pntl
g z' =z X =
1—=z 1—2=z
k=0
n n—2+1 2 n+41
R k 2 1—2z 25—z
2.12b) Comme z # 1, dememeonag 2" =2z"x =
1—=2 1—-=2
k=2

2.12 ¢) On peut aller plus vite en réutilisant le résultat de la question a), en remplagant z par 2%, sachant qu’on

n n 1— 22 n+1 1- 2n+2
a bien z? # 1. On trouve Zz% 22(22)k = 1(7 32 = 1fz2
k=0 k=0
2 - 2k+1 - 2k 1 — 22 t2 z 2n+3
2.12 d) 1l suffit de remarquer que, sachant que z° # 1, on a Z z =z Z 2 =2zx 7 T =
k=0 k=0 i
n 1— Z2n+2
2.12 e) D’aprés ce qui préceéde, on a Z 22k = 4z Cette expression peut étre factorisée : on a
—z
k=0
122042 1 (") gty gty
1—22 —  1—22 (1—-2)(1+2)
3
- 1— 2"t k=0 (1 —2"TH (1 + 2t 1—2z 14 2"+
C M= ——Z _ on obtient 2= — = x -
ommeZz T, onobtient = =20+ 2) s T2
k=0 k
z
k=0
2.13 a) Pour tous z,2' € C,on a
|z+z'|2 + |zfz'|2 = (z+z/)(z+z’)+ (zfz/)(zfz’)
(+2)(E+7) + (- ) (- 7)
=224 22 + 2 E Y T2 — 2T+
=22z 4227
2 2
= 2(|z| + ‘z'| )
2.13 b) Pour tous z,2 € C, on a
|z+z'|2 = (z+z/)z+z’
=(z+2)(z+7)
=22+ 22 +224 27
:|z|2+z?+§+|z'|2 (car 2/ =2")
=|z°+2 Re(z?) + |z/’2 (car u +u = 2 Re(u) avec u = z2’).

Cette formule rappelle lidentité remarquable donnant le développement de (a + b)2, avec un terme croisé un peu

plus compliqué.
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[Fiche n° 3. Equations de degré 2|

Réponses
B.1a) i B.7C) o {-1,1,-3i,3i}
3.1b) i 6 —2v5 BB ) it @
3L ) 3.8D) it [(a,b,¢) = (2,-10,26)
8.1 d) 17 —12V/2 5 3vV3.5 3V3
3.80) ............... 1,5—7175—1—7
Be2 A) et Tl
3.2 b)) e? =6 3.9 ........ {1¢§1\/§1;\fé+*§}
B2 C) e ? 7 7
1 3.1 3,
Be2d) . fr=3|  3d0a)..... {2 -~ Lyt 21}
z—1
3.3a). _ 1 1 1 1
) z(z?+1) 3.10b). ... {4‘?’1,4+T1}
1622 + 8z — 3
33b) . e 1
) 3z(z +3) B0 C) ottt {5 1}
34a) i {3—21,3+2i} {1 Vis. 1 Vi, 1 3.
- 177+ 1,5 — 771,
4 4 4 4 T2 2
1 3 1 3 3.10d).......
34Db) . - — i, -+ =i 1 V3
3 2273 S+ i)
r 1 1 1 83.11a) . i {-5,1/2}
34C) i { 5~ 3 2—|—21}
3.11b) 22 4 0: 4+ 24 2 4y
34d) .o {2—\@1,2+\f2i} T z 22
BLLC) =-5
B {1,v2} © “
{—5—\/ﬁ —5++v21 1 VI5,
3.68) e, {3—\ﬁ1,3+\ﬁ1} 3.114d)...... 2 2 4
8 8 '8 8 1+@1}
471
36Db). ..o {1/3-2i/3, 1/3 +2i/3}
11 V3.1 3
312 ........... —2, -2, - — 25 S 4 XY
Bu6C) i {v/3/10} { R R R 1}
3.6 d) .................. {1—1\/§,l+1\/§} 3.13 a) ........................... a=-—15—281
- {211 2+1i} BA3D) .o {4—1i,4+ 3}
.................. 5 5’5 5 3.14a)...................’oz:—m—l;ﬁ:m2
37D) i {—V2,v2,—V3i,V3i} | 3.14b).......... ]—00, =2 [U]1, +00]
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Corrigés

3.4 a) Le discriminant vaut (—6)® —4x1x13 = —16 < 0; les solutions sont

—(=6) — V16 —(=6) +iV16

2x1 t 2x1

1 4 ’
——;+5:Odevient (E'): 7> —4Z+5=0.

1
3.7 a) En posant Z = > I’équation g

Le discriminant de cette derniére équation vaut (—4)> —4 x 1 x 5 = —4 < 0. Donc, I’équation (E’) admet deux
solutions complexes conjuguées : 71 =2 —iet Zo = 2 +1i.

2 1 2 1
Les solutions de I’équation initiale sont donc Z% et Z%, c’est-a-dire = + gi et E gi‘

3.7 b) En posant Z = 2°, Péquation z* + 2° — 6 = 0 devient (E'): Z° 4+ Z — 6 = 0.

Le discriminant de cette derniére équation vaut (1)° —4 x 1 x (—6) = 25 > 0. Donc, Iéquation (E’) admet deux

-1 -2 —1 2
solutions réelles : Z7 = % = —-3et Zy = %5 = 2.

On résout ensuite les équations 22 = Z1=-3et 22 = Z2 = 2. On a les équivalences
P =7=-3 < (zz—\/giouz:\/gi)
et
22222:2 <— (zz—\/ﬁouz:\/ﬁ).

L’ensemble des solutions est donc {—\/5, V2, —V/3i, \/51}

9

3.7 ¢) En multipliant I'équation z* + 82 — = = 0 par z, on obtient 'équation z* + 82 — 9 = 0. On pose alors
z

Z=2%et I'équation 2 + 822 — 9 = 0 devient Z? + 87 — 9 =0, dont les solutions sont Z; = —9 et Z> = 1.

On résout ensuite les équations : 2° = Z; = —9 et 2> = Z5 = 1.

3.8 b) En développant le polynéme (X —1)(aX” +bX + ¢) et en égalant les termes de méme degré, on obtient

a =2
s —a+b =-12 . )
le systéeme a résoudre , dont I'unique solution est (2, —10, 26).
—b+c=236
—c=—-26
3.8 ¢c) On a les équivalences suivantes :

2% 1222 +362—-26=0 < (2 —1)(22° — 102+ 26) =0
< (z—1=00u2z*—10z+26 =0)
5—iv27 5+1iv/27
z:Touzzi).
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3.9 Onaz’+2°+2242=2"+2)+22+2=(2+2)(z° +1).
Donc, on a les équivalences suivantes
P +2°42242=0 = ("+2)(°+1)=0 <= (F*+2=00uz’+1=0).

e Les solutions de Péquation z* + 2 = 0 sont z = —v/2i et z = V/2i.
e Puis, en remarquant que z° +1 = (24 1)(2° —z+1), on a équivalence z° +1 =0 <= (z+1)(z*—z+1) = 0.
1 V3 V3 )

1
e Enfin, on a équivalence 2> — 2+ 1 =0 <— (z =5~ 71 ou o + 71

x Lo . 1
3.10 a) Comme z € C”, on a les équivalences suivantes : z + — =1 <= P4l=z = 22 —24+1=0.
z

Le discriminant de cette derniere équation vaut (71)2 —4x1x1=-3<0; donc I'’équation admet deux solutions
1 1
L_oV3 ol + V3,
2 2 2 2

complexes conjuguées :

1>—|—1:(). Or, on a
z
1\2 1 1 2 2
2(2—1—7) —3<z+7)+1:2(z2+2+—2)—3(z—§>+1:2z2+4+—2—3z—§+1:2z2—32—|——2—§+5.
z z z z z z z z

1 1
Or, les solutions de I'équation 2u® — 3u + 1 = 0 sont = et 1. Avec le changement de variable © = z + =, résoudre
z

. s 4 . . 1 1 1 N . . . .
(E) revient donc a résoudre les équations z + — =1let z+ - = 5 On reconnait les équations résolues ci-dessus.

z
1 V1 1 V1 1 1
L’ensemble des solutions de ’équation (F) est donc {4 - TSi, 1 + T5i, 5~ ?i, 5 + égl}

3.13a) Ona(z—(4+1)>=2"—B8+2)z+@A+1)°=2"— (842241648 +i’ = 2> — (8 + 2i)z + 15 + 8i.
Dot 2> — (84 2i)z = (z — (4+1))* — (15 + 8i). On a donc a = —15 — &i.

3.13 b) On a les équivalences suivantes :

22— (8420)241948i=0 < (z—(4+1)> - (15+8)+194+8 =0 < (z— (441)>+4=0.
L’équation (E) est donc équivalente & (z — (4+1))> = —4 et donc & z — (4 +1) = 2i ou z — (4 +1) = —2i, ce qui est
équivalent & z =4+ 3iou z=4—1.

3.14a) Ona (X’ —1)(X’+aX +8)=X"+aX’+(6-1)X> —aX — S. En égalant les coefficients de méme
degré, on obtient que & = —m — 1 et § =m?>. On a donc P(X) = (X? — 1)(X? + (—m — 1) X 4+ m?).
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3.14 b) L’équation P(z) = 0 admet deux solutions complexes conjuguées et non réelles si, et seulement si, le
discriminant du trinéme z* + (—m -1z + m? est strictement négatif.
Or, ce discriminant, qu’on note A, vaut (—m — 1)2 —4m® = -3m* +2m + 1. Donc, on a I’équivalence
A<0 <= —3m’+2m+1<0.
Aprés recherche des racines du polyndéme du second degré —3m? +2m+ 1 puis factorisation, on obtient I’équivalence
A<0 <= (m—1)(-3m—1)<0.
On dresse le tableau de signes de (m —1)(—=3m — 1) :

m -0 —1/3 1 400
(m —1)(=3m — 1) ~ 0+ 0 -

On en déduit que ’équation P(z) = 0 posséde deux solutions complexes conjuguées non réelles si, et seulement si,
m € ]foo7 f%[u]1,+oo[.
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IF'iche n° 4. Formes exponentielles|
Réponses
2 =
ALA) ™45 D) e Zemih
[12 | 3
s
_ 3 123w
A1D) oo 5 AB ) \/;12330
o7 -
4.1 C) ...................................... ? 4.5 d) ................................. \/561111—2’r
41 4d) m N ol 5"
S 46 D). 2°e7 73
4.1 e) ...................................... 71 6 in
20 L ) 3°e
4119) BT 46d). o 9el
8 I 5 '
4.6 €) . 241/3e71%
A28) oo -
4.6 0) . 4e7's
4.2 D) 2
) 4T 8) oo,
A2 C) i AT D) oo
4.2d) AT C) o
4.2€) ot AT A) .
A.2f) 2V/7 -
) A8 a) i o
A3 2) B -
2) 8D e et
4.3 D) e 'z 1.
— A8 C) et —e'3
A3 C) et V26T 2
i9m
A.3d). VaeriE|  ABd). 2750
A.30) e 2iF | 4Be) 235
4.3 f) ................................... 48_15% 4 8 f) .....................................
N els 4.9a) o ©
AAD) 6e'% | 49D) . @
{47
) e | g9c). ®)
ddd) BV | 40d) @
i
A58) er A008). oot i
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410 d) . A.14a) .o 26l 1z
1
2 1 ~1
A1A) E L1AD) e \/§2+ +i\/§2
1 1
A1) - s V6 + /2
8 8 cos(— ) =
414¢) .. 12 4
411¢). .. 26(v3—1) —i26(vV3+1) “in 1) V62
12 4
1 V3
411d) . R R
d) 5 +i 5
Corrigés

™ ™ 3 2 ™
4.1 T_T_or_ i _ T
b) Onag-G=m -1 =1%
2m T 47 ™ 57
4.1 Ona2F T _4m ™ _ 5"
) AT % T 6
™ T 6 4 3 T
41d) Onag+a— I =H L T 0

Vs 5m Ve 207 137
41f) Ona—-L 2r__‘m_ =2om_ o7
) na-ty 2712 T 12

4.2f) Onal|—2V3+4i|=1/(-2v3)2+42 =12+ 16 = 2V7.
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1 1
4.3 ¢) On a |1 +i| = V2. Notons 6 un argument de 1 +i. On a cos(d) = 7 et sin(0) = 75 La valeur § = —
convient et on a ainsi 1+i = v/2e'1.
4.3 d) On a |1 —i| = V2. Notons @ un argument de 1 —i. On a cos(d) = % et sin(f) = f%, La valeur

™ . . . iz
0= _Z convient et on a ainsi 1 +1i = \/ie Y1,

4.3 e) On a |1 +i\/§| = 2. Notons # un argument de 1 + iv/3. On a cos() = % et sin(f) = . La valeur

™ i
0= 3 convient et on a ainsi 1+ i\/g =2¢e'3,

4.3 f) On a |72\/§7 2i| = 4. Notons 6 un argument de —2v/3 — 2i. On a cos(f) = fﬁ et sin(f) = % La

5m

5 —i
valeur 6 = % convient et on a ainsi —2v/3 — 2i = 4e" 16 .

4.4 d) Onaz X z9 = \/éeii%r x V3e 1% = Sﬁei%_i% = 3\/§ei%.

s 57
{5
21 €3 {5x _i5m s
4.5 a) Ona—=-—F-=¢€3 "6 =¢'6
zZ2 e'6
2% 2 2 joartx
21 e _.2n . Tm —dn—Tr _llm
4.5 b) Ona —="———=2-¢ '3 6 =_¢ =-e 6
z2 3e' 6 3 3
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4.6 ¢) On a

3 3 3
(ﬁei% X ﬁei%) = (\/12ei%+i%> = (zﬁei%“%”)

(2v3) e ¥HE = 24v/37 7 = 24v/3071F

3m 4

6e' 4 6 i3z _ ;= j9mt2r\ 4 4 jlim jlim iz
4.6 f) On a ° 2T —<\@e ) = V2T — g = 4o 'E

3e”'6 3
4.7 a) On a |zm| = 1 donc M est sur le cercle de centre O et de rayon 1. De plus, un argument de e'T est g,
donc le point M est sur la demi-droite bissectrice de I’angle x/O\y du repeére.
Le point M se trouve donc a l'intersection du cercle et de cette demi-droite, comme représenté ci-dessous.
4.7 b) On a |zx| = 2 donc N est sur le cercle de centre O et de rayon 2. De plus, comme ¢” = —1, on a

4m N ks
—2¢'3 =2¢'3 7" = 2¢'3 | donc Re(zx) = 1 et donc N est sur la demi-droite d’équation z =1 et y > 0.
Le point N se trouve donc a l’intersection du cercle et de cette demi-droite, comme représenté ci-dessous.
s BT s BT s 5T s4Tm
4.7 ¢) Onaie's =e'2e'6 =e'27%6 =¢'3 . De plus, on a |zp| = 1 donc P est sur le cercle de centre O et de
1 , S 1 V3

rayon 1. Enfin, Re(zp) = -5 donc le point P est sur la demi-droite d’équation x = ~5 et y < 0carIm(zp) = -5

Le point P se trouve donc a ’'intersection de ce cercle et de cette demi-droite, comme représenté ci-dessous.

On a / \
N
—(141i)e'T2 =™ x V2e'T x e'12 \
— 2T | —

= \/ieill%ﬂ = \/iei%’r

L— |
1

On a |zq| = V2. On en déduit que le point Q est / )i \
O

sur le cercle C de centre O passant par le point
d’affixe 1 + i, simple a placer.

Puisqu’un argument de zq est 4%, le point Q A 1
se trouve dans le troisieme quadrant, x < 0 et
y < 0, sommet d’un triangle équilatéral direct
OAQ ot A est le point d’intersection du cercle C \ EZ /
et de la demi-droite d’équation y = 0,x < 0.
Le point Q se trouve donc a l'intersection du
S~ Q  — 1 —

cercle C et du cercle de centre A et de rayon AO.
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. iz i i T s
4.8 b) Onaie '? =e'Z xe '2 =¢'27'7 =¢'71.

4.8 e) Comme cos(5ﬂ) <0,o0na

On a donc 4cos<5§)ei% = 4" cos(%)eiﬁ = —4c0s<5%>ei% - —4cos(5g)e‘112ﬁ = 2¢/3¢! g3
48f) Ona Ze ® 2e © — 0% T 0 iEHE  9i(- 554 8) — 90l
cos(g) — 1sm(g) cos(fg) +1sm(fg) e 's

4.9 c) On aiv6+ V2= 2\/5(% +i\/§> = 2\/56%, ce qui correspond a @

° 5 5 s 5w
410c) Ona (V3+1)° = (2(?4—1;)) = (2(cos%+isin%>) = (zelﬁ)" = 2%:% —25<_\/§_~_11>7
ce qui donne —16v/3 + 16i.

2 2 -
. o 5 i x i Ixed  eF xe®F 1., 1
a n a = = —e =
(1-1)° (\/564%)6 \/iGG_i%r 8 8 8

(1+1)° _ (\/iei%)3 _ 2%l F _ 2\/§ei%r _ Q 3m
(V2-iv2)" (V2 -1)"  (Va(vaeiE))t  2te® 2
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= ="_¢
i 22\/2e71F V2

7 1 V3 1 1. (1 .3 )

= = €

5
. 5 41— i3 5 —idm 10 _—i3x 8
(221\/3) _ 2 2 4515 2106715 2° _isz iox
1—1 - i 5

—27<; ;iiéng\f) =2°(V3-1-i(1+v3)) =2°(v3-1) —i2°(V3 + 1).

4.11d) Ona
NE 1 10 .\ 10
\/§+i 10 (2(7 + 51)) 910 (elg) 2106i1gﬂ 5T _—
; = = = =e3e
(1+1)2 (ﬂei%)m V2P 210
= (cos(—) +1sm<?ﬂ-)) x (—1) —% + ?

4.12 On a

_ (2\/56136711)20 _ (2\/5)20 (elgﬂg)m — 930,20xis _ 2306‘%r
4.13 On a
(1+1i)* L= Dt A+ +9)*  A-'a-i)® 14+ T+ 01—
A= "0+ Q-+ Aripa—1p (-
7
1 1 1 1
(Al ) - (ol )
= 5
7
() 1) B ) ()
. 2(1+1%) iz
4.14a) O — 1+1\_/§ — :\/ﬁe; —\/iel(éfz) =+/2e 12
1—|—1 \/E(L +li) el7
V2 V2
. . ) ) . 2 -
414Db) Onar— LEV3_(+W3)A-D 1 1+1‘/§.2 PVE_ V341 Vel
1+i 1+1)(1-1) 1—1i 2 2
4.14¢) On a donc V2e' Tz = \/52.1_ ! + i\/gz_ ! = \/5((:08(112) + isin(%)). En passant a la partie réelle et

a la partie imaginaire, on obtient

\/icos(%) = V3l et \/i(sm(%)) = V31
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IF'iche n° 5. Complexes et géomeétrie|

Réponses
5.1A). i 3v2
5.1b) 6v/2
5.1C) e 5v/22
5.0d) 3V5
5.28) i ?
B.2b). o
5.2C) i g
5.2d). .o V10
5.38) i

5Jr .

.............. 5 —1
................... oui
.................. non
V(e =12+ (y+1)?
V@=32+(y—1)
........... y=—x+2

530 B ) oui
5300 5 o) oui
53 I ) oui
5.12a). ..., oui
5.12b) ..., non
5.13a) ..., e 1%

5A3D) i (©)
5.14a). ..o, oui
514 b)), oui
515a) .. .t 'S

515 D). [0]
5.15C) i s

5A5d)......
516a)............. —jc —i%b
5A6 L)oo
516¢)............ —jb—j%a

5.4Db) ... 11— 12i
2
5.4 C) ................. g +1
Corrigés
5.3 a)
5.4 a)

ze=za+3(28—2a) =142+ (4 —i—1-2i).

Apreés simplifications, on trouve zg = 2 + i.
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5.4 b) L’égalité vectorielle se traduit pour les affixes par zr — za = 3(2B — 24) + 2D — 2C.

En isolant zr, on obtient
zr=2za+3(zB—2a)+2p—2c=14+2i4+3(4—i—1-2i)+ (-2 — 3i) — (-3 + 2i).

Apres simplifications, on trouve zp = 11 — 12i.

5.4 d) Le point I est le milieu du segment [AB] donc Al = IB. Donc, on a z1—2za = z—2z1 et donc 221 = zA +2B;
autrement dit 'affixe de I est la moyenne des affixes de A et de B. Apres calcul, on obtient

z=3(1+2i+4—-1i)=3+ 1L

5.6 a) On utilise la formule du module pour zy — za.
5.6 b) On utilise la formule du module pour zm — 2B.
5.6 c) On peut remarquer que les distances AM et BM sont égales si, et seulement si, leurs carrés sont égaux.

Considérer les modules aux carrés permet de ne pas avoir affaire a des racines carrées. On a les équivalences :
AM? =BM? <= 2z -1’4+ (y+1)°=(z-3)>+ (y - 1)°
<~ x272x+1+y2+2y+1:x276x+9+y272y+1
= y=—x+2.

5.7 Soient z et y deux réels et soit M d’affixe zm = x + iy. Le point M appartient & la médiatrice de [CD]
si, et seulement si, CM = DM. De plus, on a les équivalences suivantes :

CM=DM <= (z—-1)°+¢y"=(@x—-3)>+y> < z=2

Donc le point d’intersection M de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [CD] vérifie y = —z + 2 et = = 2,
autrement dit z =2 et y = 0.

5.8 b) On a AM? = 7? si, et seulement si, |z 4 iy — 2 — 2i|* = 2% si, et seulement si, (x — 2)> + (y — 2)> = 4.

. . zc — %
5.9 a) On détermine un argument du nombre complexe ~———= en calculant

ZB — ZA

zc—zA_3+3i_3ﬂX
ZB — ZA 5 - 5
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5.9 b) On détermine un argument du nombre complexe en calculant

z2c — 2A _2—1—(2—1—\/3)1—1—21:1_'_1\/?:.

ZB — ZA 24+2i—1-2i

T
Un argument vaut donc 3

2B — ZA

5.11 b) Le nombre complexe D" 2A Gaut i d’argument T donc le parallélogramme ABCD est un rectangle.
B — 2

5.11 ¢) Le nombre complexe D = ZA Gaut i de module 1 donc le rectangle ABCD est un carré.
B — ZA

5.12 a) Les nombres complexes zc —2p = —4 + 2i et z5 —2a = —4 + 2i sont égaux donc ABCD est un
parallélogramme.

5.12b) Le nombre complexe b cA

EATEB _ o715 est de module 1 et d’argument fg. Donc, on a AB = AC et 'angle (B—C>, ﬁ)

5.13 b) Le nombre z
2C — 2B

vaut 7%' Ainsi, le triangle ABC est équilatéral.

5.14 a) Le nombre ez 2
ZB — RA 3
rectangle en A.

5.14 b) On calcule les modules de zc — za = —vV2 4+ 2v2i et z8 — za = 1 + 3i qui sont égaux tous les deux A
v 10 donc ABC est un triangle isocéle en A.

im i X2
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5.15 b) L&, on meéne le calcul avec la forme algébrique. On trouve

5.15 ¢) Le triangle ABC est équilatéral direct donc AB = AC et (ﬁ, Ké) = g
On en déduit que ZC T ZA st un nombre complexe de module 1 et d’argument T Ona ZCTEA _GiF = fj2.
ZB — ZA 3 ZB — ZA
5.15d) Ona A S s = —j2. Donc, zc — za = (2B — 2A) X (—j2), donc, zc = (1 +j7)za —JZZB
ZB — ZA

5.16 d) Ona 3(z3 +jz1 +j°22) =323+ 3jz1 +3i°22 = (b+a+ ) +jlc+b+ad) +j(a+c+ D).

Grace aux calculs précédents, on obtient 3(z3 +jz14j°22) = (b+a—jb—j’a)+j(c+b—jc—i’b) +j*(a+c—ja—ji’c).
Comme j3 =1, on trouve 3(z3 + jz1 +j2zz) =0.

5.16 ¢) On a 3(z3 + jz1 + j>22) = 0 donc le triangle G;G2Gs3 est équilatéral.
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IF'iche n° 6. Nombres complexes et trigonométrie I

Réponses
11
2—+2
6L 8) .. T 6T . V2
43
6.1 D). - _
) 420 6.8 %
250
6.1 C) ...................................... Tg 6.9 a) ...................... ’40053(.%) _ 3COS($) ‘
6.28) vt T omod2r|  69D)s [3sin(x) — 4sin’(z) |
o ] 24 —7/3
2
6.2D) . .. g mod 27 6.10 ..o 50
3
6.2 C) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5—71- mod 27 6.11 a) .................................... [
4 2
6.30) oo [cos(x) cos(y) + @) sinW)| 611 ). ur
12
6.3b)......ilL. ’ sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y) ‘
6.11 ¢) R
6.3C) i 2cos?(z) — 1 P O) e 4
6.3d). .. 1 — 2sin®(z) 6.11 d) VE-1
AL d) o 1
B4 ) i [0]
2m
B4 D) . [0]  61le)oiii 3
6.5 8) i cos(3x)
6.128) coueannaneneen {0, 2 4”,%}
6.5 D) . cos(2x) 3 3
6.5 C) it sin(5x) ™ 37
B2 D) {2, :
6.5d) . ... —sin(x)
T 11w
6+ 2 6.12¢C) ..ot {O,W, 66 7271'}
i )
4
4dT
- 6.12 ).\t {0, ,271'}
B.6 D) VG- v2 3
4
6.7 8) e 202 1| 613a)..... 5 (cos(z —y) — cos(z +))
242 1 T
STy | s Heo(o) -1
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Corrigés

6.1 a) En cherchant & se ramener a un dénominateur commun minimal, on a

@lei 50 7 B0x247x3 121 _
33 1227 3x11 2x11  2x3x11 ~ 2x3x11 6

6.1 b) On procede de méme

13 17 13 17 13x3x5—-17x2x7 43
28 30 22x7 2x3x5 2 x3x5x%x7 4207

143 % 5° 22 x 5 X T 5p sn nses _ 2X5° 250
75 x 102 22 x 52 x 75 72 49
6.3 a) Pour tous z,y € R,
cos(z — y) = cos(z + (~y))
= cos(z) cos(—y) — sin(x) sin(—y) (formule d’addition du cosinus)
= cos(z) cos(y) — sin(x)(—sin(y)) (cosinus paire et sinus impaire)
= cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y).

6.4 a) D’apres la formule d’addition du cosinus, on a

cos(a: + 2?7?) = cos(x) cos(%r) — sin(x) sin(%r) = f% cos(z) — ? sin(x)

4 T
et, en remarquant que 3 =7+ 3
cos (x + 4%) = cos(x) cos(%r) — sin(z) sin(%r) = —cos(x) cos(%) + sin(z) sin(g) = f% cos(z) + ? sin(x).
Ainsi, au total,
cos(z) + cos (m + 2%) + cos (m + ?ﬂ-) = cos(z) — %cos(m) — ? sin(z) — %c () + ? sin(z) =0
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6.4 b) On procede de méme via la formule d’addition du sinus.

Voici une autre solution.

On pose j = e et
C = cos(z) + Cos(m + 2%) + cos(m + %T), S = sin(zx) + sin(:c + 2%) + sin(:c + 4%)
On a alors 3
) ) . ) x . ; 1—j
C+iS = ol® + el(x-‘r%) + el(x+4T) = em(l —|—J +J2) =% x 1 —Jj = O,

car i =1 (7 est une racine cubique de l'unité). On a donc C =S = 0.

6.5 b) Pour tout z € R, d’apres la formule de soustraction du cosinus et par parité de ce dernier, on a

cos(3x) cos(5x) + sin(3z) sin(5z) = cos(3z — 5x) = cos(—2x) = cos(2z).

6.5 ¢) Pour tout = € R, d’apres la formule d’addition du sinus, on a

cos(3z) sin(2z) + cos(2x) sin(3z) = sin(3z + 2z) = sin(5z).

6.5 d) Pour tout x € R, d’aprés la formule de soustraction du sinus et par imparité de ce dernier, on a

cos(7x) sin(6x) — sin(7z) cos(6z) = sin(6x — 7x) = sin(—x) = — sin(x).

sin(%) = sin(% - g) = sin(%) cos(%) —sin(%) cos(%) = ? X g - g X % = @

6.7 a) Via la formule de duplication cos(2x) = 2cos®(z) — 1 du cosinus, on a
cos(—) = cos(2 X g) = 2(:032(—) —1=2a" -1
6 7 b ) ...... Pmsque COS( ) :7’ la Valeur a CherCheeeS t SOI utlon de l’equatlon ...........................................
20— 1= Q donc de l'équation a® = 2 +4\/§.
Or, onaa:cos<f) >0, car — € [0,7}, ainsi a = 2+4\/§ == 2;_\/5
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6.7 ¢) Deux options s’offrent & nous ici.

e Méthode 1 : utiliser la relation cos® +sin® = 1. D’aprés le calcul précédent, on a

Lo T 2T 2 242 2-42
sin (—)zl—cos (—)zl—a =1- = .

8 8 4 4
V2-v2
5 .

e Méthode 2 : utiliser la formule de duplication du cosinus cos(2x) = 1 — 2sin”(z).

Or, sachant également sin(%) > 0, il vient sin(%) =

;7 . 7T
Comme au calcul précédent, en posant 3 = sm(g), on a

V2 ™ T L ofT 2
7—cos<1> —cos(2><§)—1—251n <§> =1-287,

s 2oV . Va2

soit B = 4 o buis B = o sachant que 8 > 0.
6.8 La formule de duplication du cosinus donne
cos(2a) = cos’(a) — sin®(a) = 1 — 2sin®(a).
.. .2 1-C , . . 1-C
Ainsi, on a sin“(a) = — Or a € [0, 7], par conséquent sin(c) > 0. Donc, on a sin(a) = —
6.9 a) Pour tout = € R, d’apres la formule d’addition, on a

cos(3z) = cos(2z + ) = cos(2z) cos(z) — sin(2z) sin(z).
Or, on a cos(2x) = 2cos”(z) — 1 et sin(2z) = 2 cos(x) sin(x). Ainsi, on a

cos(3x) = (2 cos?(z) — 1) cos(z) — 2 cos(x) sin® ()

= 2cos”(x) — cos(z) — 2 cos(z) (1 — cos® (a:))
= 4cos”(x) — 3 cos(x)
6.9 b) On procede de la méme fagon, avec la formule d’addition du sinus :

sin(3z) = sin(2z + )
= sin(2z) cos(z) + sin(z) cos(2x)
= 2sin(z) cos”(z) + sin(z) (1 — 2sin? (m))
= 2sin(x) (1 —sin® (a:)) + sin(x) — 2sin®(z)

= 3sin(z) — 4sin’(z).
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6.10 D’apres la formule d’addition du cosinus, on a

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B).

Or, on a
\/§>2_1_

SiHQ(OC) =1- cos2(a) =1- (—2

1
De plus, par hypothése, « € [, 27] et donc sin(«) < 0. Donc, on a sin(a) = —5 Selon la méme stratégie, on trouve

7

sin2(ﬁ):1—(%)2:(1 7)(1+ 7) 18 32 _64x9 247

25 25) " 25 725 252 257

4
et sin(B) > 0, sachant g8 € [0, %], soit sin(8) = ;—5

V3 T (1)X24_24—7\/§
25 50

. Au total,

6.11 a) La formule de duplication cos(2x) = 2cos”(z) — 1 du cosinus donne

cos(2a) = ? = cos(%) < 2a= i% [27]

™
=+— [n].
<= a 15 [7]
117

Or, par hypothése, on a a € [0, 7] et donc cos(a) < 0, ce qui impose a € [7/2, 7|. Par conséquent, on a a = T

2
cos(2b)—2c032(b)—1—2(\/541) —1=2x 5721\25+1—1:672\8[78:—1+4\/5.

6.11 d) On procéde de méme : on a

1+\/5>21_2X5+2\/5+11_6+2\/58_\/51
N 16 N 8 4

6.11 ¢) D’aprés le calcul précédent, on a cos(4b) = cos(b). Or, on a les équivalences suivantes

cos(4b) = cos(b) <= 4b==xb[27] <= (3b=0[27] ou 5b = 0[27]) (b =0 [2%} oub=0 [%})

En outre, par hypothese, b € [0, 7] et cos(b) > 0, ce qui impose b € [0, 7/2]. Les seuls angles de cet intervalle congrus
™

2 2 2
4 0 modulo = ou =~ sont 0 et 1, et la solution b = 0 est clairement exclue (cos(0) = 1). Par conséquent b = 5
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6.12 a) Puisque sin(2z) = 2 cos(x) sin(x), pour tout = € R, on a les équivalences suivantes :

sin(z) + sin(2z) = 0 <= sin(z)(1 + 2cos(z)) =0

<= sin(z) = 0 ou cos(z) = f%
< z=0][n] ouxzzt%r [27].
2 4w

Ainsi les solutions dans l'intervalle [0, 27| sont 0, ERLEY et 2.

On a donc les équivalences suivantes :

2cos(z) — cos(3z) =0 < 2cos(z) — (4 cos®(z) — 3cos(m)) =0

<~ cos( (5 4 cos? r)zO

=0 ou cos’(z) = Z (car cos®(x) € [0,1])
—_———
[ﬂ—} . impossible

<= cos(z

l\.’)‘:]vv

— T =

3
Ainsi, les solutions dans I'intervalle [0, 27] sont g et %

6.12 ¢) Puisque cos(2z) = cos’(x) —sin’(z) = 1—2sin’(x), pour tout z € R (formule de duplication du cosinus),
on a les équivalences suivantes :
cos(2z) = 1 +sin(z) < 1—2sin’(z) = 1+ sin(z)
<= sin(z)(1 + 2sin(z)) =0

1
<= sin(z) =0 ou sin(x) = —3
<~ z=0][n] oumz—%[Qn] ouzx = %[271].
Tm 11w
Ainsi, les solutions dans I'intervalle [0, 27] sont 0, 7, 56 et 2w

6.12 d) Pour commencer, remarquons qu’on a les équivalences suivantes :
. V3 1
cos(x) = 1+ V/3sin(z) <= cos(x) — V3sin(z) =1 <= = cos(z) — - sin(z) = .

Or, comme cos(g) = % et sin(g) = ?, on a (d’apres la formule d’addition du cosinus)

%cos(x) - ? sin(z) = cos(%) cos(z) — sin(%) sin(x) = cos (x + %)

Par conséquent, on a les équivalences suivantes :

1
cos(z) = 1+ V3sin(z) <= cos(x + %) =3
™ T
S =+ 2
= T+ 3 3 [27]
2
<~ z=0]27]ouz = —%[27@
Au total, les solutions dans I'intervalle [0, 27] sont 0 et 2w
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6.13 a) Les formules d’addition et de soustraction pour le cosinus donnent

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) et cos(x —y) = cos(x) cos(y) + sin(zx) sin(y).
Ainsi, par demi-différence, on a

%(cos(:c —y) — cos(z + y)) = sin(z) sin(y).

. T . (3my 1 3T s 3 T
sm(2—k) sm(Z—k) =3 (cos(2—k — 27) — cos<2—k + 2?)) =

Ainsi, pour tout entier n > 1,

San(5) () = 3 on(g) ()

k=1 k=1

Il
N —
[
o
(@]
@
~
[~}
HE
N
—
|
N —
o
@]
5}
~
2

| '\"
[ V)
~——

k=1 k=1
n—1 n—2
= % cos(%) — % cos(%) (en posant j =k —1let { =k — 2)
§=0 t=—1
s 1 0 . . .
=3 cos(znq) ~3 COS(QA) (simplification des termes communs)
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IF'iche n° 7. Nombres complexes et trigonométrie 11

Réponses

QCos(x

. y—x . Tty
2sin sin
2 2

2sin =y cos Tty
2 2

1— eQi(n+1)z

1— e2ia:

—2isin((n + 1)z)e!(* T2

cos(nzx) sin((n + 1)z)
sin(x)

cos(nzx) sin((n + 1)z)
sin(x)

sin(nz) sin((n + 1))
sin(z)

sin(nz) sin((n + 1))
sin(z)

cos(nx + y) sin((n + 1)x)

sin(x)

sin(nz + y) sin((n + 1)x)

sin(x)
cos(kz)
............ cos (2)
sin(nx)

sin(x) cos™1(x)

(1+ eix)n

(3)

n

2TL
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Corrigés

7.1 a) On a directement e®* ™2 x ¢®*72% x ¢ = ?* 725020 HL _ qa¥50—1
. _7ay4 _1\-3 7a)—3(a— _
7.1 b)  On a directement (e3 7“) X (ea 1) = IB-Ta)=3(am1) _ gl5=3la,
3a—2 X 647‘)0' 3 _— 3 1 1
7.1 c) On a directement = gPam2Ha=ba=s(e—l) _ 5(1-a)
(ea1)?
e xe 4a—Tb+1—(5b—2a)—(6a—4 5—12b
7.1d)  On a directement ———" " =" 1= (5b=20)=(Ba—d) _ 5120
edb—2a % 66(1—4
7.2 a) Procédons par disjonctions de cas, selon le signe de x + 5 :
e six > —5, alors x + 5 > 0, ainsi I’équation équivaut & z + 5 = 3, soit x = —2 et —2 > —5;
e si z < —5, alors z + 5 < 0, ainsi I’équation équivaut & —(z + 5) = 3, soit t = —8 et —8 < —5

L’ensemble des solutions est donc {—2, —8}.

7.2 b) Méthode 1. On peut procéder comme a la question précédente, en distinguant des cas selon le signe des
expressions a U'intérieur des valeurs absolues, soit une résolution sur les intervalles |—oo, —7], [77, %} et [%, +o00 [
Méthode 2. On peut aussi tirer profit de la positivité des valeurs absolues et de la propriété « |z|> = 2 » pour se
débarrasser des valeurs absolues.

Plus précisément, puisque |2z — 3| et |z + 7| sont des réels positifs, on a les équivalences suivantes :
20 —3|=|z+7 < |2c -3 =|z+ 7
— (2z-3°—(z+7)*=0.
Or, on a

2z -3 —(z+7)?=02z—-3—(x+7)2x—3+z+7)
= (x —10)(3z + 4).

Ainsi, I’équation équivaut a (z — 10)(3z + 4) = 0 et 'ensemble des solutions est donc {f%, 10}.

100 Réponses et corrigés



7.4 Avec les notations du calculs précédents, pour tous z,y € R, on a

. . . ) ) sty [ cx—y Lz—y — LTty
el _ iV — enn(ela _ elﬂ) —e 2 (el T _ e i3 ) _ 218111(1’ 5 y)elT’

0 N C .
D) = 3’ ce qui meéne & la factorisation

N N AT 0\ ¢
146 =046 =¢'2 (eﬂ? +e‘2) = 2cos<§>el2,

soit le résultat annoncé par la premieére formule de factorisation par ’angle moitié avec x = 0 et y = 0.

B L B A DN 0N 8
1—e?=¢c0—¢? =¢'2 (e 2 —e 2) :215111(75)(5 2 = 721s1n(§>e 2,

soit le résultat annoncé par la seconde formule de factorisation par ’angle moitié avec x = 0 et y = 0.

7.6 b) L’angle moitié est — = = x, ce qui meéne & la factorisation
e3lz _ eflm _ 1z( 2ix 7211) — 9 sin(Qx)eiz
+t2ytz—y

7.7 ¢) D’apres les deux calculs précédents, on a

cos(z) + cos(y) = Re(eiz + eiy)

_ .xty
= Re <2cos<x2y> e 2 )
—_—

eRrR
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7.7 d) De fagon similaire, on a

sin(z) + sin(y) = Im(ei”C + eiy)

€R
)
:2cos( )Im(el 2 ) =2cos( )sin(x;y)
iz i Yy lx+y
7.8 a) D’aprés la seconde formule de factorisation par I’angle moitié, e — eV = 2i sin( )e 2

Ainsi, on a

7.8 b) De facon similaire, on a

o _ oty
sin(z) — sin(y) = Im(e”“ —ely) =Im <2sin($ 3 y) ie' 2 )

2 )
-~ QSin<m;y) cos<w+y).

— LTty
= 25in(m y) Im(ie1 2

7.9 a) Via les propriétés algébriques de I’exponentielle on reconnait une progression géométrique avec e # 1
(car = est supposé non congru a 0 modulo 7). D’ot,

no . — () _ @it
Z e21kw _ Z(e2lz)k _ (6211)0 % 1 1(i eQi)I _ 1 le:le’zj; x
k=0 k=0

ix

7.9 ¢) De méme, on a 1 — (D)7 — (ilntbz (efim“)w - ei("H)w) = —2isin((n + 1)z)e' ™" H,

7.9 d) D’apres les deux calculs précédents, on a

1— ez gisin((n + 1)z)e! ™ sin((n + 1)z) e
- = - = e
1—e?i —2isin(z)el® sin(x)

Ainsi,
Re(1 _leji;:)m> = Re (sm(g;z;)l)x) Xei”w> = 781]0(8(12(;)1):”) Re (eim) = 7s1n(s(l1:1(4;)1)x) cos(nx).

ER
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7.9 ¢) Via les propriétés de la partie réelle vis-a-vis des sommes et d’apres les calculs précédents, on a

icos(?kw) _ zn: Re<62ikac) — Re (zn: eQik:a:) _ Re(l _16_2i;r;;1)x> _ COS(nx)SSllr?((m(;L + l)m)

|m<1 _ ezi(n+1)z> i (sin((n + 1)z) Xeim> _ sin((n + 1)z) Im(ei"z) _ sin((n+ 1)z) . (

1 — e?iz sin(z) sin(z) sin(z) S
€RrR
7.9 g) Comme pour la somme des cosinus, on a
— - ik "~ ke 1 — etz sin(nx) sin((n + 1))
Zsm(Qkx): Im(e ) —Im(Ze ) —Im< o = Sin(z) .
k=0 k=0 k=0

n

cos(2kz + y) = Z Re(ei(2kz+y)) — Re (Z ei(2k1+y)> .
k=0

k=0 k=0
Or, via les propriétés algébriques de ’exponentielle, pour tous z,y € Ret Kk € N, on a

ei(2kx+y) _ (eQiac)keiy.
. . N s 2 2i N
Ainsi, d’aprés le calcul précédent, sachant e”* # 1 avec x non congru & 0 modulo 7,

1 — e2iz sin(z) sin(x)

n n 2i(n+1)x . .
Zei(2kz+y) — o Z(eQiz)k — eV 1 — g2i(n+1) ey sin((n + 1)x) QT _ sin((n + 1)z) oi(maty)

k=0 k=0

D'oi,

cos(2kz + 1) = Re <sin((n + 1)z) ei("z+y)> _ sin((n + 1)z) cos(nz + y)

sin(z) sin(z)

7.10 b) De la méme facon, on a

sin(z) sin(z)

k=0

sin(2kx + ) = Im <i ei(2kz+y)> —Im (sin((n + 1)z) ei<"z+y>) _ sin((n + 1)z) sin(nz + y) .
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7.11 b) D’apres le calcul précédent,

n—1 COS(km) B n—1 eikac B n—1 eikac B n—1 em k
Z = Z Re[ ——— ] =Re Z = Re Z .
— cosk(x) cos®(z) ‘ cos®(z) prt cos(x)

k=0

e’ . . o
Or, cos(@) 1+itan(z) # 1, puisque = # 0[x]. Ainsi, on a
e'® n eln®
n— . . 1-—- 1— — .
1 ela: k B elI 0 y (COS(I)) B COSn(l’) _ i - el’ﬂI
P cos(z) )~ \ cos(z) ) el® T 1—(1+itan(z))  tan(z) cos™(z) )’
- cos(x)
Puis,

=/ e \* _ i eln® _ -1 - inw\ sin(nx)
Re (Z<COS(I)) ) N Re(tan(:r) (1 B cos”(:r))) "~ tan(x) cos™(x) Re(le ) "~ tan(x) cos™(x)’

k=0

D’ou le résultat :

osk(x) ~ tan(z)cos”(z) ~ sin(z)cosn—1(x)’

i: cos(kx) sin(nx) _ sin(nx)

7.12b) Via la factorisation par 'angle moitié, on a

1+e®=¢% (efi% + ei%) = 2005(%)6%.

Ainsi, d’apres le calcul précédent, on a

> (2)]-

k=0

7.12 ¢)  Via les propriétés de la partie réelle et d’apres les calculs précédents, on a

i: <Z> cos(kx) = 2”: (Z) Re(eikz) = Re <z”: (Z) e”“”) = Re(2n cosn(g)ei%) =2" cos”(%) cos(%).
k:o\eg k=0

55 (1) = 35 () ) = (55 2)) o (£)0%) 00 (5 ).
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IF'iche n° 8. Nombres complexes et trigonométrie 111

Réponses
2
8.1 8) et 124 + 172 — 5| L (o) + 3 sin(sa)
( 85b) . i 8 8
8AD) . |22% — 132 + 240 — 9| . 3
~3 sin(3z) — 3 sin(x)
8.1C) v 2" — 62° 4 1307 — 120 + 4|
(cos(z) +isin(x))"
8.1 d) ................. ’ —zt + z° + 3(E2 —5x + 2 ‘ 8.6 a) """"""""" = cos(nz) + isin(nx)
8.208) . % et ? 8.6 1) cos®(z) 4 3icos?(x) sin(z)
......... —3cos(x) sin(x) — isin®(z)
V2 V2
B2b) i Ty et Ty 86C). i ’cosg(x) — 3 cos(x) sin?(x) ‘
3 —
8.2C) o 7? ot 7% 86d)......oiiiiii. ’4(:05 (z) — 3cos(x) ‘
8.6€) i |3sin(z) — 45in’(z) |
) 619 _ efie
8.3a) it sin(f) = 5 . 32 cos®(x) — 48 cos ()
: el ) o v i i i i i e e e e +18COSQ(I)_1
83Db) ...t ’e‘n’”” 3el” 4 371" — o7
1 2 cos(x) sin(x)
8.3C) i 1 (Bsin(z) —sin(32)) | 87 b). o (160054(x) — 16c0s%(z) + 3)
1 1
84da). ... i(cos(?)x) + 3 cos(z)) 8.8 a) §(2 + cos(2z) — 2 cos(4z) — cos(6x))
1
84Db)........ l—ﬁ(sin(5x) — 5sin(3x) + 10sinz) 8.8 b)) it %
1 1 1
8.5a).......... 1 sin(5x) — 1 sin(3x) + 3 sin(z) 8.9 ) it i %
7
8.9b) . =
Corrigés
8.1 b) On commence par développer le carré. On a
(z—3)°(2z —1) = (2" — 62 +9)(2x — 1) = 22° — 122° + 18z — (2° — 62+ 9) = 22° — 132” + 24z — 9.
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8.1 ¢) Rappelons que 'identité remarquable (a + b)2 =a® + 2ab+b? se généralise pour trois termes : on a

(a+b+c)? =a®>+b° + & + 2ab+ 2ac + 2be.

Ainsi, on a

(22 = 32 +2)" = (2%)” + (—32)? + 2% + 227 (~3z) + 2 x 22 + 2 x 2(—3x)
:x4+9m2+4—6m3+4x2—12x
=z — 62° + 1322 — 122 + 4.

(1-2)" = (3)1%@3 + <i’>11<w>2 - @) 12(-2)' + <§>13<x>°

=22 +322 -3z + 1.

On aurait aussi pu procéder en deuz étapes en considérant (1 — z)(1 — z)>.

On a alors
(1—xz)(x+2) = (—:U3 + 327 — 3z + 1)(m +2)
= fx4+3x373x2+x+2(7x3+3x273x+1)
=—a*+2°+32% — 52+ 2.
23m 24m — 1 T .. P .
8.2 a) On commence par remarquer que g =5 = -8+ 3 Ainsi, par 2m-périodicité des fonctions

cosinus et sinus, il vient

13 12
8.2 b) On commence par remarquer que Tﬂ- = WT—HT = 37 + % Ainsi, par 2m-périodicité des fonctions

137 T T s \/5
COS(T) = COS<37T+ Z) —COS(’T("— Z) = —COS<Z> = _7,

cosinus et sinus, il vient

et de méme si ( 37r) S ( ) V2
mem SIN | ——— = — s\ — = ——.
4 4 2
29 30m —
8.2 ¢) On commence par remarquer que —% = —% = b+ % Ainsi, par 2m-périodicité des fonctions

cosinus et sinus, il vient
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8.3 b) D’apres la formule du binéme, pour tous a,b € C, on a

(a—b)* = Z (2) a*F (b

k=0

=a® — 3a%b + 3ab® — b>.

En considérant a = e et b=e~ ', on a donc

(eix _ e—ix>3 _ e3igr: _ 362i:ce—ix + 3eixe—2ix _ e—Siac _ eBi:c _ Seiz 4 Se—ix _ e—Siac.

8.3 ¢) D’apres les calculs précédents, on a
eiz e—iz 3 1
3 - 3ix iz —iz —3ix PN
sin®(z) = - = e —3e" +3e " —e binéme
! ( 2 ) @ ) (o)
1 eSl:c _ e—3iac elx _ e—l:c
= - —3 X
(21)2 2i 2i
1
= —Z(Sin(?)ac) — 3sin(z)) (formule d’Euler).
8.4 a) On procede comme dans le calcul précédent, on a
3 e? e " 1/ 3z iz —iz —3iz RN
cos’(z) = <2> = Q—S(e +3e" +3e7" +e ) (binéme)
1 eBiac +e—31:c eix +e—igc
== 3
1 < 3 XT3
1
= Z(cos(Sx) + 3cos(z)) (formule d’Euler).

(a—b)° = (f)) a*(~)° + (‘;’) at(-b)" + (2) a* () + (2) a*(—b)° + (Z) a'(~b)* + (2) a*(~b)°

=a’ — 5a’b + 10a°b” — 10a°b° + 5ab* — b°.
Ainsi, en considérant a = e'® et b=¢"*, on a

(ei:t _ efiz)5 _ e5iz _ 5641167” + 1063”:672” _ 1Oe2i1673iz + Seizeféliz _ ef3iz
5i 3i . . _3i _5i
=7 —5e”" 4+ 10e'” — 10e™ " — be M — e,

Au total, en utilisant & nouveau la formule d’Euler pour le sinus, on trouve

1 Siz __ —bix iz _ —3izx iz _ —iz 1
sin®(z) = 53 <e i — 5 x T +10x S — | = —(sin(5z) — 5sin(32) + 10sin(a)).
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8.5 a) On conserve notre stratégie de linéarisation via les formules d’Euler et la formule du binéme. On a

iz —iz 2ix —2ix 2
sin(z) cos® (2x) = € Qie X (e —;e ) (formules d’Euler)
1/ 72ia: 2
=g e (™ )
1 —2ix —2ix oA
_ g(elw mc) (( 219@) 4 9eiTe 2w | (e 2 )2) (binbme)
1 iz —ix dix —4ix
=g (€T —e ) (" +24e7)
1 iz iz —4ix —ix iz —4dix
:§(e <e4 +2+e? )—e (4 +2+e Y ))
1 i i —iz _ _—Biz
:g(e&a‘_"_ze +e 31x_631x_2e —e 54)
B 1 e5i:c _ e—5ix N 9 s eix _ e—i:c 3 eBix _ e—Six
4 2i 2i 2i
= i(sm(5m) — sin(3z) + 2sin(x)) (formule d’Euler).
8.5 b) On procede de méme. On a
3 tez _ e—21:l: 3 e3lz + e—31z
sin” (2z) cos(3x) = A X 5 (formules d’Euler)
1 2ix —2iz\3 3ix —3iz
= 68 (e —e ) (e +e )
1 2iz\3 2iz\2 —2ix 2ix ( —2ix) 2 —2ix)3 3iz —3ix SN
= ~1a ((e ) - 3(e ) e + 3e (e ) - (e ) )(e +e ) (binome)
1 ) . e e e
— _T& (eﬁlm _ 36211 + 36 2ix —e 61z) ( 3ix +e 31z)
— _1761 (e?mc (66190 _ 362132 + 367211 _ 613:) 4 67311 (eﬁlx _ 36211 + 3672190 _ 67611'))
1 i i i —3ix iz —ix —b5ix —9ix
:—ﬁ(eglx—3e5m—|—3em—e BT L P 307 43¢0 oY )
B _1 e91ac e—9ix o e51]) e—513¢ N . eix _ e—iac N e3ix _ e—Bix
8 2i 2i 2i 2i
1
= g(sm(Qa:) — 3sin(5z) + sin(3z) + 3sin(x)) (formule d’Euler).

(cos(x) 4 isin(z))® = (3) cos®(z) + (?) cos®(z)(isin(z)) + (2) cos(x)(isin(z)) + (g) (isin(x))?

= cos®(z) + 3icos®(z) sin(z) — 3 cos(x) sin®(z) — isin®(z).

cos(3z) = Re(cos(3z) + isin(3z))
= Re((cos(m) + isin(az))3) (formule de Moivre)
= Re(cos®(z) + 3icos®(z) sin(z) — 3 cos(z) sin®(z) — isin® (.’E)) (formule du bindme)
= cos®(z) — 3cos(x) sin®(z).
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8.6 d) D’apres le calcul précédent et que sachant cos? +sin? = 1,on a

cos(3z) = cos®(x) — 3 cos(x) sin” ()

= cos’(x) — 3cos(x (1 — sin (m))

= 4cos®(z) — 3cos(x).

)
)

sin(3z) = Im(cos 3x) +isin(3z))
) 3

- ((cos( + isin(x)) ) (formule de Moivre)

= Im(cos () + 3icos” (z) sin(x) — 3 cos(z) sin” () — isins(x)) (formule du bindme)

= 3cos”(z) sin(z) — sin®(x)
= 3(1 — sin® (w)) sin(z) — sin®(z)
= 3sin(z) — 4sin®(z).

cos(6z) = Re((cos(x) + isin(x))ﬁ).

Or, d’apres la formule du bindme, avec ¢ = cos(z) et s = sin(z),

(c+ 15)6 = <g> cs(is)0 + (?) 65(15)1 + <g> 64(13)2 + <g> 63(15)3 + (2) &2 (15)4 + (g) et (18)5 + <2) co(is)6

= +6ic’s — 15¢*s® — 20ic®s® + 15¢%s* + 6ics® — s°
= —15¢*s® + 157" — 5 + 1(6055 —20c%s% + 6635).
Ainsi, en prenant la partie réelle, on trouve
cos(6z) = cos®(z) — 15 cos® () sin®(z) + 15 cos®(z) sin* () — sin® ()
= cos’(z) — 15 cos4(:r)(1 - cos2(x)) +15 COSZ(:E)(I - (;052(:1:))2 — (1 - cosz(x))3
= 32cos’ (z) — 48 cos™ (') + 18 cos® () — 1.

sin(6z) = Im((cos(a:) + isin(x))ﬁ)
= 6cos5(m) sin(z) — 20 cos®(z) sin® () + 6 cos(x) sin®(z)
= 2 cos(z) sin(x (3cos4:c — 10 cos®(x) sin®(x) + 3sin’ (z ))
(1 — cos’(x )) + 3(1 — cos (m))2)

= 2 cos(z) sin(x (3 cos® z — 10 cos” ()
X

= 2cos(x) sin(z (16 cos® — 16 cos
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8.8 a)

On conserve notre stratégie de linéarisation via les formules d’Euler et la formule du binéme. On a

sin(z)? cos* (z)

¢]

. . 2 . s 4
1T _ e 1T >< eli} + e 1 _ 1 e
2i 2 T 9642

74iac)
+e

(binéme)

1 .
— 674(621:5 _2+ 211)( 4IZ+4 21z+6+4e 2ix
-1 i i i —2i —4i —6i
:7(6633-"-24]}— 290_4_8 2w+2€ 4ac+e 6:6)
61:c —6ix diz 4dix 2ix —2ix
_ +e _9x © —;e +e —|—2e

(2 + cos(2z) — 2 cos(4x) — cos(6z)).

gl- %‘3%%

L4
2

(formule d’Euler)

/(; ) 312 (2 + cos(2x) — 2 cos(4zx) — cos(6zx)) dz

2w 2m 2w 2m
1 </ 2dz + / cos(2z) dx — 2/ cos(4z) dx — / cos(6x) dm) (linéarité)
32\ Jo 0 0 0

27

312<2><(27r—0)+[sm(2x)]

2 _Q{M]

0 4 0 6

gz (4T +0-2x0-0) =

2 [5111(630) } >
0

On a donc

cos(4x) dz
{5 e
) - sin(O)) + é(sin(ﬂ) — sin(0))

™

On a donc

/E cos® () sin(3z) da
0

cos” (x) sin(3x) = %sin(5x) + %sin(?)x) + isin(m).

us jus
2 2

sin(5x) da:—!—l/
2Jo
—cos(5x)1%  1[—cos(3z)]%
5 L 5[ 3 }
71'

2

cos(0) — cos(5 )) + é(cos(())

sin(3zx) dz +

T S~

S - aly
Y
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1
.............. 1, =

2 2
1-+3 i1+\/§

(—1+1ﬁ’—1—21ﬁ>

.................... ’ (a,b) = (2* —

v, 2y) |

v a2 + b2

2+iet —2

—1i

(V3—iv3 et —V3+iV3]

2

1 1
—+5iet —5—51

2, —1+iV3, et =1 —iV3

— @_A'_

V3 o1

i, et — L= 4 -

2 2

—1+i —
+1, 5

2

2

1+v3 1-3
et —1

+4k)

{ei‘ﬂ(sm kef{0,1,...

jm(12k=1)
.. {e o s ke{0,1,...

[vae ™ ke o1,

...,4}}

]3+21, —2 + 3i, —3—2iet2—31\

2
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Corrigés

9.3 b) Premiére solution. Voila une premiére solution qui n’utilise pas I’expression algébrique de j. On utilise

le fait que, pour tous nombres complexes a, b, on a a® - = (a— b)(a2 + ab + b3) ; pour démontrer cette formule,
il suffit de développer le membre de droite.

Ainsi,ona 0=j—1=(j—1)(1+j+j%); comme j # 1, on a nécessairement 1+ j + j* = 0.

14 1
Seconde solution. On a j = %\/ﬁ et, apres calcul, on trouve j2 = Tu/?: Donc, ona 1+j +j2 =0.
9.3 ¢) Onajfel%r:cos(%r)Jrlsm(%r):f%Jri?.
............................................. 147”14”7%7127,2
9.3 f) On peut observer que j° =€'3 =¢€'3 =e 3:Jet|1—3| = 3. Ainsi, on a
1+j) +)pQa-j°) Lo py=iY3
1-j @a-j)@-j 3 3

9.4 d) L’idée est d’exploiter pleinement les égalités o® =1 et a* +a®* +a® +a+1=0.
e Ainsi, pour commencer, on a
o’ +a+1=—(a"+0a?), & +a+1=—(a'+a?% et o +a+1=—(a+a?)
Donc, on a
@+a+1)(a®+a+)(a*+a+1)= —(Oc4 +a3) <a4 +a2) (a3 +a2).
e Comme on a de plus
ot +a® =P (a+1), ot 4+ =’ +1) et o® +a’ =a’(a+1),
on obtient
@®+a+1)@®+a+D'+a+1)=—-a"(a+1)*(a*+1)
= —a’(a+1)*(*+1) (car @ =1)
= —afla+1)(@*+1) xala+1)
e Or,on a a(a+1)(a® + 1) = —1 d’aprés la question précédente. Donc,
@®+a+1)(+a+1)(a*+a+1)=ala+1).

e Puis,ona (@’ +a+1)(a® +a+ 1) +a+1)(@®+1)=ala+1)(a®+1) = —1.
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9.5 ¢) L’idée est d’exploiter pleinement les égalités B =1et B +8° +8* +8°+82°+8+1=0.

e On a
(1+8)1+8Y1+8% =1+p)1+8'+8°+ )
N~

—p3
=148 +8°+8)+ (82 +8°+ B +8°)
g
=1+B8+5°+8°+8"+8°+°+8° = 8°.
=0
e De méme, apres développement et simplification, on a
BA+AYA+B) =1+8+5"+5,
B+ + %) =B+ + 5+ 5
ot AL+ B)A+BY) =1+ +5+ 5.
e Donc, on a
B B8 [ B _BA+BHA+B)+B(A+8)(1+8%+8(A+8%)(1+8Y
1+p52 1+p4 1448 (14 p2)(1+ p4)(1+ %)
(14848 +8) + (BB + B+ 8Y) + (1487 +5°+8)
= 55
.y 1+8+8°+8°+8 +8° -8 _
- 56 - 56 - :
9.6 a) Commew17életwk=(w1),onawo—l—w1—|—~~~+wn_1:17(&)1)” 1_81%_
1—(:.21 1—w1
9.6 b) Onsait que 1+2+3+---+(n—1) = w Ainsi, on trouve

j2m — i _ i —1 _
Wo X W1 X o X g = el o (14243+--+(n—1)) _ el‘/r(n 1) — (em-)’ﬂ _ (71)71, 1.

9.7 ¢) On doit résoudre le systeme -y =3 , qui est équivalent au systéme 22 =4

Il y a donc deux couples de solutions (z,y) = (2,1) et (x,y) = (—2,—1). Ainsi, les racines carrées de 3 + 4i sont
2+iet -2 -1

20y =4

z? - y2 =3
troisiéme équation (provenant de l’égalité des modules). Cela permet de déterminer les carrés de x et y facilement.
On a donc = et y au signe prés. On utilise alors la premiére équation pour trouver le signe de xy.

En réalité le systéme d résoudre est . Mais il est plus aisé de considérer le systéme équivalent avec la

V3
2 °
racines cubiques de 8 sont 2 x 1 =2, 2j = —1 + iv3et 2] = —1 —iV3.

2w 1 -
9.9 a) Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = €' T = -3 +i t j2 = j. Par ailleurs, 2% = 8. Ainsi, les
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V3 1.,

Lo c37\ 3
9.9 ¢) Ona2(1+1i) = VoS (1 +i— ) V2ot = 2T = ( 2e‘37) = (=1 +1)*. Ainsi, les racines

V2 V2
1-V3 . 1+V3 1+v3 1-v3

cubiques de 8 sont (—1+1i) x 1 =—-1+1, (-1+41i)j= 5 5 t (—1+1)j = 3 3
s . o\ j2zk 5. . j2mk j 7 (544k)
9.10 a) L’ensemble des racines 5-iémes de 1 est <€ 5 ;k € {0,1,.. .,4}}. Comme i” =ietie > =e 10 |
7w (544k)
I’ensemble des racines 5-iémes de i est {e‘ o ke{01,... ,4}}.
3 1 e _im\5 . 27k cm(12k—1)
9.10 b) Comme g - 15 =e 6 = (e 130) et e T E = o a0 , ensemble des racines 5-iémes de
1 ~ 12k 1)
ﬁ —i= est {e‘ ik e {0,1, ,4}}
2 2
. iz 10/5 i2=\5 i j2zk jr(d+8k)
9.10 ¢) Comme 14+i=12e'7 = ( 2e 20) et €20e'"5 =¢'" 20 | Densemble des racines 5-iémes de 141 est
Aw(1+
{ V2e ke{0,1,. 4}},
9.11 On commence par calculer une racine carrée de —119 + 120i. On trouve alors 5 + 12i (ou —5 — 12i).

Puis, on calcule une racine carrée de 5+ 12i. On trouve 3 + 2i (ou son opposé), qui est alors une racine 4-iéme de
—119 + 120i.

Comme les racines 4-iemes de 1 sont 1, —1, 7 et —i, les racines 4-iémes de —119 + 120i sont donc

X (342() =3+2i, ix((3+2)=-2+3i, —1x(3+2)=-3-2 et  —ix (3+2i)=2—30

9.12 b) En utilisant wi=letl+w+w +uw+w!+w’ +w® =0, on trouve AB = 2.

9.12¢) Ona(X—-A)(X—-B)=X’>—(A+B)X+AB,doncona (X —A)(X —B) =X+ X +2.

Ainsi, A et B sont les solutions de ’équation, d’inconnue z, 2 +z+2=0. Or, les solutions de cette équation sont,
—-1+iV7 ot —1—iV7
3 .

apres calcul, 3

Comme la partie imaginaire de A est positive, on a donc A = —

4
1
9.13 a) Observons que z vérifie (Zil) = 1 si, et seulement si, s 1 est une racine 4-iéme de 1. C’est-a-dire :

1 1
si, et seulement si, il vaut 1, —1, i ou —i. Or I’équation z 7 = 1 n’a pas de solution (car elle équivaut a
z— z—
1 1 1
* 1= -1, s 1= iet 2 + 1= —1i ont chacune une unique solution, a savoir 0, —i et i
— ”— . —

, . z
—1 =1). Les équations
z
respectivement.

Ce sont les solutions de notre équation initiale.
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—2\4
9.13b) On commence par observer que les équations (z — 2)* = (z — 3i)* et (273) = 1 sont équivalentes
z— 3i
entre elles puisque 3i n’est pas solution de la premitre (car (3i —2)* # 0 = (3i — 3i)*). On procéde alors comme
. L . . . z— z—2 . z—=2 . z—2
dans la question précédente en résolvant chacune des équations - = —1, - =1, - =—iet - =1
55 3 zfi’)l 1 z—3i z —3i z—3i
(qui, elle, n’a pas de solution). On trouve alors 3 + 51, 1+ 51 et —5 + §i comme solution de I’équation initiale.
9.14 Comme 1 n’est pas solution de I'équation (z +2)% —17(z+2)*(z —1)* +16(z — 1)® = 0, celle-ci équivaut

z—1 z—1

(2 ) () -

Les racines 4-iemes de 16 sont 2, —2, 2i et —2i. Et les racines 4-iémes de 1 sont 1, —1, i et —i.

N 22\ 242\ ) . ,
a I’équation ( ) —17( ) +16=0.0r X°—17X +16 = (X —16)(X —1). Il s’agit donc de résoudre

2
L’équation s 1= 1 n’a pas de solution.
- —
2 1
L’équation i 1= —1 a pour unique solution —5
- —
) . z+2 . . 1 3,
L’équation =i a pour unique solution —= — —i.
z—1 2 2
)z . z+2 . . . 1 .
L’équation = —i a pour unique solution —= + —i.
z—1 2 2
) . z2+2 . .
L’équation 1= 2 a pour unique solution 4.
- —
2
L’équation i 1= —2 a pour unique solution 0.
- —
2 2 6
L’équation Zt 1= 2i a pour unique solution 5 5i.
y —
2
L’équation 2t 1= —2i a pour unique solution 5 + gi.
- —
1 2 6.2 6 1 3 1 3
I'ensemble des solutions de l'équation initiale est d {—7,0,4, 2082 5 1 3 1 4}
ensemble des solutions de l’équation initiale est donc 5 5—|—51 5 51 5 21 2—|—21
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. 0 . A
Réponses
10.1 2) 3 10.5C) oo, 495 10.9d) coovineeee
da) . 1
10.5 d) .................. 495 10.10 a) __________________
6
10.1b) e ~3F 10.6a) oo, n®—n|  10.10b)..................
10.6b) ..o 5 — 3\"
10.1C) i 2 : S 10100) <2>
35 10.6C) ..., n—1
1 1010 d) ... 2"
101 d) .................. _6 10.6 d) ............... 22 ) -
n?—1 10.11a) oo [0]
1
10.2a)........... ~amn T 10.7a) e 10.11Db) ..o @
10.7b) oo N
4 10.11¢) ... <)
_ —1
10.2b)..... t)n—1)| 107¢).iieiiin.. nin—1) 2
2
S Sr— 1011 d) ..o 256
n”+2n— n(n—1)(n —2)
10.2¢)....... et +3) 10.7d)...... : 10.12a) oo [0]
10.12b) oo [0]
8 —1)(n—2
10.2d)..... STyl R UR SO RN n(n 6)(” ) ~D
10.12 C) .............. <2>
10.38). oo 0T 8y n(n—1)
10.3b). oo o 2 10.12.d) oo (-2)"
10.3 )i ) e 10.138) .oovnnn... (a+1)"
10.7h) .o 1
10.3 d) ..................... 5 5 10.13 b) .............. (Qb)n
10.3€) i 10.84).... [« 1 32° + 30 4 1] —
24 — 823 + 2422 10.13 C) .......... ( + 1)
10.3f) oo 10.8 b)..... 16 0
103 8) e,
&) @ 10.8 <) 25+ 152% + 9023 10.13d) ........ .. (ab+b)"
10.3 h) ..................... : 427022 + 4052 + 243 10.14 @
10.38) oo : = oo
10.42) a® =327 + o 10.158). . ...o.eenn
[ 1
10.8 d)..... 5.3, 152
10.4b) oo 720 ) 2", "6 1015 D) v
—at o o1
10.4 C) .................. 450 16 64 10.15 C) ...... Zi gn—l
10.9 a)
104d). .o 2 oy
U7 10.0b) 10.16 8)......... n(l+az)""
10.58) oo, 120 = -
3 n\ &
10.5D) oo 120]  10.9¢).....i <2> 10.16 b).......... > (k>x
k=0
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— N(N +1
k=0 10.17d).......... ( 2+ ) 10.17g) oo @
10.16d) ...ooonnnnnn. 2n! N+1
) = +1 10.17h)........... (kJrl)
1017 8) oo 10.17 e) S(kVN)Jr( i ) *
10.17b) oo
Corrigés
3x2x1 H5x4x3 1 1 3
10:1a) Ona o oxoxd 472 1
4x3x2 6x5x4 2 4 14 20 -6
10LD) Ona g 3 " Tx6x5 5 7 3 33
4x3x2x1 6x5x4x%x3 1 3 7 15 22
101 ¢) Ona o x3x2  Tx6xbxd 5 7 35 35 35
5x4x3x2 Tx6xb5x4 1 1 2 3 1
101 d) Ona G 5 xax3 8x7x6x5 3 2 6 6 6
1 n—1 n -1
10.28) Ona = oy =0 =0 "m0 (=D
10.2b) Ona
n—1  n+l1 (n—1)2 3 (n+1)2 (n=1)—+D)((n-1)+(n+1))
nn+1) nn-1) nnr+1)n-1) nn+1)(n-1) n(n+1)(n—1)
. —2x2m —4
T an+1)(n-1) (+Dn-1)
10.2¢) Ona
n(n—l)(n—2)+ n+2)(n+1)n  n—2 n _ (n—2)(n+3) n(n+1)
m+Dnrn-1  @®+3)n+2)n+1) n+l n+3 ®@+1)"0+3) n+1)(n+3)
_n2+3n72n76+n2+n_ 2n% +2n — 6
(n+1)(n+3) C (n+1)(n+3)
10.2d) Ona
(ntnn—-1)n-2)  m+3)(n+2)n+HYn  n-2 =n
n+2)n+Dnn—-1) nw+4)n+3)n+2)(n+1) n+2 n+4
:(n—2)(n+4)_ n(n + 2)
(T 2)n+d)  m+2)n+d)
_n2+4n—2n—8—n2—2n_ -8
N (n+2)(n+4) C (n+2)(n+4)°
4 4x3
10.3 g) Ona<2>— o1 =6
5! 5x4x3!
10.4a) On 30 3 =20
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00 1 !
10.4 b) Ona%:%'g”:mo.

10.5 ) Ona<10)—10><9:8—10><3><4—120.

10.5¢) Ona (12)_12X11X1()X9_11x5x9_495.

4 4x3x2x1
s (%) - (%) (%) -
R
o

(n+1)! (n+ 1)n!
10.6d) Ona
(n—1)! N (n—2)! (n-1) (n+1)(n—2)! _(n— DI+ (n+1)(n—2)!
(n+1)! nl " (n41)! (n+1) xn (n+1)!

(n—2)(n—14n+1) 2n 2

T n+)xnxm-1)xnm-2)!" (n+D)xnxn-1 nZ-1
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7
k

0

k

10.9¢) Ona Z

(1+2)" =3

B+ 1" =4"

) x 3"k 1F

n
k=0

) -

7
k=0

n
k=0

n
k

10.12¢) Ona
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k k
k=0 k=0
—~ (n “k —~ (n 1 n—k 1 "
10.13 ) o<k) ‘Zk_o@(a) = (L)

n+1 n+1(n\ (n+1)! n+1 n! _
1014 Ona<k+1) k+1<k>_(k+ann+1w+1»! Al B (k)

k pair k impair
........................ s
n k n k n k n n
10.1 -1 = -1 -1 = - =P-1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
k pair k impair k pair k impair
10.15 c) Pour commencer, remarquons, d’aprés la formule de Newton, que
n n
ny n\.k n—k __ n __ on
S (1) =2 (1) =2
k=0 k=0
n k _ n _1\k n—k _ ¢ n __
et Z(k>(—1) _Z<k>( DF x 1" = (=14 1)" =0.
k=0 k=0
. \ P+I=2" - .
Les sommes P et Z sont donc les solutions du systeme : P_T—0 . Or, on a les équivalences suivantes :

z=2" 2P =2"
{P+ — {73 = P=I=2"""

P-T=0 P=1

D’ou le résultat.

10.16 ¢) Pour z € R, on a donc f'(z) = Z (Z) ka* ™t = Z (Z) ka* .

k=1

k
k=1
n(l+1)""" = Z <Z>k x 181 = Z (Z) k1*~1. Dot la formule : Zk(g) =n2" "
k=1 k=0 k=0
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10.17 a) On a S(N,N) = Z (;)
=N

N N
10.17 b) OnaS(O,N):Z(g) =Y 1=N+1,

n=0

Il
—
Z =
N

Il

n

N -1 N -1

10.17 c) OnaS(N—l,N)_<N_1) < N )_N+1
B _(N-2 N -2 N -2\ 3 N(N—-1) N(N+1)
10.17 d) On a S(N 2,N)—<N_2>+<N_1)+< N )—1+N 1+ 5 5
.......................................... - +NN+1N+1
n n

10.17¢) OnaS(k,N+1)= k<k>§;<k)+< . )S(k,N)+< . >
10.17 g) On a

T(k,N +1)—T(k,N) = (S(k,N+1)— (],::12)) - (S(’“’N)_ (i:f))

= (s(k,N+1)—S(k,N)) - ((Z:f) - (Zif))

_(N+1 o (N+2) (N+1\_ (N+1
OnaS(k:,N—f—l)—S(k,N)—( & ).Mals,dapreslaformuledePascal.(k+1> <k+1>_( k )

Donc,

10.17 h) La suite (T(k, N))Ngk est constante, d’aprés ce qui précéde. Or, on a

Tk, k) = (Z) - (Zii) —0.

n

N
Donc, on a T(k, N) =0, pour N > k. Donc, on a S(k, N) = Z( ) _ <N+1).

n==k
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Fidl s 1T Calcul el Tl

Réponses
11.1a).......... 1 -3 11.11Db)........
11.1b) 0] 11.5a)....... <12 11.6f)..... ~12 :
........... 1 11.12 a) (9’ _>
11.1¢).nenn... 11.5 1) (_9 2
..... 10 )
11.1d)... 11.7a)........ (4) 1112 D) ... |(=2,3)
11.2a)........ (2,3) 11.5¢)....... (_28> ! 11.12 ¢) (%4, %;’)
11.2b).... [(—4,-3) . ) g —
11.7b) .......
11.2¢)........ (3,2) 15d). e (8) 8 11.12d) (14’ 7)
11.2d)..... (1,2,0) 4 3 1113 ............
11.5¢)..... (_12 117 0) 6
"""" 11.14 . [2"x (1 -6 12)
11.3a).......... (a) 9
-10
11.3D). oo ®) 11.5f)...... (_22> 11.7 d) 1 2 3) 11.15a)....... (12)
-1
11.3¢).eennn.. (a) -3 11.7e€)... [ (4 5 6) 11.15Db)........ 10
11.6a)...... -1
11.3d).......... O 7 11.76)... | (7 8 9) | 1
11.16 a) ......
11.3¢).......... () —6 11.84a)...... (—1,1) 3
11.6 b)..... -13
11.3f).......... ) 18 11.8b)....... 2.2) —2
. 9 11.16 b).... | | 1
-9 11.9 a) ( , ) 4
11.4a).......... ®) 1160)..... (14) 373
25 2
11.4b).......... _
) ® 11.9 b) (22-\/5) 11.16 ¢)..... ~1
11.4¢).oonnn.... (a) 1.64d). .. ) 10w
11.4.4) ® 4 TR 1116 d)..........
""""" 11.10b) ........ [-2] 5
—7
11.4e).......... (a) 11.60¢)..... 15 1111 8) V2 11.16¢) ... (11)
19 Al A). .. 2 14
11.4f) ..o, ()
Corrigés
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11.1d) Ona P(—V2) = (-2’ +3 x (—vV2)? =4 x (—V2) + 12 =2V2+ 6+ 4V2 + 12 = 6v2 + 18.

11.2 a) On résout le systéme en faisant des combinaisons linéaires entre les lignes. On a les équivalences suivantes :

20—y =1 5x =10 T - y =
= = =
3z+y=9 3r+y=9 y+6=9 T =2.

11.2 b) Onrésout le systéme en faisant des combinaisons linéaires entre les lignes. On a les équivalences suivantes :

—3z+2y==6 —12z 4+ 8y=24 - Ty=21 Y =-3 y=-3
— — — <~
4 — by = —1 120 — 15y = —3 122 — 15y = -3 12z +45=-3 x = —4.

—z+dy=a +3y—2 —2rx+4+2y=-2 —x =-3 T =3 T =3
— <~ — —
3r— y=2z+y —1 r—2y=-1 T—2y=-1 —2y+3=-1 y=2.

—4dr+ y+3z= -2 x —iy—%z:% x—i —%Z:% T — iy—%z:%
S50 —2y+ z=1 <= (Srx—2y+ =z =1 <~ —%y—!—%z:—% = —%y—!—ljgz:—g
3x+ y+52=5 3r+ y+52 =5 Ty+2=1 8,=0

SEESTES I N (R

— —3y=-3% — Y =2 < Y =

z =0 2 = ” =

11.3 a) Dans chacun des cas, le produit est possible si le nombre de lignes de la matrice B est égal au nombre
de colonnes de la matrice A, c’est-a-dire trois. Ici B a trois lignes donc le produit peut étre effectué et le résultat
est une matrice de dimension 2 x 1.

On procede de la méme maniére pour les questions suivantes.

_(1xmsx2 (1
11.5a) Ona AB= <_2 x (—5) + 1 x 2) B <12)’

_(1x343x(—=4)\ _ [ -9
11.5b) Ona AC = <2 x3+1x (4)> B (10).

11.5¢) OnaA(B+C)=AB+AC = (112) - (—_190) B (1;2:%) B (_28)

On procéde de la méme maniére pour les questions suivantes.

11.7 a) On effectue dans chacun des cas le produit matriciel et on remarque que le résultat est égal & I'une des
lignes ou colonnes de P.
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0 1 Oxa+1xp B B 1
11.8 a) Ona(l 1) X (a) :<1><04+1><ﬂ> = (a—i—,@).Onobtientl’égalité (a—f—ﬁ) = <O)
-1 0 B —1xa+0xp -« - 1

En identifiant les coeflicients en premiére et troisieme lignes des deux matrices, on en déduit que (o, 8) = (—1,1).
On vérifie enfin que les coefficients en deuxieme ligne sont égaux : a + 8 = 0.

11.8b) On a (a ﬁ) X (_11 2) = (1><o¢+(—1)><ﬁ 04><3+B><4) = (oe—ﬁ 304—1—45). On obtient

I'égalité (a - B 3a+ 46) = (O 14). En identifiant les coefficients en premiere colonne, on en déduit que o = 3.
Ainsi, 3o+ 48 = Ta donc a = 7 en identifiant les coefficients en deuxiéme colonne. Enfin, (a, 3) = (2, 2).

2 -1 a)  (2xa+(-1)xpB\ _ [(2a-p . R -
11.9a) Ona (1 _2> X < ) = <1 xat(=2)x8) = . Puis, on procéde comme précédemment.

-1

2
11.10 a) Ona AB = (a - 1). De I’égalité AB = = 0 , on déduit que o> —1=0et 1+ a =0. La

1+« 1+« 0
deuxiéme équation nous donne o = —1 et on vérifie qu’il s’agit d’une solution de la premiére équation.

200+ 4

11.10 b) On a AB = (8 o

). De D'égalité AB = (2‘" + 4) - <O>, on déduit que 20 +4 = 0 et 8 + 4a.

Ces deux équations sont équivalentes et leur résolution nous donne o = —2.

20% — 1 0 20> —1=0,
11.11a) Ona AB=| 2 . Comme AB = , on trouve le systéme d’équations 2
—2a 0 — —2a=0
V2 V2

La deuxiéme équation donne o = 5 et on vérifie que cette valeur est bien solution de la premieére.

o +202a+2)\ [’ +4a+4
—a+2a+2 ) a+2

11.11 b) Ona AB = < ) Puis, on raisonne comme précédemment.

11.12a) Ona AB = (gi;;) Comme AB = B, en identifiant les coefficients en premiere ligne, on cherche «
tel que —a+ 8 = —1, d’ou @ = 9. Avec la deuxiéme ligne, on cherche § tel que 26+ 3 =2, d'ou = _71
—2a — 243 . . . s
11.12b) On a AB = 2%+8 | Comme AB = B, en raisonnant ligne par ligne, on cherche & résoudre le
. L —20—-28=-2 . s L " . —-8=-3
systeme d’équations . En ajoutant la deuxiéme ligne a la premiere, on obtient
2+ =-1 2a0+ = -1

puis, en résolvant la premiere équation et en substituant le résultat dans la deuxieme, on obtient &« = —2 et g = 3.

11.12 ¢) On procede de la méme maniére qu’a 'exercice précédent. Le produit matriciel est AB = (1—2%a+—1%>.
4 -5

L’identification des coefficients nous donne o = % et B = SR
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11.12 d) Le produit matriciel est AB = (260;+_26’3>. L’identification des coefficients nous rameéne a résoudre le

2+ 20 =1 1
p . Sa résolution nous donne o = S et ==

6a— B =2 14 7

systéme d’équations {

11.13 Le produit matriciel est AB = (_50; ;52). L’identification des coefficients nous ramene a résoudre le

2
—o —a=-12

2 g 6 En additionnant les deux lignes du systéme, on obtient ’équation —6a =
o —ba=—

—18 d’ot @ = 3. On vérifie que 3 est bien solution du systeme.

systeme d’équations

2n—2 _zn—l 2n
(4 -2 1)x|2rt  2n 2t
2n _2n+l 2n+2
=(4x2"?—2x 2" 41 x 2" —Ax 2" o2 x 2" -1 x 2" 4 x 2" 42 x 2" 41 x 22
— (2n _ 2'n + 2n _2n+1 _ 2n+1 _ 2'n+1 2n+2 + 2n+2 + 2n+2)
= (2" —3x2" 3x 2" =2"x (1 -6 12)

1 -1 2 a a
11.15b) Ona (a o 1)x <1 1 3) X (a) =(2 3 Ba+1)x <a> = (10a + 1). La résolution de
2 3 1 1

I’équation 10 + 1 = 0 nous donne finalement o = —

E.

I1x1—-2x0+2x%x0 1
11.16 a) OnaCi=Ax E;1=[5x14+1x0—-1x0|=1(5].
3X1+4x04+2x0 3

On remarque (et ce n’est pas un hasard) que A X E; est la premiére colonne de A.

On effectue les calculs de la méme maniére pour les deux questions suivantes.

-2 —6 2a -8+ 2«
11.16 d) D’apres les questions précédentes, on a: —2C1+3C2+aCs = -10|+| 3 |+ —-a | =| -T—a |.

—6 12
En identifiant les coefficients, on en déduit que a = 4.

(%
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Fidl 512 Calcl el T

Réponses
12.1 a) 19 51 16 0010 0
da)o G 55 3 000 10
12.5a).........
- 3 3 12.9a).. [[0 0 0 0 1
12.1b) [ 2 8 0000 O
6 00000
7 _ 8
12.1 C) .................... E 12.5b) """"" 28 3 0O 0 0 1 0
T 0000 1
12.2 8) —2%+22+46 2 8 12.9b). 00000
2a)....... —(a:+1)(:c+2) - 0000 0
12.6a).............. 00000
12.2 b) vtz -
2b) poora ~ 00 0 01
] 126D). (_1 2) 0000 0
12.2¢) 0. _Lot 12.9¢).. [|0 0 0 0 ©
2¢(1 — x) — 00000
126 ¢).....vnn... B 00000
27 1 -2
12.38) .00 T
0 0 0 00 0O
11 12.6d)............ (0 O) 0 0 0 0O
12.3 b) ................... § 12.9 d) . 0 0 0 O 0
9 3 0 0 0 0O
1248). .. (g —56> 12.72) .o <4 6) 00000
1 n
72 48
124 1 0 L 1210 oo (0 1)
TER 6 10 12.7Dh)......
_a8 32 1 0
3 5 5 5 12.11&) ............. (0 1)
12.4¢)....... 22 g 5 1 6 :
2 12.8a) ...... 4 3 5 -1
3 2 20 17 17 12.11b)... [R=| %
-~ -3
9 8 16 2
12.8b)......... 7 1 11
8 3 15
Corrigés
12.2c) Ona
1-2z z+4+4 (1-20)(1-2) (z+4)22 (1-22)(1-z)—2z(x+4)
2x l—z 2z(1—2x) (1—-2)2z 2z(1 — x)
l—z—20+422"-22" -8z —1llz+1
N 2z(1 — ) C2z(1—x)’
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12.3 a) On a les équivalences suivantes :

1 5 2z 1 5 27
1= 3 <~ 12-?—&—12~1_12~5 < 8r+3=30 < 8x =27 <— x_g.

12.3 b) On a les équivalences suivantes :

3 4 15 15 11
= - <= 15 =4(2 1) &< — =2 l <= 22=— -1 << 20 = — <+ =
2%+1 5 (2z+1) T Ty T v

ol

1 -1 2 1 2 3 1-24+46 2-34+2 3-1+4 5 1 6
12.8a) OnaAxB=[(1 0 1 2 3 1)=1+0+3 2+0+1 3+0+2| =14 3 5 |.
1 24+6+12 4+9+4 6+3+8

1 2 3 1 -1 2 1+24+6 —-14049 2+2412 9 8 16
12.8b) OnaBxA=1[2 3 1 1 0 1)=12+3+2 —-2+0+3 4+3+4 | =7 1 11]).
1 3+1+4 -34+0+6 6+1+8 3

- (1 1\/1 1\ (1 2 s » (1 1\[1 2
a0 onew—aca= (D))= (3 Naroanr-( (2
4 3 _ 1 1 1 3 _ 1 4 . n __ 1 n *
AT=Ax A” = <O 1> (0 1> = (0 1>.On conjecture que A" = (0 1> pour n € N™.

Ceci peut se démontrer par récurrence.

1
12.11 a) La matrice identité ( O) est une matrice possible pour N. Vérifions s’il existe ou non d’autres

0 1
. . _fa b a b\ 1 2\ (1 2
solutions. Sth(C d).Ona<c d) <3 4>(3 4>.
a+3b=1 a+3b=1 a=1 a=1
L. 2a+4b=2 26=0 b=0 b=
Donc, on a les équivalences : = = =
c+3d=3 c+3d=3 c+3d=3 c=0
2c+4d =14 2c+4d =14 2d =2 d=1
o 1 0 . .
Ainsi N = <O 1> est la seule solution possible.
. _fa . 0 a b\ 2a 2b (1 2
12.11 b) Soit R( d) telle que K x R=J. On a, <1 _1) (C d)(a—c b—d) <3 4>
1 _1
2a =1 a=§ a—2 1 )
2b=2 — b=1
Donc, on a les équivalences = b=1 = 5 . Ainsi R = 2
a—c=3 c=a—3 =-3 5 -3
—d= 2
b-—d=4 d=b—4 d= 3
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Fidl s 13 Main . e

Réponses
131 a) e -DE+ D] e DY e Lac
2
13.1D) i 2(z—2)(z - 3)| —
2 2 3
13.1 C) ........................ ’(I’— 11)(1‘"‘11)‘ 13.8 C) ...................... —73 —75 %
13.0d) e (@ - D@+ D +9)] 3 7 3
13.10) oo, (& +2)(x — 2)(2* +9)] + 3 3
139a). ... : I #
13.16) o [(z - D@ +1)(22 +5)] i1 9
3 3 3
183.28) i 1+V3 T 1 1
2 2 2
13.9b) ..o = F Ft
13.2D) o 3V5+5 ) S
4 2 2 3
183 8) vttt VIA+2|  18.10a) i
13.3 D) coeeeeine ’1+\/§+\/§+\/€‘ 13.10 D) e non
3 0 dr — 2y + =2
13.48) 0o (0 1) 13.11a). ..o, 20—y + 22
2 —xr+2y+2z
13.4Db) oo <(1) _11> 12
13.11b) oo 3| 2
—1
13.4C) i <_34 _21>
—2
1 13.11C) oo -3
0 3 2
18.5 o 1 a)
c be 1 1
13.11d) .. 32
(2 0 —4 0
13.6a) ..o, g0 3 0
0 0 12 (2 21
1311 €)oo, 32 -3 2
-1 0 2 -1 2 0
13.6 D). _% _% 3 3 _3
1
0 0 1 13.12 .. 3 -1 1 0
-1 -2 3
187 Non
1313 a). SN
1.8 8) oo 21, a) (@ +b7)L
1
13.13Db) oo —
a? + b2Q
128 Réponses et corrigés



13.14 ( cos(0) Sin(9)> 13.15d) ..o

—sin(f) cos(f)

1315 8) oo 21, 2
1316 8) .o
1315 D) oot 1Q ) ®
2
13.16 b) .. ©)
-1 0 0
13.15C) v 0 30 1 ) O (o)
0 0 1
Corrigés

13.1 d) Le premier terme se factorise par #?, ce qui donne z° 4 922 = xz(x +9), puis (z 4+ 9) devient un facteur
commun de ’expression de départ.

13.1 f) L’expression 2z° 4 5z° peut s’écrire sous la forme (2z + 5)z° et (2¢ + 5) devient un facteur commun de
I’expression de départ.

13.3 b) On multiplie numérateur et dénominateur par (14 v/2)(1 4 v/3).

-1

1
13.4 b) On utilise la formule ( Z) wd— e (dc ab> quand ad — bc # 0.
13.5 Pour commencer, remarquons que b # 0 et ¢ # 0 car bc # 0.

Dans cet exercice, n’utilisons pas la formule mentionnée ci-dessus, mais utilisons plutot la technique des coefficients

! /
indéterminés. Posons A = <Z (c]) et B = <a

bod
aa' + cb’ ac'—l—cd/) _ (1 0

) puis résolvons AB = I> d’inconnues les coefficients de B.

) . . .
L’équation AB = I devient ( o'b be' 01

>, ce qui donne un systéme de quatre équations par

identification des coefficients. On obtient ' =0, ¢ = =, b’ ' = ~ et d = — —.
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13.6 a) Pour cette question, présentons deux techniques possibles pour calculer I'inverse d’une matrice.

Premiére méthode. o b

d e
g h

C

f

i

C’est la technique des coefficients indéterminés. On pose A et B =

o N O
N= O =

L’égalité AB = I3 est équivalente au systeme

3a+g

3b+h

3c+1
2d
2e

_H O O oOoOrRrOoOOoOoO - ocow

On ne le fait pas ici, mais on retrouve ensuite chacun des coefficients de B, en partant de la derniére ligne du

1 —2

a 0 a

3 3
systéme et en remontant. On trouverait B = <O % 0 )

0 0 2

Deuxiéme méthode.
Une deuxiéme méthode possible, plus subtile, est de résoudre un systéme & trois inconnues. L’idée de base est de
partir de I’équivalence suivante quand la matrice A est inversible :

T a g a
(E1) : A X yl=1[0b = (EQ) Yy | = A_l X |b
z C z C

Puis, on résout I’équation (E1). Pour commencer, on réécrit (F1) sous la forme d’un systéme, de la fagon suivante :

T a 3 0 1 T a 3z +z =a
Ax |yl =|b] < (0 2 0] x|y|=(b] = 2y = b
z c 0 0 1 z c

1 1, _

2 EZ = C.

On résout ce dernier systéme d’inconnues z, y et z en fonction des parameétres a, b, c. Aprés simplification dans les
7 b b

deux dernieres équations, on obtient les solutions

z = 3(a—20) x 3(a —2¢)
y= éb , ce qu’on écrit y | = %b .
z = 2¢, 2 2¢
+(a—2c) 10 2 a
On arrive au coeur de la méthode, qui consiste & remarquer que %b =10 % 0 | x|b]. Ainsi, on a
2c 0O 0 2 c
T a x é 0 _72 a
Ax|y]=1(b] = |y|=[0 % 0 ]x|0b].
z c z 0 0 2 c
Comme on a aussi
T a a
Ax |yl =1b] = =A% (b,
z c c

on en déduit que

Bilan.
En pratique, on préférera la deuxieme méthode a la premiere. Une troisieme méthode est exposée plus loin.
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3 2 1 a b ¢

13.7 Posons A = (O 0 4) et B = <d e f) Supposer AB = I3 implique que 4i = 0 et 5i = 1, ce qui
0 0 5 g h 1

n’est pas possible, donc A n’est pas inversible.

4 3 -3
13.8 a) On obtient A® = (—3 -2 3 ) dott A% — A =213
-3 -3 4

13.10 a) Pour calculer A%, commencons par calculer A puis multiplions le résultat obtenu par A.

0 -1 1
On obtient A= (1 2 1], puis 4% = A.
1 1 0

13.10 b) Si A était inversible, alors on aurait AP x AT = AT x Ax AT = A% x I3 = A2 et Ax A7 = I5.

Or, on a calculé précédemment A% et trouvé A*> = A. Donc on obtient A® = I3. Or, par calcul direct on peut vérifier
que A? # I3. On en conclut que A est non inversible.

1 dr —2y+ =z 1
13.11 b) L’équation AX = [ 0] est équivalente a 20 —y + 2z = | 0], ce qui, par identification des
0 —r 4+ 2y + 2z 0

coefficients, est équivalent au systeme

de—2y+ z=1

20— y+22=0

—x+2y+22=0.
Pour résoudre ce systéme, on peut isoler y dans la deuxiéme équation et substituer y dans les deux autres. La fin
de la résolution se fait ensuite aisément.

13.11 e) Nous avons résolu aux questions précédentes trois équations dont les membres de droite sont chacune

des trois colonnes de la matrice identité :
1 2 1 1 -2 0 1 1 0
A X g 2 = 0 5 A X g _3 = 1 5 A X g 2 - O 5
-1 0 2 0 0 1

En juxtaposant les 3 solutions obtenues aux questions précédentes, on obtient une matrice B =

Wl =

2 -2 1
2 -3 2.
-1 2 0
On vérifie alors, par produit matriciel, que AB = I3.

Remarque.

Cette méthode fonctionne de maniere générale. Il s’agit donc d’une troisieme méthode du calcul de I'inverse.
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13.12 Pour résoudre le systéme, on peut isoler x dans la premieére équation puis le remplacer dans les deux
autres. On obtient

r = at+y—=z
at+y—z+2y+z = Db
at+y—z4+y+2z = c

Apres simplification dans les deux derniéres équations, on obtient un systéme équivalent :

r = aty—=z
y = 30-0
z = c—a—2y

On remplace y par sa valeur dans la derniére équation pour obtenir z puis on remplace y et z dans la premiére pour
obtenir x :

r = a+b—c
y = z(-a+b)
z 3(—a —2b+ 3c).
T a x a 1 3 3 -3
Or, si A inversible,ona Ax [y | =[b ] < |y | = A7 x| b ]. On en déduit que A7t = 3 -1 1 0
z c z c -1 -2 3
1
13.13 b) Ona PQ = (a2 + b2)12, Si (a,b) # (0,0) alors (a2 —+ b2) # 0, d’ott P est inversible et Pt = T bQQ.

13.15 d) On pourrait effectuer une démonstration par récurrence. L’hérédité utilise le fait que

pp"P ' x ppp~t = pprtipTt

(-1)" 0 0
13.15 ¢) La matrice D étant diagonale, sa puissance se calcule aisément : on a D" = 0 3" 0
0 0 1

13.16 a) Voici une explication informelle. Dans une multiplication de deux matrices, on associe les lignes de

la premiere aux colonnes de la seconde. Pour conserver le méme résultat, une transformation sur les lignes de la
premiere doit étre associée & une transformation sur les colonnes de la seconde.

Ici, I’échange sur les lignes d’une matrice entraine le méme échange sur les colonnes de son inverse.

13.16 b) Pour compenser une multiplication par 2, on multiplie par % L’action effectuée sur une ligne de la

matrice aura son action compensatrice sur la colonne correspondante de I'inverse.
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IF'iche n° 14. Congruences

Réponses
14.1a) .o 14.4b). 14.8¢)..vnnnnn. 14.12¢) .oonenn (6]
14.1b) ........... 14.4 ¢).. |4 modulo 7 14.9a)............ 14.12d)..........
3] )
14.2a) .......... 14.4 d) 14.9b).... 14.12¢) ... .....
14.2Db)......... 74|  145a). 14.108) .......... 14.13 ...
14.2¢).......... 33| 14.5b). 14.10b).. [z =4 [5)] AT
wza.. [Co®| 1489 la) . L5 o Lo}
14.6 2) ra11b)... [26 14.16 ............ [0]
14.2¢)...... (—3)°¢ ' 14.17a) ..., 6]
1461) e
14.26) ... LAT ) S 8 : R =
. e =
4.3 Ll arwy 14.18a) ..........
3 14.84) 14.12a) .......... [9] 1418D)... =0
4a). [1 o 2 4.12Db) ... —
144 2) 14.8b) ...oo.... 1412 b) 9]

Corrigés

14.1 a) Ona 115 =6 x 19+ 1, donc le reste dans la division de 115 par 6 est 1.

81 81
2 1 27 63 63 81 7 9x9 7 1
14.3 Onad— = —4--=%p -2 S L ———
natT 7 0“’4 5 27 6327 9x7 9x3 3

T 14 7
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14.4¢) Ona3®>=9=2][7. Donc, 3" = (3*)° = 2* [7]. Donc, 3" =4 [7].

) Ona3®>=9=-2[11]. Donc, 3* = (3°) = (—2)? [11], donc 3* = 4 [11]. Donc, 3° = 3* x 3 =4 x 3 [11].
Donc, 3° = 12 [11] et donc 3° =1 [11].

14.4d

14.5¢) Ona 3’ = —1[7]. Donc, 3" = (3°)"" = (-1)"°[7] = —1[7] = 6[7].

14.6 b

) Ona99=—1[10]. Donc, 99° = (—1)® [10] = —1 [10] = 9 [10].

Donc, 1

03'° = 3" [10] = (3%)° x 3° [10] = 1° x 27 [10] = 7 [10].

) Onab524=5x 104+ 4. Donc, 524 = 4 [5] = —1 [5]. Donc, 524"*° = (—1)**° [5]

14.8 b
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14.12 b) On a 92 = 2 [10]. Donc, 92° = 2° [10] = 32 [10] = 2 [10].

Donc, 92°% = (92°)® x 92° x 92° = 2° x 2 x 2% [10] = 16 [10] = 6 [10] : le dernier chiffre de 92°* est 6.
14.12 ¢) On a 204 = 4 [10]. Donc, 204° = 4° [10] = 1024 [10] = 4 [10]. Donc, 204*° = 4 [10].

Or, 2049 = (204°)"® x 204%. On a donc

2040 = 4% x 4% [10] = (4°)® x 4 x 4% [10] = 4® x 4 x 4% [10] = 4° x 4 [10] = 4® [10] = 16 [10] = 6 [10].

Ainsi, le dernier chiffre de 204*°? est 6.

14.12d) Ona 919 =9 [10] = —1 [10]. Donc, 919'%° = (=1)"? [10] = —1 [10] car 199 est impair.

Donc, 919'%? = 9 [10] : le dernier chiffre de 919" est 9.

14.12 e) Dans cette solution, toutes les congruences sont faites modulo 10, ce qui sera sous-entendu.
Comme 4 242 = 2, il suffit de calculer 2**** modulo 10.
Premiére solution. On a 2° = 32 = 2. Donc, 2°° = (2°)° =2° = 2.
Or, 4 343 = 173 x 25 + 18. Donc, on a 2*%% = (2°)!7 x 2'% = 217 » 98,
De plus, on a 18 =5 x 3+ 3 donc 2'® = (2°)* x 2 =2® x 2° =20 =64 = 4.
Et, on a 173 = 25 x 6 + 23 donc 2'™ = (2°%)% x 2*® = 2% x 2%%
Ona2l=64=4. Comme23=5x4+43,0na2”=(2°)"x2°=2"x2"=2"=128=8.
Donc, 2™ =20 x 223 =4x8=32=2. Donc, 2! x 28 =2x4=38.

Seconde solution. On a 2° = 8 et 27 = 128 = 8. On en déduit (par récurrence) que, pour tout n € N, 2
Or, on a 4 343 =4 x 1 085 + 3. Donc, 4 242*3%3 = 8.

14.13  Onab5® =25= —1 [13]. Donc, 5* = 1 [13]. Dot 5*" = (5*)" = 1 [13]. Autrement dit, pour tout n entier
naturel, le reste de la division euclidienne de 5*" par 13 est 1.

4n+3 — 8

14.15 On a3 = —2 donc 3" "% = (=2)*""3 [5] = —2*""® [5] car 4n+ 3 est impair. Donc, 2" 433 = ( [5].

Autrement dit, a = 0 convient.

14.16  Ona 4’ =64 =9 [11] = 3° [11]. Donc,
4275 = (43" x4 x 47 [11] = 37 x 9 x 16 [11] = 3°" x 144 [11] = 3°" [11] car 144 = 1 [11].

En plus, 3° = 243 = 1 [11]. Donc, 3*"1% = 32" x (3°)? [11] = 3°" [11]. On en déduit donc 4*""° — 32"F19 = [11].

Par division euclidienne de n par 6, fixons k € N et 0 < r < 6 tels que n = 6k 4+ r. On a 3" = (3°)F x 3" = 3" [7].
Puis, on vérifie que 3" =1 [7] <= 3" =1 [7] <= r =0. Ainsi, 3" — 1 est divisible par 7 <= n =0 [6].

Par division euclidienne de n par 4, on fixe k € N et 0 < r < 4 tels que n = 4k 4+ r. On a 2" = (2*)* x 2" = 2" [5].
Puis, on a 2" = 1[5] <= 2" =1 [5] <= r = 0. Ainsi, 2" — 1 est divisible par 5 <= n =0 [4].
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Fiche n°15. PGCDI

Réponses
15.18) oo, 7g 15.5a). . ......... 22 x3x5?|  15.11a)........oo.n (34,11)
- 15.5b).ceeennn... 15.11b) oo (33, -8)
15.1b) e —
) 11 15.5¢) oo 1512 ... (2,-3)
322 —5z+1| 15.6a)....... 2 x 3% x5 x 17 A38) -
15.20). ..., 3t —Setl R | 11s0)
X
15.6 b)........ 2X5XTX13| 1513 D)......... x=—1[15]
1122 + 22 — 1
15.2b)..... T 15.6¢). 15.148) oo 16
’ 2 2
2545610 15.78)........... 15.14b) ......... = 30 [55]
15.3 a)... R 15.7b)........... 2% 32 x 17
) 12,15,20,30,60} ) 15.15 a) ..................
Tosioss 15.7C) e, 1515 D) T=11 25
15.3 b) o 15.8 ... 105
16,24, 32, 48,96} 15.16a) ...,
15.9a) ... 506
15.16 b) oo
2 2
15.4a)...coennn X337 15.9b) | =
15.17a).............. 5,1
15.4D)............ 1510 8) ...ooooeeei oui
15.4C) e, 15.10b) oo oui]  ABATB) (=6,1)
15.17¢)...oiin. (30, —6,1)
Corrigés
500) ona (1) B _(3_Uy 8 _ (2 1y s 9,5 _0x2 156
15 12/ 711 \3 12/ 711 12 12/ 711 12711 3x11 33 11
3 4 9r—1 3x2® 4xz 9r—1 32P+42-9z+1 32°—5z+1
15.2 a) Onai—’_xi?_ 23 zxa2  2xax a3 3 - 3
15.2b) Ona
3z+1 20—-1_ (Bz+1)(Bz+3)—(2e—1)2z—4) 152" + 142 +3 —42” + 10z — 4
2z —4 br+3 2z — 4)(5z + 3) N 2(z — 2)(5x + 3)
_ 1l2® + 24z -1
T 2(x —2)(5x +3)
15.4 c¢) Comme 36 = 2° x 3% et 90 = 2 x 3° x 5, on obtient PGCD(36,90) =2 x 3 x 3 = 18.
15.5a) Ona300=3x 100 =3 x 10> = 2% x 3 x 5°.
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15.5b) Onag8l0=10x81=2x5x3"=2x3"x5.

15.8 Comme 15 divise a, fixons k € N tel que a = 15k.
Comme 90 < a < 120, on a 90 < 15k < 120 et donc 6 < k < 8. Donc, on a k =17.

15.9b) On a6 069 = 13 x 441 + 336 ; puis 441 = 1 x 336 + 105 ; puis 336 = 3 x 105 + 21 ; puis 105 =5 x 21 +0.
Donc, PGCD(441, 6 069) = 21.

15.10 a) On a 11 011 = 38 x 285+ 181 ; puis 285 = 1 x 1814104 ; puis 181 = 1 x 104467 ; puis 104 = 1 x 67+ 37;
puis 67 =1x37+30; puis 37=1x304+7; puis 30 =4 x 7+ 2; puis7=3x2+1;puis2=2x140.

Donc, PGCD(11 011, 285) = 1.

15.10 b) On a 7 875 = 22 x 352 4 131; puis 352 = 2 x 131 + 90; puis 131 = 1 x 90 + 41 ; puis 90 = 2 x 41 + 8;
puis 41 =5 x84 1; puis 8 =8 x1+0.

Donc, PGCD(7 875,352) = 1.

15.11 a) On effectue I'algorithme d’Euclide : on a 105 = 3 x 34 + 3; puis 34 = 11 x 3 + 1.

On remonte 'algorithme d’Euclide pour trouver un couple d’entiers de Bézout. On a 1 = 34 — 11 x 3; puis
3=105—-3 x 34. Donc, on a1 =34—11(105 -3 x 34) =34+ 33 x 34 — 11 x 105 = 34 x 34 — 105 x 11.

15.11 b) On effectue I'algorithme d’Euclide : on a 210 =4 x 51 +6; puis 51 = 8 x 6 + 3.

On remonte ensuite 1'algorithme d’Euclide pour trouver un couple d’entiers de Bézout. On a 3 = 51 — 8 X 6; puis
6 =210 — 4 x 51. Donc, on a 3 =51 —8 x (210 — 4 x 51) = 51 + 32 x 51 — 8 x 210 = 51 x 33 — 210 x 8.

15.13 a) Pour trouver un inverse de 7 modulo 15, on cherche une relation de Bézout : ona 15 -2 x 7 =1.

Donc, —2 x 7 = 1[15]. Autrement dit, —2 est un inverse de 7 modulo 15.

Réponses et corrigés 137



15.13 b) Pour résoudre I’équation 7z = 8 [15], utilise un inverse de 7 modulos 15. On a les équivalences
Tr=8[15] < —2x7xz=-16 [15] < z = —16 [15] = —1 [15].

15.14 a) Pour trouver un inverse de 7 modulo 15, on cherche une relation de Bézout & l'aide de l’algorithme
d’Euclide. On a 55 =2 x 244+ 7;puis 24 =3 x 7+ 3; puis 7=2x 3+ 1.

Donc, en remontant 'algorithme d’Euclide, ona 1 =7 —2 x 3; puis 3 =24 —3 X 7; puis 7 = 55 — 2 x 24. D’ou
3=24-3055—-2x24)=7%x24—-3x55. Et1=55—-24x2—-2X% (7Tx24—3x55)=7x55—16x 24.

Ainsi, —16 est un inverse de 24 modulo 55.

15.15 a) Pour trouver un inverse de 11 modulo 25, on cherche une relation de Bézout a l'aide de I’algorithme
d’Euclide. On a 25 =2 x 114+ 3; puis 11 =3 x3+2;puis3=1x2+1.

En remontant I'algorithme d’Euclide, ona 1 =3 —-1Xx2; puis2=11 -3 x 3; puis 3 =25 -2 x 11.
Dou2=11-325—-2x11)=7x11—-3%x25et1=25—-2x11—-1x (7Tx11—-3x25)=4x25—-9x 11.
Ainsi, —9 est un inverse de 11 modulo 25.

15.16 a) On calcule (par exemple grace & une décompoisition en nombres premiers) : PGCD(30,105) = 15.

Donc, on a PGCD(30, 105, 245) = PGCD(15,245). On calcule ce dernier PGCD, par exemple grice a une décom-
position en nombres premiers. On trouve PGCD(30, 105, 245) = PGCD(15,245) = 5.

15.16 b) Gréace a l'algorithme d’Euclide, on calcule PGCD(1 365, 1 925) = 35, puis PGCD(35,273) = 7.
On en déduit PGCD(1 365,1 925,273) = PGCD(35,273) = 7.
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