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Avant-propos

Avant d’entrer dans le vif du sujet, a savoir le calcul, nous avons souhaité commencer ce livre par un texte
sur lintelligence artificielle. En effet, cette technologie va changer notre facon d’apprendre et nous avons
considéré que donner quelques conseils d nos lecteurs a ce sujet pouvait se révéler utile. Bonne lecture !

IA et apprentissage des mathématiques
Plaidoyer pour une utilisation raisonnée

Les Gants Magiques Musicaux

Imaginez que, demain ou apreés-demain, un nouvel objet révolutionnaire fasse son apparition : les Gants
Magiques Musicaux (qu’on abrégera dans la suite en GMM).

PUB

Les GMM® permettent de jouer n'importe quel morceau au piano!
Enfilez-les, approchez-les de votre visage et dites a vos gants quel morceau
vous souhaitez jouer : une sonate de Mozart, un prélude de Chopin ou une
gymnopédie de Satie.

Les gants s'illuminent et commencent a bouger. Allez vous asseoir derriére
votre piano. Positionnez vos mains au-dessus des touches. C'est parti : les
GMM® s'animent et viennent jouer 3 votre place (et a la perfection) le
morceau choisi.

Grace aux GMM® : finis les cours de piano, finies les longues heures d'étude,
finies les gammes. Grace aux GMM®, tout le monde peut maintenant faire
du piano sans effort !

Achetez les GMM® !
— En promo pour le Black Friday, a partir de 399 € ! —

Cela n’arrivera pas.

En effet, méme si un jour de tels gants « magiques » venaient a étre inventés, les gens continueraient a
apprendre a jouer du piano. Quand on apprend a jouer un morceau au piano, on est fier de savoir le jouer
et toutes les heures a répéter ce morceau n’ont pas été vaines. En apprenant le piano, on cultive quelque
chose a l'intérieur de soi, et cela participe a notre épanouissement.

Les gens n’apprennent pas a jouer du piano simplement pour étre capables de jouer tel ou tel morceau. Les
heures de cours, le processus d’apprentissage font aussi partie de ce qu’ils recherchent.




L’TA et les maths

L’intelligence artificielle (TA) a fait des progrés complétement incroyables ces derniéres années.

Avec ChatGPT, Claude, Gemini et consorts, nous disposons aujourd’hui d’outils ultra-puissants pour nous
assister dans différentes taches. Parmi elles, I'TA est désormais capable de résoudre des problémes de
mathématiques. Et, elle le fait trés bien.

— Des lors, pourquoi continuer da apprendre les mathématiques ?

Pour la méme raison que les GMM ne remplaceront jamais les lecons de piano.

Apprendre les mathématiques, c’est une fagon de prendre soin de soi. C’est une fagon de progresser, de
grandir, de devenir adulte. Apprendre les mathématiques, c’est apprendre une fagon de penser.

Il est tout a fait possible qu’apres vos années d’étude vous n’utilisiez que peu, voire pas du tout, les
mathématiques. Pourtant, avoir appris les mathématiques n’aura pas été inutile. En les étudiant et en
cherchant des exercices, vous aurez cultivé des qualités qui vous seront utiles partout et tout le temps :
abstraction, réflexion, concentration, imagination, persévérance, etc.

Etudier les mathématiques, c’est une facon de cultiver un savoir-faire, c¢’est une facon de s’enrichir inté-
rieurement, et c’est une chance.
— Peut-on, pour autant, utiliser I’IA quand on apprend les mathématiques ?

Oui et non.

e Oui : vous pouvez demander & I'TA de vous expliquer quelque chose que vous n’avez pas compris.
e Non, et c’est tres important :

vous ne devez pas demander a I'TA de vous aider a résoudre un exercice.

Chercher un exercice, cela fait partie de ’apprentissage des mathématiques. C’est méme une des com-
posantes essentielles de cet apprentissage. C’est dans les moments de recherche que vous progressez le
plus en mathématiques. C’est pourquoi il est important de passer du temps a chercher, a « brouillon-
ner », a tester des idées, a explorer des pistes, etc.

Pour résumer

— Efforcez-vous de ne pas utiliser I'TA en mathématiques.

Vous pouvez 'utiliser pour lui demander de vous expliquer quelque chose. Mais,
vous ne devez jamais I'utiliser pour vous aider a résoudre un probleme ou pour vous
donner la solution. Ca ne sert a rien et c’est stérile.

— En vous tenant a cette ligne de conduite, vous progresserez en mathématiques et
vous cultiverez des qualités de grande valeur. Vous vous entrailnerez aussi a utiliser
votre intelligence naturelle... Et, qui sait, dans quelques années, ce sera peut-étre
une compétence tres rare et tres recherchée !

@S
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Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice
est strictement et formellement interdit.

.F
l-n-

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a [’étudiant
un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par 1’école.

On lui reprochait son c6té rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éleves des fiches de calcul.

Certes, savoir chercher est essentiel ; mais, tout de méme, ce faisant, on a formé des éleves a qui il manquait
quelque chose de fondamental.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.
e Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(x) en une autre expression B(z).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, l'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction & prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

e Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

¢ Le calcul donne des idées.

Face a un probléeme mathématique, étre fort en calcul est trés utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

e Le calcul est comme un échauffement mathématique.
e Le calcul est a prior: une activité sans piege.
11 suffit de suivre les régles méthodiquement.

e Le calcul peut méme étre ludique!
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L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est ’outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter I’aide et les outils pour réussir.

Pour profiter totalement de cet outil, pratiquez réguliérement : nous vous conseillons de faire (au moins)
quinze minutes de calcul chaque jour.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée a vous entrainer sur les fondamentaux ;
 la partie principale, qui porte sur le theme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes
Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :

o des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale ;

e des roues crantées é pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ¢ Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque d faire,
n’hésitez pas a nous écrire d l'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
Uidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t — 5t* — 3t + 25t% + 10t — 1,
on considérera le polynéme
5X* —3X3% +25X% 4+ 10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X2? —3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1*>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x 1—=x
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans 'exemple précédent, il est sous-entendu
que x est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs & vous !
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Exp-CPLX-01 Fiche de calcul n°1 Nombres complexes

Calcul algébrique complexe I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 1.1 — Quelques racines. 4

Simplifier les expressions suivantes.

a) V32442 ... b) 12+ (1) . ) V162 +42 ...

Calcul 1.2 — Quelques fractions de racines. 4
Ecrire les fractions suivantes sans racine au dénominateur.
1 1 1
a) —— ..., b) —— ...... c) —— ......
) V2+1 ) 443 ) 3— /6

Produits de nombres complexes
)

Calcul 1.3] — Produits de nombres complexes (I). 0o

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
aveca € Ret b e R.

a) (24 3)(141) coeiiiiiii d) (140)2
b) (1—i)(=2431) cooereriiannnn e) (5—20)(542i) «eiiiiiiiinn.
¢) (A=1D)(B—1) oo £) A1) e
— Produits de nombres complexes (II). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
aveca € Ret beR.

a) (i+2i—6(1+i0) ooveerrnrnnnn. o) ii+1)i+2)+G{—1ili+1) ...

b) (2—%)(1—1—41)4—(;—61)1 d) (7-2)*—(B+i)(-i-4) ......

2 Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



— Identités remarquables chez les complexes. 0
Soient x € R et y € R.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique, c’est-a-dire les mettre sous la forme a + ib
avec a € R et b € R.

A) (T 0l e

C) (LA IY) (@ = Y] ot

Quotients de nombres complexes
|

Remarque

p 1

Etant donné un nombre complexe non nul z € C\ {0}, pour mettre — sous
z

forme algébrique, on peut utiliser la technique dite du conjugué en écrivant

1z

Il apparait ainsi un réel positif au dénominateur. Par exemple, on a

z
z 2z |2|*

IR e e £ D

= = ====i

I+i (Q+pa-i 2 2 2

Calcul 1.6 — Inverses de nombres complexes (I). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

On pourra utiliser la technique du conjugué.

Calcul 1.7| — Inverses de nombres complexes (II). 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

On pourra utiliser la technique du conjugué.

1 1 1
a) I ............ C) ﬂ ...... e) %—’—21 .......
1 1 1
b) —— ... d) — ......
) 1+7i ) ii—1) f) T

Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I 3



— Quotients de nombres complexes. 00

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

i i—3 6—i
......... b
9 313 ) 15 9 i
— Polyndémes et nombres complexes. 00

Dans cet exercice, on donnera les résultats sous forme algébrique.

a) Soit P = X2+ 1. Calculer P(i) et P(—1) «.vvrrrrriiiiii e

b) Soit P = X% 43X — 1. Calculer P(141) ©oooeinniitiieeeii e,
. 2 L.

¢) Soit P=X*+ X. Calculer P —3 +i—

d) Soit P=X?4+ X%+ X + 1. Calculer P(1) ......ooiiiiiitiii i

Module
(D

Calcul 1.10| — Module de nombres complexes (I). L)

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

................ A) |81 wereeeeeee e
1
................ e) T
1+
--------------------- f
) '3—31

7)

Calcul 1.11] — Module de nombres complexes (II). 00

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

a)

D) o | e
) 141
) 1 .V3
C Eoutmmnt® S [
2 2
d) \/24—\/54—1\/2—\/5‘ ................................................................
4 Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



Calcul 1.12| — Module de nombres complexes (III).

Soit @ € R un parameétre réel.

Déterminer les modules des nombres complexes suivants.

A) L A 0]
D) ] o
2+ 1ia

Calculs plus difficiles

Calcul 1.13| — Une fonction complexe.

Pour z =z + iy € C\ {0} (avec z,y € R), on définit

Ffd

a) Donner la forme algébrique de f(2) ........coooiiiiiiiiiii

Le résultat sera exprimé en fonction de x et y.

b) Choisir la bonne réponse : I'expression f(z) est réelle lorsque

@x:()ouy:O @x:youx:—y @M:

c) Choisir la bonne réponse : I'expression f(z) est imaginaire pure lorsque

@szouy:O @m:youx:—y @|z\:

d) Choisir toutes les réponses possibles : on a toujours

@ If(z)l =1 ® f(2) = f(2) (© f(2) = f(2) @ f=)

Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



— Une relation algébrique. C? C? C? (?

Soit z un nombre complexe vérifiant 2> = z +i.

a) Exprimer 2% en fonction de 22 et 2 ...

1
b) Exprimer — en fonction de 2% et 2z ..............
z

Réponses mélangées

—é+gi Ve ® @  1-7 V2 20 2450 -3-i  1+45i
—iz? +i 64 — 19i 417 |al 2 492 22 +iz 5 V2 o8 %
—%4-7—741 -1 —7—4i 235+24—5i 0 4_13\/3 1 3+4‘/5 %—i—%i
_%4-%1 \/1—I——a2 z? —y? + 2ixy ij;zz _ix22—gi:—yy2 %—i—%i V2 -1
2 z? —y? — 2ixy Oet 0 —1+5i 5 29 —5i 2 %—%i —i
(@), (©) et (d) —1-1 910 —%—gi 10 + 9i 1 1 %—%i %—1—(9]1

» [Réponses et corrigés page 70|

6 Fiche n° 1. Calcul algébrique complexe I



Exp-CPLX-02 Fiche de calcul n°2 Nombres complexes

Calcul algébrique complexe II

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 2.1 — Des équations. 4

Donner la ou les solutions dans R des équations suivantes.

a) 3z+1=0 ............... c) 2—z)4z—-3)=0 ......
2¢ — 1
b) Tx —5=4x+8 .......... d =& ccooocoonconoco
) Tz T ) Tx+ 2

Calcul 2.2| — Des fractions et des puissances. 4
Exprimer sous la forme d’une seule fraction les expressions suivantes, ou a désigne un parametre réel.

1 1 1 1
a) a_l—a—H,aveca#il... c) 2—a+4—a ......................

1 2 9 4
b) a_l—m,aveca;é:tl.. d) 2a+2+2a—1><3a ............

Equations du premier degré
N

Calcul 2.3| — Equations du premier degré (I). o

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 3z2—4=0............... c) 3z+iz=0..............

b) iz—2=0 ................ d) 2+i)z—1-i=0.......

Calcul 2.4 — Equations du premier degré (I1). 00

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 2z+21—1=5z+4 ........ c) z4+2=i(z+1) ...,

b) z=i—2iz ..........ol d) (1+2)z—(i—1)=iz—3 ..

Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II 7



Calcul 2.5 — Equations se ramenant au premier degré. 00

Donner la ou les solutions dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

1
) (42025 —442)=0..... 0) ;?1—1+1 ...............
zZ—95 z—34+1i
b e T d) ——=-2i .............
) z—1i ! ) z+2—1i !
calcul 2.6 — Systémes d’équations du premier degré. 00

Résoudre dans C les systémes suivants d’inconnues u et v.

) {3“+ vmA o b {i“+”=2i ........

u—4v=1-—1 Jiu —iv=1

Equations faisant intervenir le conjugué
|

Calcul 2. ]

Donner la solution dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) 2Z=i—-1 ................. c) —iz4+2=4z-5i ..........

b) 3—i)z=4-31 ........... d) (1-i)z+4i=32—5i+2 .

salcul 2.8| 00

Donner la ou les solutions dans C (sous forme algébrique) des équations d’inconnue z suivantes.

a) (2241—1)Z —2) =0 oot

z—1
D) o
z+1
o) 3z-1
e
2iz+1
00
Donner I'ensemble des solutions dans C de chacune des équations suivantes d’inconnue z.
a) Z24+Z=2 ... c) z—3iz—34+6i=0 ......
_—
b) z—di=F+3i e Q) o
Z+1

8 Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II



Calcul 2.10| — Equations avec un paramétre. 000

Donner la solution dans C (sous forme algébrique et en fonction du parametre réel a) des équations
d’inconnue z suivantes.

a) 3iz—ia=Ta+2i ..... c) 3z—2a=5ba—iz ....
5 — 2iz
b) a’z—4i+2=3i—z .. d =3a ..........
) az—4i+ i—=z ) s = ¢

Calculs plus difficiles
(D

Calcul 2.11| — Systémes avec un parametre. (P-@-@

Résoudre en fonction du parameétre complexe m les systémes suivants, d’inconnues complexes u et v.

a) 2u + 2v = m
W = m = gmanj coeeereesesessssssesisiiias
mu + v = 1

U

Calcul 2.12| — Calcul de sommes géométriques. &@

Soit z un nombre complexe, distinct de 1 et —1, et soit » un entier naturel.

Déterminer en fonction des parametres z et n une expression de chacune des sommes suivantes.

n n
a) Z 2 c) Z 22k
k=0 k=0
n n
b) Z 2 d) Z 2R
k=2 k=0
e) On suppose que z" # 1. n
>
Donner une expression simplifiée de k:no ..................................

Fiche n° 2. Calcul algébrique complexe II 9



Calcul 2.13| — Carré du module.

Soient z et 2’ deux nombres complexes.

-1 13

a) Exprimer la somme |z + 2/|” + |z — 2/|° en fonction de |2|* et |2/|>.

Réponses mélangées
n+1 2 3 3 3 _ 7
z + + 1% |z|2+2Re(zz’)+|z'|2 {x—i—?;xeR}
4i 247

2% —
1—2 5 5
2 +1 3912 4 32 2 2 4 —3i
—i °__ o2 1 — 4i 2( ! ) —r-
4a ' a2y ga ' 2"+ 1 5 3 a2 +1
147 + -3+ 5i 13 34 3i 1 — ! z — z2n+3 1+ 2i 9
= e = _— 1 — —21
YT YT T 3 1- 2 1- 22 3
2+ 3 2 —3m)i
g et 9 241 13— 18i 947 7 u= +m+4( m)i
“llet2-i —— 7 - T M =2+ (3m = 2)i
4
(17 —i)a 1+ zn+l 1 oot 3 2+ a— Tai i o 34i
10 142 a+1 4 3 2 2
2 34i 69a + (10842 — 10)i 1+3i 3419i 1+i 1
— u = = —_ —_—
a? —1 2 8la? +4 10 10 2 3
{(o,n)} si m # +1
: -3+ 5i 15+ 3i 1 — 272
(u,l—u);uE(C} sim=1 14y - R
{ 2 8 {riysyeR) 1—22
{(u,l—l—u);ue(C} sim=-1
» [Réponses et corrigés page 72|
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Exp-CPLX-03 Fiche de calcul n°3 Nombres complexes

Equations de degré 2

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 3.1 — Racines carrées et identités remarquables. 4

Développer et réduire les expressions suivantes.

a) (2v343)2 ... ) (V2-VB)(V5+V2) ...

Calcul 3.2]| — Exponentielles. 44

Soit & € R. Simplifier les expressions suivantes.

3 1-9 (ew—1)3 % e3—5m
a) e xe T . c) pecrry e APRE RS
2r—5 \ 2
z_ e 2
b) (e2 S R d) ( e ) ...............
Calcul 3.3]| — Un peu de calcul fractionnaire. 4

Soit  un nombre réel différent de 0 et de —3. Réduire au méme dénominateur les expressions suivantes.

z+1 1 r—1 bdx+2

—_—— e b) —+ ——— ..........
241 =z ) 3z +:c—i—3

a)

Equations de degré 2
)

o

Donner I’ensemble des solutions dans C des équations suivantes.

a) 22—62+13=0 ......... ¢) 222 42241=0 .........

1
b) 222 —224+5=0 ......... d) 52«2—2z+3=0 .........

Fiche n° 3. Equations de degré 2 11



L
Donner I'ensemble des solutions dans C de 1’équation 2% — (1 + \/i)z +V2=0......
— Des équations se ramenant a des équations de degré 2. 00
Soit z # 0. Donner I’ensemble des solutions dans C des équations suivantes.
1 3
a) dz4+-=3 ........ ¢) 100z + = =20V3 ..
z z
5 z 1 2
b) 9%24+—-=6 ........ d -4+-== ........
) 92+ z ) 3 + z 3

Autres types d’équations

— Trois équations. 000
Donner I’ensemble des solutions dans C des équations suivantes.
1 4
a) — —-+5=0. b) 2t +22-6=0.
z z
On posera Z = —. On posera Z = 2°.
z
9
c) 2*+82—-=0.
z
On multipliera par z et on effectuera un changement de variable adéquat.
Calcul 3.8) — Une équation de degré 3. 000

On considére le polynéme P = 2X3 — 12X? 4+ 36X — 26.

a) Calculer P(1) ..o

b) Déterminer (a,b,c) tel que P = (X —1)(aX? +bX +¢) .oovvvvvriieann.

¢) Résoudre I'équation 223 — 1222 + 362 — 26 = 0.

12
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Calcul 3.9| — Une équation riche en factorisations. 0000

Donner I’ensemble des solutions dans C de 2° + 222 + 22+ 2 =0.

On factorisera z° 4+ 223 par 23.

Calculs plus difficiles
(D

Fid

Soient z € C* et u € C. Donner I’ensemble des solutions des équations suivantes.

C) 22U = BU A L =0 o

2 3
d) 22°-32+=5-=+5=0
z z

1
On posera u = z + — dans l’équation précédente.
z

Fd

a) Donner I’ensemble des solutions dans C de I'équation 2u? +9u —5=0 ....

1
b) On pose u =z + —. Calculer 2u® 49U .....ooveeeiiiiii i
z

9
¢) Trouver la valeur de o telle que 2u® + 9u + a = 222 + 92 + = + — =1l cosiiouansooosec
z oz

9 2
d) En déduire les solutions de I’équation 222 + 9z 4+ ~ + - —1=0.
z oz

Fiche n° 3. Equations de degré 2 13



Calcul 3.12

FPd

3 2
Résoudre dans C : 222 + 3z + 2 + i 1=0.

On utilisera la méme méthode qu’a ’exercice précédent.

Calcul 3.13| — Une équation a coefficients complexes.

On considére 'équation (E) : 22 — (8 + 2i)z + 19 4 8i = 0.

a) Trouver la valeur de « telle que 22 — (8 +2i)z = (z — (4 + 1))+ covreeeiiiini...

b) En déduire les solutions dans C de (E) .........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiain...

Calcul 3.14] — Avec un parameétre.

Soit m € R. On consideére le polynéme P = X* — (m + 1) X® + (m? — 1) X* + (m + 1) X — m?.

a) Déterminer a et § en fonction de m tels que P = (X2 — 1)(X% + aX + f)

b) En déduire ’ensemble des valeurs de m pour lesquelles I’équation P(z) = 0 admet deux solutions

P

P

complexes conjuguées non réelles.

14 Fiche n° 3. Equations de degré 2



. . . . . . z—1
{2—\/51,2—1-\/51} e” Tl a=-15-8i {1—1\/5,1—!-1\/5} 2@+ 1)
{1.v2}  {v3/10} { —V2i,V2i, -—‘2[' %+§1} 21 +12V/3
{—5—\/5 -5+V21 1 \/ﬁi
) 1T T b 1 V3.1 3
2 2 14 O R SV RVC Y WV |
1 15 2 2 72 2
i f} s
11 V3. 1 V3, 11, 1 1, o
-3 {—2"2’2 71’§+71} {‘5‘5“‘5*51} {1185
{1 V5. 1 V151 V3,
14 baita bt
a=-m-1;8=m? (a,b,c) = (2,-10,26)
1+£i}
V15 \/_2 i
1622 + 8z — 3 1 Vi5, 1 V5 .
e e - _You = i — - )
32 1 3) {4 1 1,4+ 1 1} ! 5 e 6—2v5
9 2 2 1.2 1
b3 {4—1,4+ 3i} 222+9z+—+—+4 {5—51754-51} {-5,1/2}
1 5 5
{3:13 J=o0, =3[V +oo] {1 5—%—1,5 T\/_l} {1/3—2i/3, 1/3+2i/3}
3 V7.3 VT, 1 3.1.3
17— 1212 LAY PR —2i,342i e R
7 V2 3 81,8 3 } {3-2i,3+2i} {2 21,2—}—21}

Fiche n° 3. Equations de degré 2

» |Réponses et corrigés page 78|
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Exp-CPLX-04 Fiche de calcul n°4 Nombres complexes

Formes exponentielles

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 4.1 — Fractions : additions et soustractions. 4
Effectuer les calculs suivants.
4T veeeves 3 g e 3 1
T T T m T 5w
b) ———= ....... d) —+-=-—-— .. )y —+ —
) 1% ) 5+t3—7 ) T3
Calcul 4.2| — Des calculs de modules. 4
Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants.
a) 141 ......... c) 2—iv3 ...... e) 3—4i ........
b) 1—1i ......... d) —v2+i...... f) —2v34+4i...

Premiers calculs
(G

— Mise sous forme exponentielle de formes algébriques. 00
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.
a) 1 ..o c) 1+i......... e) 14+iV3 ......
b) —i ol d) 1—1i......... f) —2v3 - 2i
— Mise sous forme exponentielle de produits. ')
Déterminer la forme exponentielle de z; X zo dans chacun des cas suivants.
isr isx i2r e
a) z1=e'3 etzm=¢€'06 ........... c) 21 = V36T et 2o = V26T ... L.
b) 2z = 2e 1% et 20 = 3% ... d) z; = V6el T et 20 =3e71% L.

16 Fiche n° 4. Formes exponentielles



— Mise sous forme exponentielle de quotients.

, . . 21 .
Déterminer la forme exponentielle de — dans chacun des cas suivants.

22

c) z1= V3el T

et z9 =

d) z = V6el T et 29 =

salcul 4.6] — Mise sous forme exponentielle de puissances.

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.

— Affixes.

d) z= (\/3612%)4

Placer les points dans le repere orthonormé direct ci-dessous :

—

L 2

a) Le point M d’affixe e'%
b) Le point N d’affixe —2e!%

5w

¢) Le point P d’affixe ie' &
d) Le point Q d’affixe —(1 4 1)e’

Fiche n° 4. Formes exponentielles
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— Mise sous forme exponentielle. 00
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.
a) —elf d) (14i)e'F ...
5T\ =

b) fe7'F L e) 4cos(6>e112 .................

e '% 2e1%
c) P f) ————

—2i cos(%) - 1sm(§)
— Associer forme exponentielle et forme algébrique. )

Pour chacun des nombres complexes suivants, donner sa forme exponentielle parmi les propositions @,

®7 @ ou @

@ 21 @ 2v/2¢'%

© vari

@ 2e1F
¢) WVBHV2 .

Calcul 4.10 — Des formes algébriques grace a la forme exponentielle (I). 00

A T'aide de leur forme exponentielle, déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

Calcul 4.11] — Des formes algébriques grace a la forme exponentielle (II).

A Taide de leur forme exponentielle, déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

18
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Calculs plus difficiles
(D

Calcul 4.12| — Une forme exponentielle. c?

Déterminer la forme exponentielle de ((1 + iv3)(1 — i))20 ...........................

3

Donner la forme algébrique de

1+
1-1)3

Calcul 4.14) — Une valeur remarquable de sinus et cosinus. C? c? c?
1+iv3
1+i °

Soit z =

a) Déterminer la forme exponentielle du nombre complexe z .......................

b) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z ............c.coiiiiii..

c) En déduire les valeurs exactes de cos(%) et de Sin(l%) ........................

Réponses mélangées

el voir corrigé 2 V26 5 V26t —4 V2 2(v3-1)—i28(V3+1)
o x x 1 .» . 3 _.23x 2 =
24v/3e71% e 'z 5615 V26! voir corrigé \/;elzi’»go V3 geﬂlé
7 e iz 5 oz - 5
2—7(; % 5 V6el 5 6e'z g @ \/:/ie_lzl e'7 REs
- Jm s 7 1 1 3 137 - im
4e7% i 2 3Vl T o4 S 2l i3
e '3 e'2 12 V26l 1 3 V7 2—|—12 D e's e’z
7 4 s
% —8i —16v/3 + 16i voir corrigé V2elE voir corrigé @ @
. s 5 (137 3+1 3—-1
3™ 96T 1 23T 2y/BelHF f; +i fg @ V2
( T ) V6 +2
cos| — ) = ——
12 4 i —i2z 29z 5,—ilgT L1
2¢'30 4e™ "6 W7 €3 2°e7 '3 - —i=
. ( s ) V6—-V2 8 8
sin 75 ) = 1

» |Réponses et corrigés page 82|
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Exp-CPLX-08 Fiche de calcul n°5 Complexes

Complexes et géométrie

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 5.1] — Des racines. 4

Simplifier les radicaux suivants.

a) VIx2 ... b) V72 ...... c) V550 ..... d) V27x5 ..

Calcul 5.2 — Des fractions de racines. 4

Simplifier les fractions suivantes. L’écriture obtenue ne doit plus comporter de radical au dénominateur.
Vi AR U %

Autour des affixes
)

— Affixes de vecteurs. o

On considere A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives
zAa=142i, 2zp=4-1i, 2c=-34+2i, et zp=-2-3i

Calculer laffixe des vecteurs suivants.

a) AB oo c) 2AB—=CD ...,
b)) AB+AC ot d) 3(E§+A_c’+ﬁ) .............
— Affixes de points. 00

On considere encore A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives
za=1+42i, z2zp=4-1i, 2c=-34+2i, et 2zp=-2-3i

Calculer laffixe des points suivants.

a) Etelque%lﬁﬁzjﬁi)> ............. c) Gtel que AG+BG+CCG =70 ...

b) F tel que AF =3AB+CD ....... d) I milieu du segment [AB] .........

20 Fiche n°5. Complexes et géométrie



Avec le module
(D

— Sur le cercle ? 0o

On considére € le cercle de centre A d’affixe 2 + i et de rayon 3.

a) Le point M d’affixe —1 + i appartient-il au cercle €7 ...,

b) Le point N d’affixe 3 4 3i appartient-il au cercle €7 ...

Calcul 5.6 — Etre sur la médiatrice. 00
Soient x et y deux réels et soit M le point du plan d’affixe zy; = x + iy.

On considére deux points du plan A et B d’affixes respectives zp =1 —iet zg = 3 +1i.

a) Exprimer en fonction de z et y la distance entre A et M ..................

b) Exprimer en fonction de z et y la distance entre Bet M ..................

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur x et y pour que le point M appartienne & la médiatrice
du segment [AB].

Calcul 5.7 — A Pintersection des médiatrices. 00

On consideére encore les points du plan A et B d’affixes respectives 2y =1 —iet zg =3 +1i.
On considére deux nouveaux points du plan C et D d’affixes respectives zc = 1 et zp = 3.

En g’'inspirant de l'exercice précédent, déterminer l'affixe de I'intersection de la médiatrice de [AB] et de la
médiatrice de [CD].

Calcul 5.8 — Equations de cercles. 00

Rappelons qu’un point M appartient au cercle € de centre A et de rayon r si, et seulement si, AM? = 2.

Soient x et y deux réels; on considére le point M d’affixe zy; = = + iy.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur x et y pour que le point M d’affixe = + iy appartienne au
cercle € de centre A et de rayon r pour les données suivantes.

a) Le point A a pour affixe 0, etonar=5 ... i

b) Le point A a pour affixe 2+ 2i,etonar=2 ..... ...

Fiche n°5. Complexes et géométrie 21



Avec I'argument
)

— Mesures d’angles orientés. 00
Soient A, B et C des points du plan d’affixes respectives za, 2z, zc, deux a deux distincts.

e .
Rappelons qu’une mesure de 'angle (AB, AC) est un argument de ZAC
“AB

Déterminer une mesure de ’angle orienté (A—B), A—C)) pour les affixes suivantes.

a) 2A =0, 2B =0, 20 = 34 30 ottt

b) za =142, 2 =242, 26 =24+ (24 V3l «errr

€) 2A =31, 2B =4 =51, 20 = 84 71 ctritii

d) 2a=3=8L, 2B=1—10L, 20 =5 — 61 «@eremee e

— Droites paralléles ou droites perpendiculaires ? 000
Soient A, B, C et D des points du plan d’affixes respectives za, 2B, z¢, 2D.

Dans chacun de