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Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice
est strictement et formellement interdit.

.F
l-n-

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a [’étudiant
un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par 1’école.

On lui reprochait son co6té rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éleves des fiches de calcul.

Ce faisant, on a formé des éleves a qui il manquait quelque chose d’essentiel.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.

Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(x) en une autre expression B(z).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, l'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction a prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

Le calcul donne des idées.

Face & un probléme mathématique, étre fort en calcul est trés utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

Le calcul est comme un échauffement mathématique.
Le calcul est a priori une activité sans piege.

Il suffit de suivre les régles méthodiquement.

Le calcul peut méme étre ludique!




L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est 'outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter I'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée & vous entrainer sur les fondamentaux ;
e la partie principale, qui porte sur le théme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes

Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :
e des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale ;

e des roues crantées (? pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ¢ Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque d faire,
n’hésitez pas a nous écrire d l'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
Uidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t— 5t — 33 4 25t2 + 10t — 1,
on considérera le polynome
5X*—3X°+25X%+10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X2—3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x l1—=x
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans 'exemple précédent, il est sous-entendu
que x est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs a vous!
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1re-QUAD-01 Fiche de calcul n°1 Polynémes du second degré

Forme canonique

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 1.1 44

Développer et réduire les expressions suivantes.

a) 2z+3)% .......... d) (-V3t—+v15)% ....
3 2

b) By—4)% .......... e) (52« + 2) ........

2 2 2\?
c —u + \/7) ....... f —v—=1 ...

) ( ) (511 3)
Calcul 1.2] — Quelques factorisations. A4
Factoriser les expressions suivantes.
a) 22—25 ..ol d) v +6u+9........
b) 42 -9 ............ e) 92 —12v+4 ......
2, 4 2

€) GUIE e ) 222 +10v22+25 ..
Calcul 1.3] — Quelques équations. 44

Résoudre les équations suivantes.

On donnera dans chaque cas l’ensemble des solutions.

2
a) 22=0............. d) <—\/§y—|—\/6) =0
b) 22=17 ............ e) 202 —10=0 ......
3 4
2t 4+ 102 =0 ..... f) —Zp24 = =
c) (2t4+10)*=0 ) 411—1—15 0

Fiche n° 1. Forme canonique 3



Changements de forme
|

— De la forme canonique a la forme développée. 00
Développer et réduire :
a) (X =3)24+7.......... d) V32X -1)2-2V3
3 2
b) 2(X+3)2—5......... e) 4<X+> +1 .
2 50 1, 2\° 2

¢ —X—I—\/§) +6 ..... N S(-—Z=x_-Z2) -2 .

) ( ) 2\ 3 3 9
Calcul 1.5 — Formes canoniques (I). o

Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c¢’est-a-dire sous la forme a(X — a)2 + 8.

a) X2 2X 2

Calcul 1.6 — Formes canoniques (II). 00
Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c¢’est-a-dire sous la forme a(X — a)2 + B.
a) —X?4+4X -5 ........ ¢) —9X?+36X +4 .....
b) 4X%-8X -3 ........ d) —2X?%-20X —17 ....
Calcul 1.7| — Formes canoniques (III). 00
Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X — a)* + 3.
1 9 1
X243X 4+~ ... d) ——X?--X-4.
a) +3X + 1 ) 5 5
1 1 2 3
b) ~X?+X—-1.... X2+ IX 4+ L.
) ¢ X 43Xy
4
¢) ~X?4+8X+ = f) fgxzfgxff

4 Fiche n° 1. Forme canonique



Calcul 1.8 — Formes canoniques & paramétre (I). 00

Soit A € R*. Mettre les polynémes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X — a)? + 3.

8) X2 BX A

b)) S X A — 2

C) AXZ A 8K D

Calcul 1.9 — Formes canoniques a paramétre (II). o0
Soit A € R*. Mettre les polynémes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X —a)? + 3.
2 4.5 5
a) —3X — /\X + 2 ... C) —gX — 6>\X ........
1 2\ 3\
b) =X+ X4+ ..
) 2 + 3 + 4

Des représentations graphiques
N

0

Voici la courbe représentative d’un polynéme du second degré. \ Yy /

Quelle est sa forme canonique ?

[ V)
+
—_
[uiry

0

Voici la courbe représentative d’un polynéme du second degré.

Quelle est sa forme canonique 7

(a) —2(X +3)° -4

(b) —2(X —3)*—4 1
(©) —2(X +3)*+4 \ z
(d) —2(X —3)> +4 o) 1

Fiche n° 1. Forme canonique 5



On considere la fonction f définie par f(z) = 32% + 42 — 2 pour z € R.

Apres avoir calculé sa forme canonique, déterminer quelle est sa représentation graphique.

K
|

—
ui
—
[—
T —
<
—

8
T—
’——"@-

figure 1

figure 2

figure 3

Quelle est sa représentation graphique ?

@ figure 1 @ figure 2

On consideére la fonction g définie par g(¢)

—§t2—|—t—1pourt€R.

Apres avoir calculé sa forme canonique, déterminer quelle est sa représentation graphique.

y 1
vl B
1t O 1
(@)
/ N
P iy / \ \
ol ¢ ol t /
1 1 /
/ \ /
/ \ / \ / /
/ \ \ / /
\ [
figure 1 figure 2

Quelle est sa représentation graphique ?

Fiche n° 1. Forme canonique



Calculs plus avancés
(D

Calcul 1.14| — Forme canonique et inégalités. {,?

Dans chacun des cas, déterminer si la proposition est « vraie » ou « fausse » a ’aide de la forme canonique
d’un polynoéme du second degré.

1
a) Va eR, x2+x+1>§ ..... c) Vz€eR, 3z+22 <222 -4 ..
4 61 _ 20
b) VteR, t* +3t>—1 ........ d) WweR, —v?+=>=—
) eER, t“+ 3t > )v6,49v—|—9 ik

Calcul 1.15| — Forme canonique et équations de cercles. {F

Dans chacun des cas, reconnaitre le cercle défini par I’équation cartésienne donnée.

On donnera son centre ) et son rayon r.

a) 22 =20+ HAy 1 =0 ..o

b) 2242 462 —10y+18=10 ..o

2 23
2 2_ - e T T
c) z°+y —=x 3y %6
5 8 193
2 2, 2 S _ _ 19
d) z*+y +2x+3y A Tt

Fiche n° 1. Forme canonique 7



Réponses mélangées

4 25 \? 125
—2(X +5)?+33 _B(XJFE)‘) + A2 N=(1,-2)etr=2

vraie

(?y - %) (%ﬁy + %) 9y? — 24y + 16 (u+3)? g(X +18)2 — g {-5}

5 4
(2t — 3)(2t + 3) 0= <_4_1’_§> et =12 {\/5} u? — 2/ Tu+7 vraie
11 4 25\° 2581 3\ 9
X2 -6X+1 Q= (=,2)etr= —(x+Z) 2= X+2) -S4
0 +16 (2’3)er 5( +48) 4032 ( +2) i
2 2 2
4 16 1 2\ 2)2 3\ 9 2 71
AMx+=) - =2 S(x+28) 22422 X+1)2+1 —2(X+2) -=
<+>\) y e 2<+3> o "4 (X417 + 8( +9> 18
1 2\ 19 9 A2 A2
—X? - 2V2X +4 —(Xx+z — —22 4 -3(X+Z =42
{0}4 V2X + 2( +3) +35 17 6+ 3< +6> + 5t
8
2

Sty 2XCH12X 413 (X42°-5 (© {-V5.vB}  fausse

45 45 1
—9(X —2)2+40  3t>+6vVht+15  (d) {—%%} (X272
5 10 8
- 4z% +12 —2)? 4(X —1)2 - X2 X -
(z —5)(x +5) x® + 122+ 9 (3v—2) ( )2 =7 (@) TR
3 3 19

2 1
Zx24 2 = (= = - 2_)\2_
4X + X—i—lﬁ Q= (-3,5)etr=4 (\/52—1—5) (X +2)) AT =2

4/3X% — 43X — V3 {—\/ﬁ,\/ﬁ} (© fausse —(X-22-1 <X+g>2—2

» [Réponses et corrigés page 154

Fiche n° 1. Forme canonique



1re-QUAD-02 Fiche de calcul n°2 Polynémes du second degré

Discriminant et racines I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 2.1 4
Calculer les nombres suivants.

On attend la forme la plus simple possible.

10 — /16 —6—+12
) T e ) S e
B e ) B
6 4
44

Calculer les nombres suivants.

On attend les résultats sous la forme d’une fraction irréductible.

a) 52 —4 X5 X = i, €) —T>—8x=x27 ...............
b) (=6)*+ = x (=7)x 15 d) _5Y* 5y a2
......... . 5 X5

Premiers calculs
(G

calcul 2.3] — Premiers discriminants. ]

Calculer le discriminant de chacun des polynomes définis ci-dessous.

a) X24+2X+3 oo b) —X?—2X+4 ..

— Calculs de discriminants. 00
Calculer le discriminant de chacun des polynémes définis ci-dessous.

a) 3X2—4X+;—i ................... c) §X2—\/7 —g ................

b) %X2+§X—Z .................. d) @X2+¢§X+£ .............

Fiche n° 2. Discriminant et racines I 9



salcul 2.5 — Premiéres racines. L)

Déterminer les racines de chacun des polyndémes suivants.

a) X?+2X -4 ... b) —X?-3X+2 ....

— Calculs de racines. 00

Déterminer les racines de chacun des polynémes suivants.

A)  AX T B b

d) B3XZ 2V 2K — S

— Un polynéme a paramétre. 00
Soit b € R. On considére le polynéme P = X2 4+ bX + 1.

a) Lorsque b = —2, le polyndme P admet-il deux racines distinctes? .........

b) Calculer le discriminant de P en fonctionde b ............. .. ... .. .

¢) Pour quelles valeurs de b le polyndme admet-il deux racines distinctes? ...

Calcul 2.8] — Un deuxiéme polynéme a parameétre. 00

Soit @ € R*, un réel non nul. On considére le polynéme Q = aX? 4+ 3X — 5.

a) Calculer le discriminant de Q ........... ... i

b) Pour quelles valeurs de a le polynéme @ a-t-il exactement une racine? ....

Calcul 2.9] — Un troisiéme polynéme a parameétre. 00
Soit ¢ € R. On considere le polynéme R = 2X?% — 5X +c.

a) Calculer le discriminant de R .......... .. . i

b) Pour quelles valeurs de ¢ le polynéme R n’admet-il aucune racine? .......

10 Fiche n° 2. Discriminant et racines I



Calcul 2.10| — Inéquations (I). 00

Résoudre les inéquations suivantes. On attend le résultat sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de
deux intervalles.

a) 207 =BT F 3 >0 o
D) Y A B3y < 2
o TR e /2

Calcul 2.11| — Inéquations (II). 00

Résoudre les inéquations suivantes. On attend le résultat sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de
deux intervalles.

3
a) 4z>1—22 .................................................
2 3
D) Ul SU A = >0
) gutguty
c) U=V 02

Calculs plus avancés
(S

Calcul 2.12| — Propositions paramétrées I. &c?

Soit a € R.

Pour quelle(s) valeur(s) de a la proposition « Vo € R, P(z) > 0 » est-elle vraie?

8) AVEC P = X2 £ 3X — 4 ot
2, 1

b) AVeCP:gX —|—2aX+§ ......................................................

c) AvecP:gX2—gX+% ......................................................

Fiche n° 2. Discriminant et racines I 11



— Propositions paramétrées II. e 11

Soit a € R.

Pour quelle(s) valeur(s) de a la proposition « Vo € R, P(x) > 0 » est-elle vraie ?

a) Avec P = aX2 430X — 4 oot

2
b) AvecP:§X2+2X+§ ......................................................

3 7 a
Avec P = X% — —aX 4 — oo
c) Avec ; £0 I 5
Calcul 2.14] — Un systéme a parameétre. {',? {',? C? C?
: . X (€=5)2+(y-57=5
Soit t € R. On considére le systeme . d’inconnues z et y.
y=uw

Pour quelles valeurs de ¢ le systéme précédent a-t-il des solutions? ..................

Réponses mélangées

1 4
]—oo,l[U}g,—l—oo{ 73 % ~1-+V5et —1++5 —% -5 non —27

[2 [2 -3—-V17T | -3+17
—3et2 -8 20 a [— 5 E] 25 — 8¢ 5 et 5

25 25 1 29 /15
ae[m,—i—oo[ a€|:074—9:| t€|:§72:| ? —3—\/§ ae[ 7,-'—00

2+3

25 ) 9 V2-2  V2+2 V19 V19
ce}g,—i—oo{ b* —4 ~20 3 et 3 ]—oo,—2—T U —2—|—T,+oo
3—v5 3 5 3 1 1
b e]—o0,—2[U]2, 40| aucune 8\/_ et +8\/_ —121 9+ 20a 3 —5 et 3
-3—-V17 — v1 4
o aucune { 5 5 7, 3—'_2 7} % |—o0, —4[U]-1, +00] R 3

» [Réponses et corrigés page 159

12 Fiche n° 2. Discriminant et racines I



1re-QUAD-03 Fiche de calcul n°3 Polynémes du second degré

Discriminant et racines 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s

44

Donner, sous la forme d’un intervalle, I’ensemble des solutions des inéquations suivantes.

4 1 2
a) —2a:>§ ................. c) 2x—ﬁ<§x ............
11 1 1
b) 2e—=2>- .............. d) - == —= = .
) 2z 525 ) -z + 3 ar 4F 5
Calcul 3.2 44
Simplifier les expressions suivantes, ou n est un entier naturel.
63 x 27°
4+ +1 —il
a) W ...................... C) 3n _377. _7X3n+3n
) 5 122 Q 16711 4 (—4)>m ! 4 (=2)*"
07 ) GE e 0

Factorisation de trinémes du second degré
|

0
Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polyndomes en question.

a) X2 TX 412

Fiche n° 3. Discriminant et racines 11 13



00

Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynémes en question.

1
a) X2+ X +1 ... c) 2X2——X+6 .......
1 1 24
b) X?+-X—2= ........ d) X?-X -1 ........
) *3 2 ) 5
00

Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynéomes en question.

a) X2—-2X—1..... ¢) X?2—-2V6X -4 ..
b) X?-2X-2..... d) 2X?-6X+1 ...
— Factorisation avec un parameétre. 000

Donner la factorisation des trindmes suivants, ou m désigne un parametre réel.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynomes en question.

a) X4+ mX —2m? ....... ¢) 2X?+ (m+6)X +3m .

b) X2 —-2X+1-2m? ... d) X?-2X-m? .........

Equations se ramenant a une équation du second degré
N ——————————————

00

Résoudre dans R les équations d’inconnue z suivantes.

000

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) T — =1............ b) =4-— ...

14 Fiche n° 3. Discriminant et racines II



Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) r+5=vVe+1l ... b) z=1++v22-2

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) Vr+2=+V2r—1.............. b) \/‘—2—7‘/5_10:0 ........

Factorisation de polynémes de degré 3

VT 42

Calcul 3.11] — Factorisation d’un polynéme de degré 3 (I).
On consideére le polynéme P = X3 — 7X +6.

a) Calculer P(1) ...
b) Factoriser P par X — 1 ..ot

¢) En déduire une factorisation de P ........ oo

Calcul 3.12| — Factorisation d’un polynéme de degré 3 (II).
On considére le polynéme P = 2X3 +13X2 + 16X + 5.

a) Calculer P(—1) ..o
b) Factoriser P par X 4 1 ..oouuniuiii it

¢) En déduire une factorisation de P ......... ...

En s’inspirant de la démarche des deux calculs précédents, factoriser les polynémes suivants.
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 3.14] — Une équations bicarrée. (?(?

On cherche & résoudre Iéquation z* — 722 + 12 = 0, d’inconnue z réelle.

a) Quelle équation obtient-on en posant y = 227 ...

b) Factoriser le trindme ¢ — 7y + 12 ....ooooiiiii e

¢) En déduire les solutions de ’équation initiale ...................cocoiia..

Calcul 3.15( — Equations bicarrées. C? C?

En s’inspirant de la démarche du calcul précédent, résoudre les équations suivantes, d’inconnue x réelle.

Calcul 3.16| — Ecart entre les deux racines @). (?(?(?

Soit a un réel. On note « et 3 les deux racines réelles du polynoéme X2 + (a—2)X — 2a.

Déterminer les valeurs de a telles que |a — 8| =1 ..o,

Calcul 3.17| — Ecart entre les deux racines (I1). &(?(?

Soit a un réel. On note « et A3 les deux racines réelles du polynéme X2 — (a2 + l)X + a?.

Déterminer les valeurs de a telles que [a — 8| =1 ...,
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}—oo,—%[ (X—l—\/§)(X—1+\/§) (X—l—\/im)(x—1+\/§m)

3i8\/@ y? —Ty+12=0 (y—4)(y—3) 2(X+1)<X—g)
]—oo,l%[ <X+é>(X—5) {il,i\/g} (X—1)(X—1—¢§)(X—1+ﬁ)

(X —1)(X2+ X —6) 2(X+1)(X+5)<X—i—%> (X—l—\/m2—+1>(X—1+\/m2—+l>
[%,-ﬁ-oo[ (3,1} [—%,-{-oo[ 2(X+ %)(XJF?,) —=

fo+v2} {2} X-m)(X+2m)  (X-1-V2)(X-1+V2)
(X —

(X —1) 2)(X +3) (X —3)(X —4) 2<X— 3+2ﬁ) (X— 3_2*/7> {1,36}
{g} 92 x 37 (X+2)(X+ %) {25} {12\/5} (X +2)(X - 5)
{i2,i\/§} {3 12\/5} ox3nl 2<X - %) (X - }1) 0

(x+3-VB)(X-3-V5) 13x2"  {-1,-3} (X +D(X>+11X +5)

o) (3) (g s(g)(v-5)

» [Réponses et corrigés page 163
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1re-POL-01 Fiche de calcul n°4 Polyndmes
Polynoémes I

Quelques calculs généraux pour commencer
S

Calcul 4.1 4
Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible.
2 3 2\? 2 1
e d e
9 3735 ) (3) 315
b £-8,1 2\, 2 16
2 5 3 ......................... e) g ? 3 ............
8 -1\* 2 1\*
C) 2X = — =4+ = .. f - z e
> ; ) (5) ()
44
Résoudre les systemes suivants.
- ) a— b+ ¢c=6
a+ = _
a) {3a—b g e b) 3b+2c=-5 ..........
—3c=—6

Evaluation des polynémes
|

— Une petite mise en jambes. o

Dans les cas suivants, calculer P(a).

a) P=34+9X — X2 —5X% et a=2 . i

b) P=3X" —4X*4+2X? —3X +2 et a=1 .coiurrirriiii

¢) P=3X°—4X*+2X? —3X +2 et a=—1 ...ccooiiiiiiiiiiiiiiiii,

d) P=1-9X2 410X €6 G = =3 .0ttt

@) P=4X —2X2 49— X3 et G =4 oo

18 Fiche n° 4. Polynémes I



Jalcul 4.4 — Avec des nombres rationnels. 00
Dans les cas suivants, calculer P(a).
Les nombres rationnels seront donnés sous forme de fraction irréductible.

2
a) P=3X% —4X2 412 et 0= o it

1 2
b) P=5—§X+§X2+3X3 Bt =3

2 1
c) P:—4X4+§X3+3X2—§X+2 et A= =2

1 5
d) P=—-X3-X%2_-3X+1 et e
) 2% thoet a=g
1 -2 —4
P=-X—--—"X?>-3X%+1 et e
°) 2 5 tLoer a=
00

Dans les cas suivants, calculer P(a).

Les nombres rationnels seront donnés sous forme de fraction irréductible.

a) P=(BX2—4X+2)(X°-3X+2)—(X?—1) et a=2 .cooovreiiiiiiiiii...

1 1
b) P=§+3X5—(4X4+2X2—3)(X3+2)—§X2 et a=—1 ..o,

— Péle-méle. 000
Dans les cas suivants, calculer P(a).

Les nombres rationnels seront donnés sous forme irréductible et les racines carrées seront réduites.

a) P=X*—2X2—2X% et a=1+V3 ..

b) P:(X2+4)2<3X—%) b A= —V2 e

o) P:(\/§(X2—1)2—2)(3X—%)+84X+33 et a=1-vV2 ...

Opérations sur les polynémes
)

Calcul 4.7| — Développer, réduire et ordonner (I). 00

Développer, réduire et ordonner selon les puissances décroissantes de X les polynémes suivants.

a) (X =D X2+ X H1) o

b) (X +2)(=2X +7) = 22X —3) eoviiriii i

¢) X+(§X+5)(X—;)+1 ................................

Fiche n° 4. Polynémes I 19



Calcul 4.8 — Développer réduire et ordonner (II). 00

Développer, réduire et ordonner selon les puissances croissantes de X les polyndémes suivants.

a) (X2 =5X +2)(—2X2 47X —1) cooiiiiiiiiiii

b) Xf<X3f%X+2)(f2X2+Xf%)76X2 ...............

¢) (X2HV2X +1)(1—V2X +X?)

Calcul 4.9) — Composition de polyndomes (I). 00

Etant donnés deux polynémes P et @, on fabrique un polynéme, noté P o ), en substituant 'expression
de @ & l'indéterminée X dans P. Par exemple, pour P =4X2 - 7X +5et Q= X>—3,0on a

PoQ=4(X2—-3)°—7(X>—3) +5.

Dans chacun des cas suivants, exprimer P o () sous forme développée et ordonnée selon les puissances
croissantes de X.

a) P=2X+4+1etQ=4X 43 . o0,

b) P=4X+3et Q=2X+1 ..ooooeiiiiiiii ..

c) P=2X—-1etQ=3X2—X+1 ......ooocooiiiiiiiiii...

Calcul 4.10] — Composition de polynémes (II). 00

Exprimer P o ) sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P=X?-X+1etQ=2X 1 .ccooiiiiiiiiinniinnin..

b) P=X?4+3X41etQ=X34+X -2 .......ooociiiiii..

) P=X4+X-2etQ=X>+3X+1 ...oooeriiiiiiii..

Calcul 4.11] — Composition de polynémes (III). 00

Exprimer P o @) sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P=X>—V2X?2 - XetQ=V2X+1 ......................

b) P=X343X2 43X +1etQ=X—2 ....coooiiiiiiiiiii...
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Calcul 4.12| — Composition de polynémes (IV). 000

Exprimer P o () sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P:(X+1+\/§)(2X—\/§) et Q=X241 .o,

b) P=(X?+1)2X -3)et Q=X>+vV2—1 ..cocoiiiiiiin,

Racines des polynomes
|

— Racine ou pas 7 00
Dans les cas suivants, dire (« oui » ou « non ») si le nombre a est racine du polynéme P.

2 _7
a) P=—-4X"+16X -7 et (S

b) P=X3—3X2-5X —1 et a=—1 .ottt

) P=X>-3X2-5X -1 et a=2-V0 . i

d) P=X*F17TX2412X et a=—2—V3 oot

— Condition pour étre racine. 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs de m pour que P(a) = 0.

a) P=6mX° - X'+ (m+2)X3—X2—-X4+m et a=1.............cc0....

b) P=X?—(m?+2m—1)X+2m®—2m et a=1+m’ .....................

¢) P=X3+(1-2m)X?>—m(l+m)X+2m*(m—1) et a=2m+1..........

Calculs plus avancés

Ffd

On considere le polynéme
P =X —5X°+ (5+ VI7)X? +2X - 4

[5—+/1
Le nombre a = — ST7 est-il une racine du polynome P 7 .....................

Fiche n° 4. Polynémes I 21




Calcul 4.16/ — Une formule pour la somme des cubes. Fff P

Soit P un polynéme de degré 4 tel que

s

Po(X+1)-P=X3 et P(0)=0.

a) Déterminer P (sous sa forme factorisée).

On pourra écrire P = aX* +bX3 + ¢X? + dX + e; il s’agira alors de déterminer ses coefficients.

FhFE

Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs de m pour que P(a) = 0.

On pourra chercher des racines évidentes.

a) P=X’—(m*+2)X-2m’+4m et a=2 ...l

b) P=X*-(3m*+2)X —2m® +4m et a=-1+V2....................

Réponses mélangées

178 V24 (2V2 - 1) X + (6 — 2v2)X? 5 1
7+8X —2X2-X+20 —— by={=,=
+ + 27 +2v2x° (0.0) = (77
0 oui m=1 ~1-X4+X?-Xx342X*+ X© (a,b,¢) = (1,-3,2) —18(1 + 6v2)
31 18v2 — 28 + (26 — 18v/2) X , 1 -1
- 0 == —63 €42, —
6 +(6v2 — 9)X* + 2X° om o mEg " 73

~1
e 165 1-2X +6X? %7 me {—\@,71,\/5} 748X 0
21
g—g —% me{l,\fz,l—Q\/i} —24+19X — 39X +9X°% 4 7x* —2X°
1 181 12X 4 31X% +45X3 4+ 30X* 5
S Xt X3 - X+1 — —=
10 + 2 +9XP 4+ XSO 6
1 1
25 non 3—6X +4X? 30 1+ Xx* —% oui non
2 73 D)2
SX245X -2 L1100 143X —3X24 X3 n(n+1) 0
3 10 2
11 1 2 X —1)2x2
1+ (64+Vv3) X% 4 2x* g—§X—gx2—1X3—X4+2X5 3 P:%

» |Réponses et corrigés page 171|
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1re-POL-02 Fiche de calcul n°5 Polynémes

Polynomes 11

Remarque
Dans cette fiche, on présente, a travers des exemples, différentes techniques
pour factoriser un polynéme.

Le but est d’éviter de calculer le discriminant.

Ainsi, dans tous les calculs proposés, on cherchera a répondre sans calculer
de discriminant.

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 5.1 4

Soit a € R. Développer et ordonner les expressions suivantes.

a) (a+1)(a+2)(a+3) ... b) (a—1D(a®+a+1) .....

4
Soient a,b € R. On rappelle que a? — b? = (a + b)(a — b). Factoriser les expressions suivantes.

a) 2X+1)2-25 .... c) 2X2—-16 ..........

b) (X +3)2—(3X+5)? d) X-1)%2-3 ......

Premieéres factorisations
(G

— Factorisez ! 00

En reconnaissant des facteurs communs, factoriser les expressions suivantes.

&) (X —1)(X = 3) + (X +2) (X = 1) eeroeieeee e

d) X(X4+2)+ (X +D)(X4+2)+ (X +2)% i

©) (BX +2)(2X — 1) = (BX 4 2)(TX —4) ovreeeeei e

Fiche n°® 5. Polynoémes II 23



Calcul 5.4 — Factorisez, encore ! 00

En utilisant des identités remarquables, factoriser les expressions suivantes.

a) X2-10X+25 .... ¢) 2X%-2V2X +1 ..
b) X?2—3 ............ d) 25— (2X +3)* ....
Calcul 5.5 — Facteurs communs et identités remarquables (I). 00

En reconnaissant des facteurs communs et en utilisant des identités remarquables, factoriser les expressions
suivantes.

€) (X =2)(X 44)+ X2 —4X +4

Calcul 5.6/ — Facteurs communs et identités remarquables (II). 00

Méme exercice.

a) (—TX —6)(6X +8) + (36X = 64) vttt

b) = X2 F 814+ (2X 4 3) (=X —9) i

€) (X 43)2 = (2X 4+5)2 = X — 2 i

En utilisant les racines

Calcul 5.7 — Une méthode fondamentale (I). 00

Les coefficients d’un polynome de degré 2 unitaire (c’est-a-dire dont le coefficient dominant vaut 1) sont
reliés & ses racines : si les racines du polynéme P = X2 4+ bX + ¢ sont « et 3, alors on a

[@75=4) « [a7=r]

a) Le polynéme P = X? — 7X + 6 admet 1 comme racine. Quelle est I'autre? ............

b) Le polynoéme P = X 2 _ 12X — 64 admet —4 comme racine. Quelle est Pautre? ........

21 1
¢) Le polyndéme P = X 2 ?X + 5 admet 3 comme racine. Quelle est 'autre? ..........

d) Le polynoéme P = X2 4+ 127X + 372 admet —3 comme racine. Quelle est Pautre? ......
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Calcul 5.8/ — Une méthode fondamentale (II). 00

Soit a € R* un parameétre. En utilisant la méme méthode, répondre aux questions suivantes.

1
a) Le polynéme P = X2 — <a + )X + 1 admet a comme racine. Quelle est 'autre? ....
a

b) Le polynéme P = X? —2X + 1 — a? admet 1 + a comme racine. Quelle est 'autre? ...

Calcul 5.9 — Une méthode fondamentale (III). 000

Quand le polynéme n’est plus unitaire (c’est-a-dire quand son coefficient dominant ne vaut pas 1), il faut
modifier les formules ci-dessus : si P = aX? + bX + ¢, avec a € R*, est un polynéme dont les racines sont
a et 3, alors on a

oz—&—ﬁ:—é aﬁ:f.
a

a

a) Le polynéme P = 3X? —4X + 1 admet 1 comme racine. Quelle est autre? ...........

b) Le polynéme P = 2X?% — 5X — 12 admet 4 comme racine. Quelle est autre? ..........

c¢) Le polynéme P = 5X2 + 31X + 6 admet —6 comme racine. Quelle est I'autre? ........

calcul 5.10] — Avec des racines entiéres visibles. 000

Les polynomes suivants ont des racines entiéres. Les trouver en s’appuyant sur les techniques précédentes
donnant leur somme et leur produit, puis en déduire une factorisation du polynome.

C) —XZFTX =10 o

A) X2 42X = 35 o

@) —XZ 21X F 46 o

£) X2 = 11X = 60
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Calcul 5.11] — A la recherche des coefficients. L)
On consideére le polynéme P = aX (X — 1) +b(X — 1)(X —2) + cX (X —2), ot a,b,c € R.

a) On sait que P(1) =2, que vaut €7 ...

b) On sait que P(0) = —1, que vaut b7 ...t

¢) Onsait que P(2) =4, que vaut a? ...t

En degré plus élevé
|

Calcul 5.12 00

Factoriser les polynémes suivants en produits de polynomes de degré 1.

Calculs plus avancés
(D

£

A Taide d’une identité remarquable, factoriser le polyndme suivant en produit de trois facteurs non
constants.

£

Factoriser les polynémes suivants en produit de deux facteurs non constants.
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Calcul 5.15/ — Autour de la formule de Bernoulli. Gcc? (? c?

Etant donné a € R, on a la factorisation suivante :
n—1
X" —a"=(X—a) Z a"FIXE = (X — o) (X" 4 aX 24 a2 X 40,
k=0

Par exemple, avec a = 2 et n = 3, la formule donne X® — 8 = (X — 2)(X? + 2X +4).

Il faut garder a l’esprit que cette identité est valide aussi bien pour a > 0 que pour a < 0.

A Tlaide de cette formule, factoriser les polynémes suivants :

a) X327 ... d) X5+1......

b) X3+1...... e) X' —1......

c) X°-32.....

— Une grande identité remarquable. C? c? {? {?

Factoriser le polynome X2 — 1 en faisant apparaitre au moins 4 facteurs non constants.

Réponses mélangées

(X +1)(X +V2)(X —V2) l-a —(X -5)(X -2 (X —2)(X* +2X° +4X* + 8X + 16)
XA X - 1)(X +1)2 (=X —14)(6X +8) —% (X2 +1)(X —1)(X +1)

(X +2)(3X +3) (2X — 4)(2X +6) (2X* +1)? 2 (X2 +V2X +1)(X% - V2X +1)
(X -D)(X?2+ X +1)(X +1)
(X2 - X +1)(X+1)
(4X +8)(—2X —2) (X +7)(X —5) (X +1)(X2 =X +1) a®+6a*+1la +6

(X -1D(2X —1) 2 (X —V3)(X +V3) (V2X +4)(V2X —4) _3

2
6 5 4
= 11))((5)1 }QXJF }f 3 (V2X —1)2  (3X+2)(-5X+3) 6 X (X-1)(X+1)

X(X-2)  X(X-1) 16 -2 (@X-1X+1) (X-1)(X+2)

124 (X -2)(X-3) —(X-23)(X+2) 10

(X —2)(2X 4 2) (2X +8)(—2X +2) 8(X —3) (X —3)(X?+3X+9) (X —5)?

w| =

X+DX* =X+ X — X +1) (X2 4+ 1)2 (X —15)(X +4) a® -1 (BX +9)(-X —2)

—% (X —14+V3)(X —1-3) (BX —6)(-X—-9)  X(X —-1)(X+1)

» [Réponses et corrigés page 174
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1re-DER-01 Fiche de calcul n°6 Dérivation

Dérivation 1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 6.1 — Des puissances. 4

Soit n € Z. Ecrire sous la forme « 2 », avec k € Z, les nombres suivants.

8" x 23
a) 2n =F 277, ...... b) 2n X 2n ...... C) W
Calcul 6.2| — Factorisations dans des fractions. 4

Soit n un entier non nul.

Dans chacun des cas suivants, factoriser par B(n) le numérateur et le dénominateur des fractions A(n)
données, puis donner I’expression simplifiée.

n®—2n+1

a) A(n):m et B(n):n2 ..................................................
3_ 9.2

) A(m)= L B = n®
R

Lectures graphiques
)

Calcul 6.3 — Lecture graphique d’un nombre dérivé (I). o
g

Dans le repére ci-dessous, on a représenté le graphe d’une fonction f définie et dérivable sur R ainsi que
deux de ses tangentes.

=

y

T,

Q

N
AN
?
e ——

[\

Ha

[aiy

Do

Déterminer graphiquement :
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Calcul 6.4) — Lecture graphique d’un nombre dérivé (II). o

2N

No
N
?
Q

N

Dans le repére ci-contre, on a tracé la représentation
graphique d’une fonction g définie et dérivable sur R

ainsi que deux de ses tangentes. I

Déterminer graphiquement :

H
&3

|
w
|
l\')/
/’r
—
o
i

Do

=3
=
QQ\
—~
o
=
w
N

— Une courbe, trois tableaux. o0
On considere f1, fs et f3 des fonctions définies et dérivables sur R.

La courbe représentative d’une certaine fonction dérivée, notée ! est tracée dans le repére ci-dessous ainsi
) ’
que trois tableaux de variation.

r | —o0 -1 2 + o0
Ya @y
R T | — 00 -2 1 3 + 00
-3 J2 10 N\ 2 @
/ , u fg / \ / \
/ T | — 00 -2 1 3 + 0o

f' est la fonction dérivée de :

@fl ®f2 @f3
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Calcul 6.6] — Un tableau et trois courbes (I). 00

On donne ci-dessous le tableau de variation d'une fonction f’ définie sur R ainsi que les courbes représen-
tatives de trois fonctions : f1, fo et f3.

=
~

N
N
4
No
s
?

R
g

w

w
=
=

[\
N

uin
2

e

— B
W

-3 -2 —1\) 1 4 3 2 210 I 4
1

2
¢

4 N " 4

5 5
A
=3 Y3

-

h 4

/

d

-
NS

La fonction f’ est la fonction dérivée de :

. R o] ]
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Calcul 6.7| — Un tableau et trois courbes (II).

On donne ci-contre le tableau r > —4 —1 2

de variation dune fonction f’ +o0

définie sur R et, ci-dessous, les N /

!
courbes représentatives de trois f AN -
fonctions : f1, fo et f3. -3

=

N
\
4

—
O w
L

/[

/
X
==
-
N N
3\
?

=
L~
[uin

Y2
/

—

|

i

|

|

[N}

|

—_
— o

H\/
4

S~

/

O

~

Ko
N
?

N
7

N\

N

—

[\

f’ est la fonction dérivée de :

() f @fz (©) f3

Calculs plus avancés

Calcul 6.8) — Tangente et rayon.

Dans le plan muni d’un repeére orthonormé, on considere le
cercle ¢ de centre O et de rayon 1.

Pour ¢ € |1, 1], on note M(¢) l'unique point du cercle & @
d’abscisse t et d’ordonnée strictement positive, et on note
y¢ Pordonnée de M(¢).

2.3

a) Exprimer la distance OM(¢) en fonction de ¢ ......... ...,

Fiche n° 6. Dérivation I
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b) En déduire une expression de y; en fonction de ¢ ...,

On admet la propriété suivante : si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, telle que,

ul

2/u’
¢) Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par f(¢) = /1 — 2. Donner l'expression de f’(t).

pour tout z € I,u(x) > 0, alors la fonction v/u est dérivable sur I et on a (vu) =

d) On fixe t € |—1,1[ et on note T la tangente & la courbe €5 au point d’abscisse t.

Donner I'équation réduite de T ........ooiiiii e

e) Donner un vecteur directeur de T ..........ooiiiriiininiiiiiiia...

On notera W ce vecteur.

f) Donner un vecteur directeur de la droite (OM(t)) .......cooovinieiinin....

!
On rappelle la propriété suivante : si U(ZJ:) et E’(z,) sont deux vecteurs, alors @ et U sont orthogonaux

si, et seulement si, z x 2’ +y x 3y = 0.

g) Les vecteurs w et OM(¢) sont-ils orthogonaux? ..............ccooiiei...

Réponses mélangées
N 1_§+L
22" 0 W —t 22 2ty ﬁ
TL2

» [Réponses et corrigés page 178|

32 Fiche n° 6. Dérivation I



Fiche de calcul n°7

1re-DER-02 Dérivation

Dérivation 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 7.1 4

Donner (sous la forme d’un intervalle) ’ensemble des solutions des inéquations suivantes.

Calcul 7.2 4

Simplifier les fractions suivantes.

25 x 34 33 x 2° 123 x 104
a:) m T T s e e e e w....

Calcul 7.3 44

Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = 32° — 10z — 3.

Calculer f(a) pour les valeurs de a suivantes.

a) a:—% ...... c) a:\/?i ...... e) :_1—2\/5
b) a=V3....... d) a:1+2\/§ - f) :\/§2—4

Dérivation de polynoémes
)

0

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R.

a) f(x) =22 +52% —2? =62 +2 ...

1 5 3 3 592
b L B T B B R
) F@) =57~ 2% 5 T 107 T 307

24,10 227 26 22
C) f($):T—$3+T—E+Z+46 ....................
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000

Pour chacune des questions suivantes, calculer f'(a).

a) f(@)=523+43x -2 et a=14+V6 ..o

b) f@)=a4+52>—2—1 et a=14+V3 .o

¢) fl@)=2 =222 4210 et @ = —= .

1
d) f(:r)zx4—§:r2+3x—5 €6 @ = A o

Opérations usuelles et polynémes

On admet que les fonctions de cette partie sont dérivables sur leur domaine de définition, qu’on ne cherchera
pas a expliciter, sauf mention contraire.

Calcul 7.6 — Inverses (I). )

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.

a) f(x):gml_i_l ...............................................
1
b) J(8) = g e
1
) () = gy e

Calcul 7.7 — Inverses (II). 00

Donner l'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.
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Calcul 7.8 — Quotients (I). 00

Donner l'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes.

20+ 3

a) f(x)= TR L T
473 — 522 + 3z — 2

b) f(z) = G L tttieirereeeeeeeeeeesesee

Calcul 7.9 — Quotients (II). 00

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.

223 — 5a? —2

Calcul 7.10 — Quotients a simplifier (I). 000

Simplifier les expressions suivantes en enlevant les fractions au numérateur et au dénominateur.

1
- +3
a) f(@) = ————
5_3
T
2 1
te T
b) f(x) = ﬁ ..................................
_9_Z 4=
x3 + x
A T'aide des calculs précédents, donner 1'expression de f'(x) pour chacune des fonctions f suivantes.
p +3
C) f(@) = ————
9_ 2
T
2 1
te Tl
d) f(zx)= GG e
—2- S+ —
x x
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Calcul 7.11] — Quotients a simplifier (II). 000

Simplifier les expressions suivantes en enlevant les fractions au numérateur et au dénominateur.

2¢ + 3
r—4
—x—2
2+

1 —x—2

b) flz)= 2336271*12 .......................................

A Taide des calculs précédents, donner 'expression de f'(x) pour chacune des fonctions f suivantes.

22 + 3
r—4
c) f(x)= S L TR TEPTERETEPTRERRERT
2+
1 —x=2
d = A T
) o)==
— Signe de la dérivée. 00

Pour chacune des fonctions suivantes, donner I’ensemble des solutions de I'inéquation f’(z) > 0.
On attend les solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

On commencera par déterminer l’ensemble de définition de f.

1 2
2 _s8t"3
a) f(ac)—gac —?m—&—Q ..... c) f(ac)_%er% ...........
322 -5 1
b T)=—F— ... =
) (@) 2 +1 4 f) i22 -tz 45
Calcul 7.13] — Dériver puis factoriser (I). 00
Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f/(z) puis factoriser le numérateur du quotient obtenu.
-1
a) f(x)= LR e B
b) fla) = :
xTr) = x3—9x2+27x75 ...............................
-1
c ) = o
) 1) 2 — 64r + 21
S -
xXr) = 1 G T VR
523+ 522 + 9z
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Calcul 7.14| — Dériver puis factoriser (II). 000

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f'(x) puis factoriser le numérateur du quotient obtenu.

1
a) f(x):%lxd—%z2+2x+3 ..........................
b) f(z)= !  ovemnr U

1
$a3 — 5x2 + 3z — 4

Calculs plus avancés
(S

Calcul 7.15| — Avec des racines carrées. {‘F

Si u est une fonction dérivable & valeurs strictement positives, alors la fonction v/u est dérivable et on a

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes. On ne cherchera pas a déterminer les
ensembles de dérivabilité.
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— Avec des sommes. &

Soit n € N*. Dériver les fonctions suivantes, définies sur R.

On note, pourn e N*, nl =1x2x3x---x(n—1)xn et 0 =1.

k=1
n xk

o) fl@)=>Y_ SRR R PR R RPRI
k=0
w 3 2k

d) flz)=>) ((%))' ...............................................................
k=0

— Expressions formelles. Fhf P

Soient f, g et h trois fonctions définies et dérivables sur R, ne s’annulant pas sur R. Exprimer les dérivées
des fonctions suivantes en fonction de f, g, h et leurs dérivées.

Par exemple, la dérivée de fg+ h est f'g+ fg' + 1.

On pourra utiliser que

(") =nf'f2.

a) fg+gh ..... e) f% ........
f? f

b) ? .......... f) E ...........
fPtg f

c) g g) g

d) g-— % ...... h) fgh .........
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Réponses mélangées
1

—5zt —d4gd — 22 -2 —11 1
—00,—= | U |—=, 108 4+ 30v6
(@ + 2)? (2 - 3)? } > 2[ } 2+°°[ 306

6(x+1+4/12 :c+1—\/E n=1
( 3)( 3) 3+5\/g f'g+ 19 +g'h+gh kz_o%

(223 + 622 — 142 +7)°

- 23 7V2 33 — 22 +2 162 — 2222 + 10z + 1
SO DM oo -2 - V2 il 1; x x x +2 T+
= 4 2 —2x3 — 222 — 2 (22 —1)
- _ 8 3z +1 —22% + 82° + 6122 + 80x + 24
kak 1 —00, ——
Pt ) 22— 3 (—z —2)%(x —4)?
—22% + 52% + 17w (x — 8)(x+8) —3(x — 3)? f'gh— fg'h+ fgl/
(§x3— Syt — %12)2 (%3 —649554—21)2 (23 —91:22—1—2795—5)2 92
222 — 4z + 2
]2,—%00[ 422 4228 - 2 324 2 o2 9 5
10 2 2 ( x3+2x2_2x) 25

—2

3
(%x + 3)2 z* b2’ n 922 3z 2 —daP 443 — 222 -1 [at—x
5 3 2(z* — x)? 222 -1

(11_2$3+ %12 +91’)2 2 3 2
11 2f'fg+ f?g' 2?2+ 6x—1 (x+2)?
4 g° (—32°% =322 + 2 -2) (Lo + 202 4+ 4z —1)°

f'a— 19 ;'R —3fh'R? 23 7 —3z+9 3
292\/2 g 1o (5z+42  6(3—22V 2041 7
g
—1(z — 10 + V94)(z — 10 — /94)

2 3 2
ST ST g8 15 2 -6 6-10V3 ;
% +2x +8 (2% — 522 4 32 — 4)

24122 -1 13 1 = 21
6% + 12z 13 13V5 Z3(3;::) 1900 Fﬁroo{
2213 + 622 —x + 3 2 2 P (2k —1)! 7
—4 22° 4 224 + 223 — 222 — 1 -1 2
23 x i x° + 22* + 2z 23: (x—=1)(z+2) ! 21 + 16v3
(222 — 3z +4) (22 4+ +1) (Fad — 122 + 22 + 3)
3z —1

4 4
3/22+23/ :|—OO,—:| /h-i- Ih—i— h :|——,+OO|: ey
Frre +2fgg : fgh+fgh+ fg 1 TR T

—det et — Tt v 2w =2 5, 5 B+ g)gh = (P 4 g)(g'h + gh)
2

2(x3 + 22+ 1)2 (gh)?
2 + 1 = —622 — 1 —(z—3 3
T+ 35 — 223 3 612 — 6z + 9 (z—3)(z+3) i
63 — 2z (3x +1)2 2(3x2 —1)2 8 (%1:3 + %xQ _ %iﬂ —1)

» [Réponses et corrigés page 180|
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1re-DER-03 Fiche de calcul n°8
Dérivation III

Remarque

Dérivation

Dans cette fiche, on ne se préoccupera pas (sauf mention du contraire) des

ensembles de définition des fonctions considérées.

Quelques calculs généraux pour commencer

Calcul 8.1
Ecrire sous la forme ax + by + ¢z, ol a, b et ¢ sont des réels.
z—y+z 1
e
a) 3 +4x Y
1 — =
b) §(x—3y—z)—% .........................................
3x+2y—2 x+y—2z
c) 3 4 T AR R AR R SRR LA EE SR EERRTESREERES
1
d) m—x;y—g(y—a:—i—z) ..........................................
Calcul 8.2

Développer et ordonner selon les puissances de x.

a) (z—1)(@+1)+2(@—2)22 —1) «cceviiriiiiii

40
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Dérivées de fonctions composées

— Puissances (I).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Calcul 8.4 — Puissances (II).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Calcul 8.5 — Produits de puissances (I).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

a) flx)=(1- 2x)2(1 - g)Q ...................................

b) f(x)= 2z —1)?Bz+2)*

Calcul 8.6 — Produits de puissances (II).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Fiche n° 8. Dérivation III
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Calcul 8.7 — Quotients (I). 00

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

2 — 1 (1-2)3
=— ... b =" .
2 f@) =T ) 1) = Gy iy
Calcul 8.8 — Quotients (II). 00
Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.
1 —2z)6 V2(2 4+ V2x)?

8) fla)= 272 py Y22+ V2P

2(1 — ) 1—+2z

Dérivation a partir de relations fondamentales
)

LY

On considére une fonction f, définie et dérivable sur R*, et vérifiant, pour tout z réel non nul :
fa) == +a
- .

On note, si z # f%, g(x) = fx + 1) et, si x # 1, h(z) = f(1 — x).

a) Que vaut ¢'(z)? ... c) Que vaut h'(z)? ...
b) Calculer ¢’ (;) . d) Calculer 2'(1 + v/2)
00
On considere une fonction f, définie et dérivable sur R, et vérifiant, pour tout x € R :
fa) =

On note, pour tout réel z, g(x) = f(2z + 1) et h(z) = f(1 — x).

a) Que vaut ¢'(z)? ...... ¢) Quevaut A'(z)? ......

b) Calculer g'<\f ;) : d) Calculer A'(2). ........
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000

On considére une fonction f, définie et dérivable sur R, et vérifiant, pour tout « € R :

fl(x) =222+ 1.

On note, pour tout réel z, g(z) = f<x i 1> et h(z) =2f(2 — x).
a) Que vaut ¢'(z)? ... ¢) Que vaut h'(x)? ...
b) Calculer ¢'(2) ..... d) Calculer A'(0). .....

Equations de tangentes
e

— Des équations de tangentes. 00

Pour les fonctions f définies par les expressions suivantes, et pour les réels a suivants, donner une équation
de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

a) f(@) =322 —x+1 et a=1 ...ttt

3, 1 B
b) f(w)—2x —§x+§ e A =2
c) f(:c):12x e @ =2
-z

“alcul 8.13] — Des ordonnées a ’origine. o0

Pour les fonctions f définies par les expressions suivantes, et pour les réels a suivants, déterminer I’ordonnée
a lorigine de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a.

a) f@)=(x—1)2+ (1 —2)% et a=3 . 0o

b) f(x)zm B T

c) f(x):(l—g)2(2x+l)2 et a:%. .........................................
1 1

d) f(x)zm et B3
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Calculs plus avancés
(D

Notation. Si f est une fonction et si @ un réel en lequel f est dérivable, on note T, la tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Calcul 8.14] — Intersection de tangentes. (P{P

On définit, pour tout = réel, f(x) = 2(1 — z)* et g(z) = 3(1 — x)%. Soit a un réel différent de 0 et 1.

Déterminer 1'abscisse du point d’intersection de Tfq et Tgq oo,

Calcul 8.15| — Tangente passant par un point donné. C? d}

On considere la fonction f définie, pour x € R, par
72
=3(1-2)".
(@) .

Dans chacun des cas suivants, trouver les deux valeurs de a € R telles que T , passe par ...

a) le point de coordonnées (0,0) .......ooiuiininiiniinii

1
b) le point de coordonnées (2, O> ...........................................

Calcul 8.16/ — Avec un parameétre. c?(?

T

On considére un réel b et, pour x réel, la fonction f définie par f(z) = m
T

a) Pour quelles valeurs de b la tangente Ty o est-elle horizontale? ............

b) Soit @ un réel non nul.

Pour quelle valeur de b (& exprimer éventuellement en fonction de a) la droite T , passe-t-elle par I’origine ?
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Réponses mélangées

T, ] 11 6 1 ey s
127 3Y 737 2’2 (1—2z)3 1-322 /77
3 ot "y 1 1 _le ou
V2 (V2 — /32)3 2z + 1 3 3 V=5 2
24 x 322z 1
21 — 1)2 4z —5)(1— 2 (1——) 622+ 11z — LT
6(2x —1) (L (4 — 5)( x) 5 6z 4+ 1l — 6 1 +6+9
2
1 2x — 2 5 1 x 402 +a+1
— 1 T 2+ 22— (— 2) arars ~1,2
S 3+ (1—2)2 3("’1”: )Qx 2> 3t 6a {=1.2}

1 1
422 — 1)(3x +2)3(9z — 1) 3 EET Y~ %z 122(z — V2)* (22 +V2) 20

2
1 3 4(2 1 1 5 1 1
—9\/5(—3 - \/gm) 3 _AQa+l) —r——y— -z —\222 +4x+11

V3 3+ (22 +1)2 4 47 4 9
2z +7)(1 — x)? 1 3 9 9 1
-2,2 = —-8 - 20% — 4x? 422 — 1 -3 -
{-2,2} y =2z o+ 1) 5 x x4+ 2z x°+ T:
2(V2x +2)%(2v2z - 5) g<§ B 2>3 51— )t 8v/2 (1 —2z)°(4x - 5)
(1 —+/2x)2 3\3 11 (x—1)3
23 5 5 1
y= Tx +6 0 oy ge 12(V3+v22)°  —2v/222 — 8z + 9

» [Réponses et corrigés page 185
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1re-EXP-01 Fiche de calcul n°9 Fonction exponentielle

Généralités sur I’exponentielle 1

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 9.1 4

Calculer, en donnant le résultat sous forme de fraction irréductible :

1 g 1-1
== cocooaon b) 2 ... 2 ...
5 2-2 ) 2 ) T3
Calcul 9.2 4
Soit n € Z. Exprimer les nombres suivants sous la forme « 2¢ » (ol a est un entier dépendant de n).
2" x 87"
a) 2" +3x2" .. b) 2" x 4™ ...... o) ——

En utilisant des formules vérifiées par I’exponentielle
|

— Quelques calculs pour commencer. O
Simplifier les expressions suivantes.
a) exp(5) x exp(—2) x exp(0) ......... d) exp(=1) x (exp(=3))% ...
b) exp(4) ) exp(7) x exp(—8)
exp(3) T op(@)
3
2 exp(5) x (exp(—2))
c exp(—1)) " xyexp(4) ..covvvii. .. fy ————— =
) (exp(~1))"x /exp(4) ) o) x exp(—1)
Calcul 9.4 — D’autres calculs pour continuer. 00
Soit x € R. Simplifier les expressions suivantes.
a) (exp(z + 1))2>< exp(—2zx+1) ... b) (exp(4x —5) x exp(3 — 21’))2 e

¢) exp(3z) x exp(1l — 5z) x (exp(2z — 1))2 ............................................

exp(4z + 1)

4 exp(3 — 2x)
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— Un peu plus compliqué. 000

Soit & € R. Simplifier les expressions suivantes.

) exp(1) x (exp(4a:))3 0 (exp(2x +3) x exp(2 — 390))_1
opEr D) xp(5)
exp(3z) xexp(2) Q) exp(z) — 1 N exp(—z) —1
exp(5H) x (exp(—z))3 exp(z) +1  exp(—z)+1

Exponentielle et identités remarquables
|

00

Soit & € R. Développer et réduire les expressions suivantes.

a) (exp(z)+ exp(—a:))2 ............... c) (3exp(z)— exp(—:lc))2 ..............

b) (2exp(2z)+ 3 exp(—a:))2 ........... d) (1+exp(x))(1—exp(x)) ..coonnnnn

00

Soit & € R. Développer et réduire les expressions suivantes.

a) —2exp(3xz) — exp(2z) (exp(2z) — exp(—ag))2 ................................................

b) (exp(z)+ exp(—x))z—(exp(as) - exp(—x))2 ................................................

— Factorisations. 00
Soit 2 € R. A T’aide d’une identité remarquable, factoriser les expressions suivantes.

a) exp(2z) +4dexp(—2z)+4 ....... c) 16exp(4x) —9 ...,

b) exp(6x)+9exp(—2x) — 6 exp(2x) d) 9exp(2x) —4dexp(—2x) .........

Résolutions d’équations et d’inéquations
|

Calcul 9.9 — Résolutions d’équations (I). 00

Résoudre dans R les équations suivantes, en donnant ’ensemble de leurs solutions.

a) exp(2z) =exp(5) ..., ¢) (exp(z)—1)(exp(z)+5)=0 ...

b) exp(z?) =exp(2z) ............n.
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Calcul 9.10] — Résolutions d’équations (II). 00

Donner I'ensemble des solutions dans R des équations suivantes.

a) exp(3z) = % ............. b) 5—3exp(dr—1)=2 ...........
— Résolutions d’inéquations. 00

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

On donnera l’ensemble des solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une union d’intervalles.

a) exp(bz)—1>0 .......... d) 12—4exp(bz+1)>38 ...

b) exp(z?) <exp(x) ......... e) exp(6x?) >exp(2—1z) ...

Résolutions d’équations avec changement de variable
)

00
A Tl'aide d’un changement de variable, résoudre dans R les équations suivantes.

On donnera ’ensemble de leurs solutions.

a) exp(2z)+3exp(z) =4 alaidede « X =exp(@) » «ovvrniriiiiniiiiiiiiiiii,

b) exp(2z) —(1+e)exp(z)+e=0 alaidede « X =exp(z)» ...ooviiiiiiiiiiii..

¢) exp(z?) + =14+e alaidede « X =exp(z?) » ..ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiis,

exp(?)

Etude de la parité d’une fonction
e ——————————————————————

alcul 9.13 00
R R
La fonction ‘ exp(t) =1 est: (a)paire (b) impaire (¢) ni paire, ni impaire.
' exp(t) + 1
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Calculs plus avancés
(D

On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée cosh, la fonction définie par :

R— > [1,+00]
cosh: § exp(a) + exp(~2)
T 2 .

De méme, on appelle fonction sinus hyperbolique, notée sinh, la fonction définie par :

R— =R
sinh : . exp(z) — exp(—x)
2

Calcul 9.14)] — Une formule remarquable ? {f

Soit 2 € R. A-t-on, « oui » ou « non », cosh?(x) —sinh?(x) =17 ..........cciiiiiiii..,

Calcul 9.15] — Formule de duplication. C? {F

Soit x € R.

a) Exprimer cosh(2z) en fonction de cosh(a) .........oiiiiiiiiii i

b) En déduire I'expression de cosh(2z) en fonction de sinh(x) ...,

Calcul 9.16| — Formules de factorisation. C?C?

Soient x,y € R. Donner, dans chaque cas, la bonne réponse.

a) On a cosh(z+y) —cosh(z —y) =---

— Une équation. &

Donner ’ensemble des solutions dans R de ’équation cosh(2z) = 1.

On pourra faire un changement de variable.
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— Calcul de sommes. ff f? C? (?

Soit € R*. Calculer les sommes suivantes.

3 1 3
—x 322
(3e™" — %) 1 exp(6x — 2) 1 {Z} (© {-1,0,1} 3
|7, ~v2)
4 exp(2z — 1) {0,2} —1 — exp(62) exp(3)
o[y

s 0.1] exp(x — 10) {_} (27" + e”)2 © } g z

0 10, +00] (4e%® — 3)(4e* + 3) exp(6z — 3) {0,1} e* e 42

23" {0} 2cosh?(x) — 1 2sinh?(x) + 1 ] —00, —ﬂ exp(7)

1— e(n+1)a:
{0} (3% — 2e7%)(3e® + 2¢7°) {0} oui e exp(4x)
4 9 eZm(l _ eQnm)
4e x + 9e™ ® =+ 12€$ @ exp(4x — 4) exp(—3) W
5 1
9e?® + e — 6 1—e* 3 exp(—4) exp(—7) 92n—2 exp(3) {5}

» [Réponses et corrigés page 190
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1re-EXP-02 Fiche de calcul n°10 Fonction exponentielle

Généralités sur ’exponentielle 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 10.1)] — Des factorisations. 4

Soit x € R. Factoriser les expressions suivantes.

a) Z2—16 ..ooiiiiiiiiiaaia, d) 422 -1 ...,
b) 22 4+6x+9 .o e) (x4+3)2+22+6 ............
s 1 2
c) 2z° — URARRRRRRRREETTLRTEES f) Bx—2)"—36 .......c.o.....
Calcul 10.2] — Des fractions de fractions. 44
Mettre les nombres suivants sous forme de fraction irréductible.
3 1, 1
2 = + =
8) A i d 2T
7 47 6
1, 2 11
= _|_ < L = &
b) 258 @ B35 ..
13 Lakg
1, 2 1
=+ 2 =—3
o 255 no2T
3t 5 +1

Propriétés de I’exponentielle
s

0o
Simplifier les expressions suivantes en les mettant sous la forme exp(A), olt A est un entier & déterminer.
exp(6) exp(~1)
2 3) d) ——F———
2) exp(2) exp(3) ) e
b) exp(—1)exp(4) ................. e) exp(3)%exp(4) ..ottt
. exp(4) f) exp(2)* exp(—3)
oxp(3) —exp(—2)5 ................
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Soit z € R. Simplifier les expressions suivantes en les mettant sous la forme exp(A).

a) exp(z)exp(—2z) ...l

exp(z)?
°) exp(—x)

— Avec des identités remarquables.

Soit = € R. Simplifier (exp(z) + exp(fas))2 — (exp(z) —exp(—2))” ...

Equations et inéquations

c)

Remarque

Dans les exercices suivants, on attend les réponses sous la forme « x = a »

ou«x=a»ou«x>anr ete

Résoudre les équations et inéquations suivantes.

a) exp(3zx+12)=1 ...............

Résoudre les inéquations suivantes.

a) exp(x?) <exp(z)® ...l

b) exp(z)?exp(—2)=e ............

Résoudre les inéquations suivantes.

a) exp(2z +7) <exp(z)t ..........

1 2
1 — exp(z) < exp(z) + 2

1 1
exp(2z) —e < exp(2z) + 1

4
exp(2r)” Zexp(r+1) .........
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calcul 10.9] — Avec une équation auxiliaire. 00

Résoudre les équations suivantes.

Dans chaque cas, on pourra poser y = exp(z) et résoudre une équation auziliaire.

a) exp(22) —2exp(@) + 1 =0 ..o

D) exXP(Z) 4 €XP(—T) = 2 ottt

€) exp(22) +2exP(X) =3 =0 ottt

d) exp(22) — (14 ) exp(X) 4 € =0 o ortinit e

>alcul 10.10] — Un systéme exponentiel. 000

Résoudre le systeme d’équations suivant d’inconnues z et y.

exp(r—1) + exp(y+1) 2

S 02 b1 e
B @+ o) -1

e

Représentation graphique d’une fonction exponentielle

Jalcul 10.11 00

On considere les trois allures de courbes ci-dessous.

courbe 1 courbe 2 courbe 3

S

Pour chacune des fonctions suivantes, identifier la courbe qui correspond.

Les réponses possibles sont : « courbe 1 », « courbe 2 », « courbe 3 », « aucune ».
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calcul 10.12 o

)4
Voici la courbe représentative d’une fonction f. 21/,
T /
Parmi les trois expressions suivantes, laquelle correspond & P
. =
la fonction f7? —

Calculs plus avancés
]

F PP

n—1

Soit n € N* et soit = € R tel que = # 0. Calculer Z kT
k=0

S

Soit n € N*. Simplifier Pexpression € X €2 X - X € ... it

— Simplification ? d C?C?C?

e’ —e
2
Soit & € R. A-t-on g(f(2)) = €7 oo

—T

Pour tout x € R, on note f(z) = et g(x) =z + 22+ 1.

Réponses mélangées

1—ene 1)
4 (@+3+D) exp< nt ) exp(3) (22— 1)(2c+1)
<1 —Oouz=1 =0 > < (—a) L
r<g z=0ouzx= x = —3 < x < 3 exp(—z aucune z=-3
2 21 3
(x —4)(z+4) x> = @ 5 exp(z — 1) courbe 2 x> >3
14 1
exp(15) 0<z<b x>0 (32 — 8)(3z +4) 5 exp(3z) z <3
1 1 9 1
- — — = —_— < —
2(:5 2) (:E + 2) x=0 exp(0) =1 1 7 x>3 courbe 3 < g
(z,y) =(1,-1) exp(5) (x +3)2 x=—4 exp(2x) r=1louzx=-1
1 7 6
= —_ = i > — —_ =
x=0 10 x=0 oui T =g E exp(l) =e courbe 1 exp(10)

» [Réponses et corrigés page 193]
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1re-EXP-03 Fiche de calcul n°11 Fonction exponentielle

Dérivation et exponentielle 1

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 11.1) — Fractions. 4

Soit un entier n > 2. Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.

2) 1 0 1 n 1 o) 2n—-1 2n+1
g Iy e eeeens DN v i (EICCLLEEE
n—2 —n+1 n—+ 2 —n—+3
b) — +——— ... d
) n? * n3 ) n2—1 (n—-2)(n+1)
Calcul 11.2| — Puissances. 4

Soit n € N. Ecrire les nombres suivants sous la forme « 2%3° », avec a et b entiers.

a) 8"9TITL c) 4ntigom _gngontl L.

(2n72)3(97n+1)2

B d) 27(v/2)in2

Calcul 11.3] — Radicaux. A4
Soit n € N*.

Simplifier les expressions suivantes de maniére a ce que les dénominateurs ne comportent pas de radicaux.

a) V2IR3EL

2
D) e
) =
) vVn?+4n+4
—m ..................................................................
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Calculs de dérivées

— Exponentielles seules.

Soit a € R. Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

— Exponentielles et autres fonctions de référence.

Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

a) f(z) =3z — 2 — exp(x)

b) f(z) = V2exp(V2r — 1) + 2V

— Exponentielles et autres fonctions de référence.

Soit n € N*. Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

= =T \/gex
6 g PN ZT) e

b) fla) ="+ - exp((n — 1)2)

¢) f(z)=nz"" + (n+1)exp(—nz — )

Calcul 11.7| — Exponentielles et produits (I).

L4
d) f(zr)=3explz+1)—7.........
o) fla) = 2@ +2€Xp(_m) ......
f) fz)= éexp(Zx) 48 exp(%)
L4
00
00

Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

a) f(z) = (exp(x) +2)(3 — exp(x))

b) f(z) = (2exp(—z) = 1)(exp(z) — exp(—x))

56
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Calcul 11.8) — Exponentielles et produits (II). 00
Soit a € R. Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.
a) f(z)=xexp(2x) ...
b) flx)=(x+2)exp(ax) «.ocvvviiiii
¢) fl@)=a%exp(z —2) oo
d) flz) =VBzexp(VBE) .ot
Calcul 11.9] — Exponentielles et produits (IIT). 00
Soit n € N*. Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.
Certaines réponses peuvent étre un peu longues.
a) flz)= (2 =24+ 1)exp(—2) .o,
b) f(x) = (2® + 22 +5)exp(2T) ..oeiiiiiiiiiia
¢) f(z)= (2" —na" —x)exp(—nz) .............
9 1
d) f(z) = (2* —exp(x)) . +exp(—2z) ) ...,
calcul 11.10] — Exponentielles et quotients. 000
Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.
Certaines réponses peuvent étre un peu longues.
1
a) f(x) Tohexp(a) ~
3
b -
) @) 5exp(2z) + 2 exp(—x)
_ 2exp(z) —1
c) flz)= T exp(—3a)
% — exp(2x)
d) flo)=————
exp(—z) —x
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Applications de la dérivation
)

Calcul 11.11] — Equation de tangente (I). 00

Dans chacun des cas suivants, choisir parmi les propositions une équation de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse a.

a) f(r)=exp(x) et a=0

Calcul 11.12] — Equation de tangente (II). 00

Soit v € R.

Dans chacun des cas suivants, donner ’équation réduite de la tangente & la courbe représentative de f au
point d’abscisse a.

a) f(z) =2exp(4z) —1 b @ =0 co0oreii i
b) f(z)=(1—a)explaz) +a’z et a=0 ...ccccoiiiiiiiiiiiiii
¢) fl@)=(22+2—3)exp(x) et =0 oeoriiiriiiiai
d) flz)= (22 —z4+4)exp(—2x) et a=1.........................
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Calcul 11.13| — Variations.

Dans chacun des cas suivants, choisir parmi les propositions le sens de variation de la fonction f sur

I'intervalle I :

@ f est croissante sur 1 @ f est décroissante sur 1

Y e - SR o)

5 et I=R
b) f(a) = wexp(—a) et T =[0,400] «oerii it
¢) flx)= (2 —22+2)exp(x) et T=TR ...
A flz) = ! 66 T = (0,400 v reeeeeee e

exp(x) + exp(—a)

Calculs plus avancés

@ f n’est pas monotone sur [

Formule admise.

On donne la formule suivante. Si u : I — R est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction

f:x— exp(u(x)) est dérivable sur I et, pour tout € I, on a

f(@) =/ (z) x exp(u(z)).

Calcul 11.14) — Composée avec une exponentielle (I).

Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

o) fa)= exp(

d) f(z) = exp(

Calcul 11.15( — Composée avec une exponentielle (II).

Donner une expression de la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

1

X

2

)

1

xrl — —

2

%)

&

Ffd

2) f(z) = Vaexp(a® +1)

Fiche n° 11. Dérivation et exponentielle I

59



Réponses mélangées

2
—-3n+1
noontl aexplaz + 1) @ @ gn—53—antl y=ar+1—a

3
3 95 — exp(x) —30exp(2z) + 6 exp(—x) (22 — 2?) exp(2?) + (623 + 222 + 1) exp(2? — 223)
st (5 exp(2z) ; 2exp(—x))? (22 + exp(—l2ar;3))2
(a) _?x;—i— T)—; exp(jzz_ 1) 1+ exp(—z) + (2r — 22?) exp(—2z) + x_ a exp(z) 22n3on
() \/_3 exp(x + 1) y=—Te 2z 4+ 1le2 92ngn+2 <2x — #) exp (x - —\/’>
an —7 1 1
(Zr+aa)enti  v=-tos ooty Gen(—)
exp(x) (22 4+ 1) exp(2z) (2% 4 322) exp(z — 2) (m + 322 m) exp(x® +1)
4exp(—2z) — exp(z) — exp(—x) —exp(—x) (—2% + 37 — 2) exp(—2)
exp(—z) — % iexp(?:z:) - 8exp<%) ;xQ - % Xp( ;:E) @
—z? — 3exp(x) + (22 + 27) exp(—z) + (2z — 1) exp(2z) —8n
(exp(—0) — 2 Ol
2 /912 2 _
2exp(v2z — 1) + % (ax + 2a + 1) exp(ax) 1in _62 fg rlrl ?;;; _nl
_ exp(z) exp(z) — exp(—x) 2exp(x) 4+ 8exp(—2z) — 3exp(—3x)
(1+ exp(x))? 2 (14 exp(—3x))?

B ey @ 2 ©
—2x exp(—2?) exp(x) — 2 exp(2z) n(n+1)z" — (n+1)%exp(—(n + 1)x)
(322 — 1) exp(z® — 2) (223 + 322 + 4z + 12) exp(22) (x 4+ 1) exp(z(1 + exp(z)))
vn? +2n

(—n2z" ™ 4+ (n? +n+ Da™ —n?2" ! + nr — 1) exp(—nzx) — y=8r+1 2x 3"

» |Réponses et corrigés page 197|
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1re-EXP-04 Fiche de calcul n°12 Fonction exponentielle

Dérivation et exponentielle 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 12.1| — Factorisation (I). A4

Factoriser les expressions suivantes.

a) 5x(3z+1)—36x4+2) ......... c) 36— (Tx+4)2 ..................

b) (2z—1)(7Tz+2) —3z(2z—1) .. d) Tz+2-—(4-492%) ............

Calcul 12.2| — Factorisation (II). 44

Factoriser les expressions suivantes.

a) (3z—5)(5zx+1)+92°> 25 .... €) T*—1 i

b) (x—7)2x+3)—42®+9 ....... d) (z4+y)?—(z—9)? . . ..o

Calculs de dérivées
"~

Calcul 12.3] — Des sommes. o

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.

a) fx)=e"+4x ........... b) f(z)=5e"—Tx+3 ......
— Des produits. 00

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.

Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

a) flx)="Tae® ... ... c) flx)=Bx—-1)" ........

b) flz)=x%® ... d) flz)=(2—zc®)? ........
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salcul 12.5 — Des quotients. 000
Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.

Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

x Tz __ 2

a) flz) = xi T e, o) flx) Z T e
2 2o

b) J(@)= o d) J@)= g

Calcul 12.6| — Dérivées de sommes d’expressions du type e***°, o

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.

a) f(x) =36 +6e> ....... b) f(x) =3e "+t ...
Calcul 12.7] — Dérivées de produits d’expressions du type e®rtb, 000

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer I’expression de sa dérivée.

Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

a) f(z)=(32% —1)e *t ... c) flz)=(e*=5)(e " +¢")
b) f(z)= (3e""' —5)e* " . d) f(x)=(e"—e ") .......
Calcul 12.8] — Dérivées de quotients d’expressions du type e®**?, 000

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.

Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

1 Txe "
a) f(x)= T e d) f(z)= ST e
e e

3 e —e 7T
b) f(x) org3 e) f(x) eI

2z (1 _ 5x2)e 3z
c) fz)= v mrnr JERREEES f) flz)= pye—
Calcul 12.9] — Dérivée d’un quotient. 000

Déterminer I'expression de la dérivée de la fonction définie par I’expression suivante.
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calcul 12.10] — Exponentielle et racine carrée. 000

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer 1’expression de sa dérivée sur
I'intervalle ]0, +oo[. Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

_ 230 _ eV
a) flz)=e>3"x ... ... c) f(x)—m2+1 ...........
b) f(x)= ex\/—fl ............ d) flz)=2%"Vz ..........

Applications a I’étude d’une fonction
)

calcul 12.11] — Calculs de nombres dérivés. 00
Dans chacun des cas suivants, calculer f’(a).
_ 3\,3—2z _ _ et
a) f(z)=(2-2z")e ena=2 ..... b) f(:c)72e3x+5enaffl ........

Calcul 12.12| — Equations de tangentes. 00

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’équation réduite de la tan-
gente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a indiqué.

On attend des équations de la forme y = mx + p.

2
c) f(:c)*4+3 —eta=1 .
e3r _ 2
d) f(x)—egx+3eta: ............................................

— Etude des variations d’une fonction. 00
Aprés avoir calculé et factorisé la dérivée de la fonction z +— (5 — 2)e?~", déterminer si cette derniére est
@ décroissante sur |—oo, 7]
@ croissante sur |—oo, 5]
@ croissante sur [6, +00]

Une seule proposition est vraie.

Fiche n° 12. Dérivation et exponentielle 1T 63



Calculs plus avancés

Dérivée d’une fonction « composée ». Si u : I — R est une fonction dérivable, alors la fonction
x — exp(u(x)), notée exp(u), est dérivable sur I et

exp(u) = u' x exp(u).

Par exemple, avec la fonction u : x — 2%, on obtient la fonction exp(u) : & — e® qui est dérivable sur R
2
et dont la dérivée est la fonction exp(u)' : x — 2z x e .

Calcul 12.14] — Dérivées de composées (I). &

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer 1’expression de sa dérivée.
Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

b) f(z) =eV® sur |0,4o0] ... d) flz)=¢" surR .........

Calcul 12.15| — Dérivées de composées (II). &

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.
Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

a) f(z) = ST 2T GUE R L

Calcul 12.16| — Dérivées de composées (III). FPf

Pour chacune des fonctions définies par les expressions suivantes, déterminer ’expression de sa dérivée.
Lorsque cela est possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

a) f(x)= 4227 SUL R Lo
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— Un calcul de somme. Fff S

Dans cet exercice, x désigne un réel strictement positif et n un entier naturel non nul.

a) Calculer Zexp(km) ......................................................
k=1

b) Donner I'expression de la dérivée de la fonction x — exp(z) + exp(2z) + exp(3z) + - - - + exp(nz)

n
¢) En déduire une expression simple de Z kexp(kz) «.oooveiiiiiiiin..
k=1

Réponses mélangées

2e—2x—1 4 N (n+)x _ .,z
0 = (at-sr-1) —— oot 3% —de” 450" %
3 (e* +e7T) e —1
2 1— 2—3x
5e* — 7 Y = Ge ST+ se 5 (1= 6z)e e’ +4 3e?737(5 — 2" 1)
(4e + 3) (4e + 3) NG
—3e 7 + 202! dzy 2z — 1)e” 2 (32 +2+ e’”)e““ngQ’”rez 2(3x — 1)e3* 207
11 (22% — 3z% 4 2z + 1)e”
15e7 4 12e** =—z—= -1 D(z?+1
e 4 12¢ @ V=167 1 a1 1) (x—1)(z+1)(a*+1)
—1)%" 3 1—2z)e” +1 483 —8e 2 -5
Z=1)e” ° 2 Jze"VE (d-2w)et 41 +2 7(z + 1)e” R —
(22 +1) 2 2y/x(e® + 1) (2e73 4+ 5)

2(3z — 5)(4z + 3) (=322 + 6z + 1)e "t (32 4+ 1)(5z — 6) 4(1+ 2z — 32%)e2 "

Z —x 2
T1-32)e'%  y=gt+l  (Te+2)(Te—1)  2ErVI+3l-we -3 @t ])

(z2e* + 1)2
4 3 +5 2\ 2z -8 2)et 30T
(423 + 522)e x(x + )62 32207" (24 )@+ 4) e
2z (4x2e* 4+ 7) (e* +1)
(n+2)z _ 1)tz z
ne (('n + 1))62 +e 2172 (5172615 _ 2(51_ + 3)e5z> IL’(I + 2)ez
e’ —
_ _ _ 2(1 — 3x)e3*=2 4+ 14
2e¢” (x +1)(ze” — 2 =3¢ 2(6—x et 2z + 1) +2r-1
(e + 1)@ —2)  y=3e2(6—2) 1) =
Le\/E (2 — 7x)(7x + 10) ﬂ 2(21. _ 1)(2x 4 1) ez+ew+eez
1 T
(3x + 2)e” e +2e%7 4337 4 ... £ pe™® zt1)et 5 2(e” +e ") (e" —e™)
(Bze® + 1)

» [Réponses et corrigés page 203

Fiche n° 12. Dérivation et exponentielle 1T 65



1re-SUIT-01 Fiche de calcul n°13 Suites

Généralités sur les suites

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 13.1] — Des puissances. 4

Ecrire a I'aide d’une seule puissance les expressions suivantes.

a) (=1)*x (3)° ... b) —1*x (37172 .. c) (=1)5x3*x2.
Calcul 13.2] — Des fractions. 4
Mettre sous méme dénominateur les expressions suivantes.
z+3 2x-1 T x 3z — 8
. b) —+—- .......... 24— ...
a) 5 T ) 573 c) 2+ 3
Calcul 13.3] — Des carrés. 4
Développer les expressions suivantes.
a) (Bz+1)2 ....... b) (4o —3)% .......

Suites définies explicitement
)

L

Soit (uy)n la suite définie pour tout n € N par u,, = n? + 4n + 1. Calculer :

Q) UY = e C) UI= oot

b) wp = oo d) ug= .o

o
Soit (uy )y la suite définie pour tout n € N par u,, = ?T_ll Calculer :

A) UO = e C) U= ettt

b) wp = oo d) us= .o
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Soit (un)n la suite définie pour tout n € N par u,, = 2n — 1. Exprimer en fonction de n :

a) Un+41 = ceeeeiiiiinniiieeeenn

b) T

alcul 13.7

Soit (uy)n la suite définie pour tout n € N par u, =n

Soit (v,)n la suite définie pour tout n € N* par v, =

b) Von+1 =

Suites définies par récurrence
|

2

— n. Exprimer en fonction de n :

C) Ugppl = ...

. Exprimer en fonction de n :

Soit (uy)n la suite définie par ug = 3 et, pour tout n € N, u, 1 = 2u, + 1. Calculer :

A) UL = et C) U = erereie

b) UD == ot e e d) U == e e e
Calcul 13.10

Soit (un)n la suite définie par ug = —1 et, pour tout n € N, w41 = —u,, — 1. Calculer :

a) UL = ittt iiii it ivaasoans C) UG = ittt iiii ettt

b) U2 = e e e e d) UL == e i e e
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calcul 13.11

Soit (un,)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,41 = (n + 2)u,. Calculer :

Calcul 13.12

Soit (un)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,11 = 3" X u,,. Calculer :

Calcul 13.13

Soit (uy)n la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u, 11 = v/u2 + 2n + 1. Calculer :

calcul 13.14

00
C) U3 = et
d) UL == et e e e e

00
C) U3 = et
d) K N

00
C) U3 = et
d) K

00

1
Soit (un)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,11 = <n + 5) X Up. Calculer :

Suites définies par récurrence avec parametre
|

“alcul 13.15] — Une suite définie par récurrence avec parametre.

Soient a € R et (v,), la suite définie, pour tout n € N, par {

Vg = a
Upnt1 = 20, + 1.

Exprimer en fonction de a :
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calcul 13.16] — Une autre suite définie par récurrence avec parameétre. 00

wo =1

Soient a € R et (wy,), la suite définie, pour tout n € N, par 0 " Exprimer en fonction de a :
Wnp4+1 = A XWp.

Q) W = et C) W3 = e,

b) WY == i i i i e e d) W = o i i i i e e

Calculs plus avancés
. _____________________________________________________________________________________J

Calcul 13.17| — Suite et fractions. o &

Soit (uy,)n la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N, up41 =

Calculer la moyenne des trois nombres g, Uz €t Uy . voveeeneen i

Fodd

Dans chacun des cas suivants, donner la valeur de n € N pour laquelle on a u,, = 4.

a) La suite (uy), définie pout tout n € N par u, = —6n+64 ......................

2
— 20
b) La suite (uy,)y, définie pout tout n € N par u,, = PR
n

Réponses mélangées

5 4o + 5 -1
4n? — 2 = 20+ 1 1 -1
8 n n G 5 a+ 7 0 63 1
13 1
an? 4+ 2n = — 1 6 729 1622 — 242+ 9 3 —6* —32
36 2n
1 1
6 3 - o
24 a a 4da + 3 120 2 In 0 dn —1
3z + 2 11 1 7
m—3 x ; 1 = 9y 31 1 5 5 n?+n
105 15 3 3
— 2 2 27 15 = z 1 z 6 8a+7
16 “ 8 1 2 at
16a + 15 13 922 + 6z + 1 22 -1 4 320 -1 on +1

» [Réponses et corrigés page 212|
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1re-SUIT-02 Fiche de calcul n° 14 Suites

Suites arithmétiques

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 14.1] — Des fractions. 4

Ecrire sous forme de fraction irréductible les nombres suivants.

) §+% ..... b) %—g ..... o) 2+§ ...... d) 2-% ......

— Des petites équations. 4
Résoudre les équations suivantes, en donnant la valeur de leur unique solution.

a) ;:c—6 ............. b) %—%x:él ......... c) %—2%2—%4-%.

4

Résoudre les équations suivantes, en donnant ’ensemble de leurs solutions.

........... c)

,,,,,,,,,, d) -12%=@+2)?%.......

Premieéres suites
(G

L

Soit (un)nen la suite arithmétique de raison 4 et de premier terme uy = 6.

a)

b)

Uy =

us =

70
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Soit (un)nen+ la suite arithmétique de raison 3 et de premier terme u; = —5.

Soit (un)nen+ la suite arithmétique de raison —2 et de premier terme u; = —.

Soit (un)nen la suite arithmétique de raison 3 telle que us = 8.

Secondes suites

C) U101 =

d) w01 =

Soit (u,)nen la suite arithmétique de raison r telle que uz = 23 et ug = 7.

4
Soit (un)nen la suite arithmétique de raison r telle que uy = 3 et ujg = —.
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“alcul 14.10 00
Soit @ € R. On considére (u,)nen la suite arithmétique de raison a telle que ug = a.

Exprimer en fonction de a et de n :

A) ULO = e b) Up = i
Calcul 14.11 00
Soit a € R*. On considére (uy,)nen+ la suite arithmétique de raison r définie, pour tout n € N*, par
a?+(n—1)
n— -
a
A) T S b) U1 = oo
Calcul 14.12 00
. L s . o 3+ ban
Soit a € R. On consideére (u,)nen la suite définie, pout tout n € N, par w,, = —

Déterminer la valeur de a pour que la suite (uy,)nen soit arithmétique de raison 2 ..........

calcul 14.13 00

On consideére la suite (u,,),en définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, par :

Upt1 = /3 +u2.

On admet que la suite (uy)ren @ tous ses termes positifs.

Puis, pour tout entier naturel n, on pose v, = ui On admet que la suite (vy,),, est arithmétique.

a) Déterminer la raison de la suite (Up)n «vovrereininiiii

b) Exprimer v, en fonction de n ...

72 Fiche n° 14. Suites arithmétiques



Calculs plus avancés
(D

S

Soit (un)nen la suite définie pour tout n € N par 5u, —1 et soit (v, )y, la suite définie pour
Up + 3

T On admet que la suite (v, ), est arithmétique.

tout n € N par v, =

n

a) Déterminer la raison de la suite arithmétique (vp)n - ovevereeneneninnnean. ..

b) Exprimer v, en fonction de n ...

FEFF

1 1
aF =2
Ui1Uz U2U3

On consideére (uy,)nen I'unique suite arithmétique de raison non nulle telle que uy =1 et

a) Déterminer la raison de la suite arithmétique (U )neN -« eveenerneneeneienenn..

b) Exprimer u, en fonction de m ......... ...

Réponses mélangées

12 4 163 37 1 1
i 4 -2 - — — 11 -— V2, = 2
= 3 3 = 53 0 a {3 f,3+f} 9
3 16 83 1 5
4 1 2 it = 292 1 —= = -
4 2 35 itn 1 7T 16 “4 L, &4
5 3 474 4 4 6 7 3 11 3
55 8 4n —13 1
- -3 596 —4 2 5 296 (n+la 18 1

» [Réponses et corrigés page 214|
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1re-SUIT-03 Fiche de calcul n°15

Suites géométriques

Quelques calculs généraux pour commencer

Suites

Calcul 15.1 — Des développements. 44
Développer les expressions suivantes.
a) (22-3)2 ... c) —3(—x+2)(6—5z) ...
1\2
b) (71—8z)8zx+7) ...... d) 5<:p— 5) .......
Calcul 15.2] — Des factorisations. 44
Factoriser les expressions suivantes.
4 25

422 —49 ..ol d 2
a) 4dx 9 ) 9 i
b) (5-32)2—16 ........ e) 1212% — 1102425 ....

3
C) —51'2 —6x ...
f) Br—7)@+5) =Bz —T)(—4Z +3) et
Calcul 15.3] — Images. 44
3

On consideére la fonction f définie par f(z) = g — ¢ pour tout réel .
Calculer les images de :

3 22
Q) S b) B2 e

4 5
Calcul 15.4] — Antécédents. 44

1
On consideére la fonction f définie par f(z) = 1 + 5 pour tout réel x.
Déterminer les antécédents de :
3
............................... b) ——

%) 0 ) -

74
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Calcul de termes

La suite (un)nen est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme uy = 3.

Q) CAlCULET Ug ettt e

D) Calculer Ue ..o

La suite (up,)nen est une suite géométrique de raison g = V3 et de premier terme ug = —

Bl

a) Exprimer u, en fonction de n .........

D) CAlCULET U193« et ettt

3
On cousideére la suite (u,)nen géométrique de raison ¢ = 3 telle que ug = 16.

a) Donner 'expression de u, en fonction de n ...

b) Combien vaut ujg ?

On donnera le résultat sous la forme d’une fraction de puissances.

Calcul de raisons et de termes

On consideére la suite (up)nen géométrique de raison ¢ telle que uz = V2 et ug = 27V/2.

a) Déterminer la valeur de la raison de la suite ............. ..o i,

D) CalCUler Uy ...
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00

3
Soit (un)nen une suite géométrique de raison g et de premier terme ug telle que ug = 1 et uy = 12.

a) Déterminer les deux valeurs possibles de la raison ¢ ............. ... L

b) Calculer Uy ...

alcul 15.10| 000
Soit a un nombre réel.

On considére (up)nen une suite telle que ugy = a, ugo = a — 2 et ug3 = a+ 1.

a) Déterminer la valeur de a pour que la suite (u,)nen soit géométrique ............

b) Calculer dans €e Cas Ug «....ovniniin et

calcul 15.11 )

Soit ¢ € R. On considére la suite géométrique (un)nen de raison ¢ telle que ug = —5 et ug = 10v/2.

a) DELErmINer § .....ouiii e

D) CalCuler Uy . ...one

¢) Exprimer ug, en fonction de n ...

d) Exprimer us, en fonction de n .......... .

Calcul 15.12 000

Soit (un)nen+ la suite définie pour tout n € N* par : u; =5 et up11 = 3uy, + 3

Soit x un nombre réel. Pour tout n € N*, on pose v,, = u,, + .

a) Soit n € N*. Déterminer la valeur de z pour qu’on ait vp41 =305 ovnovvninen. ..

b) Donner alors 'expression de v, en fonctionde n ............. ... ...

¢) Exprimer enfin u, en fonction de n ...
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Calculs plus avancés

. _______________________________________________________________________________________J
S

. . P . 1
Soit (u,)nen une suite géométrique de raison ¢ telle que u; = 5

a) Exprimer u; — 8us — 4ug en fonction de la raison ¢ ...l

b) Déterminer la raison ¢ pour que 'expression u; — 8us — 4ug soit maximale .............

c) Avec la raison trouvée a la question précédente, calculer ug ...............c.oiia.L.

&

La suite (un)nen est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme uy = a.

a) Combien vaut 2107 .

b) Déterminer la valeur de a telle que ug +ug + -+ +ug =341 ...,

Réponses mélangées

49 — 642 1024 (-~ x5 dou —4 3 412049
* %273 % /2" o v r
5 o 2 V2-3 1
\;g S - 20 192 5 Br-7)(6r+2)
2 9 9 T
o 3(1 —3z)(3—x) —152" 4 48z — 36 10 26 _335(5 +2>
3\""" 2 3 ) )
2 2 4 9 . n—
502 —5z+2 16 x <2> . o (w-3) 17 % 3
41
2 b\ [/2x 5 B _ n_3 é _é 2
(F-32)(F+) 3 -2 -sx2 5 5><(3 48
1 e 1
-3 S odg-2? V3 Y Qe -2z +7) 5 a=-1

» [Réponses et corrigés page 216|
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1re-SUIT-04 Fiche de calcul n°16 Suites

Calcul de sommes 1

Prérequis
Dans cette fiche, on utilisera la notation suivante : si u1, ..., u, € R, on note

Zuk:u1+uz+~~+un.
=

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 16.1| — Quelques simplifications. 4
Ecrire sous la forme a\/g, avec a € Z et b € N, les nombres suivants.
a) VA5 —TVE c) 5—(V3-v2)? ...
b) 3VO8—5V2 ...
Calcul 16.2| — Avec la quantité conjuguée. 4
Ecrire sans radical au dénominateur les nombres suivants.
a) L ¢) —‘/3 —V2

1 ARRRMRRRERIEEE LR IELE e Y ARRULLLL NI R

2 —+/6 2—1
b) VO d) \/_— .....................

V3 3-Vv2

Calcul 16.3| — Quelques fractions. 4

Soit m € R un nombre réel différent de —1, 1, 0, et 2.

Effectuer les calculs suivants.

a) m—1 1
- L] 2020090085050 08900080090800 59980590 800YUBUOTY DEIAURYOIIBT0bIIR0EI8009D
m—3 3
b A
) 2m —4  2m
o) 4m m—+ 2
ME T m(m b D) T
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Premiéres sommes
D

Rappel
Sin € N*, on a k:w,
k=1 2
— Sommes d’entiers consécutifs. 00
Calculer les sommes suivantes.
n+1
) D ko d) D (k=1)
k=1 k=1
n 2n
D) D ko e) oo
k=2 k=n
n+1
c) Z koo
k=2

Secondes sommes
(D

Rappel

e La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique vaut

nombre de termes X (premier terme + dernier terme)
> .

e La somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g (ot g # 1) vaut

(1-gq

nombre de termes)

premier terme X
I—gq

0o
Soit (uy ), une suite arithmétique de premier terme wug et de raison 7.

Dans chacun des cas suivants, calculer :

15

a) Zuk, S U) = 2 Ol T = 4
k=0
18

b) Zuk, ST = =1 € 1 = =3
k=5

Fiche n° 16. Calcul de sommes I 79



Soit (uy,)n une suite géométrique de premier terme ug et de raison gq.

Dans chacun des cas suivants, calculer :
8

a) Zuk,siu0:2etq:4 .......
k=0

12
b) Zuk,siuoz—letq:—fS
k=5

Calcul 16.7| — Utilisation du symbole de somme (I). 00
Ecrire & 'aide du symbole Z les expressions suivantes.

2 22 23 210
a) ?+373+374++ﬁ .............................................................
b) 3 + i + # + + #

2 T3ty o BB S gL Tt
c) —14+2-2242% 2t .. 2
d) T422 420 4 20 22
L
Soit n € N*. Calculer :

n 2n
a) D L dy Yook

k=1 k=n
by Y2k e) Y 3F

k=1 k=0

2n 2n+1
o Y 2F f) (=DF

k=0 k=0
Calcul 16.9] — Utilisation du symbole de somme (II). 00

Ecrire a I'aide du symbole E les expressions suivantes.

) 1+1+1+ +1 €N
a 5 173 2n,oun ....................................
b) 1-2+4+4---+(=2)",ouneN ...

1 1

1
s o m g — N oo
°) N o Tony 1 OME
2 4 8 ontl
A S b UM EN
) 3ttty onine

80
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Calcul 16.10

Soit n € N*. Calculer :

Calcul 16.11

Calculer la somme de tous les entiers impairs compris entre 1 et 2 000

Calculs plus avancés

Calcul 16.12| — Une nouvelle somme.

Pour tout entier naturel n non nul, on note

Si(n) = Zk et Sa(n) = ZkQ.
k=1 k=1
a) Développer (k4 1)% .. o
b) Exprimer Z(k +1)% - Z k® en fonction de S;(n), Sa(n) et n ...
k=1 k=1

¢) Remarquer que, dans la somme Z(k L =

k=1 k=1

n
En déduire une expression tres simple de Z(k +1)3 -
k=1

n
d) Exprimer Z k? en fonction de n
k=1

Fid

Z k3, la majorité des termes se simplifient.
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— Meéme raisonnement. & C? C? (?
Soit n € N.

A partir du développement de (k+ 1)4 et en raisonnant de la méme maniere que dans 1’exercice précédent,

calculer Z S
k=1

FhFE

Soit (un)n la suite définie, pour tout entier naturel n, par u, = n x 2".

a) Calculer up1 —ur, Ok €N Lo

b) Endéduire Y (k+2)2F ...
k=0

Réponses mélangées

(n+ 1731 2\/§g 3v2 o2ntl 4 n(n2—|— 3) 29: 2;—;2 2n41 (_1Izk+1
k=0 k=1
2" (n +1) w 2(2" — 1) + 2(3” 1) n 2k (k +2)
3Sy(n) +3S1(n) +n  —398 520 %1—0 512 mf’gi_l)’?mf 5
% n(n+1)+ 2(3” ~1) 26 1oo0000 Mt 1)6(2” +1) :1 Siil
N ookl _
3n(n2+ 1) W kz_o 32)(_516 g n(n2 1) (n+ 1)2(n +2) 0
nl4 _;‘nH + 5”(”2+ Vo oo ;2% % 162
an(2nt — 1) i (—=(=2)%) ontl _ 9 k* +3k* + 3k + 1 —497 zn: 2%
k=0 k=1
2n + 2 + 2(3’“rl —1) ? 174 762 M kzn:_o(—Q)k MT_I

» |Réponses et corrigés page 219
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1re-SUIT-05 Fiche de calcul n°17 Suites
Calcul de sommes 11

Prérequis
Dans cette fiche, on utilisera la notation suivante : si u1, ..., u, € R, on note

n
g Ug =Ul + U2 + -+ Un
k=1
e Pour une suite arithmétique (un)n, on a

ny

Z Un = (n1 — no + 1) x (“"0—';“"1)
n=ng

1— qn+l

e Pour ¢ # 1, on a qu: 1—¢
k=0

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 17.1 4

Développer, réduire et ordonner par puissances croissantes de x les expressions suivantes.

Calcul 17.2] — Quelques fractions. A4

Soit = un réel distinct de 1. Ecrire les expressions suivantes sous forme d’une seule fraction simplifiée.

a) x+1—1ix .................. b) $—4—W ..........

Sommes et écritures littérales
(D

0

On considére deux réels a et b.

4
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z P
k=0
4
b) Ecrire Z a*b*~* sous sa forme développée ..................
k=0

4
c) Calculer (a —b) Z aPbATR
k=0
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o

On considére deux réels a et b.

6
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z(—l)kaﬁ_kbk 7
k=0
6
b) Ecrire Z(fl)ka&kbk sous sa forme développée ................
k=0
6

c¢) Calculer (a+b) Z(—l)kaﬁ_kbk ................................

k=0
L
On considere un réel a.

6
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z ab(=1)5 R
k=0
6
b) Ecrire Z a®(—1)57% sous sa forme développée ..................
k=0
6

c¢) Calculer (a+1) Z o )

k=0
Calcul 17.6) — Une formule phare. 00

n
Calculer, en fonction de b et n, (1 — b) Z U
k=0

Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique
e ————————————————————.———~—

o
On considére une suite (uy,),, qui est arithmétique, de premier terme ug = 1 et dont la raison vaut r = 2.

Calculer :

10
a) Z Upy + e et e e e e e
n=1

15
b) Z Ugy + e e e et e e e e
n=>

N
¢) Calculer Z Up en fonction de N ...

n=0
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0
3
On considére une suite (uy,)n, qui est arithmétique de premier terme ug = —2 et dont la raison vaut r = 3
Calculer :
5 15
a) Z Upy et b) Z Uiy woeeeee e
n=1 n=0
4N
¢) Calculer Z up en fonction de N ...
n=0

Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique
|

Calcul 17.9) — Un QCM. L)
10

On consideére une suite (uy,)n, qui est une suite géométrique de raison ¢ avec ¢ # 1. On note S = Z U
k=5

Choisissez la bonne réponse :

11 6 _ 6 _
@S:u51l_qq @S:u611_q @52“511_2 @S:1 q

calcul 17.10f — Des sommes de termes d’une suite géométrique. 00

On consideére une suite (uy )., géométrique de premier terme ug et dont la raison vaut q.

Dans chacun des cas suivants, exprimer S en fonction de n.

n 2n
1 3

a) u0:§,q:72,S:Zuk ..... c) u0:3,q:§,S: U wevnne
k=2 k=1
2n+1 n

b) uozl,q:\/i,S:Zuk.... d) uozl,q:2p,S:Zuk ......
k=0 k=1

Calcul 17.11] — Des calculs de sommes. 00

Calculer les sommes suivantes en fonction de n.

a) SZZW ................... c) S=) (3" -2t
k=0

3n 32k n

B) S=) S5 oo d) §= 33+Z e
k=1
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Cas des suites arithmético-géométriques

Calcul 17.12| — Une somme arithmético-géométrique (I).

On considére (uy ), la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence
4
Up41 = gun + 17

pour tout n € N.

Les différentes questions de ce calcul sont liées.

4
a) Déterminer le réel o tel que a = e e S R

On admet que la suite (v, ), définie par v, = u, — « est géométrique de raison 3
b) Déterminer l'expression générale de v, puis celle de u,, en fonctionden ...............

n
¢) Calculer Z Ul e ettt e e e e e e

k=0

d) Calculer Zuk ........................................................................
k=0

Calcul 17.13] — Une somme arithmético-géométrique (II).

On considére (uy )y, la suite définie par ug = —1 et la relation de récurrence
Un+1 = 2up — 4;

pour tout n € N.

a) Déterminer A tel que (u, — \), soit une suite géométrique ................cooviiii....
b) Donner 'expression de u, en fonction de n ........ ... i

c¢) Calculer Z PP

k=0
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Calculs plus avancés

Calcul 17.14 — Une somme pour calculer le terme général d’une suite (I). CFC?

n
Soit (un), une suite vérifiant, pour tout n € N, S(n) = Z up = 3n(n + 2).
k=0

a) En considérant S(0), calculer ug ... b) En considérant S(1), calculer uy ...

c) Soient n,p € N tels que n < p. Exprimer S(p) — S(n) a 'aide d’une seule somme .

d) Calculer ’expression générale de u,, en fonction de n lorsque n € N* .............

Calcul 17.15| — Une somme pour calculer le terme général d’une suite (II). &{‘F

n—1

n
Soit une suite (uy), définie pour n > 2 et vérifiant S(n) = Z up =
n
k=2

Q) CAlCULET Ug A U5 UG« v e e e ettt et et

2
p

b) Calculer Z uy en fonction de p, avec P =3 ..o
k=p

¢) Donner 'expression générale de u,, en fonction de m ...,

Calcul 17.16| — Une fonction pour calculer une somme. &{‘?

Soit n € N*. Pour € R\ {1}, on pose

n

fz) = ka et S(z)= kak
k=1

k=0

a) Calculer I'expression de f(x) sans symbole Z en fonction de z et den .........

b) On admet que f est dérivable sur R\ {1}. Exprimer f’(z) & l'aide d’une somme .

¢) A laide du calcul fait en a), donner une autre expression de f/(z) ...............

d) En déduire une expression de S(x) en fonction de x et m ......... ...l
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— Une série alternée. 111

n
—1)k
On considére la suite (u,), définie pour n > 1 par w, = Z (=1) , et les deux suites (v,)n et (wp)n

k
k=1
définies par v, = ug, et w, = Ugy41.
a) Calculer ug ...........c.oo... c) Calculer w11 — Wy wevvninon..
b) Calculer vp41 —Up ovvvieninn. d) Calculer wy, — vy ovvvviiiio....

e) La suite (v,), est-elle croissante ?

f) La suite (wy,)n est-elle croissante ?

Réponses mélangées

9 142" 1 1 -1 2 15,
2 3 6 (2n+2)(2n+ 3) (2n+2)(2n+1) 3 3 2
4 n+1
a® — a®b+ a*b? — a®b® + a?b* — ab® + b 20 (—) — 20 1 —pntl a® —b° @
9 ;o na"th—(n4+1)a™ +1 25
120  —15+413z — 2z f(z) = CERE 5 b))  4-5x2"
2n 4 n+1
An+9—5x2"" =9  6n+3 9((%) —1) 5n—15+20(5)
6 5 4 3 2 2 14 — 2z .
A —a®+at—adP+a?—a+1 12N2 — 5N — 2 4 Z m 5 148
rx—1
k=n+1
2P(1 — 2mP) , S 5 3 3nft ) 22
— =Sk 231 B hd _ogn+
1—2» Fl@) kz::lm =% 27 z—1
2 541 4\
p2—p+ (N +1)2 5—4><<—) bt + ab® + a®b? + a3b + a* -2 -z + 2?
P (p B 1) +1 > +1
3n ntl 1-2n 4 1 1
a2 (9) 1 v 2 (gt
7\\2 r—1 1—-v2 9 9 2n+1
1 nz"t? — (n+ 12"t + 2 2\ nt1
—0 T41 —— S(a) = 1— (—) 5
. © o'+ n(n—1) () @1y 3

» |Réponses et corrigés page 222|
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1re-SUIT-06 Fiche de calcul n°18 Suites

Calcul de produits

Prérequis
Si a1, az,...,a, € R, on note

n
Ilak=a1Xa2><~~~><an.
k=1

Notez bien que I'indice k qui intervient dans I’expression précédente pourrait
n n

porter un autre nom. Ainsi, on a I I ap = | I a;.
k=1 #=il

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 18.1) — Trois calculs. 4

Calculer :

a) (=2)°—1 .... b) = -1 ........ c) (-3t x4-3

Calcul 18.2 — Des carrés. 44

Soient a, b et ¢ des nombres réels. Développer :

a) (a+0b)?* .... b) (a—10b) .... c) (a+b—c)?

Premiéres manipulations
N

Calcul 18.3| — Ecritures (I). )

Ecrire les expressions suivantes a I’aide du symbole « H ».

A) 1 X 2 X 3 X X 00 L

b) 33 x 4% x 5% x - x B0PY L

c) 35 x40 x BT x - X AT

d) 2X2X2X2X2X2X2X2 it
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Calcul 18.4] — Ecritures (II).

Ecrire les expressions suivantes a l’aide du symbole « H ».

a) 221 X 5zg X 1023 X +++ X (9% + 1) Zgp cvoniinii i
b) (z1+@2) X (xa+23) X (X3 +T4) X+ X (Tpe1 +Tn) ovvveeneninnnnn.
) (14y1) X (a4y2) X (@34 Y3) X o X (T FYn) covrevenenenanannn.

d) (2o +yn) X (21 + Yn—1) X (T2 + Yp—2) X -+ X (@p—1+ 1) X (Tn +y0) - ...

— Un mélange de produits et de sommes.

Ecrire les expressions suivantes a 1’aide des symboles « H » et « E ».

a) X1+ T1xo+X1TaT3 -+ (T1T2T3 Tp) wveeee e
b) xr1 X (Il +$2) X (.731—|—$2—|—33‘3) X oo X (xl —|—JZ2—|—$3—|—-~-—|—$H)
Déterminer la valeur de chacune des expressions suivantes.
5
a) H K
k=1
3
by JI@E+1) .
k=0
8
o JIk=3)%
k=1
N 0
P k+1

— Un produit constant.

n
Soit n € N. Que vaut H 27
k=0

(a) 2n (c) 2(n—1)
(b) 2(n+1) (d) 2

@ 2n+1

90
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0

4n
Soit n € N. Que vaut H 27 1l y a deux réponses possibles.
k=0

@ 8n @ 94(n+1) @ 42(n+1)
@ 24 X 2n @ 2 % 24n @ 24n+1

Télescopage
(D
— Principe du télescopage (I). 00
On consideére des réels non nuls ay, as, ..., a,. Pour 1 <k <n—1, on pose by = ﬁ @

i=1 '
a) Quevaut by? ............ c) Quevaut bg? ............
b) Que vaut bo? ............ d) Quevaut b,—1?7 ..........

Calcul 18.10| — Principe du télescopage (II). 00

On considere deux entiers naturels n et p tels que 2 < p < n. On considere également des réels non nuls
a1,a2,...,0n.

n
A laquelle des expressions suivantes est égal H ah—1 ?
k=p ak
E % ap—1 an—1
@ oF ® = -
an an a ay
Ok @ & O @ =
alcul 18.11] — Des télescopages en situation. 000
Soit n € N. Calculer les produits suivants.
On utilisera le principe du télescopage.
n n
k k2 -1
a) H m ................ C) H kz ...............
k=1 k=2
b) ﬁ2k+1 ) kP k-1
k_12k*1 ............... k_1k2+3k+1 ..........

Fiche n° 18. Calcul de produits 91



Calculs plus avancés
(D

Fid

Soit n > 3. Calculer les expressions suivantes.

fldd

Soit n € N. Déterminer la valeur de chacune des expressions suivantes.

a) H3k .................... b) 1:[3“ (ota#1) ........
k=1 k=0

— Factorielle. FEdE

n
Pour n € N*, on appelle factorielle de n, 'entier noté n! et défini par n! = H k.
k=1

a) Donner une relation simple entre (n+ 1)l et n! ...

n

b) Donner une expression simple du produit H
k=1

ne faisant intervenir que des puissances de 2 et

des factorielles .. ...

Réponses mélangées

as as s n(n+1) 9 9 - 9 n(n+1)
= = J[z 3 -33  a’+2ab+b 11* R
ai a1 kel k=1
n—1 n n
24
kl;[l(mk + Tpt1) kzz:“l;[lfvz TR CED) 2n+1 kl;lo(xk + Yn—k) @
3n , 15 hio n (2n)! 4
105 H (k* 4+ 1)y, H k © Z Ti 221 (n!)2 5 120
k=1 k=3 k=11i=1
n 50 2,72, 2
E(xk—i_yk) klilgk +2ab — 2ac — 2bc =(n+1) xn! 0 11 n+1
a N +1 1 1—a” ay an
" 3 342b + 3ab? — b3 n 3T = -
@e @ a @0t sa 2n n?+3n+1 ax ay

» |Réponses et corrigés page 228|
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1re-PROB-01 Fiche de calcul n°19 Probabilités

Probabilités

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 19.1 4

Calculer :

21 35
a) 03x004 ....... b) 1—(0,0740,2) .. ) gg X g e

Calcul 19.2 4

Calculer :

1 1
a) 0,3x0,6+0,7x0,1 ............ b) —2><6+1,5><§+10><5 .....

Calcul 19.3 4

Soient p et a des nombres réels. Simplifier les expressions :

a) px0,05+(1—p)x0,6 ......... b) —a(l—a)+(1—a?) .cc.........

Calculs de probabilités
N ————.—.——.——————————~—

— Avec un tableau de probabilités. o
On donne le tableau de probabilités suivant :
A | A
B | 0,45 | 0,15
B |0,071]0,33

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme décimale.

a) P(A) ... d) PLAUB) ...
b) P(B) oo e) PANDB) oo
c) P(ANB) coooiiiiiiiiiiii, f) PANB) v
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— Avec un tableau d’effectifs. 00

On donne le tableau d’effectifs suivant :

A A | Total
B 125 | 225 | 350

B 100 | 50 150
Total | 225 | 275 | 500

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

a) P(A) ......... c) P(ANB) .... e) P(ANB) ....

b) P(B) ..oon.... d) P(AUB) .... f) P(ANB) ....

Jalcul 19.6 00
On considére deux événements A et B tels que P(A) = 0,3 et P(AN B) = 0,15.

Calculer :

Avec des probabilités conditionnelles
|

calcul 19.7] — Avec un tableau dans un cas concret. 00

On a interrogé 500 personnes sur leurs loisirs. Les choix proposés étaient le ski et la randonnée. Parmi les
personnes interrogées, 125 personnes font du ski, un cinquiéme des skieurs font aussi de la randonnée et
300 personnes ne font ni ski ni randonnée.

On note R : « la personne fait de la randonnée » et S : « la personne fait du ski ».

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.
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Soit n € N*. On donne le tableau d’effectifs suivant :

B | n? | 2n+ 2n°
Bln| n+n

Calculer les probabilités suivantes.

On s’efforcera de simplifier le plus possible les résultats.

— Avec un arbre.

On donne 'arbre pondéré :

D
s o
} E
2
o "
} E
1
Calculer :
a) P(C) ......... c) Poe(D) .......
b) P(CND) . d) P(D).........

Calcul 19.10 — Avec des probabilités conditionnelles (I).
On donne P(A) = 0,45 et P4(B) = 0,6.

Calculer :

Calcul 19.11] — Avec des probabilités conditionnelles (II).
On donne P(A4) = 0,05 ainsi que P(B) = 0,1 et P4(B) = 0,8.

Calculer :

a) Pgp(A) ....... b) P(ANB) ....

00
00
e) P(D).........
f) Pp(C) .......
00
00
c) P(AUB) ....
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Calcul 19.12] — Avec un arbre dans un cas concret. 00

On a interrogé un grand nombre de personnes sur leurs habitudes musicales. 30 % de la population interrogée
est composée de mineurs. 20 % des mineurs écoutent de la musique sur support physique alors que 55 %
des majeurs écoutent de la musique en streaming.

On note J : « la personne interrogée est mineure » et S : « la personne écoute de la musique en streaming ».
On interroge une personne au hasard.

Calculer les probabilités suivantes.

On donnera les réponses sous forme de fraction irréductible.

a) La probabilité que la personne soit majeure ..............c..cooiiiiiiiiiiii...

€) P o() it
alcul 19.13 LU
On considére A et B deux événements indépendants tels que P(A) = 0,8 et P(B) = 0,2.
Calculer :
a) P(ANB) .... b) Pa(B) ....... c) P(AUB) ....
salcul 19.14 00
On considere 'arbre pondéré suivant.
D
) —
\ —
0,3 03 D
06— D
\ —
04 D
D
g —
07 D
Calculer les probabilités suivantes.
On donnera les résultats sous forme décimale.
a) P(C) ...l c) P(D) il
b) Pa(D) «ovoiiiiiii. d) Pp(A) «ooviiiii,
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Calcul 19.15

On considére A et B deux événements indépendants tels que P(A) = 0,75 et P(AN B) = 0,36.

Calculer :

calcul 19.16

Soit & > 0. On consideére I'arbre pondéré :

Calculer :

Variables aléatoires
(D

— Une loi de probabilité incompléte.

On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

Calculer :

Sy

W @l

ol

S

0,1

0,15

0,2

0,01
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Calcul 19.18 L)
On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :
P(X = ;) | 1/10 | 2/10 | 3/10 | 4/10
Calculer :
a) E(X) ... b) V(X) ..o
alcul 19.19 )
On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :
T; 1 2 3 4 ) 6
P(X <) |5/28|1/4|1/2 | 17/28 | 23/28 | 1
Calculer, sous forme de fraction irréductible :
a) P(X=3) ..ol b) P(X=4) ..........o...
o0
On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :
i 2l-1lo] 1| 5
P(X=2;)]02]03]02]015|0,15
Calculer m pour que E(X +m) =0 ...
Calculs plus avancés
Calcul 19.21| — Avec un arbre. (?(?
Soit a € ]0,1[. On donne l’arbre pondéré ci-dessous :
1 Calculer :
-a_p
i A < P(B
35 a) P(B) ...........
@ B
1_a? Z/ b) Pp(A) ..........
\ p—
l—-a B

98
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Calcul 19.22| — Une variable aléatoire uniforme.

Fif P

On consideére une variable aléatoire X qui peut prendre les valeurs 1,2,...,n et telle que, pour tout entier
i€{1,2,...,n}, on ait P(X = i) = 1. Calculer :

Calcul 19.23

Fidf

Soit @ un réel différent de 1. On considére une variable aléatoire X qui peut prendre les valeurs

1,a,a2 a®,...,a" et telle que, pour tout entier i € {0,1,2,..

Calculer E(X)

Calcul 19.24

.,n}, on ait P(X = a') = 7
n

FEdF

Soit = € |0, 1] et soit X une variable aléatoire prenant les valeurs 1 et z et telle que P(X = 1) = z.

Calculer :

Réponses mélangées

242 9 . 51
0,16  —a22+2x 0,;5 73 j: v 5 06 04 (";1;# 3 . +11
n
07 05 01 L oo o 2,33 02 1 . T
n n
0,35 TR 067 02 9 084 2 o 1 0,237 - 17—0 :
087 4 0,73 085 s 3 oo o 0s
011046 o 048 et ?1(1+‘22§ 039 025 07 2
% ﬁ xil — ) g 0,012 11; 3++4§) 0,6 — 0,55p 40,15 %
¥ oo o Tim i ¢ @ oz oM g 0w

» [Réponses et corrigés page 230
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1re-VEC-00 Fiche de calcul n°20 Géométrie et vecteurs

Droites du plan

Remarque
Dans toute cette fiche, le plan est muni d’un repére orthonormé.

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 20.1 4
Calculer :

-2 -7 1 $—3
a) ? X T — 5 .................. C) _TE) n _T?) .......................

3 7 _ —
B) /8= BB ocoromaonncer d) A S

—V/80 + 6v/5

Calcul 20.2 4
Résoudre les équations suivantes, en donnant la valeur de leur unique solution.
a) —3+4x—94+6x=0........... ¢) V3x—3V12 =27z —4V75 ...

3 1 4 5 1
b) —z——4+z=—- .............. d —z+vV8=— ...l

) 5 2 3 ) V2 V2

Equations de droites
|

— Avec un point et un vecteur directeur. L)

On consideére la droite (d) passant par le point A(—7,4) et de vecteur directeur U(:g)

a) Déterminer une équation cartésienne de (d) ........................

b) Déterminer I'équation réduite de (d) ...,

Calcul 20.4] — Droites passant par deux points (I). o

On consideére la droite (d) passant par les points A(—3,2) et B(6,—3).

a) Déterminer une équation cartésienne de (d) ..................... ...

b) Déterminer I’équation réduite de (d) ................coiiii
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Calcul 20.5| — Droites passant par deux points (II).

1
On consideére la droite (d) passant par les points A<_§’ —g) et B (37

a) Déterminer une équation cartésienne de (d) ........................

b) Déterminer 'équation réduite de (d) .............coooiiiiiiii..

_§>

On considére la droite (d) passant par les points A(—S\@, \/§) et B(\/g7 —2\/@).

a) Déterminer une équation cartésienne de (d) ........................

b) Calculer 'abscisse du point de (d) d’ordonnée nulle ................

c) Calculer 'ordonnée du point de (d) d’abscisse =3 ..................

Calcul 20.7] — Détermination graphique.

On consideére les droites (dy) et (dg) tracées dans le repére ci-dessous.

(di) \ Y

—

A T’aide du graphique, déterminer :
a) les coordonnées d'un vecteur directeur de (dy) ..............cooo....
b) une équation cartésienne de (di1) ......ooiiiiiiiiii i

c) Déquation réduite de (di) ...o.vveerniniiii

d) Téquation réduite de (da) ...o.vnvnirinii
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— Des calculs de coordonnées de points. 00

On consideére la droite (d) d’équation cartésienne —2x + 3y — 7 = 0.

a) Calculer I'ordonnée du point de (d) d’abscisse —6 ...

b) Calculer 'abscisse du point de (d) d’ordonnée g .......................................

¢) Calculer I'ordonnée du point de (d) d’abscisse T e

d) Déterminer les coordonnées du point de (d) dont 1’abscisse et ordonnée sont égales . ...

— Des droites paralléles. 00
2 4 1
On consideére la droite (d) d’équation cartésienne 37 + V5= 0. Déterminer :

a) une équation cartésienne de la droite (d'), paralléle & (d), passant par le point de coordonnées (—2,5)

Calcul 20.10| — Avec des paramétres (I). L
Soit ¢ € R. On considére la droite (d) dirigée par le vecteur U(;t_:_;) et passant par A(—3,2).

a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (d) ......................

b) Déterminer la valeur de ¢ pour que la droite (d) soit paralléle & (Oz) ......

Calcul 20.11] — Avec des paramétres (II). o

2 36
Soit ¢ € R. On considére la droite (d) dirigée par 1_[(_2; n 1) et passant par A(—4, 7).

a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (d) ......................

b) Déterminer la valeur de ¢ pour que la droite (d) soit parallele a (Oy) ......
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Intersections de droites
(D

calcul 20.12| — Une premiére intersection. o
On consideére (d;) la droite d’équation x +y + 1 = 0 et (dz2) la droite d’équation x + 11 = 0.

Calculer les coordonnées du point d’intersection de (dy) et (d2) ...t

— Quelques autres intersections. 00
2 7
Soit (d) la droite d’équation —gm + gy — 5 =0. Calculer les coordonnées :

a) du point d’intersection de (d) avec 'axe des abscisses ...............coioiiiiii.

b) du point d’intersection de (d) avec axe des ordonnées ..........................

¢) du point d’intersection de (d) avec la droite d’équation y = ....................

0
Soient (dy) la droite d’équation 2z — 3y + 4 = 0 et (d2) la droite d’équation —5z 4+ 9y — 7= 0.

Calculer les coordonnées du point d’intersection de (dy) et (d2) ....o.ovovviiiiiin...

Calcul 20.15 o
Soient (dy) la droite d’équation 3v/3z — v/2y +1 = 0 et (ds) la droite d’équation —v/12z + /8y + 2 = 0.

Déterminer les coordonnées du point d’intersection de (dy) et (da) ....oovvvvnviin...

Calcul 20.16 00
Soit (dp) la droite d’équation 4z +y — 6 = 0 et soit & la parabole d’équation y = x? 4 3z — 1.

Déterminer les coordonnées des deux points d’intersection de (d) et de & .

Calcul 20.1 00
Soit (d) la droite d’équation —2 +y + 3 = 0 et soit € le cercle d’équation (z — 2)* + (y + 1) = 25.

Déterminer les coordonnées des deux points d’intersection de (d) et de € ..
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 20.18 &

Soit @ un réel. On considére la droite (d) d’équation cartésienne

a2+1x+(a2—l)y—2:0.

a) Déterminer, si elle existe, 'ordonnée du point de (d) d’abscisse @ ................

b) Déterminer l'abscisse du point de (d) d’ordonnée (a — 1) ........cocoiiiiee ...

Calcul 20.19 &

Soit m un réel.

On considere
e (dy) la droite d’équation cartésienne mz + 4(m — 1)y + 11 = 0;
e (dz) la droite d’équation cartésienne 2z + my + 2 = 0.

a) Déterminer une condition sur le réel m pour que les droites (d;) et (da) soient sécantes

b) Dans les conditions précédentes, déterminer les coordonnées du point d’intersection de (dy) et (d3)

£

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = —3z% + 22 + 1. Soit m un réel.
On note

e T; ., la tangente a € au point d’abscisse m ;

e (d) la droite d’équation 3z + 2y — 5 = 0.

a) Déterminer une équation de Ty oooovoiii i

b) Déterminer les coordonnées de ’éventuel point d’intersection de Ty, et de (d) ..
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FiPd

Soient f et g les fonctions définies sur R par f(x) = 322 +5 et g(z) = —22% + 3. Soit a € R*.

a) Déterminer une équation de Ty ,, la tangente & € au point d’abscisse a

c) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de Ty, et Ty o ......

Réponses mélangées

(5. —2) _ 5,1 14 212 711 106
_ ’ iy v= 59”7 3 Y755 165 15" 6*”2 454_
2
—fr4Zy——=0 = 5243y —47 =0 —Zr4-y—68=0
375V T3 63 <—3> Ty 37 T 5Y
V3 25 , 6., 3 3 5 47
B NG = —2t 4+ Dz — e R = o4 —
( 3 ) (0,7> (=2t + 1)z ty+7t 2t+4 0 Yy 3x+3
—7 =TT
Y 204 2VTT 5
2 (~11,10) <5a P 1) 2
(FT ) Z 3
25 V6 5 15
-= —2 A -2 t+2 t—1)y+t+8= -=
T V3+3 5 3 (t+2)x+(t—1Dy+t+8=0 < 2,0)
75 75 5 73 )
HH 2 —2V/2 — (= 2 1
(7,7) <11711> 5 3 V2 y = (—6m + 2)z + 3m= +
—3m—8 22 — 2m
3 2y +2vV6 =0 —a® + a* + 24° 1
\/—:c+\/‘y+ V6 <m2—8m+8’m2—8m+8> a”+a +2a° +a+
_ _o_ 7
(4 25\/5 2 25ﬁ> Sim#E
4452 —2+5V2 —6m2+3 9m? — 30m + 13 0 Sr+2y=-5=0
2 2 —12m+7  —12m+7
3 202 —a+2
y=-5 y = 4ax + 2a* + 3 0 %Siagé{—l,l} m#4—2v2et m#4+42v2
3 5 -3 ) 62
5 —9y+3=0 Y 29c+2 5 7 y = 6axr —3a” +5 65

» [Réponses et corrigés page 235|
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1re-VEC-01 Fiche de calcul n°21 Géométrie et Vecteurs

Généralités sur les vecteurs

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 21.1] — Quelques développements. 4
Développer et réduire les expressions suivantes, en utilisant une identité remarquable.
a) (z+6)% .............. d) —2(3+5x)>-10 .....
b) (1—2x)2 ............. e) z—1)2—2? ........
c) (1+3z)(1—-3z) ...... f) —(z-2)(x+2)—4 ...
Calcul 21.2] — Quelques fractions. 44
Mettre les expressions suivantes au méme dénominateur, puis simplifier au maximum.
1 1
e d 2g+—— ...
a) i ) 2q+ 51
q q 2 1
b) —— —— .. e) 1———+—— .....
) 1-q¢ 1l+4g ) g+1  (g+1)?
2 -1 1
c) St f) 4
1—gq 1+g¢ g+1 ¢*2-1
Echauffements

alcul 21.3] — Reégle du parallélogramme. L]
Choisir la bonne réponse : si ABCD est un parallélogramme alors,

@) AB =D

(5) AC = BB

@ BA-CB
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)

g g
Exprimer chacun des vecteurs suivants en fonction des vecteurs AB et CD.

sl

C A
/ -
B
) U e d) B oo
b) T . e) —2U 43P .........
C) W oo f) 4T+d—50 ......
— Trouver les bons points. 00

En utilisant les points placés dans le quadrillage ci-dessous, donner dans chacun des cas un exemple de
vecteur égal a la somme proposée.

A B
C D E
F G
H
R 1 e R e g 1—
a) ACH+DG ..., c) BA—GB—I—DB+§AG .........
b) HG—AD+§CD+§DH ....... d) 5(AC+DF)—§ED+§DH....
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Calcul 21.6| — Equations vectorielles I). 00

Soit ¥ un vecteur non nul. Déterminer le réel a tel que ¥ =

=

F (L= a)T+2(L4 )T ot

) U=—(?+ DT+ (a=2)T+a(a+3)T «oeiiiieiii i

20T — (@ + 12T 4+ (20 4+ 1)T e

sl
I

d)

Calcul 21.7| — Equations vectorielles (II). 000

. 7 . 7 =
Soit ¥ un vecteur non nul. Déterminer pour quelles valeurs du réel « on a @ = 0.

a) z‘[:ail%’Jr(aJrl)U—i’ ...................................................
u = a)v O
1+«

Autour de la relation de Chasles
(D

— Des simplifications vectorielles. )
Simplifier les expressions suivantes.

a) AF+FH—AB ................. d) —(AE—-BI)+BE+IB .........

b) W+KI+TK oo e) EM— (EB—NM)+MB ........

¢) DE+ECG-DA-0G .......... f) (AB-EH)- (BE-AH) .......

o

Par quelle lettre faut-il remplacer X pour que AF + EX + FE + CA=07
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Calcul 21.10 o

Simplifier 'expression.

AF—BEB—OF +EA —BO ..ottt

Jalcul 21.11 00

Exprimer u en fonction de AB et AC.

&
sl
é
2l
:
i
4
2

d) T=2AC—CB) +3AD ... et

calcul 21.12 00

Simplifier les expressions suivantes.

a) OBE — BA 4 BA .«

l— 1— 33—
- - —AE
b) SAM+ ZME+ 2

11— 1—> —
—= SV A = A
c) 4VS+4V S

Q) S(AB—9(RB - TB)) ~ JAB ..

calcul 21.13 000

Déterminer le réel o tel que « soit le vecteur 0.

a) T=3AB+BC+aBA+CA ..ot

b) @ =-3BP+a(AB—PB) +3BA ...o.oiiiiiii e

2‘——> 24—» o —>
T = 2BE — AR + YA
) ¥=3 3 TG
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“alcul 21.14 000

Exprimer 2 en fonction de AB et du réel a.

a) T=(14+a)AB —aCA+aCB ...t

b) @ =(1—a)AB —BC) — (= DAC «.oretee e

1 — 1 —

11—«

d) T=(01-0a)?AB+(1-a)1+a)AC+a*BC+CB .....ooveriiieni

Colinéarité
(G

salcul 21.15] — Une question de colinéarité. 00

On considere les points et les vecteurs suivants.

A

AN
N

<l
)

)

A

S
Q

B S ey
Déterminer a quel vecteur, parmi AB, CD et EF, chacune des sommes suivantes est colinéaire.

— — 1 — —
a) U+ =T cvviiiniiinn.. ¢) —=(P—7) cevviiiii.
1—> — — — ]-—>
b) —(Zw+p) .............. d) VAT +50
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Calcul 21.16| — Exprimer un vecteur en fonction d’un autre (I).

Exprimer le vecteur @ en fonction de ¥ dans chacun des cas suivants.

a) Si3W =067 alors O & T = ...uutitet et
b) Sliu— 7Y AlorS O & U = .« .ttt
c) Sli(u—v):Oalorsonau: .........................................
d) Slgu—i—zv=—2(u+v)alorsonau: ................................

Calcul 21.17] — Exprimer un vecteur en fonction d’un autre (II).

Soient A, B et C trois points non alignés.

Exprimer le vecteur @ en fonction de ¥ dans chacun des cas suivants.

a) T=—2AB et T =4AD ..ottt

b) U:%ﬁ+%ﬁet7:2m—3ﬁ ....................................
> 1*—» —> —> —_—>

c) u:—ZACetv:2AB—2CB ..........................................

Q) i =2(AB+ AC) et T=TK — JOB ..o

Calcul 21.18] — Exprimer un vecteur en fonction d’un autre (III).

a) Si —4AD +4BD—-DC =0 alorsona AB = ............coooiiiiiiii..

b) Si3(;‘:ﬁ—]§;‘:)—3]§‘6+é‘5:6a10rsonaxﬁz .......................

c) SiCB—3AB=-2AD+ACalorsona AB = ............ccoooiiiiiii

1/— — 2> — —
d) Si —g(BD — BA) = gAD +CBalorsonaAB = .......... ... ... . ...,

Calcul 21.19
Soit ABC un triangle. On considére le point G tel que GA - 2BC +3GC+2BC = 0.

Exprimer le vecteur GA en fonction du vecteur GC ...vovvoveneeeeeeen.
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Calcul 21.20 000
Soient ABC un triangle et les points M, N et P tels que AP = BA, NC = gBC et AM = §AC.

Exprimer le vecteur PN en fonction du vecteur PM ........ooveeeeeeeeii.,

Calculs plus avancés
(S

Fd'd

Soient A, B et C trois points non alignés.

Exprimer le vecteur @ en fonction de ¥ et du réel o dans chacun des cas suivants.

) T—AB+(a®—1)AC et T = 111TB’+(a+1>E .....................
P
L 1 e L =1
b) @=aAB- (1- JACet U=BA+ ——AC .......................
a+1 a+1
c) U:QQEJr(aerl)ﬁnLC—A)etT)’:(afl)ﬁ+%C_A> ............
P

d) @ =(142a)’AB - (1-20)?AC + (4a®>+1)BCet T =2AB+BC .......

Calcul 21.22] — Propriété du milieu. &

Soit ABC un triangle. On note I et J les milieux respectifs de [AB] et [AC].

Soient M et N deux points quelconques du plan.

—

On rappelle la propriété du milieu : le point I est le milieu de [AB] si et seulement si X +IB=0.

a) Exprimer MA + MB en fonction de MI ........ooouireeeiie e

b) Exprimer BC en fonction de TJ .. vee e

Simplifier les expressions suivantes.

c) CBAB TR 4 Bl L

—_—> —>

d) MI—NA - BI+ 21K .o
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Calcul 21.23] — Point particulier d’un triangle. {?{?{?{?

On considere un triangle ABC, et on note G le point du plan qui vérifie la relation :

GX + GE+ @d/= 0.

a) Exprimer AG en fonction de AB et AC .....oooiiii

Soient les points A’, B’ et C’ respectivement milieux des segments [BC], [CA] et [AB].

b) Exprimer AG en fonction de E ...............................................

¢) Simplifier la somme AN + BB’ + CO oo

d) Simplifier la somme GA’ 4 GB 4 GO

Réponses mélangées

—z? —aAB 3% —4x + 1 U= _gv 2(1 — a)AB 0 AB = —§CD
1 — 4z + 4o %% ABLAC 0 2 NM 0 -1 0et 1
, q(q—1)
4" —2q+1 _9AB+3AC  AG=2AA)  EF  GA--saC 1w >
2q— 1 3 4
~1
MN 2(1 — a)AB U= —47 U =—at 21 7= (a—-1)7 2AB
U=-—77 5AB+QCD PN = -PM CEE u=(a—1)v u = 4av
27 Ang(AB-"-AC) 1-92° AB=CD 3  0Oet-2 v=—z7
_gaﬁ (1+20)AB B AF  BC=oJ ggx MA + MB = oMl
— — — 1 — 2q2 = -
HG BG AB+CD CA - O © BH 0
4 AB-DC _g AG 224122436 —E’—%ﬁ)’ ohE T
BE 0 AB 50”6028 AB+4AC  — AB+.CD  AB-AC

» [Réponses et corrigés page 242
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1re-VEC-02 Fiche de calcul n°22 Géométrie et Vecteurs

Coordonnées des vecteurs

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 22.1] — Des inéquations. 4

Déterminer, sous la forme d’un intervalle, I’ensemble des solutions dans R des inéquations suivantes.

a) 220 —6>0 ....ooiiiiiiiii... d) 2—4z<10Z ..c.ooviiii.
1 1
b) —z4+3>0 ................. e) —Z(I+2)<—§$ ............
2 1
c) 2(x+5)<8 i f) §(6x—1)<—4x—6 .........
Calcul 22.2| — Des factorisations. 44
Factoriser les expressions suivantes en utilisant les identités remarquables.

a) 1+4z+4z® ... ............. d) (z+1)*+4(z+1)+4 .......
b) 927 —1 oo e) (1-5z)°—(14+2)% ..........
2 1 2 2
c) =z —:v—i—z ................... f) 25 —20z 4+ 4x* — (2+32)° ...

Remarque

Toutes les coordonnées sont exprimées dans un repére orthonormé du plan.

Calcul de coordonnées
(D

4

g
Calculer et simplifier les coordonnées du vecteur AB, dans chacun des cas suivants.

a) A(=5,—2) et B(4,0) ............ ¢) A(1+\/§, )et B(V8,V5) .

1
%
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000
Soit n € N. On consideére les points A(Q”, 1-— 32("“)) et B(2"+1, (1-3"(1+ 3”))

Calculer et simplifier les coordonnées du vecteur AB

calcul 22.5 o

Dans chacun des cas suivants, calculer et exprimer le plus simplement possible les coordonnées du vecteur
AB en fonction de a.

a) A(—1—02,2a) et B(=20,1) ..oiiiii

Calcul 22.6 00
On considére les points A(1, —2), B(8, —5), C(6,0) et D(z,y) le point vérifiant AB = DC

Calculer, en fonction de x et y, les coordonnées de :

a)A_P; ...................... b)D_C> ......................

c) En déduire les coordonnées de D ... ... .

00
On consideére les points A(3,—2), B(1,—-3) et C(0,38).

En utilisant la méme méthode que dans ’exercice précédent, déterminer dans chacun des cas suivants les
coordonnées du point D vérifiant :

a) AB=CD ................ ¢) BB = —1AC+AB ......
b) AD=2BC ............... d) 2AD = -BD -3AC ......
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00

, . = .. (0
Dans chaque cas, déterminer la valeur de « telle que le vecteur AB soit égal au vecteur u (_1) .

a) A(Q? = 1,0) €t B(0, )«

b) AQ2(a+1),a+2) et B(—a+ 11,20 —2) ..ot

c) A(—%, %) et B(Za,a(a + %)) .....................................................

0000

Déterminer la valeur du couple de réels («, 3) tel que AB=70.

ARa+8+4+1,—a—28) et BBa—28,a+6) «.vriii i

Somme de vecteurs
(D

Salcul 22.70 LY
On consideére les points A(—5,3) et B(4, —8) et les vecteurs T[(_46> et U(:i)

a) Calculer les coordonnées de AD

b) Exprimer le vecteur AB sous la forme a@ + BT, oll a et 8 sont & déterminer .. ..

LY
On consideére les points A(—5,4), B(6, —2) et C(15,0).

Déterminer les coordonnées du point M vérifiant la relation MA + MB + MC=T0.

salcul 22.12 000
Soit @ un nombre réel. On considére les points A(a, a +2), B(a? + 1,2a) et C(—3a,0).

Déterminer en fonction de « les coordonnées du point M vérifiant la relation MA + MB + MC=T0.
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Norme de vecteur
(G

Calcul 22.13 00

Calculer dans chacun des cas la norme du vecteur AB.

0 A(A1 ) e B(L)
0 AL E) eB(2)

) A(V2,V2) et B(V3,—V/3) oo

d) A(2%7,2%") et B(22F1,227H2)

alcul 22.14 00
Soit « un nombre réel tel que a > 1.

g
Exprimer dans chacun des cas la norme du vecteur AB en fonction de a.

a) AL, —a?) et B(A%, 1) oo

b) A(%‘”,o) ot B(%,—%) .................................................

Colinéarité
]
calcul 22.15 o

Dans chacun des cas, quelle est la bonne affirmation ?

@ Les droites (AB) et (CD) sont paralleles @ Les droites (AB) et (CD) sont sécantes

a) A(3,-2), B(6,0), C(15,8) et D(6,1) ... ovommeee e

1 1 1 -2 1
——), B(]., 5), C(O,l) et D(?, g) ..............................................

¢) A(V50,—v5), B(2v2,Vi5), c(%, ~VB) et D(V,
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Jalcul 22.16
Pour les vecteurs 2 et ¥ suivants, déterminer le réel X tel que ¥ = A\ 7.
1, 1
(075) 1 —a(a—1)
a) o et U 1
1+«
=2 a—1
a™ — an+1
Ee— +1
— a—1 — —a”
b) u T L
a” +an+1 a’ﬂJrl
a+1

Milieu d’un segment

Calcul 22.1
Soient A et B deux points du plan.

Calculer dans chacun des cas les coordonnées du vecteur Al ot I est le milien du segment [AB].

a) A(—1,4) et B(3,-5) .........

b) A(;,5> ot B(;, _5> ......

d) A2 22 et B2, 22 )

o a(-42)an(-2 )

5

Calcul 22.18
Soient A et B deux points du plan.

—
Calculer dans chacun des cas, en fonction du réel a, les coordonnées du vecteur Al ou I est le milieu du

segment [AB].

1 3
a) A(Qa - 2,4a+2) et B(4a, 1% —6) ..........................................
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 22.19] — Ménélienne d’un triangle. &*C?C?

Soit ABC un triangle et soient A’, B’ et C’ des points appartenant respectivement aux droites (BC), (CA)
et (AB), et tous distincts de A, B et C.

La situation est représentée ci-dessous.

On note p, ¢ et r les réels vérifiant A'B = pA’C, B'C = ¢B’A et C'A = rC'B.
On se place dans le repere (A, AB, R)

a) Exprimer A'B en fonction de p et de BC

b) Exprimer B’A en fonction de g et de AC

c) Exprimer C_/A> en fonction de r et de AB ..o

d) Donner les coordonnées de B'C .. ... ..

Av Y
e) Donner les coordonnées de A'B’ ... ...

Supposons que pgr = 1.

f) Exprimer le vecteur r(p — 1)A’B en fonction de r et de B'C’ ....................
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Calcul 22.20| — Déterminant d’un couple de vecteurs. {,’? (?

5 p o , . a c
Dans un repére orthonormé, on considére deux vecteurs @ et v de coordonnées respectives ( b) et ( d)'

Le déterminant du couple (U, ¥) est défini par

det(T, V) = det((Z), (2)) = ad — be.

On admet que deux vecteurs @ et U sont colinéaires si, et seulement si, det(@, 7)) = 0.

a) Si 1_[(04 B 1) et U(a o 1) alors det(UW, U) = ...ooviiiiiiiiiiii
—« 200
1 1
b) Siu| a+l | et « alors det(W, T) = «.ooviiiiiiiiii
=2 =a@ —a—1
1 1
c) Siu| _q|et?| —1 Jalorsdet(u,T)= ...coovriiiiiiiiiiiiiiii...
o a+1

Déterminer pour quelles valeurs du réel o les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires.

2 1 _
d) u @t et U AN
—a+1 a—1
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Réponses mélangées
(=2t 1 (a—1)2 3a+2 ®
3 7 3
1

V2 >
D(1,2 — Al
(1,20) “ (@+3) 22n—1 ala+1)
-t
|—00, 3] a=-1 @ I( 1 (_3> V5 <:v — —) AB (4a>
ala+1)
— L, 4499 1 on ol 1—a
5
—> 2 ntl —> ) >
a=3 P2 AB| © N RN vG R N v
—(2a)" 1 @ qg—1 1—p
4
(r—1)B'C’ (3z —1)(3z + 1) ] = —l—oo[ 22"/10 (22 + 1)? M<13—6 ;)
V2-1 a+1
—62(2 — 42) 3a% —a 13, 4-00[ VIO A=-1 AB| 45 i
5 e
— (- — —((1-a)?
ATV a=—+  aB(} s VB2 gyt "_AB
2o 2 4 a 1 -2« 1—r
2
— 1 —> —
I ! ﬂa AIl o9 "t /2(a? + 1) - |—00, 2] a=_—eta=
-5 9 —3 -y
1 . V2
= p—1 IS 2 e
(3—5z)(z+7) A'B o1 (a) Al Y (a,B) = (=2,-1)
(1-pa—1) 1-=
r
9 | =1 ! 7 1
<_11> B'C 1 AB| o +4 a=-z et a = D(i’ —9) D(-2,7)
q—1 @
» [Réponses et corrigés page 248
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1re-TRIG-01 Fiche de calcul n°23 Trigonométrie

Fonctions trigonométriques I

Quelques calculs généraux pour commencer
)

On rappelle qu'un méme angle s’exprime en radians ou en degrés selon la régle de proportionnalité :

angle en degrés  angle en radians

180 s

Calcul 23.1| — Des radians vers les degrés. 4
Les angles suivants sont en radians. Les exprimer en degrés.

T s 3T s
a) g ...... b) 5 ...... C) I ..... d) E .....
Calcul 23.2| — Des degrés vers les radians. 4
Les angles suivants sont en degrés. Les exprimer en radians, sous la forme d’une fraction de 7 irréductible.
a) 45 ...... b) 270 ..... c) 120 ..... d) 1125 ...
Calcul 23.3] — Des fractions. 44
Calculer et simplifier les fractions suivantes.

T T T 7 117
a) g =+ g .......... d) g = Z .......... g) T = 571' ........

17

b) W—% ........... e) —+2m ..., h) —Tﬂ+3 ......

T 7T 45T

— 4+ = f) ——+4dm ....... i) — 41w ......
c) 513 ) g Tam i) 5 T 117

Valeurs particulieres du cosinus et du sinus
)

— Premiers angles. 0

Donner les valeurs des cosinus et sinus suivants (les angles sont exprimés en radians).

a) cos(%) ...... ¢) cos(0) ........ e) cos(%) ......
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— Autres angles. 00

Méme question :

a) COS(?) ) cos(Tm) «ono... e) COS(?)

— Derniers angles. 00

Méme question :

2) sin(”f) b) cos<—567r> o) sin(—zr)

Comparaisons
)

Calcul 23.7] — Monotonie sur ’intervalle [0, g} . o
a) Soient t1,ts € R tels que 0 < ¢ < tg < g Quelle est 'affirmation juste ?
@ cos(ty) < cos(tz) @ cos(t1) > cos(tz) @ les deux sont possibles
b) Méme question :
@ sin(t1) < sin(t2) @ sin(ty) > sin(t2) @ les deux sont possibles
— Monotonie sur un autre intervalle. 00

a) Soient t1,ts € R avec 0 < ¢1 < ta < m. Quelle est laffirmation juste ?

@ cos(t1) < cos(tz) @ cos(t1) > cos(tz) @ les deux sont possibles

b) Méme question :

@ sin(t1) < sin(t2) @ sin(tq) > sin(ts) @ les deux sont possibles
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Calcul 23.9) — Comparaison entre sinus et cosinus. 00

Pour quelles valeurs du réel x a-t-on sin(z) < cos(z) ?

Plusieurs réponses sont possibles.

s T
@ z=0 ©==5 ©z=F

Calcul 23.10| — Comparaison entre sinus et cosinus. 000
Sur quel(s) intervalle(s) I a-t-on Vz € I,sin(x) < cos(x) ?

Plusieurs réponses sont possibles.

©i-pl  @u-[E] @u-[m]
Ou-bd @l ou-[mY]

Calculs plus avancés
(D

Pour z € R tel que cos(z) # 0, on définit sa tangente par tan(z) = sin()

cos(z)

Calcul 23.11| — Valeurs particulieres de la tangente. ﬁ?{?

Calculer les valeurs particuliéres suivantes (les angles sont donnés en radians).

a) tan(g) ...... ¢) tan(0) ........ e) tan<f) ......

Calcul 23.12] — Quelques formules. (?(?

a) La fonction x — tan(z) est
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Calcul 23.13| — Connaissant 1’un, déduire ’autre. -t:? -t:? (? c?

Dans les calculs suivants, on pourra utiliser la formule cos® + sin? = 1.

1
a) Sachant que sin(z) = 1 et x € [O7 g], que vaut cos(X) ? ...

V6

b) Sachant que cos(x) = 3 et x € [—g,O], que vaut sin(x)? ...

V2442

¢) Sachant que cos(%) =5 que vaut Sin(%) T

— Avec tangente (I). Fddd

a) Sachant que cos(x) = g et x € [—g,O], que vaut tan(z)? ...

1
b) Sachant que cos(z) = —= et z € [0, 7], que vaut tan(z) ? ...... ... ...

V3
— Avec tangente (II). &Fddd

Sachant que tan(z) =2 et x € {0, g], que vaub SIn(x) ? ..o

Réponses mélangées

57 T V2 -2 1
0 V2 V2 2m V2 V3

T R OOE«0 T -3
1 —/3 3 1 T

1 4
T T 5 0 ® ® v TR
I smo 2 V8 1 omo sm Sm T o

6 6 NG 2 12 4 2 3

» [Réponses et corrigés page 250|
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1re-TRIG-02

Fiche de calcul n°24

Fonctions trigonométriques 11

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 24.1) — Equations avec des carrés.

Résoudre dans R les équations suivantes, en donnant I’ensemble de leurs solutions.

a) z2=1 ...,

d) 222 =—2 ...

Calcul 24.2 — Equations avec des valeurs absolues.

Résoudre dans R les équations suivantes, en donnant I’ensemble de leurs solutions.

a) |z|=5 ..o,
b) l[e—1=3 ...............
c) [dz+3|=5..............

1 3
d —l== ..
) x+4‘ 5
e) _§x+§—l
3 Bl = 5 9oussasuse

f) |—z+7=18x+1] .......

Calcul 24.3| — Inéquations avec des carrés ou des valeurs absolues.

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

Trigonométrie

44

44

444

On exprimera ’ensemble des solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

a) 2 <3 d) [dx+1|>5 ....
b) #2>1 ......... e) (—2z+3)2<4.
5 1
<2 ..... ) |-—=x[<<z .
c) |z+1| ) ‘6 | <3
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Autour des angles remarquables
|

— Valeurs remarquables. o

Donner les valeurs suivantes.

Calcul 24.5| — Calcul de valeurs particuliéres. 00

Calculer les valeurs suivantes.

— Tangente d’un angle. 00
Pour x € R, tel que x # g + k7 pour tout k € Z, on définit

sin(x)

tan(x) = cos(@)’

Calculer les valeurs suivantes.

a) tan(%) ........................ d) tan(%) ........................
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Autour des angles associés
|

Calcul 24.7| — Angles associés (I). 00

Soit z € R.

Pour chacune des expressions suivantes, choisir son expression simplifiée parmi les propositions :

@ cos(z) @ —cos(x)
@ sin(z) @ —sin(x)

a) sin(—x) ... c) sin(z+m) oo

Calcul 24.8] — Angles associés (II). 00

Soit x € R. Simplifier les expressions suivantes.

c) sin(m — g) ..................... f) cos(+m) oo
— Tangente d’angles associés. 00
Pour x € R, tel que = # g + k7 pour tout k € Z, on note
tan(z) = sin(z) .
cos(x)

Pour chacune des expressions suivantes, choisir son expression simplifiée parmi les propositions :
1
tan(x
@ ( ) @ tan(m)
1
—tan(x _
(b) — tan(z) @D

~
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Courbes représentatives

Jalcul 24.10 00
Pour chacune des fonctions suivantes, reconnaitre sa courbe représentative parmi les propositions :
1 14
St 0.5+
—27 T - U ™ T 2w —27 —7 3 2
- 2 2 2 2 2
—0.5+
® -
17 -
0.5 0.5+
-2 37t — T K3 3 T T K3 3r 27
By 2 2 5 2 2 5
=051 —0:51
® - -
Q) f i@ COS(T A 1) et
b) f xb—>sin<:c— —) .....................................................................
c) fixr— —cos(x+—) ...................................................................
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Calcul 24.11

Pour chacune des courbes suivantes, choisir parmi les propositions la fonction correspondante.

a)

—27 7377r —

Calculs plus avancés

27

b)

Formules admises.

On donne les formules suivantes, appelées formules d’addition. Pour tous a,b € R, on a

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Calcul 24.12| — Avec les formules d’addition (I).

Soit a € R. Exprimer en fonction de cos(a) et sin(a) les expressions suivantes.

Calcul 24.13| — Avec les formules d’addition (II).

Calculer :

o

P

130
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— Avec les formules d’addition (III).

Soient a,b € R. Donner une expression de :

a) cos(a—b) b) sin(a — b)

Calcul 24.15| — Avec les formules d’addition ?

Soit & € R. Simplifier :

o
%y
T

Lo
o]

a) cos(3x) cos(2z) — sin(3x) sin(2z) b) sin(5z) cos(2x) + cos(5x) sin(2z)

Calcul 24.16] — Formule d’addition de la fonction tangente. dglc? (? {?

sin(x)
cos(z)’

Pour z € R, tel que x # 72_r + k7 pour tout k € Z, on définit tan(z) =

Soient a,b € R tels que tan(a), tan(b) et tan(a + b) sont bien définis.

Choisir parmi les propositions suivantes une expression de tan(a + b).

@ tan(a) + tan(b) @ tan(a) + tan(b) @ tan(a) — tan(b) @ tan(a) — tan(b)

1 + tan(a) tan(b) 1 — tan(a) tan(b) 1 + tan(a) tan(b) 1 — tan(a) tan(b)

Réponses mélangées

@ 0 0 @ [;, ;} cos(5x) ]—o00, —=1[U]1, +o0] fZi(r?g(:)ossi(rll)gb)
20 (V) ® © 0 © © {30 o
75 1 41 1 V3 V2
o ey @ s s % @ %
1 M cos(x) sin(x) M g {-1,2} {—4, ;}
-1,13 @  {-55} ]—oo,—ﬂ U [1, +00] \@I V2 @ @
— cos(x) @ {1, 191} cos?(a) — sin?(a) —g % sin(x)
—sin(x) sin(7x) V3 1 2sin(a) cos(a) % ] %, % [ 0 -3
sin(a) cos(b) 1 1 7 1 7
® — sin(b) cos(a) 2 { 3’ 1} I=3.1] L7 2 !

» [Réponses et corrigés page 260
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1re-SCAL-01 Fiche de calcul n°25 Produit scalaire

Produit scalaire 1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 25.1] — Méli-mélo. 44

Choisir la bonne réponse :

1
a) On considére les points A(2,3), B(1,—2) et C<_§’ —;)

Alors, le vecteur p = AB < 2AC a pour coordonnées :

® (%) ® (5 © (5

b) L’ensemble des solutions de I’équation (22 — 3)(—5z + 15) = 0 est :

o3} 04 el ofl

c¢) La forme factorisée de I'expression 4z% — 9 est :

(@) (4z —3)(4z + 3) (b) 2z —9)(2z +9) (©) (22 —3)(2x + 3)

—bx + 7 —Tx + 31 —Tz+19
@ 8 @ 15 @ 12

4x107* x6x 1076
e) L’écriture scientifique du nombre % 105 est :

(a) 48 x107° @ 4,8 x1071° (c) 4,8 x 10° @ 4,8 %107
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Remarque
Dans toute cette fiche, on fixe un repeére orthonormé du plan. Les coordonnées des points et des
vecteurs sont donnés relativement a ce repere.

Tests d’orthogonalité
S ———————————.—.——————————

0

Les vecteurs @ et v sont orthogonaux : « oui » ou « non » ? On calculera le produit scalaire W« T .

(2) () .............................................................
b a»_@) () ..............................................................

4

Les vecteurs © et ¥ sont orthogonaux : « oui » ou « non » ?

, [(7x1078 N 4 x 10*
a) U= 5 | et U= N T
4 x 10 -7 x 10

T 2
3> et U = ( ® ) ou z est un nombre réel nonnul ............ .. ... ... ...
3 _

— T —2 — r+ 2 N )
c) u= et v = oll x est un nombreréel .............. .. ...l
3+ 3—x

— Trouver le réel z. ]

Dans chacun des cas suivants, déterminer le réel = pour que @ et ¥ soient orthogonaux.

(-6 Lz N o2
a) u<5>et U<_3> ............ c) u<_22>et U(%) ..........
b) a’(‘j) ot 7<x§4> .........

~alcul 25.5] — Trouver les deux réels z. 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer les deux réels  pour que @ et ¥ soient orthogonaux.

[ V1Tx —3 L[ V1Tx +3
a) u e U |
5+ 9z 5 — 9z

L[4z =7 of 4 =7
b) u et U [
(x—i—l) (2033—35)
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Equations réduites de droite
)

00

Déterminer 1’équation réduite de la droite (dy) passant par le point A(—6, —4) et dont un vecteur normal

(21 v 72 [
5

000

Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’équation réduite de la droite donnée.

1 3 (3
a) La droite (d2) passant par le point B <3, 2) et dont un vecteur normal est 7 ( 4) .

Sl

LY

Déterminer ’équation réduite de la droite (ds) passant par le point E(v/5, —1) et perpendiculaire & la droite

(D) d’équation & — VBY +5 =10 ....ooiiiii

000
On consideére les points A(—1, —3), B(2,6), C(17,1). Déterminer :

a) l’équation réduite de la droite (dg) passant par le point A et perpendiculaire & la droite (AB)

b) D’équation réduite de la droite (d7) passant par le point C et perpendiculaire & la droite (BC)
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Calculs plus avancés

Calcul 25.10, — Etre ou ne pas étre un rectangle ?

1 1 5 3
1)’3(‘575)‘3(

On considere les points A(—§7 5
a) Calculer AB-AC oo

b) Exprimer en fonction de z le produit scalaire AC-CD

c) Exprimer en fonction de y le produit scalaire AB-BD

d) Déterminer les réels x et y pour que le quadrilatéere ABDC soit un rectangle

Calcul 25.11

&

1) et D(z, y).

&

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = x2 + 22z + 3.

Déterminer les valeurs de x telles que les tangentes aux points d’abscisse et —z soient perpendiculaires.

Calcul 25.12

On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = x2 + bx.

Ffd

Déterminer les valeurs possibles de b, en sachant que les tangentes aux points d’abscisse 1 et —1 sont
perpendiculaires.

Réponses mélangées

@ 0 @ oui —— y = 3x — 50 y:4x77\[7 y:f\/5x+4
2 8 i 1 1 3 3
y—gx—g oui non _imi/é x—ioux——i b=+v3oub=—-V3
1 2 1 10 3 7
i 2 1 =—r— — A — =2p_
6 oui T+ Y 23: 1 @ Y 333 3 Y 1 1
3 15 15 ) 47 7 2 )
@ S A (z,y) = <2,2> @ oui 7 1993 oui

» [Réponses et corrigés page 263
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1re-SCAL-02 Fiche de calcul n°26 Produit scalaire

Produit scalaire 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s
Calcul 26.1 44
Simplifier au maximum les expressions suivantes.

On donnera le résultat sous forme de produit de puissances.

(53 x 273)2
200 10 "5 < 9E\3
) S X8 b —GX2P
(—9)99 x 231 10 x5
28
Calcul 26.2 44

Soit « € R. Développer les expressions suivantes.

Des simplifications doivent avoir lieu.

a) (2—2)(*+ 228 + 422 £ 8T+ 16) . .vriiiiit

b) (x+1)(@" —ab+a5 —zt 423 22z —1)

c) (@H+D)(@® =2+t =234+ 2% —T 1) o

Remarque
Dans toute cette fiche, on fixe une base orthonormée du plan.
Les coordonnées des vecteurs seront toujours données dans cette base.

Autour des vecteurs normaux
(D

Calcul 26.3] — Un calcul fondamental. )
!
a) Soient T[(f/) et Tf(;,) deux vecteurs.

Donner une expression de U » U . ..ov e e

b) Soient a et b des réels. Parmi les vecteurs suivants, lequel est orthogonal & U(Z) ?

on(y)  ®a() on(’)  @ua())
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— Des droites et des vecteurs.

Pour chacune des questions suivantes, choisir la bonne réponse.
a) La droite (dy) a pour vecteur normal ﬁ(:g) La droite (dz) est perpendiculaire & (dy).
Parmi les vecteurs suivants, lequel est un vecteur directeur de (ds) ?
(5 (=5 (2 (2
@a(%5) o#(7) @) @ (%)

2
-1

ou(z)  oHl)  os() o=

b) La droite (d) a pour vecteur directeur 17(

>. Parmi les vecteurs suivants, lequel est normal & (d) ?

— Vecteurs normaux a une droite. o
Dans chacun des cas suivants, donner un vecteur normal a la droite (AB).
a) A(2,3) et B(4,1) ..., c) A(—4,-5) et B(—2,-2) ...........
3

b) A(-=2,3)et B(2,1) ..., d) A(-L,1)etB(—-2,—= ) ...........
— Deux équations. o
Soit m € R.
a) Trouver la valeur du réel m pour que @ 1+m et 7 2-m soient orthogonaux.

m+5 m —4
b) On consideére les points A(—1,2) et B(m, 3).
Trouver 'unique valeur de m pour que le vecteur ﬁ(_l ) soit normal & (AB) .............
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Equations de droites et vecteurs normaux
N

calcul 26.7| — Quatre calculs de vecteurs directeurs et normaux. 000

Pour chacune des droites suivantes, définies par une équation cartésienne, déterminer les coordonnées d’un
vecteur directeur % et d’un vecteur normal 7.

® Pour (Dy) : 2¢+3y+1=0,0ona ® Pour (D3) : 32— 6y + 13 =0, on a

a) n= b) W= e) U= f)y w=

® Pour (D3) : =32+ 5y +7=0, on a ® Pour (Dy) : V2x — 7y +4 =0, 0on a

c) Uu= d) 7n= g) U= h) 7=

LY

Dans chacun des cas suivants, choisir la bonne réponse.

a) Soit (D) la droite d’équation x — 2y + 3 = 0. Parmi les vecteurs suivants, lequel est un vecteur normal ?

o) ©x) o o)

b) Soit (d) la droite d’équation cartésienne x — 3y — 2 = 0. Parmi les vecteurs suivants, lequel n’est pas
un vecteur normal ?

on(t) o2 os() o

¢) Un vecteur normal de la droite (d) d’équation 2z — 5y — 100 = 0 est :
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Calcul 26.9 000
Dans chacun des cas suivants, choisir la bonne réponse.

a) Soit (D) la droite d’équation y = x. Parmi les vecteurs suivants, lesquels sont normaux a (D) ?
(1 (-1 (1 (1
oa(Y)  o=n(y) o[ @ i)

b) Soit (D) une droite paralléle & 'axe (Oz). Lesquels de ces vecteurs sont normaux & (D) ?

os)  ©s) o5 o)

oa(y)  o#(l)  o#(3)  @#(y)

Yalcul 26.10 000

Dans chacun des cas suivants, les droites sont-elles perpendiculaires 7 On répondra par « oui » ou « non ».

a) (d1):3z—y+1=0 et (d2) :@+3Y—2=0 . eriiiiii e

b) (di):2c0—3y+1=0 et (do):4dx+3y—6=0 ..o

) (d1):204+y—3=0 et (da) : Y= o+ 5 it

d) (d): A +V2)xr—y+3=0¢et (do): (1 =V2)T+Y=0 eorrrrriiriiiiiiiianinn.

Calcul 26.11] — Equations cartésiennes. 000

Déterminer une équation cartésienne de :

a) la droite passant par A(2,—1) et de vecteur normal 7{(2) .............

Fiche n° 26. Produit scalaire 1T 139



Projeté orthogonal et distance
|

Calcul 26.12| — Projection orthogonale (I). 000

Déterminer les coordonnées de :

a) H, le projeté orthogonal de M(1, 3) sur la droite (d) d’équation x —y =0 ...........

b) H, le projeté orthogonal de M(1,5) sur la droite (d) d’équation y =z +4 ...........

Calcul 26.13| — Projection orthogonale (II). 000

Déterminer les coordonnées de :

a) H, le projeté orthogonal de M(1,2) sur la droite (d) : 3z —4y =0 ..................

7
b) H, le projeté orthogonal de M<§, O) sur la droite (d) : 4o +3y—9=0 .............

Calcul 26.14] — Une distance (I). 000

Calculer la distance entre le point M(—1, 1) et la droite (d) d’équation 3z —4y —3 =0 .....

Calcul 26.15| — Une distance (II). 000
On consideére les points A(—10,—1), B(—4, —5) et C(—2,-2).

Déterminer la distance entre le point A et la droite (BC).

Equations de cercles
|

>alcul 26.16 o

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation du cercle € de centre €2 et de rayon r.

a) Q(=1,2) et 1 =2

272

b) Q(—l Z) ot = V122
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Calcul 26.17] — Retrouver le centre et le rayon (I). 00

On considére 'équation 22 + 32 — 4z + 6y — 3 = 0 et on admet qu’il s’agit de celle d'un cercle.

En s’inspirant de la méthode pour trouver la forme canonique d’un trinéme du second degré,

a) déterminer le centre de ce cercle ...... ...

b) déterminer le rayon de ce CEICle ...........iuiiiui i

Calcul 26.18] — Retrouver le centre et le rayon (II). 000

Pour chacune des équations de cercle suivantes, déterminer le centre €2 et le rayon r du cercle.

® Pour z° +y? — 22+ 3y =0

a) Q= b) r=

) Q= £) r=
calcul 26.19] — Des cercles inconnus. 00

Déterminer une équation du cercle € :

a) de diametre [AB] avec A(—1,—1) et B(5,7) ...........

b) de centre ©(5,2) et passant par O .....................

c) de centre Q(—4,3) et passant par B(—1,2) ............
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Calculs plus avancés
(S

Calcul 26.20| — Distance d’un point a une droite : formule générale. f{?{?

Soient a et b deux réels non nuls. On consideére la droite (D) d’équation az + by + ¢ = 0.

On considére A(za,ya) un point du plan et on note H son projeté orthogonal sur la droite (D).

a) Donner les coordonnées d'un vecteur normal 7 & la droite (D) ..........c.oooiiiiiiiion...

Comme le point H est le projeté orthogonal de A sur (D), les vecteurs AH et 7 sont colinéaires.
Il existe donc un réel k tel que AH = k7, qu’on fixe.

Déterminer les coordonnées xy et yy de H en fonction de xa,ya, de a,b et de k.

b) ag= .............. C) YH = cvevevennnnnn.

d) Sachant que le point H appartient a la droite (D), déterminer la valeur de k.

Cette valeur de k dépend de xp, ya, a et b.

e) En déduire la valeur de la distance de A & (D), en fonction de 5, de ya et de a, b et c.

Calcul 26.21| — Trouver la tangente connaissant le cercle. C? {?

On consideére le cercle ¢ d’équation (x — 1)2 + (y — 2)2 = 2.

Déterminer une équation de la tangente au cercle 4" au point A(2,3) ...

Calcul 26.22| — Trouver le cercle connaissant la tangente. & C? {:?

On consideére la droite (D) d’équation = + 2y — 5 = 0 et le point 2 <—2, _23>

Déterminer une équation du cercle de centre € tangent a (D) ....
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Réponses mélangées

a 8 _axA+byA+c x2—|—y2 _ _6_7_
b 2 T 1 BT 10z — 4y = 0 5r — Ty 5 =0

2, .2 N2
x—?yx—i;y:—g (2,-3) n(2> @et® @ @ r+y—5=0

2 2
@ ya + kb a’@) ’ 3;; ﬁ 5;543: © U(\%) FL’G)
R e O 7_{(_32) oui ﬁ’<_%6)

H(g g) oui " _(:173)—2 2:)25.; za + ka @ @ et @ <_% 1)
% — 452:1?]:2% 20+y=3 non  H(L5 (@D (@ \/73 ﬁ’<_52)

laza + bya + ¢| 2%+ 2+

Va2 + 02 8r — 6y +15=0
a( H(2,2) 7 (2 (3 V10 (2,-1) w2 A
-3 ’ 3 2 ’ 5 2

2 2
H<27 §> ﬁ(ﬁ Wi x° +y° — 2ex (17_§> 7

-7 —dy4+e2—1=0 2 53 x 29

xzx' + yy’ non 9 z—2y—5=0

» [Réponses et corrigés page 267|
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1re-LGQ-01 Fiche de calcul n°27 Logique et théorie des ensembles

Logique

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 27.1 — Des développements. 44

Développer et réduire les expressions suivantes.

a) (T+8c)% ................ d) <§x— 11>2 .............

b) 2x—6)2 ... o) (z—1)(z+2)(z+1)(z—2)

e} (By—9)(SyF 0. f) (zy—a®+y°)(zy+2°—y?)

— Des fractions. 44
Mettre les expressions suivantes au méme dénominateur.
O —

b) s + 0 LRSS

2z +y 16z 2r —y
+
202 —xy  y? —4x? 222+ ay

2, .2
d) <m—x+y>x<l+ 2 > ..........................................
z+y y -y

c)

Généralités sur les propositions
)

|[Entrailnement 27.3| ]
Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Répondez par « oui » ou « non ».

a) b5 est pair et 7 est impair. ....... d) 12 est un multiple de 5 ou 24. ..

b) 5 est pair ou 7 est impair. ...... e) (4<b)et (8divise9) ..........

¢) 12 est un multiple de 4 ou 6. ... f) (4 <5)ou (8divise 16) .........
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[Entrainement 27.4|

Les propositions suivantes sont-elles vraies? Répondez par « oui » ou « non ».

a) Sijhabite en Espagne, alors j"habite & Madrid ...............c i i

b) Sije n’ai pas de sceur, alors je suis fils unique ......... ... i

c) Sia et bsont des nombres pairs, alors a + b est pair ...l

2
d) Pour tout z € R, si > 1, alors <
z+1

[Entrainement 27.5|

Les propositions suivantes sont-elles vraies 7 Répondez par « oui » ou « non ».

a) JreN, 22>7 ... b) Ve eN, 22 >7 .................

[Entrainement 27.6] — Négation de phrases.

Quelle est la négation des phrases suivantes 7

a) « Tous les bonbons dans le sac sont rouges. »

b) « Certains éléves ont un age impair. »

¢) « Siun nombre entier est divisible par 4, alors il se termine par 4. »

d) « La fonction f est croissante. »

e) « La fonction f est & valeurs strictement positives »
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[Entrainement 27.7| — Avec des quantificateurs. 00

Quelle est la négation des propositions suivantes ? Choisir la bonne réponse.

a) VeeR, 22 +2+1>0 ¢) JzeR, x+8=15
(a) Vo eR, 2 +2+1<0 (a) VzeR, 2+8=15
(b) Vz €R, 2°+2+1<0 (b) Vo €R, z+8# 15
(c)3reR, 2> +z+1<0 (c) Vz eR, z+8>15

<
b) IneN, n>=n d) VzeR,IneN,n<z<n+1

@VnEN n? £ n @3m€R,VnEN,n<m<n+l
@VnEN n? —n @3x€R,VnEN,x<noux>n+l
@HnEN n?£n @EIxER,VnEN,x#noum;én—i—l

Autour de I’'implication
|

|[Entralnement 27.8| 00
Dans chacun des cas suivants, déterminer laquelle des affirmations est vraie.

@ L’implication « P = @ » est vraie. @ Aucune implication n’est vraie.

@ L’implication « Q = P » est vraie. @ Les deux implications sont vraies.

a) P : « Jean Dupont est le fils de Pierre Dupont » et @ : « Pierre Dupont est le pére de Jean Dupont »

b) P : « Je suis européen » et @ : « Je suis francais »

¢) P : « ABCD est un rectangle » et @ : « ABCD est un carré »

[Entralnement 27.9| 00
Dans chacun des cas suivants, déterminer laquelle des affirmations est vraie.

@ «Vn € N, P(n) = Q(n) » est vraie. @ Aucune proposition n’est vraie.

@ «Vn €N, Q(n) = P(n) » est vraie. @ Les deux propositions sont vraies.

a) Pn):«n=5» et Q(n):«n<6»

b) P(n):«n=0oun=1» et Q(n):«n®*=n»
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[Entrainement 27.10| 00

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

a) VEeR, VyeR, zy >0 = (x>0ety>0) coovririiniiiiiinn.

b) VeeR, VyeR, (x>0ety>0) = a2y >0 .ot

[Entrainement 27.11] — Un peu de vocabulaire. 00

a) Quelle phrase correspond & P = Q7

@ Pour que Q, il faut que P. @ Pour que P, il suffit que Q.
@ Pour que @, il suffit que P.

b) Quelles sont les deux phrases correspondant & P = Q7

@ P est une condition suffisante pour Q. @ P est une condition nécessaire pour Q.
@ Si P alors Q.

c) Quelles sont les deux phrases correspondant & P — Q?

@ Pour avoir @, il est nécessaire d’avoir P. @ Pour avoir @, il suffit d’avoir P.

@ Pour avoir P, il est nécessaire d’avoir Q.

Calculs plus avancés
(G

|Entrainement 27. 12| {.'? ('.?

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

a) VZ N, Ty €N, @y oottt

b) Ty EN, V& EN, @ oottt

c) VzeN, yeN z<y) < (yeN, VzeN, 2<y) ...cooviiiiiiiii.,
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Entrainement 27.13[ — Négation de proposition quantifiée (I). TP

La négation de la proposition « Ve > 0, Ing € N, Vn > ng, |u, — €| < € » est

Je >0, Vno €N, In > ng, |u, — £ > e.

Est-ce vral ou faux ? ...

|Entrainement 27.14| — Négation de proposition quantifiée (II).

Donner la négation des propositions suivantes.

a) VEEE, Yy>0, Ty =1 oot

b) VaelI, Vbel, (a<b = f(a) < f(b)) «ovverriniiiiiiiiiii..

|Entrainement 27.15| — Négation de proposition quantifiée (III). Fhfd

Soient a et b deux réels. On considére la proposition P : « Si (a + b)? = a® + b?, alors a = 0 ou b = 0 ».
La négation de P est :

@ (a+b)?*=a®>+b*ou(a=0etb=0) @ (a+b)2=a?>+b%et (a#0o0ub#0)

@ (a+b)2=a*>+b%et (a#0etb#0)

Réponses mélangées

@ oui non oui « La fonction f n’est pas croissante » 25y — 81
) « La fonction atteint au moins
non — une valeur négative fausse @ @ 1
r (au sens large) »
vraie zt — 5% +4 @ @ 64c® + 112¢ + 49 —xt 4 327y — o non
« Il existe un nombre entier 4 44
non @ @ divisible par 4 mais @ §x2 — E:c + 121
qui ne se termine pas par 4 »
« Tous les éléves ont un age pair » oui fausse non fausse @ et @
®) faux ) oui oui Jael, Fbel, (a <bet fla) > f(b))
« Au moins un bonbon du sac . .
Nest pas Touge » @ et @ vraie non oul
3 2
r° —x° —6x+ 24 T—y 9
Jre E, dJy >0, <1 4z — 24 36
@ D@ -_2@+2) 9 v y=0 v ®

» |Réponses et corrigés page 272|

148 Fiche n° 27. Logique



1re-LGQ-02 Fiche de calcul n°28 Logique et théorie des ensembles

Théorie des ensembles

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 28.1] — Des équations. 4

Donner la valeur de la solution de chacune des équations suivantes.

1 T

2 =— e — =1—= .
a) 2x+3 x+ F c) 5 +x 1

1l—x x+1 1 x =
b = d ———=—+41 ...

) 3 5 Jerg-3=37
Calcul 28.2] — Des factorisations. 4
Factoriser les expressions suivantes.
2 2 1

a) z°—6x+9 ... c) z +x+Z ...............
b) 322 —12 ...

Des intervalles
(D

alcul 28.3 00

Donner I'ensemble des solutions des inéquations ou systéemes d’inéquations suivants.

On donnera le résultat sous la forme d’un intervalle.

a) 2-—

RNy

T n
“ <z
2

1 1 _2/1 3
C) 5—5 g(;-z) ............................................................
1—1‘2:17—1——
d) {2 ) 31 ...........................................................
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Opérations ensemblistes
|

Calcul 28.4] — Des résolutions d’inéquations. o

Pour quelles valeurs de x les appartenances suivantes sont-elles vérifiées 7

On donnera le résultat sous la forme d’un ensemble.

3—z 2 34

242 —2,3] oo —om= ] e

W) 2+20€]-23) o re| 2
m b 1 27
b) Bx+1€ || «ooiieennn ) e
3 2 —3x 34
Calcul 28.5| — Inclusions d’intervalles (I). 00
A-t-on, « oui » ou « non », les inclusions suivantes 7
a) 1§Clé c) §+OOC§+OO
51 TErE| e 7 Tiiibed IRRERRRREE
3 7 2 1 18 26
b) |—o0, = =00, == | e, d) [1+=,3+- —, = ...
) Jes) <)) ) Jedond <R %
Calcul 28.6] — Inclusions d’intervalles (II). 00
A-t-on, « oui » ou « non », les inclusions suivantes ?
7 49 ;+1 3
a) [173[C}374} ................ c) }253,+00{Ch_é7+oo[..
8 13 2 3
b 472+]C]—00,} ......... d c|,2] ...l
) e+ . ) [ | e

Calculs plus avancés
(D

Calcul 28.7] — Inclusions d’intervalles paramétrés. {:?

Soit a > 0. Déterminer a quelle condition sur a on a I'inclusion indiquée.

On donnera la réponse sous la forme «a > -+ » ou «a < -+ 4.
a) [a,+oo[ C[2,4+00[ .cvtn... ¢) [Va,+oo[ C [a® 400 ...
b) [a,400] C [a® +oo[ ...... d) ]-o00,a®] C]-00,a%] ....

150 Fiche n° 28. Théorie des ensembles



Calcul 28.8) — Intersection d’intervalles — avec un parameétre. (?c?

On note a un parametre réel. Déterminer 1’ensemble des valeurs de a pour lesquelles les intersections
suivantes sont non vides.

On donnera la réponse sous la forme d’un intervalle.

a) ]—oo,a—f-l[ﬂ] !

§,+OO|: ...................................................

3

m:—mﬂ+4m[34 ....................................................

c) -—oo 1—§a N 3a—l ~+o0
| , 5 T s OO | e

| 3a 12
d) _2_Z7+OO|:0:|£_1,3|: ..................................................

— Cardinal. PP

On appelle cardinal d’un ensemble fini A, et on note Card(A), le nombre d’éléments de cet ensemble.

On donne la formule suivante :
Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

On fixe trois ensembles finis A, B et C.

Exprimer en fonction des cardinaux
Card(A4), Card(B), Card(C), Card(ANB), Card(ANC), Card(BNC) et Card(ANBNC)

le cardinal Card(AU B UC).

9 1 3
2 ) (x+2 <1 _3)? 2
] 10’ 12] 3(x —2)(z+2) a non (z —3) non - 6,~&—oo

2 . . 32 4
—00, = voir corrigé non — 400 oui oui a>2 —00,

5 15 3
(5, 00| +12 110 . 14 2 ] ol
_ - i non = _z _9 =

e Ty 621 15 37> * '9
3r—2 57 —3 4 13 7
< 1 - 9 9 r~ i T e o 2 1
a ]—00,0[ non ] 5 5 { - oui [ =3 { a

» [Réponses et corrigés page 270|
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IF'iche n° 1. Forme canonique]

Réponses
1) e L4d) . 4v3X? — 4v3X — V3|
2 1
LAD) o W 2y H16] g g §X2+3X+T2
1.1C) i u? — 2/ Tu+7 3
146 Sx2 Wy, 8
10d) o (312 + 6v/5¢ + 15 ) 8° "97 "9
1 I3 X+1)2+1
R ) 222—1—624—4 2) X+ +
1.5 D) (X+2)?2-5
1.1 ) 1o 8,1
I — vV — —v -
25 5 9 1.6a) —(X -2 ~1
1.2 a) ........................... (I*5)(I’+5) 1.6 b) ........................ 4(X—1)2—7
12b) .......................... ’(2t_3)(2t+3)‘ 1.6 C) ......................... ’—9<X—2)2+40‘
12¢) (ﬁy_ 2) (\/Ey+ 2) 16 )i | —2(X +5) +33]
37 I\ 37T
3 2
1.2d) o (u+ 3)? 178) (X+2> -2
1.20€) o (3v —2)2 1
1.7h) Z(X+2)2—2
120) 2
) (fz“") 2 , 503
1.7 C) ....................... §(X+18) —?
13 8) e {0}
2
9 2 71
1.3b) i {—m,m} L7d) _8(X+9) T 13
1 30) .................................... {—5} 1 2 2 1
1.7€) e | X+ _,_E
2 3 36
1.3d) o {\/5}
4 25\ 2581
L7 — X+> -
1.3€) et { V5, 5} ) 5( 48) 4032
4\f4\/5 1.8 a) X+§2—9+/\
1.38) {— } OB 2 4
1
1.4a) oo X? - 6X +16 1.8D) i 1(X+2>\)27>\272
1AD) . [2X2 + 12X +13] ;
1.8 ¢) A<X+4> 1 45
T o I - -
14C) o X2 - 2V3X +4] YR
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A2 A2
1.9a) o —3<X—|—6> + 542
1 22\2  2)2 3\
1.9 b) ............... 2<X+3> —74—74
1.9¢) Ax By 2 125
................ - - =

11
..... Q=== -1
<2,3)etr

5 4
Q= <_4,—3> etr_\@

2, 4 (V2N _(2Y
1.2 ¢c) Onagy5_<3y> (\/5) _(
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1.3 b) Onaz’ =17 <= z=—V1Touz = V17,

13 C) ...... Ona (2t+10)2 : . 0(:)% . + 10:0(:}% : _1(“:” :_5 ...............................................
13d) ...... Ona (_\/§y+ \/g>2:0<:,_\/§y+\/g:0<:,_\/§y:_\/g<:,y: \@ ..........................
13 e) ...... Ona 2u2 _10:(“:}%2 :10{:}“:5{:}“: _5011“:\/5 .....................................
13 f ) ....... Ona _202 +é_0{:)_202 : _;45 .......... UQ _ig ............ __3\4/5 Ouv_jg .....................
14 a) ...... On a (X73)2 +7 : X2 7 6X+ 9 + 7 : X2 7 6X + 16 ..............................................................
14 b ) ...... On a 2 (X + 3)2 _ ‘ 5 : 2(X2 + . 6X + . 9) _ 5: 2X2 + 1 2X+ 13 .....................................................
14 C) ...... Ona _(X + \@)Jr 6:_(X2 . + 2\/§X + 2)+6:_X2_2\@X+4 ...........................................
14d) ...... Ona \/g(zX _ 1)2 _ 2\/52\/5(4)(2 . _ 4X+1)_2\/§ , : 4\/§X2 _4\/5 X_\/g ..............................
14 e) ...... Ona i(X+;)2+1 _i(XQJrXJri)H 4X2+3X+£ ................................................
15 a) ...... OnaX2+2X+2: X2+2X+1 +1: (XH)H ...............................................................
1 5b) ...... OnaX2 +4X_ 1 : (X+2)2_4_1:(X + 2)2 _ 5 ................................................................
16 a) ...... On a _X2 + 4X _ 5: . (X2 : _ 4X) _ 5 : _ (X _ 2)2 +4 _5 - _(X _ 2)2 _ : 1 ...............................
16b) ...... Ona 4X2 78X73:4(X2 72X)73 :4(X 7 1)2747 3_4(X 7 1)277 ...................................
16 C) ...... Ona _9X2+36X + 4:_9(X2_4X )+4: _Q(X _2)2+36 + 4: _ Q(X_ 2)2 +4O .....................
16d) ...... Ona _2X2_20X _ 17:_2()(2 . + 10X) _ 17: _ 2(X+ 5)2 +50 _ . 17: _ 2(X+5) : + 33 ..............
17 a) ...... OnaX2+3X+1:X2 +2X3X+1:(X+3)2_9+1:(X+3)2 _2 .............................

4 2 4 2 474 2

1.7b) Ona iXQ—i—X—l: i(X2+4X)—1: i(x+2)2—1—1= (X +2)2 -2

17 C) ...... On a 7X2 . + 8X + ; : 3 (X2 + 36X) + ; : ; (X+ 18)2 _ . 72+ ; : g(x + 18)2 _ 5(;3 ...................
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9. ., 1 9/ o 4) 9( 2)2 1 9( 2)2 71
1. —SX?P X —4=-2(X?’4+2X)-4=—-Z(x+2 — —4=—-Z(X4+Z2) - =.
7d)  Ona-g 2 8( *9 s\ T9) T3 s\ T 18
1o 2 3124)31( 2)2231< 2)219
1. SXP G EX 4= (XX )+ 2= (X+2) 242 =2(X+2 i
7e)  OnagXi+3X+7 2( tat) T\t 9Ta1=2\*T3) T35
4 5 5 6 4/ 25) 6 4( 25)2 125 6 .
1.7 ¢ XX = (X EX) = (X + = = . btient
7 Ona-—g 6" 7 5( t3 7= 5\ X T1g) Tz 7 Onobtien
4 25\2 2581
x4+ 2Z) 2222
s\ T 8) 4032
9 3\2 9
1.8 a) Ona X +3X+)\:(X+§) _Z+)\
1 2 1 2 1 2 2
1.8 b) Ona X +)\X—2:Z(X +4>\X)—2:Z(X+2)\) )
X 4\2 1
1.8 ¢) OnaAX2+8X+5:>\(X2+8T>+5:>\(X—|—X) —76+5
9 9 A A2 A2
1.9a) Ona-3X —,\X+2:—3<X +§X)+2 —3<X+g> +5 42
Lo xRl le By Bl Q)Q,LVQ
L9b)  Ona X'+ X+ 5 2(X+3X +2 =3 (x+3 =2
4 45 5 4/ 5 25 ) 4( 25)2 125 4
1.9 —C XA X = (X2 EAX ) = —— (X + 22 e
¢ Ona-—g 6 5( T 5\t T8t T
1.10 Le sommet de la parabole a pour coordonnées («, ), qui sont les « parameétres » de la forme canonique.

Sur le graphique, on peut lire que le sommet a pour coordonnées (2,1). Ainsi, seule la réponse @ peut convenir.

3 3 3
. . , 2 10 .
Ainsi, la parabole a pour sommet le point de coordonnées (757 73) La bonne réponse est donc @
__1lp __Le S PRI S SR SRS AT B
1.13 On ag(t) = 225 +t—-1= 2(t 2t)— 1= 2(t 1) +2 1= 2(t 1) 5

2

1
Ainsi, la parabole a donc pour sommet le point de coordonnées (1, ff). La bonne réponse est donc @

1.14 a) Soit z € R. On a les équivalences

Pl i e ($+1)2—1+1>1 = <x+1)2+—>0
~2 2 4 72 2 -

Le premier membre est la somme de deux termes positifs, donc I'inégalité est vraie pour tout réel z. La proposition
est donc vraie.
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1.14 b) Soit t € R. On a les équivalences

3\2 9 3\? 5
2+ 3t > —1 (t 7) —Z>-1 (t f) —-Z>0.
+ 3t > — + B 1 > <~ + 3 1 >0
Cette inégalité est fausse en particulier pour t = —3 La proposition est donc fausse.
1.14 ¢) Soit z € R. On a I’équivalence
2 2 2 3\2 9
3242°<22° -4 <= 2°-32—-4>0 <= 275 7174>0
. P R 3\2 25
Cette proposition est équivalente a (z — 5) -7 > 0.
Cette inégalité est fausse en particulier pour z = g La proposition est donc fausse.
1.14 d) Soit v € R. On a les équivalences
4 5 61 _ 20 4 /5 35 ) 61 4 ( 35)2 25 61
— >y = — - = — >0 <= —|(v——=) —=4+—=2=0
1" T 7 49(” 3V) 97 9\" "6 9 "9

iy P . 4 35
Cette proposition est équivalente & —

2
_2\ Laso.
a9\" 6)+ 0

Le premier membre est la somme de deux termes positifs, donc 'inégalité est vraie pour tout réel v. La proposition
est donc vraie.

1.15 a) On a les équivalences

2?24 Ay +1=0 = (-1 -1+Wy+2°-4+1=0 <= (z—1)°+(

On reconnait le cercle de centre le point de coordonnées (1, —2) et de rayon 2.

1.15b) On a les équivalences

2?4y 60 —10y+18=0 < (x+3)° -9+ (y—5)>—-25+18=0 <= (z+3)>+ (y—5)> =4°

On reconnait le cercle de centre le point de coordonnées (—3,5) et de rayon 4.

1.15c¢) On a les équivalences

i S TR —§<:>(x 1>271+( 1)271—§<:>(x71)2+( 1)2—12
y 3Y 7 36 2 17\ 3 9~ -

On a les équivalences
2y 4 lat Sy=T198 (x+5)2—§+< +4)275—7@
YotV T 1 16" \Y7T3 9~ 14
2 4 2
On obtient (m—!—g) + (y—!—g) —\/52.

On reconnait le cercle de centre le point de coordonnées (

5 4
fi,fg) et de rayon v/2.
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Ficl 55 Discrinm . 1

Réponses
2.1 8) 2T D) e B4
........................................ 5
T 2T b€ ]—00, =2[U]2, o0
2.1 D) 28 8) + ot
2.1€) i 3 —VB| 28 ) —2%
2L d) 209 8) e 25 — 8¢
35
....................................... = 2
2.28) 2 2.9b) e 66}85,4—00
2.2D) —27 -
3 E
2.2.0) oo 2.108). .o J-o0.1[U |3, +00
43
2.2 d) . - 317 — 177
16 2.10b). ... [ 3 Qﬁ, 34—2ﬁ
2.3 8) :
2.3 D) o 2100) e 100, ~4{U]-1, 4|
204 08) 2.11 a) }_007_2_\/2179%[_%\/2179’%0{
35
2.4 D) =
) 18] 2.11D) ettt
2.4.0) 29 2.00C) te e
....................................... . p12a)
13 :
2.4 d) = 2 [2
) 7 2.12b) .................... a € [— T5, B
2.58). ’—1—\/56‘5—14—\/5‘ -
25 [
_3_VIT -3+ V17 2.12C) i a € [W,Jroo
2.5b) .. 5 et 5 L
218 8) ..
2.6 a) 3_\/56‘53—’—\/5 [ I
8 8 2.13Db) .o ae \/?,—Foo
2.6 D). . .
257
206.C) o LM 23 ae [0,49
_ 1 ]
26 ). e ‘/53 2 o ‘/§3+2 214 t€{2,2
2T ) non
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Corrigés

10-+v16 10-—-4 3
2.1a) On a 1 =7 7
211b) O 5+v9 _5+3 4
6 6 3
—-6—+v12 —6-2
21c¢) On 6 _ =6 */§=—3—\/§.
2 2
V4 4
2.14d) Ona8+4 8:8+4‘/§:2+\@.
1
2.2 a) Ona52—4><5><g:25—?5:3?5.
2.2b) Ona (—6)°4 2 x (=7) x 15 =136 — 63 = —27
2.2 ¢) Ona77278><1><27:749772:7121.
2 17 24 25 17 43
2.2d - x L -
) Ona<4) X35 16 4 16
L 2\? 1 -3 4 3 35
2.4 b) Le discriminant vaut (5) —4 5 X T =9 + 3= 13
2 4 -5 29
2.4 Le discriminant vaut (— —4X X —= e
c) e discriminant vau ( \ﬁ) X 5 X 5 7 3
2.4d) Le discriminant vaut (\/5)2 —4x @ X 7; =3- 1—73
—2—/2 —2-2
2.5 a) Le discriminant vaut 20. Le polynéme a deux racines x1 = 5 0 5 V5 =—-1-+5et
T2 ——1+\/5.
2.6 a) Le discriminant vaut 5. Le polynéme a deux racines x; = 32_><\4/Lg = _8 et x2 = 3 +8\/5'
............................................ 2517§7§
2.6 b) Le discriminant vaut T Le polynéme a deux racines ;1 = ; 12 = TZ = —3et xs = 2.
>< =
2
1 5 6
2.6 ¢) Le discriminant vaut % Le polynéme a deux racines x1 = 3 3 = _3 = 22 =——etay =<
9" 2x2 4 4
2v/2 —4 2—2 242
2.6 d) Le discriminant vaut 16. Le polynéme a deux racines x; = \2/; 3 \[3 et = f;_
2.7 a) Lorsque b = —2, ona P = X> —2X 4+ 1 = (X — 1)? donc le polynéme P admet 1 pour racine double.

Donc P n’admet pas deux racines distinctes lorsque b = —2.
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2.7 ¢) Le polynéme P admet deux racines distinctes si, et seulement si, son discriminant A = b — 4 est > 0.

Or, on a l’équivalence A > 0 <= b> > 2%, ce qui donne b < —2 ou b > 2. Donc, le polynéme P admet deux
racines distinctes si, et seulement si, b € |—o0, —2[ U ]2, +-00].

2.8 b) Le polynéme admet exactement une racine si, et seulement si, son discriminant A vaut 0. Or, on a les

équivalences A =0 <= 94206 =0 <= a:—z%.

2.9 b) Le polynéme n’admet aucune racine si, et seulement si, son discriminant A est < 0. Or, on a les

25 25
équivalences A < 0 <= 25 —-8c <0 < c> 3 Ainsi, R n’a aucune racine si et seulement si ¢ € } 3 +00 {

2.10 b) On a I’équivalence v +3y <2 < 3°>+3y—2 < 0. Le discriminant vaut 17 et les racines sont

=3 +VI7 3Vﬁ’3+Jn}
=== :

donc ’ensemble des solutions est

1= ——— et a2

2.10 ¢) On a ’équivalence —t? <5t+4 < t>+5t+4>0. De plus, le discriminant vaut 9 et les racines sont

21 = —4 et z3 = —1; donc l'ensemble des solutions est |—oco, —4[ U ]—1, +00]

2.11 a) On a l’équivalence 4z > % -2 = P 4dr- Z > 0. Le discriminant vaut 19 et les racines sont
T =—2— % et zo = -2+ % donc I'ensemble des solutions est ]—oo, -2 - 219} U {—2 + %, 400 [

72 1
2.11 b) Le discriminant vaut 15 < 0 donc il n’y a pas de racine. Comme le coefficient 3 est positif, on sait

que l'expression est toujours positive. Donc ’ensemble des solutions est R.

2.11¢) Onav— V3 > v = —v*+v—V3 > 0. Le discriminant vaut 1 — 4v/3 < 0 donc il n’y a pas de racine.
Le coefficient —1 est négatif, ’expression est donc toujours négative. Ainsi, I’ensemble des solutions est &.

A0 <= 9+16a<0 <— a<—1—6.

Ceci n’est pas compatible avec a > 0. Ainsi, il n’existe pas de valeur de a pour laquelle la proposition est vraie.

8
2.12 b) La proposition est vraie si, et seulement si, le discriminant A est < 0. Or A = 4a® — 5 Donc, on a

8 2 2 2
< 2_° <o, ient a® < — —/ =)=
A <0 < 4a 15\0 On obtient a 15<:>a€l 15,\/;

2.12 ¢) La proposition est vraie si, et seulement si, le discriminant A est < 0. Or A = i—g — 3a. Donc, on a
25 25 25
A0 < E—Saéo, ce qui donne —3c<—E = c> EVTa
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. . 16 . . o
C’est une expression du second degré en a dont les racines sont 0 et —— et de coefficient du second degré positif,

L s . . 16
donc le discriminant est négatif ou nul si, et seulement si, a € ey

conséquent, il n’existe pas de valeur de a pour laquelle la proposition est vraie.

,0] Ceci n’est pas compatible avec a > 0; par

2
2.13 b) La proposition est vraie si, et seulement si, a > 0 et le discriminant A est < 0. Or A =4 — 81%. Cest
. , . 15 15 . S
une expression du second degré en a dont les racines sont — > et > et de coefficient du second degré négatif,
L s . . 15 15
donc le discriminant est négatif ou nul si, et seulement si, a € | —oc0, — > U > 400 |.
P " L . 15
On en déduit que la proposition est vraie si, et seulement si, a € > 400
oy . . . . . . 49 2
2.13 ¢) La proposition est vraie si, et seulement si, le discriminant A est < 0. Or A = 2—561 — a. Donc, on a
49 2
I’équivalence A < 0 <~ 2—5a2 —a < 0. C’est une inéquation du second degré en a dont les racines sont 0 et 19
2
et de coefficient du second degré positif, donc on a ’équivalence A < 0 <= a € [0, 4—3]
2.14 Soit t € R. On a
z—-5)>7+(@y—57>=5 z—5)°+(tz—5)7° =5
(z—-5)"+(y—-5) (z —5)" +( )
Yy = tx Yy = tx.

Le systéeme admet des solutions si, et seulement si, la premiére équation, d’inconnue x, admet des solutions.

Or, on a les équivalences
(€ —5)° 4 (tx —5)°> =5 < 2> — 100+ 25+ t°2° — 10tz +25 =5 < (1 +t*)z®> —10(1 +t)z +45 = 0.
On reconnait une équation du second degré en x de discriminant
A = 100(1 + t)* — 180(1 + ¢*) = 100 + 200t + 100t — 180 — 180t> = —80t” + 200t — 80.

L’équation admet des solutions si, et seulement si, A > 0.

Or, on a les équivalences

A>0 < —80t° +200t —80 >0 <= 2t — 5t +2<0.
On reconnait une inéquation du second degré de discriminant § = 9 dont les racines sont t; = % et to = 2.
Puisque le coefficient du second degré de I'inéquation est positif, I’ensemble des solutions de I'inéquation est [%, 2] .

1
Ainsi, le systéme initial admet des solutions si, et seulement si, t € [5, 2]

Ce systéme correspond da l'étude de l’intersection d’un cercle et d’une droite.
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Ficl 53 Discrinm . T

Réponses

(x-1-v2)(x -1+ v2)

(X -1-v3)(x—1+V3)

........... (X +3-V5)(X-3-v5)
........ %X32¢3<X32wv
...................... (X —m)(X +2m) |
....... (XflfV%@<Xfl+¢%0
..................... 4X4f;yx+3)
(Xflf\/mTH)<X71+\/m27+l)
..................................... {1}
................................. {-3,1}
V5
............................. =
N

............................ =
................................... {2}
................................... e
.................................... {25}
................................. {1,36}
....................................... [0]
.................. (X - 1)(X*+ X —6)
................. (X — 1)(X —2)(X +3)]
....................................... [0]
............... (X +1)(2X* + 11X +5)
.............. %X+IXX+®<X+;)
.(X—lmX—1—¢®<X—1+V@
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3.13D) . 0oiiin 4(X+1)<X_;> (X_3> 315 8) e {il,i\/g

’ }
8048) oo [ Tyt 12=0] BI5B). {+2v2}
3.14Db) i (y—4)(y—3) 3.16 ... {-1,-3}

8.14C) o {ﬂ,i\@} BT oo {O,i\@}

Corrigés
3.1a) Procédons directement par équivalence. On a
4
—2r> - =S < —- Xz &= < —2
—2<0 3 3
3.1b) A nouveau par équivalence, on a
11 1 8 4
2w— = > = QWS4 = 2> — = > —.
7573 rz3t 71 %0 715
3.1¢) A nouveau par équivalence, on a

1 2 2 1 4 1 3 1 1
2xfﬁ<§x{:>(277>x<—<:)fx< S r< - X — =S —.

i 1 1 + 1 (2 n 1) 1 1 7 > 1 > 6 « 1 > 1
ST -2 —sr 4 < SHorZ2 o - = X2 =S T2 o X o = T2 o
5 2 6 3 2 6 5 6 30 7/6>0 7 30 35
3.2 a) On commence par donner la factorisation premiere des différents facteurs. On a
3 95 3. 95 3., 93 ., 95

6° x 2 _ (2x3)° x2 L 2° x 3% x 2 _ 93-5—4—(=8) , g3—(-9) _ 92 , 3T

42 x 124 (22)2 x (22 x3)7"  24x278x374
3.2b)  On procéde de la méme fagon. On a

5" x 122 5" x 2" x 3° 1

10" x 6% 27 x 57 x 24 x 34 - 9x2on’

32 gt 73 43 =3 3 3P x 3 T3 x 3 3t
=371 (37 =37 =3 xT4+1)=-2x3""".

1 sin pair L.
Ainsi, on a

3.2d) Soit n € N. Rappelons que (—1)" = { o )
—1 si n impair.

16n+1 + (74)2n+1 + (72)4,1 (24)n+1 + (71)277,4»1 X (22)2n+1 + (71)471 % 24n

8" - @)
Ant+d _ odnt2 an 249t _ 92 11
= 2 2 +2 = ( ) =13x2"

23n 23n

164 Réponses et corrigés



3.3 a) Le discriminant du trindme P = X? — 7X + 12 vaut (—7)°> —4 x 1 x 12 = 1. Ses racines sont

—(=D) VI _ —(-1 - VI

4 t =3.
2% 1 ¢ 2% 1
Par conséquent, le polynéme P étant unitaire, P = (X — 4)(X — 3).
3.3 b) De facon similaire, le discriminant du trinbme P = X? —3X — 10 vaut 49 et ses racines sont 5 et —2.
Par conséquent, le polyndme P étant unitaire, P = (X — 5)(X + 2).
3
3.3¢) De fagon similaire, le discriminant du trinéme P = 2X° — X — 3 vaut 25 et ses racines sont —1 et 5
3
Par conséquent, on a P =2(X + 1) (X - 5), puisque 2 est le coefficient dominant de P.
1

3.3 d) De fagon similaire, le discriminant du trinéme P = 6X% —5X + 1 vaut 1 et ses racines sont 3 et 3

1 1
Par conséquent, on a P =6 (X — 5) (X - g), puisque 6 est le coefficient dominant de P.

5
3.4 a) Notons A le discriminant du trindme P = X* + iX +1.0na
2 _ 2
A:(§> —4><1><1:%—4725 1679:<§)
2 4 4 2
5 5, 3 5 5 _ 3
-5+vA -3+% 1 -3-VA -3-% 4

Ainsi, les deux racines de P sont 22 1 - 22 2 T —3 et 22 <1 - 22 2 — 5 = —2. Par conséquent,
le polynéme P étant unitaire, on a P = (X +2)( X + 5)

1 1 9 3\?2 1
3.4b) Le discriminant du trindme P = X? 4 §X -5 vaut 1= (f) , et ses racines sont 5 et —1.

Par conséquent, le polynéme P étant unitaire, on a P = (X — 7) (X +1).

2
34c¢) Le discriminant du trindme P = 2X° — gX + é vaut % = (é) , et ses racines sont % et %

1 1
Par conséquent, on a P =2 (X — 7> (X - 7), puisque 2 est le coefficient dominant de P.

3 4
o o 2 24
3.4d) Notons A le discriminant du trinéme P = X* — EX —1.0na
24\ 2 (2x12)2+22x25 2°(12°4+25) 225132  26)\?2
A= (<HY Can - _ _PxaP_ my:
5 25 25 52 5

Ainsi, les deux racines de P sont

(R VA _Biw (B)-VA_-%_
2x1 -2 T 2x1 2 5
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3.5 a) Notons A le discriminant du trinéme P = X* —2X —1.Ona A = (=2)? =4 x 1 x (1) =8 = (2\/5)2.

(*Q)iﬂZQizﬂzli\/ﬁ.
2x1 2

onaPz(X—l—ﬂ)(X—l—i—x/i).

3.5 b) Le discriminant du trinéme P = X* — 2X — 2 vaut 12 = (2\/§)2 et ses racines sont 1+ /3.

Ainsi, les deux racines de P sont Par conséquent, le polynéme P étant unitaire,

Par conséquent, le polynéme P étant unitaire, on a P = (X —-1- \/§) (X -1+ \/g)

3.5 d) Le discriminant du trinéme P = 2X° — 6X + 1 vaut 28 = (2\ﬁ)2 et ses racines sont 3E

2
347 X 37
2 )

Par conséquent, on a P =2 (X — ), puisque 2 est le coefficient dominant de P.

A=m?—4x1x(-2m?) =m® +8m* = (3m)* > 0.
Ainsi, les deux racines de P sont

—m=E+/(3m)> —m=£|3m| —m=+3m

—2m.
% 1 5 5 donc sont m et m

Par conséquent, le polynéme P étant unitaire, on a P = (X — m)(X + 2m).

A=(-2)?-4x1x (1-2m*) =8m’>0.
Ainsi, les deux racines de P sont

—(=2) £v8m2  2+4/2(2m)?> 242 x|2m| 2+2V2m _ L+ Vam
= = = . = ,

2x1 2 2

Par conséquent, le polynéme P étant unitaire, on a P = (X —-1- \/im) (X -1+ \/im)

A=(m+6)>—4x2x3m=m’+12m+ 36 — 24m =m> — 12m + 36 = (m — 6)° > 0.
Ainsi, les deux racines de P sont

—(m+6)%x/(m—6)2 —m—6¢|m—6|:—m—6i(m—6)

7% 3 1 7 donc sont — 3 et —m/2.

Par conséquent, P = 2 (X + %) (X + 3), puisque 2 est le coefficient dominant de P.
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3.6 d) On fixe m dans R. Notons A le discriminant du trinéme P = X* —2X —m?. On a
A=(-2°-4x1x(-m’) =4(m*+1) > 0.

—(=2) £ /4(m2+1 24+ 2v/m2 + 1
Ainsi, les deux racines de P sont ( )2><1( ): + 2m—|— =14++y/m2+1.

Par conséquent, sachant que P unitaire, on a P = (X —1—/m2+ 1) (X —1+vm2+ 1).

x+2:§ — 2’ 4+22=3 < 2°+22-3=0.
T

Or, le discriminant du trinéme X* + 2X — 3 vaut 2% — 4 x (—3) = 16. Ses deux racines sont

—24+1/16 —2-/16
LIV o e Y23

3.8 a) Pour un réel x # 2, on a les équivalences suivantes :

x12:1 = ar-2)-l=z-2 = -2t —-1-2+2=0 < 2°—3z+1=0.

3++5
TR

. . . PN 2 .
Or, le discriminant du trindbme x~ — 3x + 1 vaut 5 et ses racines sont

2z 1

2 -1 z—1

= 2r=4"-1)—(z+1) <= 2z=42" —4—x—1 < 42° — 32— 5=0.

3+v89

Or, le discriminant du trindme 42> — 3z — 5 vaut 89 et les deux racines sont

3.9 a) On cherche des solutions vérifiant « 4+ 11 > 0. Soit > —11 tel que x + 5 = V& + 11. On a alors
(x+5)°=x+11 donc 2>+ 10z+25=x+11 donc z°+49x+14=0.

Le discriminant du trindme X2 + 9X + 14 vaut 25 et les deux racines sont —2 et —7.

Vérifions réciproquement si ces valeurs sont solutions de 1’équation initiale :
—24+5=3=vV-2411 et —T74+5=-2#2=+-T+11.

Ainsi, ’ensemble des solutions de 1’équation est {—2}.

3.9 b) Pour commencer, les solutions doivent vérifier 2> — 2 > 0 et donc z < —v/2 ou z > V2.

Soitme]—oo,—\/ﬂ U [\/§,+oo[tel quex=1++/22—-2.0On a

rz—1=+/22 -2 donc x—l =22-2 donc #°—2x+1=2"—2 donc 2z=3 donc z=

Réciproquement, on vérifie que 1 + 1/ +14 / - —2=1+ \/7

Ainsi, ’ensemble des solutions de ’équation est {2

N
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3.10 a) On cherche des solutions vérifiant > 0 et 2z — 1 > 0, donc vérifiant = > 1/2.
Soit & > 1/2 tel que vz +2=+2x — 1. On a
(\/5+2)2 =2r—1 donc z+4yx+4=2xr—-1 donc 4/r=x-5
donc (4\/5)2 =(x—5)* donc 16z =a>—10z+25 donc z* — 26z + 25 =0.
Or, le discriminant du trindme z* — 26z + 25 vaut
(—26)* —4x 25 =22 x 13° — 2° x 57 = 2%(13° — 5%) = 2% x 8 x 18 =2 x 2" x 3% = 247

et les deux racines sont 25 et 1.

Vérifions réciproquement si ces valeurs sont solutions de ’équation initiale :
V254+2=T=+v/2x25—1 et V14+2=3#1=+/2x1—-1.

Ainsi, I’'ensemble des solutions de 1'équation est {25}.

3.10 b) Posons y = \/z, avec x un réel positif. Remarquons que v/x + 2 = y + 2 # 0. Il vient alors

=0 = (y—-2)(y+2)—(Ty—10)=0 <= 3y —Ty+6=0.

Or, le discriminant du trindme y? — Ty + 6 vaut 25 et les deux racines sont 6 et 1. Par conséquent

-1
f—?—%zO@ﬁzﬁ ou Vr=1<= =36 ou z=1

et I’ensemble des solutions de 1’équation est {1, 36}.

P=X’-7X+6=(X-1)(aX’+bX +c) =aX’+ (b—a)X* + (c—b)X —c.

En identifiant les coefficients des termes de méme degré, on a

a=1
b 0 !
—a=
donc € b=
c—b=-7
c= —6.
—c=06

3.11 ¢) Il suffit de déterminer les racines du trinéme X2 4+ X — 6 pour terminer la factorisation de P.

Or, ce trindme admet 25 pour discriminant et ses racines sont 2 et —3.
On a donc X> + X — 6= (X —2)(X +3) et au total P = (X —1)(X — 2)(X + 3).

P=2X°4+13X*+16X +5= (X +1)(aX*+bX +¢) =aX’ + (a+ )X+ b+ )X +c

a=2
a=2
. . . R ) a+b=13
En identifiant les coefficients des termes de méme degré, on a - 16 donc ¢ b =11
Cc =
c=5.
c=5

On a donc P = (X+1)(2X2+11X+5).
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3.12 ¢) 1l suffit de déterminer les racines du trinéme 2X? +11X +5 pour terminer la factorisation de P. Or, ce
1
trindme admet 81 pour discriminant et ses racines sont —5 et —5 On a donc, sans oublier le coefficient dominant,

1 1
2X2 4 11X + 5 = 2(X+5)(X+ 5) ot donc P = 2(X+1)(X+5)<X+ 5).

3.13 a) Posons P = X°*—3X*+ X +1. On vérifie que P(1) = 0, Ainsi, le polynéme P se factorise pas X —1. Comme
dans les deux calculs précédents, on cherche & factoriser P sous la forme (X — 1)(aX 240X + c), et on obtient
P=(X-1) (X2 —2X — 1). Or, le discriminant du trinéme X*—2X —1 vaut 8, ce qui méne aux deux racines 1++v/2.
Par conséquent X> —2X — 1 = (Xflf\/i)(XflJr\/i) et au total P = (X — 1)(X717\/§)(X71+\/§).

3.13 b) Posons P = 4X%—4X?—-5X +3. On vérific que P(—1) =0, Ainsi, le polynéme P se factorise pas X + 1.

Comme dans les deux calculs précédents, on cherche a factoriser P sous la forme (X + 1)(aX2 +bX + c), et on

obtient P = (X +1) (4X2 —8X + 3). Or, le discriminant du triné6me 4X? —8X + 3 vaut 16, ce qui meéne aux deux

1 1 1
racines 5 et g Par conséquent 4X° —8X + 3 = 4(X — 5) (X — %) et au total P = 4(X + 1)(X — 5) (X - g)

3.14 b) Le discriminant du trinéme y2 — Ty + 12 vaut 1, ce qui mene aux racines 4 et —3. Par conséquent,
v -Ty+12=(y—4)(y—3).

3.14 ¢) Via les deux calculs précédents, on a les équivalences suivantes :

-T2 412=0 = (m274)(:p273) =0 < 2°=4ouz’=3 < z=420uz==V3.
3.15a) On fait le changement d’inconnue y = z” et on utilise le fait que y*> — 6y +5 = (y — 1)(y — 5).
3.15b) On fait le changement d’inconnue y = z” et on utilise le fait que y°> — 7y — 8 = (y + 1)(y — 8).

3.16 Soit a un réel. Notons A le discriminant du trinéme P = X? 4 (a—2)X —2a.On a
A=(a—-2°+8a=a"—4a+4+8u=0a’>+4a+4=(a+2)°.

Les deux racines de P sont donc

—(a—2)£+(a+2)° —(a—2)%la+2] —(a—2)+(a+2)
2 - 2 o 2

donc sont 2 et — a.

Ainsi, en notant {«a, 8} = {2, —a}, il vient : |a — | =1 <= |a+2| =1.
On distingue alors deux cas, selon le signe de a + 2 :

e sia+2 >0, on ales équivalences
la+2|=1 <<= a+2=1 <= a=-1

et onabien —14+2=12>0;
e sia+ 2 <0, on a les équivalences
la+2|=1, <= a+2=-1 <= a=-3
et on a bien —3+2=-1<0.

Ainsi, ’ensemble des valeurs de a telles que | — 5| =1 est {—1,—3}.
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3.17 Soit a un réel. Notons A le discriminant du trinéme P = X? — (a2 + 1)X +a*. Ona
A= (a2 + 1)2 —4a® = (a2 + 1)2 —(2a)® = (a2 —2a+ 1) (a2 + 2a + 1) =(a—1)*a+1)>*= (a2 — 1)2.

Les deux racines de P sont donc

210 14++/(a2 — 1) 2 2 _ a?+1+(a® -1
o+ z(a ) :a +1:I:2\a 1|: 2( ) donc sont a” et 1.

Ainsi, en notant {«, 8} = {1,(12}, il vient |a — 8] =1 «— |a2 —-1]=1.
On distingue alors deux cas, selon le signe de a?—1:
e sia®—1>0,o0nales équivalences [a> — 1] =1 <= o>~ 1=1 < a’> =2 <= a = +V2 et on a bien
(+v2) —1=1>0;
e sia®—1<0,on a les équivalences [a> — 1| =1 <= a°> -1
0>—1=-1<0.
Ainsi, 'ensemble des valeurs de a telles que |a — 8| = 1 est {0, i\/ﬁ}

=-1 < a>=0 <« a =0 et on a bien
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IFiche n° 4. Polynomes I

Réponses
5
AL A) —=
a) 5
67
ALD) —
) 30
31
ALC) =
c) :
-1
A1 d) —
) 45
AL @) 2
3
1
A1 E) -
) 40
51
A4.28). b)=(=,=
a) (a.b) (7, 7)
4.2b) [(a,b,0) = (1,-3,2)
A3 A) i —63
4.3 D) i [0]
43C) i [0]
4.3d).
A.3€) i
P 10
9
181
4AD) o =
) 2
163
A4 C) . -
c) 3
178
A.4d). -
) 27
367
A e) i -
) 15
A5 A) 165
A5 D). _3
6

4B A) oo @
4B D) i —18(1 + 6V'2)
4B C) oo [0]
ATa) X' X3 X+1]
ATh) [—2X° — X +20]
2 73

A7¢C) SX?4+5X — —
c) 3 +5 0
4.8a)..... [—24+19X —30X> +9X° + 7X" — 2X°|

11 1
4.8 b) g—§X—2X2—1X3—X4+2X5

410D)........ —1- X+ x2— X% 4 2x* 4 X9

12X +31X2 +45X° + 30X *

4.10 C) ......... +9X5 —|—X6

V24 (2V2 - 4)X + (6 — 2v/2) X ?

4.114a)..... ( )X+ +2\[;X3
411D) -1 43X —3X%+ X7
4.12a) ... 1+ (6+V3)X* 4+ 2x*

412 1) 18V/2 — 28 + (26 — 18v/2) X?

A2b)..... (63 - 0)X* 1 2X°
O 1 non
413 D).
AIBC) et oui
413 d) o non
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1 2
——— n(n+1)
4.14 a) ................................. m 3 4.16 b) ........................... ( 5 )
A3AD) . m=1
: AT A) oo m e {—\/i,—l,\/ﬁ}
414C) me{—2,}
2—1
417b) ... me{l,\f,l—Q\/i}
4. 05 oui 2
X —1)*x2
416a). ... P= ( )
4
Corrigés

4.3 a) Pour calculer P(a), on remplace dans expression de P I'indéterminée X par la valeur a. On a donc ici,
P(2)=3+9x2-2°—-5x2"=—-63.

4.3 ¢) On peut observer que, pour calculer P(—1), il suffit de faire la somme des coefficients des termes de
degré pair a laquelle on soustrait la somme des coefficients des termes de degré impair.

On a dong, ici, P(1) = —-3-4+2+4+3+2=0.
4.6 a) Pour effectuer moins de calculs, on peut observer que P = X7 (X2 —2X — 2). Ce qui permet d’éviter de

calculer a* = (a2)2 et a® = axa’. Comme a® = 4+ 2v/3, on obtient alors a® —2a—2 = 44+2v3—-2(1+/3) -2 =0,
puis P(a) = a® (a2 —2a — 2) =0.

4.6 c) Il faut y aller tranquillement et pas a pas en calculant
a®—1=2(1-+v2) puis (a°—1)>=4(3-2v2) puis V2(a’- 1)2 —2=12v2-18

ot (\/i(a2 —1)* - 2) (3a ~ %) = 84v/2 - 117.

On trouve finalement P(a) = 0.

Voici une solution plus astucieuse et trés élégante. On peut également, en remarquant que a*—1=2aetV2= 1—a,
écrire que P(a) = ((1 —a)(2a)® — 2) (3a - %) + 84a + 33. Puis développer cette expression en prenant soin de
remplacer a’ par 1+ 2a a chaque étape du calcul, pour trouver finalement P(a) = 0.
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4.14a) Ona P(1) =8m — 1. Ainsi P(1) = 0 si, et seulement si, m = é
4.14b) Ona P(1+m?) = (1+m2)2 = (m® +2m — 1) (1 +m?) +2m® — 2m = 2 — 4m + 2m® = 2(1 — m)*.
Ainsi, P(1 +m?) = 0 si, et seulement si, m = 1.

4.14 ¢) Les calculs donnent P(2m + 1) = 3m?® + Tm + 2. Or les solutions de 'équation algébrique du second

-1 -1
degré 3m? 4+ Tm+2 =0 sont —2 et 3 Ainsi, P(2m + 1) = 0 si, et seulement si, m € {—2, ?}

4.15 Observez que (5 + 17)0L2 —4 =0 et que a® — 5a® + 2a = a(a4 —5a% + 2). Il s’agit donc de voir si
a* —5a® +2=0. Ce qui est bien le cas. Ainsi a est une racine de P.

4.16 a) Comme P est de degré 4, il s'écrit P = aX* + bX® + ¢X? + dX +e. On a déja e = P(0) = 0. Par
ailleurs, Po (X +1) = aX* + (da + b)X>® + (6a 4+ 3b+ ¢)X> + (da+3b+ 2c+ d)X + a+ b + ¢ + d. Ainsi, on a
Po(X +1)— P =14aX?+ (6a+ 3b)X> 4 (4a + 3b + 2¢)X + a + b+ ¢ + d. En identifiant les coefficients avec ceux
de X*. On obtient alors le systéme

4a = 1
6a + 3b = 0
4da+3b+2c = 0
a+b+c+d = 0

4.16 b) Comme, pour tout naturel k € {0,1,...,n}, P(k+ 1) — P(k) = k°, on a alors

P = (P(2) — P(1) + (P(3) = P(2)) + -+ + (P(n+ 1) = P(n))

1) = (”(”; ”) .

—
w
+
\v}
w
+
+
3
Il

I
|
=
=
+
=
S
+
=
[
=
S
+

4.17a) Ona P(2) = —2(m® +m® — 2m — 2). En observant que —1 est une solution de m® +m?* — 2m — 2 =0,

on obtient la factorisation m® +m? — 2m — 2 = (m + 1)(m* — 2) = (m + 1)(m — V2)(m + V/2). Ainsi, 2 est racine
de P si, et seulement si, m € {—\@, -1, \/5}

4.17b) Ona P(vV2—-1) = —2m®+3(1 — V2)m® + 4m + 3v/2 — 5. En observant que 1 est une solution évidente
de —2m® + 3(1 — V2)m® + 4m + 3v/2 — 5 = 0, on obtient la factorisation suivante :

—2m® +3(1 — V2)m® + 4m + 3v2 =5 = (m — 1)(=2m” + (1 — 3V2)m + 5 — 3V/2)
=(m—1)(m+2vV2-1)(V2—1-2m).

Ainsi, V2 — 1 est racine de P si, et seulement si, m € {1, %, 1-— 2\/5}
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IFiche n° 5. Polynomes 1]

Réponses
5.1a). i a® + 60> + 11a 46
5. D) a®—1
5i28) [(2X — 4)(2X +6)]
5.2D) . (4X +8)(—2X — 2)]
5e2C) i (V2X +4)(V2X —4)
5.2d) ... (X —1+V3)(X —1—-3)
5.3 a). i X(X -2)
5.3 D) X(X—1)
53C) (X - 12X - 1)
5.3d) .. (X +2)(3X +3)]
5.3€) e [(3X +2)(—5X +3)]
0 R (X —5)2
5.AD) (X —V3)(X +V3)
Bud C) o (V2X —1)?
5.4d). [(2X +8)(—2X +2)]
55 A) et [(2X - 1)(X +1)]
5.5 D) e 8(X —3)
5.5C) et (X —2)(2X +2)]
BB A) et (=X — 14)(6X +8)]
5.6 D). [(3X = 6)(—X —9)]
5B C) e [(3X +9)(-X — 2)]
BT ) et (6]
BT D) e
BT C) et
5.7d)

BuB A) .. j
5.8 D)
Bu9A) . E
5.9 D) %
5.9C) —%
5.108). ..o (X —1)(xX +2)|
5.10D) oo (X —2)(x -3)|
5.100C) e —(X - 5)(X -2)]
5.10d) e (X +7)(X-5)]
5.10€) . e | —(X - 23)(X +2)]
500 6) . oo (X - 15)(X +9)]
511 a) ..ttt
BALD) o —%
511 C) ettt
5.128). i [ X(X - 1)(X +1)]
5.12D) e [ XA(X - 1)(X +1)]
512C) i | X2(X - 1)(X +1)?
5.12d)............. (X +1)(X +V2)(X —v2)
513 i (X)X - (X +1)
B.14A) o (X% +1)?
5.14Db) oo (2X* 4+ 1)2
5.14¢)...... (X% +V2X +1)(X% - V2X +1)
15 8) e (X —3)(X*+3X +9)]
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BB D)o (X +1)(X°-X+1)| 5.15 ) (X — 1)(X + X5 + x4
el TUJ. v v v vv oo +X3 + X2 + X + 1)
5.15¢)..... ‘(X—2)(X4+2X3+4X2+8X+16)‘
(X —D)(X2+ X +1)(X +1)
4 3 2
5.15d)......... (X +DX - X+ X2 - X41)| 516 (X? _ X+ 1)(X5 1 1)
Corrigés
5.2 a) On applique 'identité remarquable avec a = 2X + 1 et b = 5.
5.2 b) On applique 'identité remarquable avec a = X + 3 et b = 3X + 5. On obtient
(X +3°—BX+5)=((X+3)+BX+5)((X +3) = (3X +5)) = (4X +8)(—2X — 2).
5.2 ¢) On applique l'identité remarquable avec a = V2X et b=A4.
5.2 d) On applique lidentité remarquable avec a = X — 1 et b = /3.
5.3 a) On factorise par X. On obtient X + X(X —3)=X(14+ (X —3))X = X(X —2)
5.3 ¢) Ona (X —-1)(X-3)+(X+2)X-1)=X-1DNX-34+4X+2)=(X-1(2X -1).
5.3d) On factorise par X + 2. On obtient

X(X4+2)+ (X +1)(X+2)+ (X +2)° = (X +2)(X + (X +1) + (X +2)) = (X +2)(3X +3).

On reconnait une identité remarquable dans les deux derniers termes :

XX4+D+ X 1=X(X4+D+(X+D(X-1)=(X+1)(X+X—1)= (X +1)(2X — 1).
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5.6 ¢) Plutot que de tout développer, factoriser les deux premiers termes :
(X 43— (2X +5)° = (X +3+2X +5)(X +3-2X —5) = (3X +8)(—X —2)

puis factoriser le tout par —X — 2.

5.7 a) Le produit des racines vaut 6. Soit 5 ’autre racine, on a donc 1 x 8 =6 et donc 3 = 6.
. . . , . 64
5.7 b) Le produit des racines vaut —64. Soit § ’autre racine, on a donc —4 x = —64 et donc = 4 = 16
5.7 ¢) Le produit des racines vaut 5. Soit 8 I'autre racine, on a donc = x =5 et donc =2 x 5 = 10.
. . . , . 372
5.7 d) Le produit des racines vaut 372. Soit 8 ’autre racine, on a donc —3 x § = 372 et donc 8 = == —124

5.10 a) On cherche des nombres entiers dont le produit vaut —2 et la somme vaut —1. On trouve —2 et 1.

5.10 ¢) Attention au « —1 » devant X>. On cherche des nombres entiers dont le produit vaut 10 et la somme
vaut 7. On trouve 5 et 2; d’ou la factorisation.

5.10 d) Procéder comme ci-dessus, en ayant en téte que 35 =7 x 5.
5.10 ¢) Procéder comme ci-dessus, en ayant en téte que 46 = 2 x 23.

5.10 f) Il y a plusieurs pistes pour reconnaitre les racines via le produit —60 puisque 60 = 2 x 30 = 3 x 20 =
4 x15=5x%x12=6 x 10. Comme la somme fait 11, on penche pour 15 et —4.
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5.12 a) On commence par mettre X en facteur : X* — X = X(X* —1) = X(X +1)(X — 1).

5.12 d) On reconnait une identité remarquable dans le premier facteur :
(XPH2X+ D)X -2+ (X + DX = (X +1)*(X —2) + (X + 1) X.
On factorise alors par X + 1. On obtient
(X2 H2X + 1) (X -2+ (X + DX =(X+D)(X+ D)X -2)+X) = (X +1)(X*-2)
= (X + DX +VI)(X —V2).
5.13 On reconnait expression a®> — b* avec a = X? et b= 1. Ainsi, on a X* — 1 = (X> +1)(X* - 1).
On factorise ensuite X* — 1.

5.16 Il y a plusieurs méthode pour factoriser. Par exemple, on peut écrire

X2 1=XY-1=X°-1)X°+1) = (X - DX*+ 1)(X°+1)
= (X -DX*+ X+ DX +1)(X% =X +1)(X%+1).

Notez qu’on peut aller plus loin en écrivant
X0 +1=(X?° - (-1’ = (X’ - (1)) (X" =X +1) = (X®+ (X' = X +1).

D’ou
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Réponses
n+1 _
B.la). ... 6.48). it L ese _t
) 2 Vi
6.1b). 6t 3]
...................... —t 1
" 6.8 d =
6.1¢).oiiii 6 ® ). |v N A
S 6B
6.28) .. ... Lot 1
2+ 3 6.6 .o () 6.8¢)......... il -
: V-
6.2 1) 1-24+ .5 6.7 o ()
........... T - ;
6.5 2) ] 68D oM,
.............. Yi t
6.38). . i [0]
6.8¢g). ...
6.3b). i 6.8b)............... V1 —¢2 8) oul

Corrigés
2 TL21 2+L 1_Z+L
6.2 a) OnaA(n)*n 22n+17 ( n 5"2): n 3"2
2n2 4+ 3 n?(2+ %) 2+ 5
3 _ g2 n(1-32 4% 1-34 4
6.2 b) OnaA(n):n 3? +1_ ( 0 ";) = 7 ";.
nd — - 4 5n "3(1_%"'77) 1—5-+ %

6.3 a) Le nombre f'(—2) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse —2. Par lecture graphique,
on a f'(—2) = 0. En effet, la droite T> étant paralléle & I’axe des abscisses, son coefficient directeur est égal & 0.
6.3 b) Le nombre f'(2) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 2. Par lecture graphique,
on obtient que le coefficient directeur de la droite T} est 2, d’ou f'(2) = 2.

6.5 La courbe représentative de la fonction f’ nous permet de déterminer le signe de f'(x) pour tout = € R.
Pour 2 € ]—o0, —2] U[1,3], on a f'(x) < 0 et, pour = € [~2,1] U [3, +oco[, on a f'(x) > 0.

La fonction cherchée est donc croissante sur les intervalles [—2, 1] et [3, +-00[ et elle est décroissante sur les intervalles
]—00,—2] et [1,3]. C’est donc la fonction fs5.

6.6 D’aprés le tableau de variation de f’, on a : pour tout = € ]—oo0, —2] U [2,4], f'(x) < 0 et, pour tout
x € [~2,2]U[4, +o0[, f'(x) > 0. La fonction cherchée est donc croissante sur les intervalles [—2, 2] et [4, +oco] et elle
est décroissante sur les intervalles |—oco, —2] et [2,4]. C’est donc la fonction fs.
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6.8 b) Le point M(%) est un point du cercle ¢ de centre O et de rayon 1. Donc, on a OM(¢) = 1. En utilisant
I'expression de OM(t) trouvée a la question précédente, on en déduit que /t2 + y2 = 1. D’olt 752—|—yz2 =1, c’est-a-dire
ytz =1-¢. Or, par définition, on a y; > 0; donc, on a y, = /1 — 2.

—2t —t
Co/1-2 J1I-

6.8 c) La fonction f est dérivable sur |—1, 1] et, pour tout ¢t € ]—1,1[, on a f'(t)

1
6.8 g) Ona OM(?) ) et @ —t . On calcule
v Vi

—t —t
Ex 14y x — —tx14+/1—2X — =t —t=0.
“Wr Ao p Vi

N B —
Donc, les vecteurs w et OM(t) sont orthogonaux.

On a montré que la tangente en M(t) au cercle ¥ est perpendiculaire au rayon [OM(t)].
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Fiche n°7. Dérivation TIII

Réponses
Tla)oooo 190 T T8 d) o 3+5\/§
3 [ -3
TLD) i [7, +00 TBa)..oooi Ger12
4 3 —4dx
= T6Db).......... —_——
7.1 C) ............................. 45,+OO ) (2.%2731‘4*4)2
2
8 T+ 6x —1
_ - 76C). ..o
TLd) oo :| 00, 5 c) (—%1'373:172+x72)
9 222 — 4z + 2
Te2 ). E TTA) B
(%xi)’ + 272 — 23;)
2
T2 D) E 77 D) 9222 4+ 523 4+ 172
D) @ oai sz)g
) 1200 3 4 2
23
11 78 e
8 7 ) T B) e (—bz + 4)2
T3 D) e 6-10V3| 75 162° — 222° + 102 + 1
- 8b) EE
Te8C) e —— —2V2 f
) 25 —5xt — 43 — 22 -2
7.9a) i S 5
" 93 72 (z3 + )
T3 d) e —_ - —
4 2 7.9b) 225 4 224 + 22% — 222 — 1
7.3¢) 13 13v5 (22 + 2+ 1)
LD L W B R R R N T I R Y 3 - T
3z +1
T20A) oo
T3 E) 35 — 22V/2 2r -3
Tda) oo [82% +1502 =20 -6] 7101, 32 — 2 + 2z
........................ o 3
) d s 9 -
o 2 3 2 5 TA0C) et S
°) (22 — 3)?
9 6 2 T
T4C) i, 4z” + 2x 3x° + 5 710 d) ot 4a® — T2 490 — 2
A0d)....o 2B L)
T ) 108 + 30v/6
223 + 522 + 3w
% - ) T _—
T D) 21 + 16V3 a) S
5
A0 TR ohe 2V2
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2v+1
7-11 b) ............................... m
7.11 0 —2x% + 823 + 6122 + 80z + 24
Alc) ..., T
—622 — 6z + 1
7-11 d) ......................... m
TL28) i {iﬁroo{
TA2D) o [0, +o0]
1 1
712¢) i :|—OO,—2|:U:|—2,+OO|:
4
7.12 d) ............................... :|OO75:|
7.13 a) (z+2)°
................. TN
7.13 b) —3(z —3)°
A3D) . & 90’ 1 27057
(x—8)(z+8)
TA3C) i, > 5
(% — 64z +21)
(1:L'+3)2
TA3d) i 2
(2% + 322 + 92)°
7.14 a) (z —1)(z+2)
(Fad — §a2 + 20 + 3)2
TAAD) oo —le—s)lers)
(47 + kot — o - 1)
6(x+1+ /) (e +1-/2)
714c¢)........
) (223 + 622 — 142 + 7)°
iy — _ 10—
7.14d)...... (2 — 10+ Vod)(@ - 10 5 vod)
(éaﬁ — 522 + 3z — 4)

3r—1
322 — 22— 10

622 4+ 122 — 1

2213 + 622 — 2+ 3

6

7 —3z+9
B—x)2V 2z+1

—42° + 423 —

202 -1 [zt —=z
2(zt — x)? 222 — 1

....... ikxkfl
k=1

) - (71)k+1xk71

n—1 (Ek

.......... kZ:O a0

— 3(3z)2F1
2 (2k —1)!

k=1

('g+ fg +g'h+ gl

2f' fg+ f2q
e e 972

(Bf'f? + 9" )gh —

(f>+9)(g'h+gh")

(gh)?

, f/h3_3fh/h2
T

3f'f2g° +2f%'g

f'gh — fg'h + fgh'

g2

flg—1dg'

2 /f
29\/;

f'gh+ fg'h+ fgh'
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Corrigés

12° x 10"  (2%)® x 3% x 5* x 2*

2 o4
72¢)  Ona oo = o pcmyr -~ 0% x 2= 1200,
2 1+2V2+2 3 V2
7.3 d) On = ) =12 + 5
2v/2 -4
7.3 f) Onaa= \[2 =/2 — 2, ce qui alldge les calculs.
! 4 3 3 2 3
7.4 b) Onaf(x)—l—XE) m——2><4:r +§><3a:——><2x—0
7.5a) Ona f'(z)=15z"+3.
7.5 b) Ona f'(z) = 32" + 10z — 1.
7.5 ¢) Ona f'(z)=3z> —4z +1eta= -
7.5 d) Ona f'(z) =4z —2+3
7.6 a) On pose u(z) =3z + 1. On a u'(z) = 3 donc f'(z) = :;(Lx(;) = (395_—&—31)2
—(4g —
7.6 b) On pose u(x) = 22° — 3z + 4. On a u/(x) = 4z — 3 donc f'(z) = M
7.8 a) On pose u(x) = 2z + 3 et v(x) = —5z +4. On a u'(x) = 2 et v'(z) = —5. Donc
1oy 2(=bx+4) — (2x +3) x (=5)
Fle) = (—5z + 4)2 :
7.9 a) Pour le dénominateur, on a (—2° — z)* = (2 + z)?
7.10 a) On multiplie le numérateur et le dénominateur par z.
7.10 b)  On multiplie le numérateur et le dénominateur par z
—8zt +82% — 142?44 — 4 2(—4a* +42® — T2 + 22 — 2)
7.10 d t "(z) = =
) On trouve fi(z) (245 + 227 + 2)2 A(z® + 22 1 1)2
7.11 a) On multiplie le numérateur et le dénominateur par z — 4 et par z? 4+ z. On trouve :
) = (2z+3)(z® +2)  22°+52° + 3z
C(z—4)(~v-2) —x2+4+22+8°
7.11 b) On multiplie le numérateur et le dénominateur par 2z et par x + 2. On trouve :
Fla) = (x+2)—2z(—x—-2) 2z+1
T (B2 —-1)(22)(z +2) 623 — 2z
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1
7.12 b) Onan:Rcarx2+1#Opourtoutace]&etf/(m):(Zixl) Or on a (z* +1)® > 0 donc f'(z)
est du signe de 16z.
7.12 ¢) Onalav—i—1 0 <= z= —fdoncD R\{—f}etf() 375D0nc our tout z € D
: 2Ty T - 1= 6(2z + 1)2 P f

f'(x) > 0 comme quotient de nombres strlctement positifs. Donc I’ensemble des solutions est Dy.

. 1 4 16
7.12 d) FEtudions §$2 7 + 5. Le discriminant de cette expression est A = % = 10 < 0; dong, il n’y a pas de

x4+ 4
racine et %mQ — %m +5 # 0 pour tout € R donc Dy = R. De plus, f'(z) = —52 Le dénominateur

4
étant strictement positif, f'(z) est du signe de —x + E

, —32% + 18z — 2 —3(z* —
7.13b) Ona f(zx) = — Su”+ 18z = 27 5 = 3(z” — 6z +9) 5. On conclut avec la deuxiéme identité
(z3 — 922 4 272 — 5) (23 — 922 4 27z — 5)
remarquable.
x? — 64
7.13¢c) Ona f(z) On conclut avec la troisieme identité remarquable

. Le numérateur est de degré 2. On cherche ses racines. Le discrimi-

7.14a) Ona f'(z)=
) F @) Fad + 322 -2z +3
nant est A =9; il y a donc deux racines : 1 et —2. Ainsi, le numérateur est égal & (z — 1)(z + 2).

—a? — jx+ % 1 3
7.14b) Ona f'(z) = —+——"—. Le numérateur est de degré 2 et a pour racines ~ et —=.
32° + 2% — - 24

62° + 122 — 14
7.14¢) Ona f'(z) = (2x3+6$2—14az+7

322 + 6z — 7, qulapourracmes—l—w t—1—|—1/

—fas + 10z — 3
(5x — 522 +3x—4 )2

u'(z) 3z —1

. Le numérateur est égal & 2(3z° + 6z — 7). On étudie alors

Le numérateur a pour racines 10 — v94 et 10 + v94.
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7.16 a) Pour tout k € {1,2,...,n},

la dérivée de & — z" est  — kz" ', On conclut en utilisant que la dérivée

d’une somme est la somme des dérivées.

1 2" AN
7.16b) Siu(z) = (—1)*" T alors u'(z) = (—1)** A
716 c) Siu(r)= ﬁ alors v’ (x) = LAV i " = ! A
’ k! k! Ix2x...x(k—1)xk I1x2x...x(k—1)
n " 1 n—1 qjk
En dérivant f, on trouve donc Z m, ce qui se réécrit en ; R
) (3x)%F 32k / ok 2k op _ 3(3x)* 1
7.16 d S = = ————, alors 3 = .
) Stul@) =g = T Al w (@) (2k)! (2k — 1)!
7.17b) La dérivée de f2 est 2f'f.
7.17 ¢) La dérivée de fPrgest3ffi+g.
7.17 d) La dérivée de h® est 3h'h°.
7.17 ¢) La dérivée de f2 est 3f"f2 et celle de g* est 2¢'g.
g g h—gh' f fe- figlhfzgh/
7.17 f) La dérivée de 5 est =———=— donc la dérivée de 5 est % Pour simplifier ’expression, on
g n %

termine en multipliant par h? le numérateur et le dénominateur.
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4 +6~‘_9

(1 22)°

12(V3 + v2z)®

“ova( L \/axf

—24
(6 —2)*

6

(V2 —v/3x)?

(42 — 5)(1 — 233)(1 - %)

4(22 — 1)(3z +2)*(9z — 1)

12z(z — V2)3 (22 + V2)

1 2
8.6b)....enn.... 222 +7) (Qx - 2) (% + 2)
1
BT A) i R(EETE
8.7b) 7(2LL'+7)(17:L')2
TD) e+ 1)
(1 —2z)5(4z — 5)
88a). .o i - @1
8.81) 2(v2z + 2)%(2v/2z — 5)
8b). AT
2
89a) . .t 4x+2x+1+2
8.9 D) i
1
89 C) ............................ T + fl — 1
3
8.9d). i =
V2
42z +1)
A08) o T
8-10 a) 3+ (22 + 1)2
8.10D) ..t ¥
20 — 2
8.10C) i N
1
810 d) ..o 3
1
8lla)..ooviiiiinniniinn.. 5\/2x2+4m+11
1
8AL D) .o —
V3
2 B ) —2v222 —8x+9
811 d) i
8.128) .ot
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1z 11 1
8.12Db) ..t —71—3 813 d) .. E
8.12C) i 614 10 +a+1
23 ba
812 d) ... y="=+6
4 815 8) ..\t {—2,2}
8.13 a,) ...................................... 8.15 b) ............................. {71’2}
1
B3 D) it E 8.16 a) { 1 1}
. 2 2 —, =
272
8.13 5
R R R R ERERRRRRRRE 2 BB D) [0]
Corrigés

8.4 c) On calcule

f/(f‘)z—?X?(l—?w)(l—gf—%x2(1—2a;)2(1_5)

2
= (—4(1 - g) - —2m))(1 —22:)(1 - g)

:(,4+2x71+21)(1*2x)(17§)

= (4z — 5)(1 —23;)(1 - %)

flx)=2x22c—1)Bx+2)* +3x 42z — 1)*(3z + 2)*
= (4(3z + 2) + 12(2z — 1))(2z — 1)(3z + 2)°
= (36x — 4)(2z — 1)(3z + 2)°
=42z — 1)(3z + 2)*(9z — 1).

F(@) = 4z — V225 + VI +2 X 2z — v2) (20 + V)
= (82: +4vV2 —da + 4\@)@ —V2)* 2z 4+ V?2)
= 12z(z — V2)*(2z + V2).
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8.6 b) La dérivée de f se calcule comme la dérivée d’un produit. Pour z € R, on a

fl(x) =2x3x (2$—%>2(§+2)2+%x2x (29[;—%)3(§+2)
(593 D) (1) G
- (e 1) G

= g(2x+7)<2mf %)2<§+2>.

1

flx)=2x6x(=2)1—-22)°1—x)°+ % X (=2) x (=1)(1 —2z)°(1 —2)~?

2
=—6(1-22)°1—2)?+(1—-20)°1—a)?

=(1-22)°1—2) (=601 —z)+ (1 —22))
=(1-22)°(1 —2) 4z — 5).

g'(m):fo'(2m+1):4x+L+2

2¢ +1
8.9 c) Soit « un réel tel que 1 —x # 0. Alors h est dérivable en x et on a
’ ’ 1
h(:c):—f(l—x):x—i—j—l

, 1(m+1> 1 (z+1)?
== =24/2 1
g(@)=3f{— 3 g+
2
=% 2($+;) +9:1\/2(x2+2x+1)+9:%\/2x2+4x+11.

8.12 a) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout  dans R, f'(x) = 6z — 1.

Une équation de la tangente a la courbe de f en 1 est

y=f)+f()(x—1)=3+5x~—1)=5z—2.

8.13 a) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout  réel, f'(z) = 2(z — 1) — 3(1 — z)°.

Donc, la tangente au point d’abscisse 3 a pour équation
y=Ff3)+ f(3)(z—3)=—-4—8(x—3)=—8x+20.

Donc, 'ordonnée a l'origine de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a vaut 20.

Réponses et corrigés



1 1
8.13 ¢) La fonction f est dérivable sur R \ {—5} et, pour tout z dans R\ {—5}, on a

fl(z)=2x (—%) (1— g)(2m+1)2+2 X 2 x (1— 2)2(2254—1)

= (7(2m+1)+4(1 - g))@ - g)(2x+1)
= (—4x+3)(1 - g>(21’+ 1).

Ainsi, comme f’(%) =

9 1
) = goonen déduit qu’une équation de la tangente au point d’abscisse 3 est
_9
Y=

T T P

2/ 27 4 4 472
P - 3

Donc, 'ordonnée a ’origine vaut —.

8.13d) Siz# f%, ona f'(z) = ﬁ Donc une équation de la tangente en 1 est
SRR P
Y8 8\"73) 71
Donc, 'ordonnée a ’origine vaut —.
8.14 On fixe un réel a. Les équations de Ty 4 et Ty o sont

Tia:y=2(1-a)-6(1—-a)(z—a)
Tya:y=31-0a)’—-6(1—a)(z—a).

Le point de coordonnées (z,y) appartient a Ty, et & T4 o si et seulement s’il vérifie I’équation
21 —a)® —6(1 —a)*(z —a) =31 —a)’ —6(1 — a)(z — a).
On résout cette équation. On a les équivalences suivantes :

2(1 —a)® —6(1 —a)*(x —a) =3(1 —a)> —6(1 — a)(z — a)

— 6(1 —a)(x—a)—6(1—a)’(z—a)=31-a)’—-2(1-a)

— 6(1—a)a(z —a) = (1—a)’*(1 + 2a)

@xfa:% (car a #0 et a # 1)
— x:a+(1—a)é;+2a) :4a24g;+1.

8.15 a) Soit a un réel. La tangente a la courbe de f au point d’abscisse a a pour équation
3 3/ o
yzi(afZ)fo(a 74).

3 N .
Cette tangente passe par (0, 0) si, et seulement si, 0 = ~1 (a2 - 4), c’est-a-dire si, et seulement si, a = 2 ou a = —2.

188 Réponses et corrigés



1
8.15 b) La tangente passe par (57 O) si, et seulement si,

c’est-a-dire si, et seulement si, (a — 2) — (a — 2)(a + 2) = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, (¢ —2)(—a —1) =0; ou
encore si, et seulement si, a = 2 ou a = —1.

yoy (bp)? +1—z(22b®) 11— 2%
PO =" r1e ~ o v

Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 2 est

2 1 — 4b? (-2
= x—2).
Y= 21 T (a2 +1)2
. . . 2 NPT . 1 1
Cette tangente est horizontale si, et seulement si, 1 — 4b” = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, b = 5 oub= —5

8.16 b) On fixe un réel b et un réel a. Une équation de la tangente & la courbe de f au point d’abscisse a est

a n 1 — a?b? (@ —a)= a . 1 — a%p? n 1 — a?b? .
a?b?+1  (a?b%+1)2 T a2 +1 (a?b2 +1)2  (a?b%2+1)2

y:

Cette tangente passe par ’origine si, et seulement si,

a 1—a?b?
—a =0.
a?b? +1 (a?b? +1)2
Or, on a les équivalences
a 1—a2b? 1 1 — ab?

0 <= =0

2 11 (a2 +1)2 @2+ 1 (a2 1)

a’b® +1 — (1 — a®b?)

(a2b2 + 1)2 =0
2a2b? -0
(a2b2 + 1)2
<~ b=0.
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IF'iche n° 9. Généralités sur '’exponentielle |

Réponses
9.18) eeeeeeaeeei Sl 98 d) [0] ]—oo, —\@}
3 . 9.11¢).....
% 96a)......... e’ +e 42 U{\/i,—i-oo{
9.1 b) ..................... 1 9.6 b) ’4e41} 4 9672x 4 12em ‘ .
— 9.11d)........... —00, —=
3] 9.6¢)........ 962" 02 — 6 ) } > 5]
9.1 C) ...................... g
— 9.6d)................ 1—e* ] - 2[
9.2a) ...l [2n+2] IR
) 9.7a).......... —1 — exp(62) 9.11e)...... 1 3
0.2b). s ot |5 +oc]
9.2C) .. 222
9.8 3,) .......... (26 x _"_ex) 9.12 a) .................. {O}
9.3a)........iiinn. exp(3) 9.12 b) o0
9 8 b) .......... (36_‘11 _ 3‘]’)2 ................ 3
9.3b)..ciiiii exp(7) 9.12 ¢) Lo
o o] 912c¢) ...l ,0,
0.3C)orreror 9.8¢) . |(1e )1 +3)]
9.3d)............... exp(—7)|  9-8d). [(3e7 2677307 4 267 A ®
5 9.14 ... oul
9.3¢€). . xp(=3)|  9.9a)....ii, {}
2 9.15a)........ 2 cosh?(x) — 1
9.3f) ..., exp(—4)
9.9 b) ................. {O, 2} 9.15 b) ........ 28inh2 (Z‘) 4 1
94a)........oon. exp(3)
9.9¢C)....iii {0} 9.16
9.4b) ... ... exp(dz — 1) A) e @
1
9.4 C) ,,,,,,,,,,,, exp(zf]; — 1) 9.10 a‘) """"""""""""" {2} 9.16 b) ................... @
9.4d)........... exp(6z — 2) 1 9.17 ... {0}
9.10b). ... {4}
9.5a) . ..o, exp(4x) 9.184a) ... ... .. 1 — et
1—e®
9.5b)........... exp(6z — 3) Al ). 10, ool = oy
e“r(1 —e**
9.5 C). nnnii . exp(z — 10) 9.11Db) .ot 10,1] 9.18b)........ —
Corrigés
N % 8N 2" % (23) 27L73n Con
9.2 ¢) On a 1 = 52 =5 = 2722,
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9.12 a) On pose X = e”. L’équation devient alors X2 43X —4= 0, dont le discriminant vaut 25.

-3 —-v25 -3 —-v25
Les solutions de cette équation d’inconnue X sont X; = — = —4 et Xo = — = 1.

Les solutions de 1’équation d’inconnue x sont donc les solutions des équations : exp(z) = —4 et exp(z) = 1.

La premiére équation n’a pas de solution car, pour tout = réel, exp(z) > 0 et la deuxiéme équation a pour solution
z = 0. L’ensemble des solutions est donc {0}

9.12b) On pose X = exp(z). L’équation devient alors X> — (1 + )X 4+ e = 0, dont le discriminant vaut

(1+e)® —4e = (e — 1)°. Les solutions de cette équation d’inconnue X sont

l+e—/(e—1)? 14e—e+1 l+e++/(e—=1)2 14e+e—1
= = :1 et X2: = = e

X1
2 2 2 2

Les solutions de I’équation d’inconnue x sont donc les solutions des équations : exp(z) = 1 et exp(x) = e, qui sont
respectivement z = 0 et = 1. L’ensemble des solutions est donc {0, 1}.

9.12¢) On pose X = exp(:c2). L’équation devient alors X + % = 1 + e. Cette équation étant équivalente a

X2 - (14e)X +e =0, quon a résolue ci-dessus, on a donc X = 1 ou X = e. Les solutions de I’équation d’inconnue
x sont donc les solutions des équations exp(z2) =1let exp(mQ) =e. Dot z° = 0 ou 2° = 1, ce qui est équivalent &
=0 ouxz=—1ouxz=1. L’ensemble des solutions est donc {—1,0, 1}.

(@) + exp(—2) ) (z) — exp(—2)
944 Il suffit de développer (Pp) . (pp) .

2 2
9.15a) Ona
h(22) — exp(2z) + exp(—2x)  exp(2z) +exp(—2x)+2 -2 (exp(x))2+(exp(fx))2+2 -2
cosh(2z) = 3 = 3 = 5
_ (exp(m) + exp(—m))2—2 5 (exp(x) + exp(av))2 “ 1= 2c0sh?(z) — 1.
2 2

exp(z +y) texp(—z —y) exp(z—y)+exp(—z+y)

cosh(z + y) — cosh(z — y) =

2 2
_ exp(@)(exp(y) — exp(—y))  exp(—x)(exp(y) — exp(—y))
2 2 '

Dans les parenthéses, on reconnait Pexpression de sinh(y). On a donc

cosh(z + y) — cosh(z — y) = exp(x) sinh(y) — exp(—z) sinh(y) = sinh(y)(exp(z) + exp(—z))
= 2sinh(z) sinh(y).
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exp(2z) + exp(—2z)
2 1
le changement de variable X = exp(2z) et on est amené a résoudre I’équation X + S 2. Cette équation est

9.17 Comme on a cosh(2zx) = , on résout I'équation exp(2x) +exp(—2z) = 2. On effectue

équivalente & X —2X +1=0 (X #0) et a pour solution X = 1; d’ott exp(2x) = 1, ce qui est équivalent & = = 0.
L’ensemble des solutions est donc {0}

Z(exp(k:c))2 Zexp(ka) = Z(exp(?m))kz exp(Zx)(l _ (exp(2x)) )

k=1 k=1 k=1 1= exp(2x)
exp(2x) (1 - exp(an))
B 1 — exp(2z)
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IF'iche n° 10. Généralités sur '’exponentielle 11

Réponses
10.1a)........ (x —4)(z+4) 10.3d)........... exp(0) =1 10.8 a). x>z
............... >3
10.1b). ..o, (z +3)2 10.3¢) ...l exp(10) - :
10.8b) ....... ——<r< -2
1 1 10.36).0ienieenn exp(15) 0.8 D) RE
10.42) o (=) 10.8¢)... v <y
10.1d)..... (22— 1)(22+1)] 10.41) g
.............. 5
10.1€)........ (x4 3)(z +5) 1040 ..o P 10.8d).c.vviiiiiiat x> =
10.16)...... (32— 8)(30 +4) | 104 ). op@e)] 1098 =0
21 109b) oot T =
10.28) e, =105 )
8 10.9C) ceviniiiinn.
7 10.6a)............... r=—4 1094 e 0
= T 10.94d)....... r=0oux=
10.2Db) ..o 5 106 D) ceeeeeennnn,
10.10 ....... [(@,y) = (1,-1)|
102 6 10.6 ¢c)..... lz=1louwz=—1]
2C) R - 1041a) o
6d). <z
10.2d) e 10.6 d) “SEl10a1b)
1020 1] 106¢€).ccceeeiaa... [z=0] 10.11¢)...coooninn,
................... 10 10,69 1 10.11d)............
150 r = —=
10.2 ). oo —% 2 1012 oo ()
10.7a) ...,
1 _ enm
10.3a) ..o exp(5) 3 10.13 ..o _
10.7b) ., x> = I —e”
10.3b) ..o exp(3) 2
n(n+1)
10.7¢) ooeiiiii. x>0 10.14 ....... exp
10.3¢).eeninnnnn. exp(l) =e 2
1
10.7d)...oo z <3 1015 ..o oui
Corrigés

10.1 ¢) Ona2x2;:2<m2i)2:2<x2 (;)2> :2(967%) (x+%)

10.1d) Onadz®—1=(22)>—-1°= (22 —1)(2z +1).
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10.3 e) On a exp(3)exp(4) = exp(3 x 2) exp(4) = exp(6 + 4) = exp(10).

10.5 On utilise Pidentité remarquable a® — b* = (a — b)(a + b) avec

a = exp(z) + exp(—x) et b = exp(z) — exp(—z).

Onaa—b=2exp(—z) et a+b=2exp(z). On trouve donc

(exp(z) + exp(—x))? — (exp(x) — exp(—x))* = 2exp(—z)2 exp(x) = 4exp(—z) exp(x) =

10.6 a) On a les équivalences :  exp(3z+12) =1 <= 3z +12=0 < 3z =-12 < z = —4.

10.6 b) On a les équivalences :

exp(2e —6) > 1 <= exp(2z —6) >exp(0) <= 22 —-6>0 < 2z >6 < = > 3.

10.6 c) Onaexp(x2):e<:>m2:1<:>x:1 ou =x

exp(z?) < exp(z)® <= exp(z®) < exp(bz) <= 2° <5z <= 2° —5r <0

0<ax<h.

10.7a) Ona
— 2(z-5) <0 <=
10.7b) Ona
exp(z)”exp(—2) > e <= exp(2z —2) > exp
3
> —.
— T 5
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10.7¢c) Ona

1 < 2 12 <0 ez+272(1fez)<0 3e” <0
1—e® e +2 1—e* e +2 (1 —e*)(e* +2) (1 —e*)(e* +2) '
Or, on a 3e” > 0 et € +2 > 0. Donc la fraction est du signe de 1 — e®. On a donc
<—— <= 1l-e <0 <= 1<e <<= 0<uz.
1—e” e’ 4 2
10.7d) Ona
3
exp(x) < exp(z) <= exp(3z) < exp(z) <= exp(3z — 1) < exp(x)
exp(1)
<:>3l’71<1'<:>2m<1<:>$<%.
10.8¢c) Ona
1 1 1 1 0 e +1— (** —e) 0 l+e .
<~ — <~ = o5~ .
eQ“—e<e2”—|—1 e —e e21‘+1< (e2* —e)(e? +1) < (eQx—e)(e2”+1)<
Or,onal4e>0ete* +1>0. Donc la fraction est du signe de e** —e. On a donc :
1 1 1
<:>ezx—e<0<:>2x<1<:>x<5.

10.9 b) En multipliant par €”, qui est non nul, on se raméne & ’équation précédente :

e"+e " =2 < e"e" +e" exp(—x) = 26" <= exp(2z) + exp(0) — 2¢” =0 <= exp(2z) — 2" +1=0.

10.9 ¢)

Le discriminant de cette équation de degré 2 vaut 2% + 4 x 3 = 16 = 4. On obtient donc comme solutions
244 92—

Yy = 5 =letys = 7 = —3. On a donc

exp(2z) +2exp(z) —3=0 < (ezzlou ez:—?)) — z=0.
xp(2z) xp()

impossible

Le discriminant de cette équation de degré 2 vaut A = (14-e)° —4e = 142e+e’ —4e = 1—2e+e” = (1—e)® = (e—1)?

avece —1> 0 car e~ 2,7.

1 -1 1 —(e—1
On obtient donc comme solutions y1 = % =eety = %e) = 1. On a donc
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1
10.10 On remarque que exp(z — 1) = exp(—1) exp(z) = —€” et de méme : exp(y + 1) = ee’.
e

Pour la premiére ligne, on a donc

1 2 1
—e"tee’ =2 = &' == — =e".
e e e
Le systeme (S) est donc équivalent & :
2 1
e’ = —2ex oV — 1
8) = 1 9 &2 +E:31 = . e = (ry=(@1-1
e’ — erz + P e =e

10.12 La courbe a l'allure d’une exponentielle croissante donc les trois réponses sont plausibles. Cependant,
d’apres la courbe :
e on a f(0) = 2, ce qui permet d’éliminer la réponse @;

e et lim f(x) =0, ce qui permet d’éliminer @
T——00

n—1 n—1
S-S
k=0 k=0

C’est la somme des termes d'une suite géométrique de raison ¢ = e® # 1 car x # 0. Ainsi, on a

(e = L 1o
1—e” 1—e”
k=0
n(n+1)
10.14 Onaexe?x ---xe® = M2 1n — 7>

o) = 104 VT T = S ()

2 2
ex _ e—x eQac _ 2exe—x 4 e—2:1: e2:c —9 + e—2x _|_4 eQa: + 2 +e—2x ex + e—ac
(0) _ 1= 1= = = .
non e ( 2 ) * 4 * 4 4 2
Comme > 0, on a donc : ( 26 > +1= (e 28 > =¢ et donc
e’ —e™ e +e™" >
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IF'iche n°11. Dérivation et exponentielle ||

Réponses
3n? —1
11.1 a) ....................................................................................... m
—3n+1
1oL D) et n n;‘ +
—8n
00 P o1
dn -7
0 0 ) P
) (n—=2)(n—1)(n+1)
R
102 D)
T
O
T
2
1 ;3 ) n—\/f
Vn2 42
1108 0 et %
11n? —6nv2n? +1+1
1123 d) e n 7:1+§ rit
I 0 exp(z)
L0 D) o —exp(—x)
I 0 aexp(ax + 1)
L0 ) e 3exp(xz + 1)
T1ed €)oo exp(z) ;eXP(*I)
1 T
1 1 exp(2x) — 8exp<6>
I 8 ) P ’3—2x—exp(x)‘
1
15 T ) P 2exp(V2x — 1) + 7
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2
1 V2 2
1106 8) ottt 5:52 - eXp( 3a:>
LLaB D) nz" "t 4 ; exp((n — 1)z)
1106 C) oo e [+ 1)a" — (n+ 1) exp(—(n + 1)) |
107 8) oo |exp(z) — 2exp(27) |
107 D) | 4exp(—2z) — exp(z) — exp(—) |
T18 &) e e [ (22 + 1) exp(22) |
118 b)) (0 + 20 + 1) exp(a)
L1 C) e (2 + 32%) exp(z — 2) |
118 ) o (2{2 + 3\/5) exp(V/3z)
L1200 8) oo [(—a® + 32— 2) exp(—2) |
1100 D) oo (208 + 30 + 42 + 12) exp(21) |
1129 C) e (—na" + (0% + 0+ Da® — 2" + na — 1) exp(—na) |
1129 d) oo 1+ exp(—a) + (22 — 222) exp(—2z) + ;f exp(z)
T110 8) « ot ‘uf}:«%w
—30 exp(2z) + 6 exp(—z)
L1010 D) oo e o) Teml—a))
2 exp(z) + 8 exp(—2z) — 3exp(—3z)
11000 C) oo T+ exp(—33))?
—22 — 3exp(z) + (22 + 22) exp(—x) + (22 — 1) exp(2z)
1100 d) ..o o) —
1 00 T T ©
1 B @
1B S DTSSR (@
TLT ) ot )
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TL L2 D) o ly=az+1-a]
1002 C) oot y=—2x—3
11,02 ) o ]y:#e 2:c+1le2‘
1T I 2 (a)
8 00 1 0 (©
8 00 5 (a)
L1 d) ottt ()
8T P —2z exp(—?)
10,04 D) oo ’ (322 — 1) exp(z® — 2) ‘
100 O e 12exp<—1>
X A
1104 d) e <2x — 1) exp <332 — 1\/5>
4T 2
0 00 5 0 (2\1/5 + 3x2\/5> exp(z® + 1)
L1015 D) oo (= + 1) exp(a(1 + exp(a))) |
—2?+4x+1 r—2
0 001 5 ) P (x;r+ 1;; exp<gg2 n 1)
1115 d) oo (227 — 27) eXp(xz;;(ii;rzzz);l) exp(e” — 227)
Corrigés

11.1a) Ona
1 n 1 o n(n+1) (n—1)(n+1) (n—1)n
n—1 n n+l m-Dnn+1l) m-Lnn+1l) n-Dnn+1)
(n*+n)+(n°>—1)+®m*>—n) 3n°-1
n(n2 —1) T ond—n’

2n—1 2n+1 (2n—-12-(2n+1)? (2n—-1-2n—1)2n—1+2n+1) —8n

Yont1l 2m-1  @n-Den+l) An? — 1 T a2 -1

11.1¢) On
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11.1d) Ona

n+2 —n+3 - n+2 -n+3 _ (n+2)(n—-2)+(—n+3)(n—1)
n2—1 (n—-2)n+1) O-Dn+1) ®-2)(n+1) (n—=2)(n—1)(n+1)
_n2747n2+n+3n73_ dn —T7

m-Dn-Dn+1)  (-n-Dn+1)’

11.2 C) On a 4n+135n _ 4n35n+1 — 22n+235n _ 22n35n+1 — 22n357z(22 _ 3) — 22n35n.

11 2d) e On a (27172)3(97”“ )2 _ . 2371769727#2 . _ 23n76374n+4 .............................................................
: 27(1/2)4n~2 33((v/2)2)2n—1 3392n—1

— 23n—6—2n+13—4n+4—3 — 2n—53—4n+1.

e
Vi Vwixn nvn n(VmE | n?

na\/n2+4n—|—4:\/(n+2)2:\/(n+2)2:\/n+2:\/n2+2n:\/n2—|—2nc
Vn? +2n Vn(n+2) n(n +2) n? n

3n — 2n2+1>2_ In® —6nv2n2 +1+2n°+1  11n° —6nv2n2 +1+1

11.3 b) Comme n est positif, on a vVn? =n donc

n+3 n+3

11.4 b) D’apres le cours, pour deux réels a et b, la dérivée de la fonction = +— exp(ax + b) est la fonction

x + aexp(az + b). On a donc ici, pour tout =, f'(z) = —exp(—x). On procéde de méme dans les calculs suivants.

11.7 a) En notant u(z) = e +2 et v(z) =3 —e”, on a u'(z) = " et v'(z) = —e” donc
f(x) = (x)v(z) + ulz)v(z) = " (3 — ") + (e” +2)(—e”) = 3e” — (e")? — (e")% — 2" = &* — 27" .

On procéde de méme dans les calculs suivants.

fl(x) =u (2)v(z) +ul@)'(z) = 2z — e * — (2" —z+1)e “=2r -1 -2 +x—1)e = (—z° + 3z —2)e ".

On procéde de méme dans les calculs suivants.
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/(@) u'(z)  —30e*" + 6e "
- (u(z))? = (be?® 4 2e—=)2’

f (x) (U(Q;‘))2 (1 + e73x)2 = (1 T 67396)2

11.10 d) En notant u(z) = 2> — ™ et v(z) = e —z, on a u/(z) = 2z — 2e*” et v/ (z) = —e °

Fla) = (22 — 2e*")(e™" —(esi)z—_(;:)Z_ ef)(—e " —1)  —z—3e"+ (m(e:l—IZis);’: + (2z — 1)e** .

11.11 a) Une équation de la tangente est y = f'(a)(z —a) + f(a). On a ici f(a) = 1. De plus, on a f'(z) = exp(x)
pour tout z, donc f'(a) = 1. Une équation de la tangente est donc y = 1 x (z — 0) + 1, soit y = = + 1.

11.12 a) Une équation de la tangente est y = f'(a)(z—a)+f(a). Onaici f(a) = 1. De plus, on a f'(z) = Sexp(4x)
pour tout z, donc f’(a) = 8. Une équation de la tangente est donc y = 8 x (z — 0) + 1, soit y = 8z + 1.

11.13 b) Soit = € [0, +-co[. On a f'(z) = (1 — z) exp(—=) donc f'(x) est positif si, et seulement si, on a = < 1.
La fonction f est donc croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1,4oo[. Elle n’est donc pas monotone sur [0, 400/

e’ —e i
———. Or,on axz >0 donc x > —x donc, par croissance de la
(ez + efz)Q

fonction exp, on a e > e~ 7, d’ott f'(z) < 0. La fonction f est donc décroissante sur R.

11.13 d) Soit = € [0,+oc[. On a f'(z) = —
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11.14 a) En notant u(z) = —a*, on a u'(x) = —2z donc f'(x) = u'(x) exp(u(z)) = —2x exp(—z°). On procdéde de
méme dans les calculs suivants.

11.15 a) En notant u(z) = vz et v(z) = exp(z® + 1), on a v/ (z) = ——= et v'(z) = 3z exp(z® + 1) donc

2V

f(z) = v (z)v(z) + ulz)'(z) = % exp(z® 4+ 1) 4+ 3z° Vo exp(a® +1) = (2\1/5 + 3962\/5) exp(z® +1).

(wv)'(z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(x) = exp(z) + zexp(z) = (z + 1) exp(z) .

On a ainsi f'(z) = (x + 1) exp(x) exp(z exp(z)) = (z + 1) exp(z + zexp(z)) = (x + 1) exp(x(1 + exp(z))).

(v())? - (2 +1)? o (@212

(1Y = MO @) 1 (0% )~ pd

2 —223

+ 1)e962 et  '(x) =2x — 62’

f(x) = w(z)u(z) — uw(z)v'(z) = (22 + 1)ex2 (z* + 8_213) — ze”’ (2x — 6x2e_2$3)
(v(z))? (22 + e—22%)2
(22 — 2%)e” + (62° + 22 + 1)e” >
(22 + e—22%)2 :
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I[F'iche n° 12. Dérivation et exponentielle 11

Réponses
12.18) e (Be+1)Bz—6)|  127d). 2(e” +e %) (e —e7)
12.0b). 222 -1D)Qe+ 1| 12.8a). X
12.1€) e, (2 72)(7z + 10) 1281) 1207
L D L I R R R ﬁ
12.1d) e (72 +2)(72 - 1)] (4e”” +3)
2(1 — 32)e3™ 2 + 14
12.28) i ’ 2(3z — 5)(4z + 3) ‘ 12.8C) i, ( ( jx)j 7);_
et~ +
12.2b) . —(2e+3)(z+4)|
128 d) o 7(1 — 3z)et ™3
12.2¢) i (z—1)(z+1)(2® +1)
4
12.2.d) doy|  1EBO) @ o)
12.3 a) .................................. e +4 9e—2w—1 )
12.8 €)oo 50% —b5r — 1
123 D)oo ) 7 )
12.48) 000t Tz +1)e”|  19.9 2(x +2)e” +3(1 —@)e™" —32°(2z + 1)
(z2e® +1)?
124Db) oo z(x + 2)e” =
— 6x)e ™"
1204C)cen e Ba+2)e]| 1210a). W
12.4 d) ..................... ’ 291(33 + 1)(7)893 — 2) ‘ 12.10 b) (1 _ QI’)GI + 1
A0D) oo e 1T
(z —1)%"
12.5 a) ............................. W (2x3 ~ 31.2 N 2:1; N 1)655
12.10¢) oo, ATy
12.5 ) —8z(x + 2)e” 2v(e? +1)
Bh) e T
1210 d) ..o SNl L
37 2\/x
12,5 C) e .
(e*+1) 1210 8) .ttt [0]
1)e® 4 -3 _ -2
12.5d) oo @D o1 b) e S " - Be " —he
(3ze* + 1) (2e73 +5)
12.68) . .o 15677 4122 | 12.12a) ..o
12.6b) oo [—3e 1 oe2etl|  1212b). ly=3e%(6 - 1)
12.7a) e — 322 1)e =+t 2
2) (232" + 6o+ 1)e 12.12¢)............ =G 663)2;15 + 7 s 37
e + e +
12.7b) .o 3737 (5 — 27 1)
11 1
12.7 C) ................... ’36393 4€‘x + 5671 12.12 d) .......................... Yy = Ex — Z
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.................................... @ 12_16;1)'_”””””””_ 4(1+2w_3x3)e2w—7;3
................................ 322e™ 1216 b) ... 2(x+1)e12+21*1
1 —~ 5
.............................. ﬁeﬁ 12.16 c) xQ(BxQez —2(5x—|—3)e5m>
x’ -2z 2 z\ .z’ 42z+e”
........................ 2(x —1)e 12.16 d). ... e (3x +2+e)e
z+e” (n+)x _ ,x
................................. e 1207 8) oo e 1e
et —
.................... 2(3x — 1)e3” 277
3 12.17b).......... e + 2% 4+ 33 4 ... 4 pe™® ‘
............................. 2wtV 1 2)
n T 1 (n+1)z x
2 12.17¢)oonn... ne (n+ )2 te
em+cw+cez (ez — 1)

Tr+2— (4—492°) =Tz +2— (2° - (72)?) =Tz +2— (2 — T)(2+ Tx)
= (T +2)(1 — (2 — 7)) = (Tx + 2)(7z — 1).

(3¢ — 5)(4x + 1) + 92° — 25 = (32 — 5)(5z + 1) + (32)> = 5° = (3z — 5)(5z + 1) + (3z + 5)(3z — 5)

12.4 a)

= (32— 5)(5z + 1+ (32 +5)) = (3z — 5)(8z + 6) = 2(3x — 5)(4x + 3).

(x—T)(2x+3) —42° +9= (2 —T)(2x+3) +3° — (22)° = (¢ — 7)(2z + 3) + (3 — 2z)(3 + 22)
=224+ 3)(x —74+3—2z) = —(22 + 3)(z + 4).

On identifie ici un produit f(z) = u(z)v(x) avec u(x) = Tz et v(z) = €”. Ainsi, pour tout z € R, comme

u'(z) =Tetv'(x) =e®, on a
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12.4 b) Comme & la question précédente avec u(z) = z° et v(x) = e, il vient u'(z) = 2z et v'(z) = e”. D’onl

12.4 d) On peut ici interpréter le carré comme un produit u(z)v(z) avec u(z) = v(z) = 2 — ze”.
Alors, pour tout x € R, on a
u'(x) =0— (1 xe” +xe”) = —(z + 1)e”.
D’ou
f(z) = u'(@)v(z) + u@)'(z) = 2u/ (z)u(z) = 2(—(z + 1)e”)(2 — ze”) = 26" (z + 1)(ze” — 2).

| L. . . 2\’ ’ . s s .. .
La régle de dérivation d’un carrée (u ) = 2u'u, | sera énoncée et généralisée en Terminale.

12.5 a) On identifie ici un quotient ul@) avec u(z) = e et v(zx) = 2° 4 1. Ainsi, pour tout z € R, comme on a

v(z)

u'(x) = e” et v'(x) = 2x, on obtient

N 1
12.5 b) A la constante multiplicative 2 prés, on identifie une expression de la forme ﬁ avec u(z) = 477" + 7.
u(x

La fonction u est elle-méme composée d’un produit et d’une somme. Ainsi, pour tout z € R, on a

u'(z) =4 x 2z x ° + 4" + 0 = 8xe” + 4a’e” = dx(z + 2)e”.

f/({lf) —9x (_ u’(fl?) ) —9x (_ 4:8(%4’2)61 ) _ *858(.%4»2)62 .
(u(x))Q (4z2%e® + 7)2 (dz2e® + 7)2

Ainsi, on trouve

12.5 ¢) On identifie & nouveau un quotient % avec u(z) = €” — 2 et v(x) = €” + 1. Ainsi, pour tout = € R,
v(z

comme v (z) = v'(z) = e”, il vient

Flz) = o' (z)v(z) — u(z)v'(z) _ef(e" 1) —(e"—2)e”  e(e"+1—(e"—2)) 3¢
(v(2))* (er +1)° (er +1)° (er +1)*
12.5 d) On identifie & nouveau un quotient % avec u(z) = ze” et v(x) = 3ze” + 1. Ainsi, pour tout z € R,
v(z

W) =1xe"+zxe” =(z+1)" et v'(x) =3 xe” + 3z xe” +0=3(z+1)e",

d’ott
() = u'(z)v(x) —u(@)v'(x) (x4 1)e”(3ze” + 1) — ze” x 3(xz + 1)e”  (z+1)e” (3$ez +1- 35061)
(v(z))? (3ze 4+ 1)° (3ze 4+ 1)°
(z+1)e”
(3ze 4 1)°
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12.6 a) 1l suffit de dériver chaque terme de la somme, en se rappelant qu’une fonction x — eaz+b, avec a et b

deux parametres réels, admet pour fonction dérivée x — ae®®t, Ainsi, pour tout z € R, on a
f(x) = 3 x 56 + 6 x 2> = 156" + 12e°",

12.6 b) Il suffit la aussi de dériver chaque terme de la somme. Pour tout € R, on a

12.7 a) La fonction f est un produit uv avec u(z) = 3z° — 1 et v(z) = e . Ainsi, pour tout z € R, on a

u'(x) = 3 x 2z = 6z, v'(z) = —e “'. Donc, on a

12.7 b) On peut ici dériver un produit, mais aussi une somme via les propriétés algébriques de I’exponentielle.
En effet, pour tout x € R,

f(IE) _ (36171 _ 5)62731 _ 3617162731 _ 562731 _ Sez71+273z _ 562731 _ 367214»1 _ 56273(17‘
Dans la mesure ou il est préférable d’obtenir des expressions de dérivée sous forme factorisée, dérivons le produit.
La fonction f est de la forme uv avec u(z) = 3¢” ' — 5 et v(z) = > >*. Ainsi, pour tout z € R, on a

W(2) =3x 1" =3e""" et (z) =—3e""7".

Finalement, on a

12.7 ¢) Ici, on peut développer le produit. Pour tout = € R, on a
f(x) =e*e ™ +e*e” —5e " — b’ =" +e* —5e " — b’ =e®” — 4e” — e 7.

Ainsi, pour tout z € R, f'(z) = 3 x €*" — 4e” — 5(7672) =3¢ — 4¢” + 57",

12.7 d) La fonction f est de la forme u® avec u(z) = e” —e

Pour tout = € R, on a v/ (z) = e — (—e_m) =e” 4 e . La formule de dérivation d’un produit donne, pour tout
z € R,

12.8 a) La fonction f est de la forme 1/u, mais il est ici préférable d’utiliser les propriétés algébriques de

1 (7o _ _
= (To=1) _ ot " et donc fl(z)= —7etT™,

I'exponentielle. Pour tout z € R, on a f(z) = —
P

12.8 b) La fonction f est de la forme 3/u avec u(x) = 4e™* + 3. Ainsi, pour tout z € R, on a

, _ _ u'(z) _af_ —4e™" _ 12"
/ ‘”“”( <u<m>>2) 3( <4e—w+3)2) (o137
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3r—2

12.8 ¢) La fonction f est un quotient u/v avec u(z) = 2z et v(z) =e +7.

Pour tout z € R, on a u'(z) = 2 et v'(z) = 3¢** 72 et donc

o (x)v(x) — u(x)v (v) 2(e3x—2 + 7) _ 95 x 36372 _ 2(1 — 32)e®* 2 4+ 14
(’U(;t))2 (e3x72 + 7)2 (633”*2 n 7)2 .

12.8 d) Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle permettent de se ramener & un produit puisque,
Txe ™

pour tout * € R, on a f(z) = ——— = Tre " 2* ) — 726'73" La formule de dérivation d’un produit donne
por

alors, pour tout = € R,
flx)=7Txe ™" 4 733(—361733”) =7(1 - 3z)e' 3.

12.8 ¢) Ce n’est pas indispensable, mais on peut ici commencer par transformer légérement I'expression de f.
Pour tout z € R, on a

flz) = foe o (e —e ") e -1
et te T e®(e® +e~%) T e 1
Ainsi f est un quotient u/v avec u(z) = e** — 1 et v(z) = €*” + 1. Puis, pour tout = € R, u'(z) = v'(z) = 2¢** et
f() = Y@@ —u@ (@) _ 27 (e +1-(*—1))  4e> 4 g
(”(m))Q (621 + 1)2 (621 + 1)2 (e—ac)z(eQz + 1)2 (ez T e_z)g .

12.8 f)  Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle permettent de se ramener & un produit puisque,
pour tout x € R, on a

(1 — 5:r2)e_3z 1 2\ -3 1
7 B B3z (—atl) 2\ —2¢—1
La formule de dérivation d’un produit donne alors, pour tout x € R,

—2z—1

fl(x) = %(—5 x 2ze 2 4+ (1 - 527) x (—2)&21_1) =2 3 (-10a; -2(1- 5x2))
2672z71 2
= =5 (52" — 5w —1).
12.9 La fonction f est un quotient u/v avec u(x) = 3ze” " — 2 et v(z) = z°e” + 1. Les régles de dérivation du

produit et de la somme donnent, pour tout z € R,
u(r) =3 xe "+ 3r(—e7’:) =3(1—xz)e " et v (z) = 2z x &” 4+ 2°e” = x(x + 2)e”.
Ainsi, la régle de dérivation d’un quotient donne, pour tout = € R,

o (x)v(z) — u(z)v(z)  3(1— x)e™® (:UZe’“' + 1) —z(x + 2)e” (33067“” — 2)

[ (@) (v(2))? (z2e* 4 1)*
31 —x) (x2 + efz) —z(z + 2)(3x — 2e%)
B (z2e® +1)3
_ 2z(z4+2)e” +3(1 —a)e " +32°(1 —z) — 32 (x +2)  2z(z+2)e” +3(1—z)e ” —3z%(2x + 1)
(z2e7 4 1) (z2e® +1)? '

1 =3 x 2y +e 3 (1—6x)e’ "
2z 2z N 2z '
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12.10 b) Pour tout z > 0, on a

e’ +1—2y/x x \/ze®
f,(x):mX(eﬂ”H)—\/iez: 20T _ e 1-2we" _ (1-2w)e" +1
2 2 2vz(er +1)%  2y/@(e® +1)3

Pour tout x > 0, on a

1 2xe” ® 2 1)e”
u'(x):e“f\/i+ex><7_ ve e :(er Je et v/(x)IZm.

2z 2z 2/x

@Qz+1)e” o 1) otz x 22
@) —u@p'@)  aye & T T eTVE X2
(v(@))? (@ + 1)
(2z + 1)e” (;c2 + 1) — 2y/x X 2x\/xE”
2V@(@® + 1)°
((290 +1) (1:2 + 1) — 4x2)ew (2x3 —32% 422 + 1) e’
- 2v/3(2% +1)? T 2@ 1)

12.10 d) On identifie un produit de trois facteurs : f(z) = u(z)v(z)w(z) avec u(z) = 2%, v(z) = ** et w(z) = Vz.
II suffit alors d’appliquer de facon itérée la formule de dérivation d’un produit. Précisément,

(wvw)" = ((wv)w)" = (uwv)'w + (w)w' = (Vv + " w + (w)w' = v'vw + w'w + uvw'.
Remarque : ce procédé se généralise a un produit formé d’un nombre fini quelconque de facteurs.

1
Or, pour tout z > 0, on a u/(x) = 2z, v'(z) = 2¢** et w'(z) = —~=, et donc

NG

621

1 .
/ — 921 X 2x 221 2 22z>< —
fi(x) x X e“\/x + 22 /1 + xe CNARE NG

12.11 a) Pour tout z € R, on a
f(x) = —32°* 7> + (2 - a:3) X (—2637295) = (—31:2 - 2(2 - x3)) = (21:3 —32° — 4).

Finalement, on a f'(2) = 6372X2(2 x 2% —3x2% - 4) =0.

12.11 b) Pour tout z € R, on a

f/(m) _ _e™% (2GBI 4 5) _ 663z (6*1 _ 8) _ _2€3x—x _ 5e—x _ 66330796 + 48633; _ 48632: _ 862LC _ 56796
(237 4 5)° (237 4 5)° (2e37 4 5)°

12.12 a) On a facilement f'(0) = f(0) = ¢ = 1, ainsi f'(0)(z — 0) + f(0) = z + 1 et Péquation réduite de la
tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est y =z + 1.
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12.12 b) Pour tout = € R, on a f'(z) = 2ze' ™" 4 2° (76171) =(2—z)ze' ",
En particulier, f'(3) = —3¢™2, d’olt
F'(=3)(x—3)+ f(=3) = =3¢ *(z —3) + 9> =3¢ *(6 — x).

L’équation réduite de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 3 est y = 3e_2(6 — ).

12.12 ¢) Pour tout z € R, on a

p 2u’ (x) 2x (*39_1:) 6e ™" Ge Te?® 6e”
f@) = - - = - - .
(u(z)) (4+3e=2)>  (4+3e)® (4+3e2)%(e*)® (de” +3)°
. . ’ o 6e
En particulier, f'(1) = 7(46 n 3)2. Donc,
) _ _ Ge v 2 _ 6e _ 2 _ 6e - 2e(de + 3) — Ge
Fe-1+70)= (4e+3)2( D+ 4+ 3e-1 (4e+3)2(z b+ 4e+3  (4e+3)° (4e + 3)?

6e - 8e?
(4e+3)*"  (4e+3)*

f/(x) 262‘L (631. + 3) - 3631. (62 2) . 6631 + 6621 651
(e +3)° (3 +3)*
En particulier, on a f'(0) = % = %, et donc

/ BTN SIS
f(O)(xfO)+f(0)—16x+1+3—16x 1

11 1
L’équation réduite de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est y = 1—6x 1

flx)=—e""+(5—-2) (—eQix) = (=5 —1z)—1) = (z — 6)e> ",

La fonction dérivée de f est donc du signe de x — 6 sur R, ainsi la fonction f est décroissante sur l'intervalle |—oco, 6]
et croissante sur l'intervalle [6, 4+o00].
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12.14 ¢) La fonction f est une composée exp(u) avec u : & —» x° — 2z, dérivable sur R.

Ainsi, pour tout z € R, on a f'(z) = u/(z)e"™) = (22 — 2)6127295 =2(z — 1)6127290'

f/(l') _ u/(x)eu(z) =%t = eay+e-’ﬁ '

12.15 b) La fonction f est une composée exp(u) avec u : & — x+/z dérivable sur |0, +oo[. Pour tout z € ]0, +o00],
u étant un produit, on a
1

u’(w)=1x\/§+acx2\/gE \/E+%\/E=§\/5 et f'(z) =u(x)e"™ =2

12.15 c) La fonction f est une composée exp(u) avec u : x — e dérivable sur R. Or, d’apreés le calcul précédent,

=
la dérivée de u est v’ :  —> T . Ainsi, pour tout z € R, on a

F(z) = (2)e"® = et = 7" = gt

12.16 a) La fonction f est de la forme u X exp(v) (produit avec une composée) ot u(z) = 4z et v(z) = 2z — z°,

qui définissent des fonctions dérivables sur R. On a donc, par dérivée du produit puis de la composée,
f = u exp(v) + u(exp(v)) = v exp(v) + u x v’ exp(v) = (u/ + uv/) exp(v).

Or, pour tout z € R, on au/(z) =4 et v'(z) = 2 — 327, et donc

3

f(x) = (4 + 4x X (2 — 3352))629;—9:3 _ 4(1 Lop 3x3)62w7x .

12.16 b) La fonction f est un produit de deux composée de la forme exp(u) exp(v) avec u(z) = z° et v(z) = 2z—1,

deux expressions de fonctions dérivables sur R. Toutefois, les propriétés algébriques de la fonction exponentielle
permettent de réécrire f sous la forme exp(w) avec w(z) = z? 4+ 2z — 1 puisque, pour tout = € R, on a

2 2
f(l') _ ea: 621771 _ ez +2a771.

Pour tout z € R, on a w'(z) = 2z + 2 = 2(x 4 1) et donc f'(z) = w'(z)e"™ = 2(z + 1)e12+2z71.
12.16 c) La fonction f est une somme dont un des termes est un produit avec une composée. Précisément, f est
de la forme exp(u) — v exp(w) avec u(z) = z°, v(z) = 22° et w(z) = 5z. On a donc

J' = exp(u)’ — (vexp(w))’
= exp(u) — (v/ exp(w) + vexp(w)/)

= exp(u) — (’UI exp(w) +v x w' exp(w)).
Pour tout z € R, on a u/(z) = 5z*, v/(z) = 2 x 32° = 627 et w'(z) = 5, donc on a

fl(z)= 5ate™ — (6w2 +5x 2$3)e5z = 5ate® — 22% (5z 4 3)e’ = 2° (52:269”5 —2(5z + 3)651).
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12.16 d) Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle donnent, pour tout = € R,
f(ﬂl‘) _ ex3+2xeew _ ex3+2x+e"’.

Ainsi, f est une composée exp(u) avec u(z) = 2° + 2z + e”.
On a alors, pour tout z € R, u'(z) = 32° + 2+ €” et donc f'(z) = u'(z) exp(u(z)) = (3:102 +2+ ez)613+2z+el.

12.17 a) Posons, pour z € R,

f(x) = exp(x) + exp(2x) + exp(3x) + - - - + exp(nz).
D’apres les propriétés algébriques de la fonction exponentielle, on a aussi
f(2) = exp(x) + exp(x)? + exp(x)* + - - + exp(x)".

Ainsi, f est une somme de n termes consécutifs en progression géométrique de raison e”.

Comme z > 0, on a €” # 1. On a donc

(ez)n -1 ez(enz _ 1) e(n+1)z %

et —1 et — 1 o et —1

12.17 b) Avec les notations de la question précédente, on a, pour tout = € R,

f(x) = e +2e* 43¢ + .- + ne™.

exp(z) + 2exp(2z) + 3exp(3z) + - - - + nexp(nw)

est donnée par l'expression de la dérivée de la fonction f. Il nous reste a dériver cette expression, en remarquant
que f est un quotient u/v avec u(z) = ¢"TV* — " et v(x) = ” — 1. Ainsi, pour tout z > 0, on a

Py = W @) ~u@p (@)

((n + et _ em)(e“” —1)—¢" (e("“)x - e“)
(e 17
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13.10b) ..o [-1]
3 A5d). .
13.5D) v E 1310 €)oo [0] 1315 4 war o
13.16a) o
71 13.10d) ...
18.5C) e [ 13.16b) ... [a]
3] 13a1a)..
1316 ¢) .ooeveeen
13.5 d) 11 1311b) e, [6]
S A 1 1316 d) ...
13.11C) e,
18:6a) ooveiin 1311 d) .o 120] 1317 oo g
13:6D) oo 13.128) oo 13.18 0)
. Q) e e
13.6¢) .. 13.12b) oo
13.18b) oo
136d) .o,
Corrigés
13.6a) Onaupt1=2(n+1)—1=2n+2-1=2n+1.
13.6b) Onawup—1=2n—-1)—1=2n—-2-1=2n-3.
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13.6 ¢c) Onawuz,=22n)—1=4n—1.

1 1 U2 +us +ug
2’ 3 4 ’ 3 36"

2 J—
13.18 b) Résolvons I'équation n T :2))0 = 4. On a les équivalences suivantes :
w20, n? — 20 = 4(n + 3)
n+3 a

— n?—-20=4n+12

<« n?—4n—-32=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant 144. Les racines de X? —4X — 32 sont —4 et 8.

Le nombre n étant un entier naturel, on ne garde que la racine positive. C’est-a-dire n = 8.
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IF'iche n° 14. Suites arithmétiques|

Réponses
Ad) .o 4 163
14.1a) ..o, % 144 d) 06 14.8d)..coiiit =
14.58). 0o
1 5
14.1b) .o T 14.5Db). oo 14.9a) oo o
. 14.5C) i, =
14.1 C) ................... 7 14.5 d) .............. 202 14.9 b) ................... 574
4
14.1 d) ................... L'72 14.6 a) .................... E 14.10 a) ................. 1la
14.10b) ............ (n+1a
2
14.2 a) ..................... @ 14.6 b) ............. _ = T
55 31 1adta). -
14.2Db) .o 3 3 L9
14.6c) v 3| 1aa1b) [a]
8 —_—
14.2 C) ................... — 44 4
11 146 d) oo - 1412 .o 5
1 1
14.3 a) .. {3 - V2, 3t \/5} 14.7a) v 14.138) i
e 14.7b) 1413 D).
Bb)o - = 1
14.3b) { 4 4} 14.7¢) v 296]  14.04a)..... E
14.7d) oo 596
14.3¢) oot {3} 4+n
16 14.14b) ..ol
1 14.8a) ...l -= 4
14.3d)............... {—2} D 1
b ]3 1415a). ..o E
14.8Db) .o, —
14.4a) 0o, ) 5
14.15 b dn 13
144D) o 14.8C) o 3 o 3
) )
14.4C) i,
Corrigés
1\2 1
14.3a) Ona (175) =2 (xfg):i\/i.
14.3¢c) Onaaz’—6x4+9=(xr—3)° Ainsi,onaz’ -6z +9=0 < z=3.
14.3d) Ona(z—1)°=(x+2)? < 2° -2z +1=0"4+42+4 < 6r=3 < z=——-
....................... . 16
14.8 a) On sait que un = up + (n—p) x 7. Donc ug = u3 + 5r. D’out 5r = ug — u3. Ainsi r = —(us —us) = 3
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17 _ 4 17 12 5
14.9 a) Onau137u7:(1377)7’.D’01\1r:u13 ur _ > 3 =9 9 :%:—.

5 4x18 35 72 35 37

3 54 3x18 54 18 54 54

14.12 Soitn € N. Ona upy1—un = 3+5a(n+1) _3+5an

:%.Deplus75?a:2 — ba=4 < a=-.

14.14 a) Soit n € N. On a

Un+1 — Un =

Unt1 — 1 up —1 o=l updd g ]

1 1 Un + 3 4 Up — 1 1

= D)~y — 1 T A(un —1)  A(un—1) 4Aun—1) 4

1 1 1 1 1 4
14.14b) SOltTZENOna’Un:’Uo—FnXT:ﬁ-i—Zn:2_714—171,:1-}—171: Zn

14.15 a) Notons r la raison de la suite arithmétique (un)nen.
Onaus=1,us=1—7r,us=1—2r et uy =1 — 3r. Donc,

1 1 1 1
U UL + uguz (1 —3r)(1—2r) + (1-2r)(1—7r) 2

En multipliant par (1 — 3r)(1 — 2r)(1 — r), on obtient (1 —7) 4+ (1 —3r) =2(1 —3r)(1 —2r)(1 —r). Or, on a
(1—7r)+ (1 —=3r) —2(1 —3r)(1 —2r)(1 —r) = 12r° — 22r° 4+ 8r = 2r(6r> — 11r + 4).
Ainsi, on a r = 0 ou 6r’ —11r +4 = 0. On ne peut pas avoir r = 0 car la raison est supposée non nulle dans

I’énoncé. De plus, apres calcul, on trouve que les racines de 6X% — 11X + 4 sont 3 et 3

Sir:%,onaugz %,puis ug = 0; c’est impossible car on doit avoir ug # 0.
. 4 4 . . fps 1 1
Sir=—-,u3=1— - =——, puis u2s = —= et u3 = —3. Et la relation est bien vérifiée car : =+ 3 T =2
3 3 3X3 3Xg3
14.15 b) Onaun:uo+n><r.Oruo:u474r:174><§:gfl—362713—3.Doncun:f§+%n:4”;13.
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IF'iche n° 15. Suites géométriques|

Réponses
15.1a). . ...... 422 120 +9|  15.4Db) . 1501 8) 0 eeeenennn.., V2
2 1 7Y U
15.1b) oo 49 — 6do 15.11b) i, D
5 15.5b) e 192 8
15.1¢).... | —152% + 48 — 36]
_Jan! 15.11¢)..connnn. —5x 2n~3
15.1d)......... 502 —bpt2| 10 V3
n+1
15.6 D) .ceenininnnn 361 (1" x5
15.2a)...... ] (22 —7)(2x +7) \ ) 15.11 d) w273 5 /2"
n—6
15.2b) ... 301-32)3-2)| 15.7a)........ 16 x () 2
2 15.128) . i 3
T
15.2¢)..oo.... —333(7 + 2) S
2 15.7 D) e 15,12 B). ... S
15.2d) . (27a:7§)<27x §) 15.8 ) .o 5
3 2/\3 2 15.12¢)...... 17 x 3" 2%~ =
15.8 b V2 5
15.2€)....cunenn.. (11z — 5)? BB) 27 .
15.13a)........ — —4q — 24*
15.2f)...... ’ (32 — 7)(5z + 2) \ 159a)............. 2
3 15.13Db) ... qg=—1
9 15.9 b) =
15.3a) ... —— D)
a) 40 64 1
1 15.13¢C) v, -3
15.3 ) V2 -3 15.10a) ... =
DR 5 15.14a). ..o, .. 1024
4 9 41
18:48) e 15.10b)....... —=x\3 15.14b) ..o !
5 3 3
Corrigés
15.1a) Ona (22 —3)>=(22)> =2 x 22 x 3+ 3% =42° — 12z + 9.
15.1b) Ona (7—8z)(8x+7) = (7 —8z)(7+8z) = 7° — (8z)> = 49 — 642
15.1¢c) Ona —-3(—z+2)(6—5z)=Bz—6)(6—5z)=3x%x6—3zx5z—6x6+6X 5z
=18z — 152° — 36 + 30z = —152° + 48z — 36.
) 1\2 3 o 2 1 3 2 5 3 2
15.2a) Onada’ —49= (2z)° -7 =2z —7)(2z +7)
15.2b) Ona (5—32)°—16=(5-3z) -4 =(5—-3x—4)(5—3z+4) = (1 —32)(9— 3z) = 3(1 — 32)(3 — z)
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Ona—ng—Gx:—Smxg—3cc><2:—3x(g+2>.

ona 5= (5) - ()= (5 -9 (5 +3)
9 4 \3 2) \3 2)\3 2/

15 24 9

On a les équivalences suivantes :

fi:c+5:0 = ix:E) < x=5x4=20.

L’antécédent de 0 par la fonction f est 20.

15.4 b)

On a les équivalences suivantes :

1 3 1 3 13

3
L’antécédent de —5 par la fonction f est 26.

61

us
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15.10 a) Supposons la suite (u,)nen géométrique. On a U3s = u41 X ug3. En effet, si on note ¢ la raison de (un)nen,
on a alors u3y = uzq® et war X uaz = uog™ X uog™. Donc, on a (a— 2)2 =a(a+1) donc @’ —4a+4 = a® +a donc

5a:4etd0nca:g.

_ 41
15.10 b) Onaq:%: a 2:7§.Donc,onau0:u4l ><q_41:fé>< (g> .
U41 a 2 5 3
102
15.11 a) On a ug = up X ¢° donc ¢* = ? 07\5/ = —2v/2. On en déduit que ¢ = V=2v2=-V2
6 —
15.11 b) Onauezuoxq6 donc uo:@: =5 :—§

4
15.12 a) On a vn41 = Unt1 + & = 3un + 3 + z, et 3v, = 3(un + ) = 3un + 3z. Donc, pour que la condition soit

vérifiée, il faut que 4 4 9
3un+§+x:3un+3md0ncqueg—i—x:Sx doncqueaz:g.
. . . . . 2 17
15.12 b) La suite (vn)n est une suite géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme v = u1 + 3 =54+ 3 = 3
_ 1 n— n—
Donc, on a v, = v1 X q" 1:?7><3 P17 x 372
n—2 2
15.12¢) Onawu, =v, —z=17x%x3 -3
................................................................................ q21
15.13a) Onau; = 7uz:ul><q:fetugzuz><q:5.Donc70nau1—8u2—4ug:5—4(1—2q2.

5 5
15.13 b) On a u; — 8uz —4uz = —2(q+ 1)2 + 3 < 5 pour tout g. Donc, 'expression u; — 8us — 4us est maximale

si, et seulement si, ¢ = —1.

15.14 b) On a ug +u1 + -+ +ug = up X !

—4 . En plus uwo +u1 + -+ ug = 341 et ¢ = 2.
—q

Donc a4 — g — 341X (1—2) 341 1
T T o0 T 1023 3
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[F'iche n°16. Calcul de sommes ||

Réponses
16.108) .o —4V5 10 ok
) 167 8) oo > T
16.1b) .o 16v2 k=1
9
16.1C) et 21/6 21—k
°) V6] e D) e >
2 k=0
16.28) ..o g
35
25 —3va]| BT > (=(=2))
16.2b) ..o 2 k=0
. ~ 2k
16.20) oo 7—2v10 16.7d) e > 2
3 k=0
23— 1 16.8 8) .. oo

16.2d) ...
> 7 16.81) .o
2 _ -1 2n+1
16.30) . rvveoereeeee e ML 168 )

m(m + 1)
16.8d) ..o 2m (2"t 1)
m? —6
16.3 D). 2 "
B€) 5
3m? —m+2
16.3C) i 16.8 £) oo
°) m(m + 1)(m — 1) ) [o]
"1
, 16.98). ..o —
16.48) coeeeieie e +1)n+2) 2) D
2 k=1
2 -9 n
16.4 D) oo % 16.9 D) oo S (-2)"
k=0
16,4 C) e mn +3) 2041 gyt
2 16.9C) oo 3 p
(n— 1 =1
164 d) e n(n—1)
2 n 2k+1
3 1 1609 d) .............................. m
16.4€) e n(n+1) k=0
2
16.108) . ooovee 22" — 1
16.5 8) .. e 512 6-10 a) 8n + 2 )
16.5D) .o 16.10b)................. 2+ 2+ - (3" — 1)
16.68) ..o 174 762
16.6 b) ...t —398520] 16.10¢)....i 22" =1+ 53" = 1)
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3
16.10 d) ................. n(n+1)+g(3n_1) 16.12 C) ........................... (n+1) -1
n(n+1)2n+1)
1 — 4nt1 5n(n + 1) 16.12d) ...oooiiii 5
16.10¢€)......... ntld —— ot —
16.11 1000000]  16.13 ... ni(n+ 1)
............................... 1
3 2
16:122) e (K 382+ 3k 4 1] 16.148). .o 2" (k + 2)
16.12 b) .................. 352(71) + 351(71) +n
‘ ‘ 16.14b) ... 2" (n 4+ 1)
Corrigés
16.1a) Ona V45— 7V5 =3V5 — 7V/5 = —44/5.
1 I1xv2 V2
16.2 Ona — = — > = Y2
a) na\/5 NN 3
2—-v6  (2—V6)xv3  2/3—V18 2V3-3V2
16.2b) O = - - ,
) na 7 3% /3 3 3
16.2 c) Ona\[_\/i: (V5 — v2)* _5-2vI042  7-2V10
VE+v2  (VB+V2)(VB-V2)  (V5)? - (V2)? 3
16.2 d) onaY2-l_ (V2-1DB+Vv2) _3v/2+2-3-v2 2/2-1
: 3-v2  (3-V2)(3+vV2) 9-2 T
n+1 n
B _n(n+1) _n(n+1) 2xn+1) (m+1)(n+2)
16.4 a) Ona;k ;k-l—n—i-l ot l= 5 = 5
16.4 b) onaZk:Zk—1:”(”;1)—1_"(7““21)_2
k=2 k=1
....................... 15161516262
16.5 a) OnaZukzM.Oruls=u0+15r=2+15x4=62d0nc2uk:%:512.
k=0 k=0
18
14 x (us +urg) 14 % (=16 +(=55))
16.5 b) Ona;uk— 5 = 5 = —497.
8
uo x (1—¢%)  2(1—47)
16.6 a) Ona;uk— e g = 174 T62.
........................ 12u(1q8)12243(1(3)8)
_ us(l — _ 5 [N _ T —
16.6 b) Onazuk_ﬁ.orm_—lx(—:a) —243.D0uZuk—w——398520.
k=5 k=5
16.10 a) Ona2(3+2k)—z3+z2k—3x21+2(1:2):3n+2(2n 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
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16.11 Le plus grand entier impair compris entre 1 et 2 000 est 1 999 = 2 x 999 4+ 1. La somme de tous les
entiers impairs compris entre 1 et 2 000 est donc

999 999 999 999 % 1 000
D @k+1)=2x> k+> 1=2x =5 1000 = 1 000 000.
k=0 k=0 k=0
16.12b) Ona Y ((k+1)° = k) =) (K +3k°+3k+1-k") = > (3k*+3k+1) = 32k2+32k+21
k=1 k=1 =1 k=1
Onadonc » (k+1)° = k* =3S2(n) +3S:(n) +n.
k=1 k=1
n n+1
16.12 ¢) Apres simplification, on a Z (k+ 1 st st Zk3 (n+ 1 513
k=1

16.12 d) On a donc (n+1)*> —1 =3Sy(n) + 3S1(n) +n. Donc, on a

(n+1)*—1—-n—3Si(n)

S2(n) = 3
_ (1)’ —(n+1)-3x nlntl) _ (n+1)((n+1)*—1-2n)
3 3
(D0 +3n)  an+1)(2n+1)
B 3 - 6 '
1618 Ona (k+1)" = k" +4k> + 6k + 4k + L donc » _(k+1)* = (k" + 45" + 6k” + 4k + 1). Donc,
k=1 k=1
PRISEILED SIEET) SRS SILER) SIS 9it
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Dans le membre de gauche, on enléve tous les termes qui se simplifient et on obtient alors :

n(n+1)

4
+4 X 5

nn+1)6(2n—|—1) .

(n+1)' —1"=4) K +6x (

k=1

n n n+1
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[F'iche n°17. Calcul de sommes 11

Réponses
_9 _ 2 2n
VL a) o (&)
2 14 5,
171 D) e -+ —x— -
3 3 2 2P (1 — 2mP)
17-10 d) ........................... W
17.0C) i ’—15—4—13:5—212‘ _
2 n+1
2 ALA) e 1- (f)
172 8) oo a 17.11 a) 3
z—1
9 9\ 3n
14-2 20(2)"
17.2D) e T) ATALD) 7 ((2) 1)
rz—1
n+1
17.3 a) ....................................... 17.11 C) ................... g 4 3 5 _ 2TL+2
17.3D) ..o b + ab® + a2 + b + a* |
9 1+42n
17.3C) e g —pr|  LTALd) 37 am
TTu4 8) it L7102 8) e
6 5 4;2 3,3 2;4 35 | 16 4\ n
17.4b) . [o® — bt o'’ —a® +a' b’ 48] 17.02D) el 5—4><(5>
1 N a’ + b7
4 n+1
1725 ) et 17.120) v 2 (3) —20
17.5b).......... ’a67a5+a4 a3+a27a+1‘ 4N n+1
17.12d) i 5n— 15+ 20(5)
175 C) i a’ 41
1703 8) . o 4
1 S )
1718 D) oo
177 8) e 120
o n+1
177 D) e p31] LT3 [4n +9 5 x 2+
17.04a) .o =0
17.7C) e (N +1)2 2)
1704 D) o u =9
25
17.8 a) ..................................... ? P
17.04C) oo > w
17.8b) e 148 Wo
17.8.C)eie 12N? 5N -2 qraad).
..................................... 1
17.9 .. © 1715 ) S
4 1
17.102) oo — — —(=2)"*! 21
9 9 1705 D) oo ropt
p?(p—1)
1— 2n+1
1700 D) oo
) T
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1 5
1705 C) e 1707 Q) oo =—=
c) nin—1) 2) 13 6
a1 1717 D) 1
17.16 a) ............................. ﬁ (2n + 2)(27’L + 1)
. 17.17 ¢) L
_ AT C) e
1716 D) ..o fl@)=> ka*? (2n +2)(2n + 3)
k=1
17.17 d) -1
n.%‘”'H _(n+1)x7l+1 L R O 2n+1
17.16¢)........ "(z) =
C) f(ﬂ?) (I71)2
1707 €)oot ®)
na"t2 — (n+ D"t + o
17.16 d)...... S(z) = (z—1)2 Y707 6) (a)
Corrigés
171a) Ona(z+1)(z—-2)=2"-224+2-2=-2—-c+2°
L 5. 2 1 5, 2 15-1 5, 2, 1 5,
17.1 b) Ona(2—x)(3+2m)73+5x 3% 2.T73—|— 3232 3+3 5%
17.1 ¢) Ona2(x—5)(g—m):(x—5)(3—2m):3:18—2382—15+10x:—15+13x—2x2.
1 (z4+1)(1 —x) 1 1—2? |
17.2a) Onaz+l -z 1—-2z l—z 11—z l—z 1-2 z-1
17.2b) Ona
_4_(m75)(2+m):(a:74)(x71)_(175)(2+m):x2f4mfx+4f(2x710+x275m)
z—1 z—1 z—1 z—1
_ 2? =5z 44— (2° — 3z — 10)
B z—1
2414 14-2
ozx—-1  z—1"
........................ L
17.3b) Ona Zakb‘k’C =a’b* +a'b® 4+ a*b® + a®b' + a0’ = b" + ab® +a’b* + a’b + o’
k=0
17.3¢c) Ona
(a—10) Zakb‘k’C = (a—b)(b* 4+ ab® + a®b* + a®b + a*)
k=0 =ab* 4+ a’b® + a®b® + a*b+a® — b° — ab* — a®b® — PV’ —a'b=d° —b°
17.4b) Ona
6
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17.4c) Ona
6
(a+0b) Z(—l)kaﬁ_kbk = (a—b)(a® — a®b+ a*d® — a®b® + a*b* — ab® + b°)
k=0 =a" —a®b+a%b? — a*t® + a®b* — a®b° + ab® + a®b — a®* + a*b® — P + a%° — ab® + b7
=a +b.

6
Zak(_l)ﬁ—k :a0(_1)6+a1(_1)5+a2(_1)4+a3(_1)3+a4(_1)2+a5(_1)1+a6(_1)0
=l—-a+4+a’—a*+a*—d® +d°

17.6 On écrit
(=0 b =0 > b= b
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
=(L4b+b" 4 40") = (b b+ D"+ ") =1 "

17.7 a) Pour commencer, on a u1 =uo+7=1+2=3 et uio =uo + 10 x 2 =14 20 = 21. Donc, on a

el (34+21)x10 240
) = BF2D) X 10240 o,
— 2 2

17.7 b) Pour commencer,onaus =1+4+5x2=11et u;5s =1+ 15 x 2 = 31. Donc, on a
15

11 1 11
Z“FH#:%:%L

17.7 ¢c) Pour commencer, on a uy =14+ N x 2=2N + 1. Donc, on a

N+1 1+2N+1)(N +1 2N +2)(N +1
S = WY (NN @NEDWNAD e
—~ 2 2 2
—1 —4+1 11
17.8 a) Pourcommencer,onam:—2—|—§:—etu5:—2+5x§:;5:—.Donc,ona
2 2 2 2 2
5 § 7(%1+L21)><5 25
" 2 T2
n=1
O (uo + u1s) X 16 3 45
_ Woruis) X210 _ d — (442 —
17.8 b) OnaZoun— 5 (=24 (-2) +15x 5) x 8= (—4+ ) x 8 =148,
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4N
—2—24+4N x 3) x (4N +1 —
Z“":( + 22) N+1)  ( 4+6N2)(4N“):(3N_2)(4N+1)=12N2—5N—2.
n=0
10 5 1 6
17.9 OnaS:Zuk:u5+qu5+q2u5+q3u5+q4u5+q5u5:u5qu:u51iq.
k=5 k=0 q
17.10 a) On a
n n—2
1 N1—(=2)"2 4 1—-(=2"' 4 1 o142 4 1 nl
Zuk uzzuk 3><( ) 1—(-2) 3>< 3 9 9( ) 9 9( )
k=2 k=0
2n+1 2nt2 2n+2 1
1-— 1—+2 1-2
17.10 b) OnaSzZuk:uo g =1x V2 = .
pa l—q 1-v2 1-v2
2n 2n—1
31_(%)2n—1+1 9 1_(%)2n 3 2n 3 2n
k=1 k=0 2 2
n n—1
- _ o l=gMi 1= (20 2P(1—-277)
17.10 d) OnaS—Zuk—mzuk—UOq 1—¢ =2 1-90  1—9p»
k=1 k=0
n ok 1 n 2\ k 1 1_(%)n+1 1 2\ nt1 2\ n+1
1741a) OnaS=Y =25 (3) =gx iy =g X -3 )=1-(5)
k=0 k=0
17.11 b) On a
S_ 3n g_ 3n (i)k_gdn—l<g>k_gx 1 (%)3n—1+1 _gx;z 17(9)3n
- 2k 2 2 2) 2 1-2 207 2
k=1 k=1 k=0 2
-9 9 3n 9 9 3n
—7<1(2) >—7<<2> 1>
17.11c) Ona
. n (3k 2k+1) znzgk 2i2k21_3n+1 1—ont! _;1(1_3n+1)+2(1_2n+1)
1-3 1-2 2
k=0 k=0 k=0 3 3TL+1
:7_"_7_27%!»2‘

17.11d) On a

n 9 n 2k—1 n 1 k 1 n 9 k 1_(%)n+1 1 1_(%)n+1
Y25 () () e

1
k= k= 3
’ ’ .3 1\ 37, 2
- XE( _3n+1)+§< _3n+1)
_9_ 1 2" 9 1+2°
T2 3n 32 3n
4\" 4\"
17.12 b) Pour commencer, on a vo = up — &« = 1 — 5 = —4. Pour tout n € N, v,, = vg X (5) =—4x (S) .
4\" 4\"
Puis,onaun:vn+a:f4x(g) +5:574X(g> .
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17.12c¢) Ona

k=0
n n n n 4 n+1 4 n+1
17.12d) Ona » up =3 (G+w)=» 5+ v =5(n+1) +20<g> —20=5n— 15+20(g)
k=0 k=0 k=0 k=0
17.13 a) On a l'équivalence A =2\ —4 <= (1-2)A=—-4 <= A =14
17.13 b) Pour commencer on vérifie que la suite (v,,), définie par v, = u, — 4 est géométrique : on a
Upt1 = Unt1 — 4 =2u, — 4 — 4 =2(uy, — 4) = 20,
La suite (vn)n est donc géométrique de raison g = 2 et de premier terme vo = up —4 = —1 —4 = —5.
Onadonc un =vn +4=v9x2"+4=-5x2"4+4=4—-5x2".
17.13c¢) Ona
Xn:uk :zn:4f5zn:2’“ =4(n+1) -5 x il =4dn+4+501—-2""") =4n+9 - 5x 2"
1-2
k=0 k=0 k=0
0
17.14a) OnaS(0)=» wux=3x0x (0+2), donc up = 0.
k=0
17.14b) OnaS(1) =uo+u1 =3 x1x (14+2). Donc 0+ wu; =9 et donc us = 9.
P n P
17.14 ¢) On a S( )—S(n)zZUk—ZUk = Z Uk
k=0 k=0 k=n-+1
17.14 d) Pour commencer, remarquons que S(n) —S(n — 1) = u,. On a donc
Un =3n(n+2) —3(n—1)(n—1+2) =3n> +6n —3(n”> — 1) = 6n + 3.
- 6-1 3-1_5 2 1
17.15 a) Onau4+us+u6:;uk:S((S)fS(?)):TfT: 573§
17.15b) Ona
i i pz_i > -1 _p-2_ @-1Dp-1)-p(P-2)
up =) ur— ) ur=5p)-Sp-1)="—7— - = 5
— P — P p—1 p*(p—1)
PP —pl-p 2 pPoptl
p*(p—1) prp-1)"
2—-1 1 .
17.15 ¢) Pour commencer, on a uz = S(2) = —5 =3 Soit n > 3, on a
— — —1)% - -2 Z_om+1—(n?>-2
un:S(n)fS(nfl):n 1 n 2:(71 )? —n(n ):n n + (n n): 1 .
n n—1 n(n —1) n(n —1) n(n —1)
L’expression trouvée est valable pour n = 2 car -1 U
P P - 2x1 2 "
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n 1 — gnt! 2T
17.16 = = =
a) Ona f(z) Z:c T p—
k=0
17.16 b) Pour commencer, écrivons f(z) =1+ Z 2. Ona f'(z) =0+ Z kxb~! = Z kxt !
k=1 k=1 k=1

roon _ —
fz) = (x —1)2 - (x —1)2 - (z —1)2
17.16 d) Pour commencer, remarquons que S(z) = Z kxb ==z Z kz""' = zf'(x). On a alors
k=1 k=1

ne™t —(n+Dz"+1 nz"? —(n+D2" 4z

CENE (z— 1)
3
(—1)* (="  (=1)> (=1)* -1 1, -1 _ —6+3-2 -5
17.17a) O - - _t,1, - -5
) nauS;k T2 T3 T2t 6 6
17.17b) On a - , -
n 71k n 71k n 71k
it =y~ = vanis v = 3 -3 G = 57 5D
k=1 k=1 k=2n+1
_1 2n+1 _1 2n—+2
ot
2n +1 2n + 2
o 1 —2n+2)+2m+1 -1

e+l Ttz (@naD@n+2)  @nilEn+2)

17.17c¢) Ona

(=D* ="
Wn+1 — Wn = u2(n+1)+1 — U2n+1 = U2n+3 — U2n+1 — Z L - L = Z A
k=2n-2

(_1)2n+2 (_1)2n+3
2n + 2 * 2n + 3
1 1 2n4+3-(2n+2) 1

T m+2 2n+3  (2n+2)(2n+3)  (2n+2)(2n+3)

BT Ty@n g < Le bonne réponse est (b).

17.17e) On a vpt1 —vn =

17.17 f) On a wpy1 — wn = > 0. La bonne réponse est @

(2n+2)(2n + 3)
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IF'iche n° 18. Calcul de produits|

Réponses
18.1a). ..o -33
18.1b) ..o —g
18.1¢C) e %

18.2a)......... a® + 2ab + b

18.2b).. [a® — 307 + 3ab® — V° |

2 2 2
a“+b°+c¢
18.2 ¢) +2ab — 2ac — 2bc
99
18.32a) oo, I1*
k=1
50
18.3b) i, IT#
k=3
15
18.3¢) ... [T %+
k=3
8
18.3d). i, 112
k=1
3n
184a)........ [T + 1)z
k=1
Corrigés
1
_ ai+1 %
18.9a) Onab = ljll o T a
2
_ Ai4+1 %
18.9 b) Onabg—lj[l =
18.9 ¢c) De méme, on a by = @
ai

n2+3n+1

n(n+1)
2

24

(n—=1)n(n+1)(n+2)

............... 31-a

n(n+1)
2

1—a™

(n+1)!
=(n+1)xn!

............ W

(2n)!
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18.9d) Ona

n—1
b 1—||—ai+l—%xa—3x x dn=t o On
n—1 = = b L
1 a; a1 az An—1 An—1
=

an

ai

Dans ce produit, tous les facteurs se simplifient sauf a1 et a,. On trouve b,_1 =

i 2k +1 i ak an
= = — =2n+1.

18.11 ¢) On observe que K—1= (k —1)(k 4+ 1). On considere alors ax = K Z ! et on applique le principe du
télescopage. On trouve

18.11 d) On considére a, = k* + k — 1. Ainsi, le principe du télescopage permet d’affirmer que

- E+k—1 _ﬁ ar a1 1
Q41 nt1  n24+3n+1°

k2 +3k+1 -
k=1

1
18.12 a) On observe que :Jri = ](ﬂlz]:— )1]§ On considére alors ar = (k + 1)k et on applique le principe du

k+1 n 1
ij1:H - :%:n(n2+ .

k=2 (k—2)(k—1)k(k+1) s
° = . 1 = (k — —1 1
18.12 b) On observe que K 2 - DRGEEDkT2) On considére alors ar = (k — 2)(k — 1)k(k+ 1) et on

applique le principe du télescopage. On trouve

télescopage. On trouve

n n

k—2 ag as 24
=11

ar+1 any1 (n—Dnn+1)(n+2)

k=3 k=3

n Z k> n(n+t1)
18.132a) Ona [[3* = 3(“ =3 7 .
k=1

k=0
. " mer-vew I
2k —1 (2k — 1)(2k) —1 e (2n)!
18.14b) Ona H on = H (2)2 == - 2 = : o 2 227 (nl)2
k=1 k=1 (H 2k) <2n H k)
k=1 k=1
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Réponses

................. 2
191 2) 0012f ~ 19.6b) 07T 1908, g 19.16 a)...... 31”3
X
19.1b)........ o7 4
a) e 5 19.10a)....... 3
49 19.16 b) 105
19.1¢).......... % oty 1 19.10b)....... (3+x)
ol )i 270 17+ 4x
19.2a)......... - 19.11a)........ 19.16 c).. 26 10)
19.2 1) 31 19.7¢) it R 19.11b)....... -
0 T 19.11¢)....... 1916 d)... | 77—
19.3 a).. 0,6 — 0,55p 19.7d)........... -
0.6 - 0,55 4] 1912 2) 7 19.17a) .......
19.3b)....... 3] AR 10
19.7¢) . ciinn... Z 19.17b) .......
19.4a)......... 5] 4
7] 1912bh) | 19.18a)..........
19.4Db).......... 0,6 2
) 06] 1978 ’ — 19.08b).
— 19.12¢)......... —
19.4¢)......... o ; 9.12 c) 55 1o10m ;
19.4 d) ...... a) ........... Z 5 . Q)i 1
— 19.124d).......... 3 3
19.4¢e)......... 19.8b)........... Z 19.19b) ........ —
4] 48
194 1) ......... 0,15 19.12 ¢).. ... ... =2
0.15] 080 " ) 5] 1920 ...
7] 198¢).......
19.52).......... 5 ntl] 19.13a)....... et
m 19.21 a
- 19.8d)...... o3| 1918b) .. (1+2a)
19.5Db).......... =
) 10 =1 19.13¢)....... 19.21b) ... |—~
19.9a)........... E L+2a
19.5¢) ceeennnn... E 4] 19.4a) ... 7
4 —_—
19.22 a)......
5 19.9b).......... % 19.14b)........ 2 2
19.5d).......... = L2
) 10 =8 19.14¢)......... 19.22 b). W
1950 i 19.9¢)........... z 19.14 d) ....... : —
D E) 10 19.23 . —a
19.9 d) 7 19.15a) ....... (n+1)(1-a)
5 Od)......... o
19.56) ... 20 19.15b)....... 19.24 a)..
9
19.6a)......... 19.9¢).......... 6| 19.15¢) ... 19.24 b).. |2(1 — )3
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Corrigés

0 a napx0,00+(1l—-p)x0,6=0,00p+0,6—-0,6p=0,6—-0,5p.
19.3 (0] 0,05 1 0,6 = 0,05 0,6 — 0,6 0,6 — 0,55

19.5d) OnaP(AuB)— 1201225+100_ 450 _ 9

500 500 10°
19.5e¢) OnaP(ANB)= 55000 *1—10

195f) OnaP@AnB)=22_9x% _ 9

50 20x25 20

19.7 a) L’énoncé permet de remplir le tableau :

S S | Total
R 25 75 100
R 100 | 300 | 400

Total | 125 | 375 | 500

19.7 ¢) OnaP(SUR):%—’_g%:%:%
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19.7d) OnaP(S)=—=-
) OnaP(8)=75=7
- = 300 3
19.7 OnaP(SNR)=— =
¢ OnaP(ENR) =555 =3
25 1
2 2 2 _ 402 - 2n+2n°+n+n° 3n°+3n 3
19.8 a) Letotalest n”+2n+2n"+n+n+n" =4n"+4n, doncon a P(A) = 12 - an = dn - 1
19.8 b) OnaP(AUB)_n2+2n+2n2+n_3n2+3n_§
: o 4n? + 4n T 4n24-4n 4
19.8¢c) OnaPa(B) o n
’ A T n24n n+1l
19.8d) OnaPp(A) = o _n
: B T 3n24+2n 3n+2
19.9 b) OnaP(CmD):P(C)xPc(D)7§><1:§.
42 8
19.9 d) Les événements C et C forment une partition de 'univers, la formule des probabilités totales donne
P(D) = P(C) x Pe(D) + P(C) x Po(D) = S x L4 L L T
- ¢ c 4727474 16
19.9 ¢) OnaP(D)—l—P(D)—l—l—g
’ N N 16 16
3 « 1
_P(ODNnC) 479 3 _16 6
19.9f) OnaPp(C) P(D) T g X7 =7
16
19.10 b) Ona P(ANB) =P(A) x Pa(B) =0,45 x 0,6 = 0,27.
P(ANnB) P(A)xPa(B) 0,05x0,8
. Pp(A) = = = =0,4.
19.11 a) On a Pg(A) P(B) (B o1 0,
19.11 b) Ona P(ANB) =P(A) x Pa(B) = 0,05 x 0,8 = 0,04.
19.11c¢) Ona P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AUB) =0,05+0,1 — 0,04 =0,11.
- 30 70 7
20 80 4
19.12b) OnaP,(S)=1-P,(5) = ~ 100 = 100 " F
3 8 24 6
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19.12 d) Comme les événements J et J forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités
6 7 55 6 7748 77T 125 5

totales, on a P(S) =P(JNS)+P(JNS) = —

25710700 25 T200 200 " 200 200§

P(S) 5/8 25

19.14 ¢) Les événements A, B et C forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales,
on a donc P(D) =P(AND)+P(BND)+P(CND)=P(A) xPas(D)+P(B) x Pp(D)+P(C) x Pc(D).
D’ou P(D) =0,3 x 0,74 0,6 x 0,6 + 0,1 x 0,3 = 0,21 + 0,36 + 0,03 = 0,6.

P(D) =~ 06  03x2

19.15 ¢) OnaP(ANB) = P(A)xP(B) car A et B sont indépendants. Comme P(B) = 1-P(B) = 10,48 = 0,52,
on obtient P(AN B) = 0,52 x 0,75 = 0,39.

19.16 ¢) Les événements A et A forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales,

on a P(B) = P(4) x Pa(B) + P(4) x Px(B) = 3Jlrx % §+ 212 % é - 12(39+ ot 142((231:?) - 11223142)'
........................................................ e
19.16d) Ona Pp(4) = P(lf(g’)B) - gig - 125:495 8 31671142; - 173493'
36 + 122
19.17b) Ona P(X <4) =0,1+0,15+ 0,2+ 0,01 = 0,46.
- 1 2 3 420
19.18 a) OnaE(X):;xiXP(X—xi):OX1—0+1XE+2XE+3XE:E:
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4
19.18 b) Ona V(X) = E(X?) —E(X)* = fo x P(X = z;) — 2°. Donc, on a
i=1

1 2 3 4

2w a2 292, 0 192, % 52 _9YU
V(X)=0 ><10+1 ><10+2 ><10+3 X 1o 2 10 4

1 1 1

19.19a) OnaP(X =3)=P(X<3)-P(X<2) =5~ =7

19.20 On a E(X +m) =E(X)+m. Or, on a
5
E(X) :in xP(X =2:)=-2x02-1%x03+0x02+1x0,154+5x0,15=—0,740,9 =0,2.
=1

Donc,ona E(X +m) =0 < 024+m=0 < m=-0,2.

19.21 a) Les événements A et A forment une partition de . On a donc
P(B) = P(A) x Pa(B) + P(A) x Px(B)
=d’(1-a)+(1—-d*) xa=(1—-a)a®+ (1 +a)a)=a(l —a)(l+ 2a).

P(ANB) a*(1—a) a
19.21 Pp(A) = = =
9:21b) OnaPs(d) = =5 = T i3 20) ~ 17 2
_ - _ _ - l_n(n+1)_n+1
19.22 a) OnaE(X)fZ;sz(Xfo)f 7lz><n7 5 =
n 2 2
— n 2 6n 4
— 2 — —
Donc,onaV(X):2(n+1)(2n+1) 3(n+1) :(n+1)(2(2”+1) 3(n+1)):(n—|—1)(n 1).
12 12 12
19.23 On a
- . 1 1 < 1 1—ant! 1—amt!
EX)=Y d xP(X=a)=) d - i _ .
(X) Zo:a x P @) ;a n+1 n+1 70(1 n+1 1—a (n+1)(1—a)

19.24 b) On a

V(X)=E(X*) —BEX)*=1xP(X =1)+2z° x P(X = z) — (—z® + 2z)°
=z +a2*(1—z)— (2" — 42® + 42?)
=r42” -’ -2t +42® — 40’ = 2" + 3% - 37 42

=xz(1 -3z +3z° —2°) = 2(1 — 2)*.
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IF'iche n° 20. Droites du plan|

Réponses
2 5
20.108) o 3 20.7C) e y:—fx—ﬁ—i
62 3
................................ —SV2] 207 d) ey =2
20.1 b) o5 0.7 d) Yy 5
5 5
..................................... — 20.8 ). ..\ | ==
20.1 c) 6 0.8 a) 3
20.8 b) ..o
20,1 d) o fg ) [o]
7—3
5 20.8 C) .t V3
2002 ) .. - 3
208 ) ... i (7,7)
20.2 b) 25
................................... - 2 4 1
48 20.9 a) .................... —g gy — 36 = 0
20.2 C) et
2
-3 20.9b) ... —~z+-y—68=0
20.2.d) .. = ) 37757
203 8) 1t Toorsy—ar—o] 200 (424 (= Dy +t+8=0]
e 7] 20.10b).
20.3b) .. y:§x+§ 5 3 3
20.11 a) .. (—2t+1)x—t2y+?t2—§t+120
20.48). i | =52 —9y+3=10]
=] 20:11B) [0]
204b) o Y=T9T T3 20012 (—11, 10)
7 11 106 5
Ba) . —r——y—-——=0
20.5 a“) 15{E 6 Y 45 20.13 a) ............................. (—2,0>
20.5 b) M, 22 25
D D) i e e = —=T — ——
Y7557 7165|2018 b) it <0,7)
20.68). ... V32 +V2y +2V6 =0 —
20,13 C).ui ,—
20.6 D) ... —2v/2 ) (11 11)
6 2014 .. ~5,-2
20,6 C) ..o —2\/§+3£ ( )
: V3
5 20,15 ..o (—3,—\/§>
20.7 Q) e <_3)
20.7 D) oo 3r +2y —5 = 0]
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—7 77 —3m — 8 22 —2m
— 204+ 2V77 20.19b) ....... 5 v
2 m?—8m+8 m* —8m+8
20.16 .............
T4+ TT
—y 20 2VTT 20.20 8). ... ... ... Y= (~6m + 2z +3m® + 1|
4—52 —2—5\@) sim;el%,
2 72 20.20 b) ....
20.17 ... —6m?2 2 _
414+5V3 —2+5/2 6m? +3 9m? — 30m + 13
B ) B) —12m+7’ —12m+7
2
22 — 9 20.21a). .o y =6ax —3a”+5
20.18a)............. % sia¢{—1,1} | |
S 20.21b). ... ’y:4am+2a2+3‘
2018 b).......o |—a® +a* +2a® fa+1] 7,
20.21¢) .o, ( ,12a% — 1)
20.194a)......... m#4—2vV2 et m#£4+2V2 2a
Corrigés
-2 -7 1 7 3 4 2
20.1 a) Ona?xjfi_g—é_g_g
3 7 3 7 6 28 78 140 62
20.1 b) Onag\f*ﬁ\/@—gx%/ifﬁx4\/§—g\f71f3\/§—%\[fa 2=-V2
53 2-3 1 15 5
20.1c) Ona —2—2=2 :7(’5 f _—x—=—
e
20.1 d) Ona_z‘[_m:_Q‘/g_3‘/5:—§.
—V80+6v5 —4V5+6V5 2
o 12 6
20.2 a) On a les équivalences —3+4x —9+6x =0 < 10z =12 <= =z = =5
20.2 b) On a les équivalences —z — = + _,<:>§$ —§—|—f<:>x —= X = a:*—%
4 2 7" T3 577 76 ~ 76 18

20.2 ¢) On a les équivalences suivantes :

V32 —3V12 = V272 — 475 < V32 —3V3z =3 x 2V3 —4 x 5V3 < —2v3z = —14V/3.

On obtient z = 7.

On obtient © = ——.
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20.3 a) La droite (d) est dirigée par le vecteur U(_g) ; elle admet donc une équation cartésienne de la forme

—5z 4+ 3y + ¢ = 0. Le point A(—7,4) appartient & la droite, donc ses coordonnées vérifient son équation. On a
donc —5 X (=7) +3 x4+ ¢ = 0, ce qui donne ¢ = —47. La droite (d) admet donc pour équation cartésienne
-5z 4+ 3y —47=0.

20.3 b) On a les équivalences =5z + 3y —47 =0 <= 3y =52 +47 < y = gx + g

7
15
. )z . , . 106
On obtient ’équation —x — Fy + ¢ = 0. En remplacant x et y par les coordonnées de B, on obtient ¢ = TR
. . . .. 11 106
ce qui donne I’équation cartésienne —zr — —y — — =0

—r— —y———=0 <

7 11 106 uo_ T 106 6 X(7m 106) 14 212
576 45 6 1577 45 Y= 1 =

............................................................. 5\/5
—5V3 )

On obtient une équation cartésienne de la forme —5v/3z — 5v/2y 4+ ¢ = 0 avec ¢ réel. En remplacant & et y par
les coordonnées de A, on obtient ¢ = —10V/6, ce qui donne I'équation cartésienne —5v/3z — 5v/2y — 10v/6 = 0. En
divisant par —5, on obtient v3z + v2y + 2v6 = 0.

20.6 a) La droite (d) est dirigée par Kﬁ(

20.6 b) L’abscisse z du point de (d) d’ordonnée nulle est la solution de I’équation V32 +V2x0+2V6 =0, ce

-2v6
ui donne z = —Y— = —2+/2.
q \/g

20.6 ¢) L’ordonnée y du point de (d) d’abscisse —3 est la solution de I’équation v/3 x (—3) + v2y + 2v6 = 0,

ce qui donne \/§y = —2v/6 + 3v/3 et donc y = —2v3 + %

2

_g ], ume équation cartésienne de (di) est de la forme
3z + 2y + ¢ = 0. Pour déterminer ¢, remarquons que le point de coordonnées (1, 1) appartient & (d1). On a donc
3xXx14+2x1+c=0etdoncc=-5.

20.7 b) Comme un vecteur directeur de (di) est
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V3
2

+ 3y — 7 =0, ce qui donne v/3 — 7+ 3y = 0, c’est-a-dire y = -

20.8 ¢) On cherche y tel que —2 x

20.8 d) On cherche z et y tels que z =y et =22+ 3y — 7 = 0, ce qui est équivalent &4 x = y et —2x+3x—7 =0,
ce qui donne x = y = 7. Le point a donc pour coordonnées (7, 7).

2 4
aussi (d'). La droite (d') a donc une équation cartésienne de la forme —=x + —y + ¢ = 0.

3 5
, . 2 . 4 16
On remplace = et y par les coordonnées du point : ~3 x (—2) + 5 X 54 ¢ =0, ce qui donne ¢ = —4 — 3="73"
2 4 16
On obtient —= —y——=0.
n obtien 3:c + 5y 3
A 9 s 7 /! s . s . 2 4
20.9 b) De méme qu'au calcul précédent, (d") a une équation cartésienne de la forme —3® + £ +c¢=0.

2 4
On remplace = et y par les coordonnées du point : —3 X (—30) + £ X 60 + ¢ = 0, ce qui donne ¢ = —68.

2 4
On obtient —37 + Y~ 68 = 0.

—t+1

20.10 a) La droite (d) est dirigée par le vecteur T[( i+

)7 donc elle admet une équation cartésienne de la
forme (t+2)z+ (t — 1)y +¢c=0.

Le point A(—3,2) appartient a la droite, donc ses coordonnées vérifient son équation, on obtient donc 1’équation
(t+2) x(=3)+(t—1)x24c¢=0, ce qui donne ¢ = ¢+ 8.

La droite (d) admet donc pour équation cartésienne (¢t 4+ 2)z + (t — 1)y +t+8 = 0.

20.10 b) La droite (d) est parallele & I’axe des abscisses si, et seulement si, la seconde coordonnée de tous ses

vecteurs directeurs est nulle, ce qui donne ¢t + 2 = 0, c’est-a-dire t = —2.

t

20.11 a) La droite (d) est dirigée par le vecteur U(—Zt 1

), donc elle admet une équation cartésienne de la
forme (=2t + 1)z — (t*)y + ¢ = 0.

36
Le point A (—f 7) appartient a la droite, donc ses coordonnées vérifient son équation. On obtient donc ’équation

4’7
3.7, 6 , 6, 3, 3
(=2t+1) x( 4) t ><7—|—c—0,cequ1d0nnec—7t 2t+4.
La droite (d) admet donc pour équation cartésienne (—2t + 1)z — t*y + th — gt + % =0.

20.11 b) La droite (d) est parallele a axe des ordonnées si, et seulement si, la premiére coordonnée de tous ses

vecteurs directeurs est nulle, ce qui donne t? = 0, c’est-a-dire t = 0.
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z+y+ 1=0
20.12  Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d1) et (d2) sont les solutions du systéme { Y +11=0
x =0.

1=0 =-11
Or, on a {:c tyt <= {x . D’ou le résultat.

) Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de 'axe des abscisses sont les solutions du
7
-z —y—5= 1
systéme { 33C + 5y 5 0. L’unique solution de ce systéme est (—?5, 0).
y =0

20.13 b) Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de ’axe des ordonnées sont les solutions du

_2 + Ty 5=0 25
systéme 3x 5y ~ . L’unique solution de ce systéme est (07 7)
T =0

20.13 ¢) Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de la droite d’équation y = z sont les solutions

2o+ Ly—5=0
du systeme _3$+ 5y YT,
y ==
75
10 75 g=D
Or, on a 7§x+5y7570 <~ 15x+15x 5 — 11 <~ ;;
) =T y = x y==x Y=
11
. . . . 2r =3y = —4
20.14 Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d1) et (dz2) sont solutions de
—br+9y=7
2r — 3y =—4 10x — 15y — 10z + 18y = —-20+414 3y =—6 r = -5
Ona{5x+9y_7 ‘:*{ 6 — 9y —5x+9y = —1247 r==5 7 \y=-2
20.15 Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d1) et (dz2) sont les solutions du systéme

3V3r —V2y+1=0
—V12z +V8y +2=0.
o 3V3z —V2y+1=0 — 3V3r — V2y=-1 — 6v/3z — 2v2y — 6V3z + 6v2y = —2 — 6
na
—V12z+V8y+2=0 —2V3z +2V2y = —2 63z — 2v2y — 2v/3z +2V2y = —2 — 2

. 42y = —8 . y=-v2
On obtient , ce qui donne 1 V3
43z = —4 r=-——=——
V3 3
20.16 Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de la parabole &2 sont les solutions du systéme
dr+1y==6
Yy = z? 43z — 1.

y=—4x+6
y:x3+3x—1

y=—4xr+6

, lui-méme équivalent a {7,
"+ Tz —-T7=0

Ce systéme est équivalent a {

=7 =77
—— et

On résout ° + 7o — 7 = 0, dont le discriminant vaut 72 — 4 x 1 x (—7) = 77. Ses solutions sont z; =

2
= # On obtient comme ordonnées correspondantes y1 = —4x; + 6 = 14 + 2V77 4+ 6 = 20 + 2V 77 et

Yo = —4dwo +6 =14 — 277+ 6 =20 — 2V 77.
Les coordonnées des points d’intersection cherchés sont donc <7277, 20 4 2+ 77> et <7+277, 20 — 2+ 77> .

T2
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20.17 Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de € sont les solutions du systéme

—zrz4+y+3=0
(x—2)° + (y+1)* = 25.

. - JJy=a-3 Ca L Jy=x-=3
Ce systéme est équivalent a 9 9 , lui-méme équivalent a 9
(z—2)"+(xz—-3+1)"=25 22" -8z —17=0
Les deux solutions de 222 — 82 — 17 = 0 sont xr1 = 4775\/? et xo = %
—2—5v2 -2 2
On obtient comme ordonnées correspondantes y1 = x1 — 3 = %[ et yo =x2 — 3 = %5\[
Les coordonnées des points d’intersection cherchés sont donc (4 _;ﬂ, —2 _25ﬂ> et (4 +25\/§, =2 —’—25\&)

1
20.18 a) On remplace x par a dans I’équation de (d), on obtient ———a + (a2 — 1)y — 2 = 0, ce qui donne

a?+1
a X X 2062 +1)—a 2a%2 —a+2 . o .
(a2—1)y:2—a27+1. Si a # £1, on obtient y = (a2(—1)(a)2+1) ] . Sinon, il n’y a pas de point

d’abscisse a sur la droite.

20.18 b) On remplace y par a — 1 dans I’équation de (d) : %Hx +(@® —1)(a—1)—2 = 0, ce qui donne

r=(2-(a®—1)(a—1)) x (a® +1), cest-a-dire = —a’ + a" +2a* + a + 1.

20.19 a) Les droites (d1) et (d2) sont sécantes si, et seulement si, elles sont dirigées par des vecteurs non colinéaires.

Or, (da) est dirigée par U(‘*“mm)) et (ds) par U(Zm>

Ces deux vecteurs sont colinéaires si, et seulement si, 4(1 —m) x 2 — (—m) x m = 0.

8 — /32
On obtient ’équation m? — 8m + 8 = 0 dont les deux solutions sont mp = — =4-2V2et mo =4+ 2V/2.

On en déduit que les droites (d;) et (dz) sont sécantes si, et seulement si, m # 4 — 2v/2 et m # 4 4 2v/2.
20.19 b) Dans les conditions précédentes, les coordonnées du point d’intersection des droites (d1) et (d2) sont les

4(m — 1)y = —11
solutions du systeme {mx +4(m )Y

20 +my = -2
Or, on a
2ma + 8(m — 1)y = —22 —m’y — 2m +8(m — 1)y = —22 (—m® +8m —8)y = —22 4 2m
— 1 — 1
20 = —my — 2 x:fimyfl x:fimerl
. 2m-22 _ 2-2m
YT T2 8m -8 YT R smts
m(ll—m) x7m2—11m—m2+8m—8
T —m2+8m—38 a m? —8m+8

—3m —8 22 —2m )
m2—8m+8 m2—-8m-+8/°

Le point d’intersection des deux droites a donc pour coordonnées (
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20.20 a) La fonction f est polynomiale, donc dérivable sur R. Pour tout réel z, on a f'(z) = —6x + 2.

La tangente & € au point d’abscisse m a donc pour équation y = (—6m + 2)(z —m) — 3m> 4+ 2m + 1, c’est-a-dire
y = (=6m +2)x + 3m> + 1.

Cherchons maintenant 1’éventuel point d’intersection de cette droite et de la droite (d).

1

, o (-2
—6m + 2), la droite (d) est dirigée par le vecteur v ( )

La tangente est dirigée par le vecteur ﬂ’( 3

7
Ces deux vecteurs sont colinéaires si, et seulement si, —2(—6m +2) =3 =0 <= 12m—-7=0 < m = 13

7
Placons-nous maintenant dans le cas ou m # 13 Les coordonnées (z,y) du point d’intersection de (d) et de la

tangente sont les solutions du systéeme

y = (=6m +2)x+3m> + 1
3x+2y—5=0.

Or, on a
y = (—6m+2)z+3m*> +1 — y = (—6m+2)z+3m*> +1 y = (—6m +2)z+3m> + 1
3x+2y—5=0 3z + 2(—6m +2)x + 62° +2—-5=0 (—12m + 7T)z = —6m” + 3
. —6m” +3
T —12m+ 7
— —6m? + 3

y=(—6m+2) x +3m* 4 1.

—12m + 7

—6m?+3 9m? — 30m + 13)

Les coordonnées du point d’intersection des deux droites sont donc (—12m L “Tom T

7 . . . .
Sim= 13 les droites sont paralleles et donc n’ont pas de point d’intersection.

20.21 a) La droite Ty, a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a), c’est-a-dire y = 6a(z — a) + 3a> + 5.
fs

On trouve ainsi que la droite Tf, a pour équation y = 6azx — 3a% + 5.

20.21 ¢) L’abscisse du point d’intersection est solution de 6ax — 3a® + 5 = daz + 2a® + 3, ce qui donne, si

2 2
-2 -2
ba . Donc, on ay = 4a5a

a#0,z= +2a®+3=10a> —4+2a*> +3 =124 — 1.

a

. (5a®>—2
Le point d’intersection a donc pour coordonnées ( a2 124 — 1).
a
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Réponses

21.1a)........ P F120436] 205 a).. .. 21.12d). ... cX
21.1b) ... 215D) . 21.138) c\eeiiinn
21.1¢). 215 ), BG| (HAZD
5 — 2L183¢) .,
21.1d).... | 5007 — 60z — 28|  21.5d).................. AF —
. 51 2Llda)... (1+2a)AB
21.1e)......... 21.68) ..o - —
21.16) . _ 22y 2(1 — a)AB
21.6b). i [0] —
~1 21.14¢).......... —aAB
21.2a)............. =T 216 ¢) 3
qlq OocC). o 1 21.14 d) ......... 2(1—&)1@}
2¢> —
21.2b) oo — 21.6d). .o o] 5115 B)
21.7a) .o, 0et —2 —
1 21.15b) ...
21.2C) i T 2Th) —
—4 — 21.15¢C) e
7 o1 21.8a) ..o BH =
q- —2q EF
21.2d). ... .. = 21.15d) oo EF
) 20— 1 21.8B)evieeiiii |
21.16a) ................. 27
e R
21.2€).............. TERE 21.16 b) 6
a 21.8d) . iiiii oo 5
-1 — =
21‘2 f) ................ q2 — 1 21 8 e) ................. 21.16 C) .................. ].U
— 33
B 21.16d).............. 27
218 .o ©] **° b 2AB ) 28 "
T (o) 0117 S 1.
21.4a)....... —~AB - -CD — A7a) w==3"
2 4 2110 ..o
1
1—> 1—> —_— > > _ _
21.4b)....... —JAB+5CB|  2L1la)......... AB_AC| 2117Dh).......... U=—7v
1] 2L11b)....... —92AB + 3AC L1,
21.4¢). ..., ~AB - CD 21.17¢) e U=-—gv
21.11¢)........... AB+AC| d) — =
3 — — — T R ) U = —4av
21.4 d) ............... _ZCD 21.11 d) .......... AB + 4AC .
21.18a)......... AB=-CD
1 A2a)
21.4¢). ... AB+ ,CD 2112 a) BE
21.12b) ... 2AE| 21.18b)....... AB=-2CD
21.4f).......... gAB+20D 5 —
21.12¢) .o ZSA 21.18¢)........... AB =CD
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21.19 .......... GA=-5GC| 21.21d)........... 21.23 a). |AG = 1(@@ AC)
— 3

21.20 ........... PN = dppp| 222 (VA + M = 2 2
21.22b)........... BC—oij| 21Dl AG = 5AA

21.21a)....... 7= (a—1)7 — —
21.22¢) ..o 21.23C).0iiii

21.21b).......... U =—av —
21.23d) .oeeneeiiinn
Corrigés

21.1d) Ona —2(3+5x)° —10 = —2(9 + 30z + 252°) — 10 = —18 — 60z — 502> — 10 = —502> — 60z — 28.

q g _  q(1+9q)

-1-q9 _ 2-(10-q9 _ 1+g 1

) T 0—9l+9 (-a(+q (-9(+tg 1-¢

2q—1 2¢—1 2q

17 2q—1 21

21.2¢e) Ona
L2 N 1 :(q+1)2_2(q+1) 1
g+1 (¢+1) (¢+1)? (¢+1)? (¢+1)?
_(g+1)*=2(¢g+1)+1
B (q+1)?
42 +1-20-24+1 ¢
B (g+1)? C(g+ D)
21.2f) Ona — 4 g1 ¢ _49-1l-q_ -l
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21.6 a) On factorise : ¥ = (o +1—a+2+2a)V = (2a+ 3) V. Ainsi, on a les équivalences

=0 < 20+3=0 < a:—g.
21.6 b) On factorise : @ = 2a+1+ (a+1)(a—1)—a®)T=QRa+1+a’>—1—0a*)T =2a7T

21.6 ¢) On factorise :
T=(—(+)+a—-24+a(a+3)T=(-a’—14+a—-2+a>+30)T = (-3+4a)7.

Ainsi, on a les équivalences % = 0 < -3+4a=0 < a=

21.6 d) On factorise :

2—>

T=02"—(a+1)*+2a+1)7T=2a"—a’ —2a—1+2a+1)T =a’7

. . 4 . = 2
Ainsi, on a les équivalences @ = 0 <= a° =0 < a=0.

— — — — &7 —

u:a+lv+(a+1)v—v:(O[Jrl—i—a—&—l—l)v
o« ala+1)\ atala+l), ala+2),
N a+1+ a+1 >U_ a+1 v a+1 v

’ . =g
Ainsi, on a I’équivalence ¥ = 0 <= a=0ou a = 2.

21.7b) Ona 1—a 1—a
T=01+a)T+ 1 T -20=(1+a+ -2
ay, (a=D(a+D)+1-a_,
=(a—1 =
(a +1+o¢) 1+«
-1, ala—1),
l+a  ~ 1l+4a
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21.12 b) Ona%m+%1\ﬁ+gﬁ:%ﬁ+gﬁ:2ﬁ.

21.13b) Ona @ = —3BP +a(AB - PB) +3BA = —3BP + aAB + aBP — 3AB = (a—3)(AB +BP) = (a —3)AP.

Ainsi, on a les équivalences 7 = 0 <= a—3=0 < o =3.

2es 2> s 2o 2-> 2> 2 o
21.13¢) Ona @ = -BF — AR+ 2AR = 2EF — 2AB - “EF + 2AF = (- 2 + &)AR.
©) Onai =3 3G 3 3 3 TG (-3+7%)

[\

=0 < a=4.

7 . r=d
Ainsi, on a les équivalences ¥ = 0 <= —=

w
>R

T =(1-a)AB-BC) - (a—1)AC = (1 — )AB — (1 — @)BC + (1 — a)AC
:(1—a)ﬁ+(1—a)@§+(l—aﬁ
=(1—a)AB + (1 — a)AB = 2(1 — a)AB.
21.14¢) Ona
= 1 1 - —a —= —> a =
= (1- JAC + a(BA + AC)=u=—-AC+aBA + AC =aBA = —aAB
l-« l-«a —a l-«

N
'
=
(=]
(¢}
~—
@)
=]
o
o
9]
o
Q
E.
g
@
B
Q
[}
9]
|
—
=
I
=)
—
Il
S
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21.16 d) On a les équivalences

gu—i—iv— 20u+7) = 3u+4v— 2U — 2 <:>3u+2u— 27 1Y
= T U o g B3
37 4 - 28
21.17 a) On remarque que ¥ = —2 x (—2)AB, d’ou ¥ = —%Tf,
21.17 b) On remarque que 4% = 2CA + 3AB = 7(2AC - SAB) =-7,don U = fif)'.
21.17¢) Ona @ =—AC=—JAB- 1BC=—2AB+ CB=-(2AB - 2CB) = - 7.

» L s ]—

21.17d) Ona @ = 2(AB + AC) = 2AB + 2AC = 2AC + 2CB + 2AC = 4AC + 2CB = —4(CK - 5CB) = —47.

21.18 a) On a les équivalences

|
)
|

“4AD+4BD-DC =0 <= 4DA +4BD+CD =0 <= 4BA+CD =0 «— AB:ZC_ﬁ.

21.18 b) On a les équivalences
3(AD ~ BA) —~3BC+CD = 0 «= 3AD + 3AB + 3CB + CD
= 3AC +3CD + 3AB + 3CB + CD
& 6AB +4CD «— E’:%C_D’.

21.18 ¢) On a les équivalences
CB - 3AB = —2AD + AC <= CA + AB — 3AB = 2DA + AC
—— —9AB = 2DA + 2AC
«— —2AB=2DC < AB=CD.
21.18 d) On a les équivalences
—g(BD—BA):gAD-i—CB — gDB+§BA:§AB+§BD+CB < BA=BD+CB «<— AB=DC.
21.19 On a
GA — 2BC + 3GC + 2BC = GA + 2GB + 2BC + 3GC

Il
>
+
O
Q
Q
+
w
Q
Q

Il
Q
>
4
ot
Q
Q

Enfin, on a I’équivalence GA + 5GC =0 <= GA = —5GC.

21.20 On a
ﬁv’:ﬁ+m+ﬁv’:m’+zm’+§@’
:PA+2AM+gCA—i—gAB:PA—&—QAM—gAM—&—gPA: gPA—i— gAM: gPM.
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a—1

1ﬁ+ (@ —1)(a+1)AC = AB + (o — 1)AC. Ainsi @ = (o — 1)7.

<}

21.21 a) On remarque que (a — 1)

21.21 ¢) On remarque que

(@ —1)T = (a —1)*BX 4+ =1

1C—A>:(a272a+1)ﬂ+(7§
-

= —2aBA + (a® + 1)BA + CA = 2aAB + (o + 1)BA + CA = @.

—

21.22 a) Ona MA + MB = M + IA + Mi + IB = 2MI car IA + IB = 0.

21.23 a) On a les équivalences
GA+GB+GC=0 < GA+GA+AB+GA+AC=70
«— 3GA+AB+AC=0 < AC=

21.23b) Ona T T
AA"=AC+CA" = AC + ;OB = JAC + JAB = SAC.
On en déduit I'égalité AG — %ﬁ .

e

21.23 ¢) On procéde comme précédemment pour obtenir les égalités BG = gBB/ et CG = ECC/' Ainsi, on a

AN BB+ 00 = 2Ad + 2BG+ 2od = 2 (3G + BG + od)

21.23 d) On a

GA' +GB + GC =GR+ AA + GB+ BB +GC +CC'
—GA+GB+GC+AA +BB +CC =040 =

S
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Réponses
22.1a). . 3, +00] _)( ~1 22.138) ..o
22.5b)........ INE]
22.1b).............. —0,3
) ] } o 22.13b) ... ?
22.1¢).ninnnn... |—o0, —1] —
. 225¢) i AB <4a> 22.13C) it V10
22.1d)............. =, 400
) } 7 [ o 22.13d)............. 22"/10
22.5d)....... AB(( B 1)2>
22.1e) i ]—00,2[ @ 22.14a)........... 204 + 2
22.1f L 22.6 a) 7 V10
A —% 75 DA -3 22.14b) ... A
22.2a). ... 2z +1)? 6 — D)
) Grt 7] 226b).. ( —y ) 2214 )i ga
22.2b) ..... ((Bz—1)(Bz+1)]
5 22.6 C) ............. D(7173) 22.14 d) O[n71 2(0{2 + 1)
1
22.2¢C). i, r— — —
) ( 2) 227 8) e PE2D] go15a) i) ®)
22.7b) ... D(1,20
22.2d)........... ... (z +3)? ) (1,20 22.15b) ..o (a)
22.2¢).......... —62(2 — 4x) 22.7¢) i, D<;, 9> 22.15 c) @
22.2f) ... (3= 5o)( +7)] 4 99 22.162) ...oerenn. P
5 22.7d)........ D(5, —5>
22.30). ... AB (2) 2216 b).............. a=l
22.8a) . i a=-1 a
3 22.8b) ... N
22.3b) . 0eiin AB ? o 22T ATl 9
_Z 22.8¢).. ... == 2
1 8 ¢) « 1
=1
V31 22.9 ... [(0.8)=(-2,-1)| 2217b)............ AI(5>
22.3¢)........ AB
44/5 9
- 22.104a)............. (—11) , V2
— 22.17¢)....... Al \2[
2 —9T -7 2
22.4 ... AB ) 22.10b) oo AB=20 -V 1- =2
B3™ 16 2 2
2211 ............ M(3,3> o
—((1-a)? A7 d). IN{E
22.54a)....... AB <(1 g‘) > . 22.17d) AI<22n1>
—2a _
22.12 .. <(a D) ,3a+2>
3 3
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a+tl 22.19a)............ P BG|  2219f)........ (r—1)B'C’
22.18a)....... All 4 l-p
¢4 . 22.208). ... ...... 302 —
22.19b) ........... ——AC
-1 q—1 2
22.20b) ... z
— | 2a(a+1 a
22.18 b).... | Al (1 ) 22.19¢).....oi..... 1iTAB :
22.20¢)...........
ala+1) p °) ala+1)
Ja | - 1
22.18 ¢) ......... Af Ve 22.19d) ... BCl 22.20d)..... a=geta=
2V« —
qg—1
[ (20)"* 1 22.20 e) a=—-ec¢ta=0
22.18 d)...... Al . . 1
—(2a) 22.19¢) |A'B
pg—1
(1-p(g—1)
Corrigés

2 2
22.2 ¢) OnaxQ—x+i:x2—2sz%+(l> :<x—l) .
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1 1 2 .
22.3b) Ona AB 32 31 _agl ¢
11 1
42 4
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22.3 ¢) OnaA—B> 1 — AB 5 1 —AB 45

— gntt _on — 2"(2—1) — 2" AL

= —2a— (-1 -0a°) —=(1-2a+a° (1—a)?

22.5 a) OnaAB( 1- 9% )-AB( 1— 9% =AB 1— 92
1 o 1-a 1

22.5b) OnaAB| %~ _,*" ' | =AB 2—?—2—a) —AB<a+4>.
« "a — a

22.6 c) De ’égalité AB = D;C: on déduit que (73> = <
obtient D(z,y) = D(-1, 3).
22.7 a) On procéde comme dans I’exercice précédent. On obtient ’égalité <:f) = (y T

chacune des deux équations, on obtient D(xz,y) = D(—2,7).

. sr s [ 22—
22.7 d) On obtient 1’égalité (2y ‘4

obtient D(z,y) = D(%, —%)

22.8 b) On calcule les coordonnées du vecteur AB.OnaAB| ¢ +11=2(a 1) = AB —8a+9 .
200 — 2 — (e + 2)

De I’égalité AB = u, on déduit <_§a——z 9) = (_01> La deuxiéme équation nous donne o = 3 et on vérifie que la

premiere équation est vérifiée.
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1 1
. N 2c0 — ( — 7) N 200+ =
22.8 ¢) On calcule les coordonnées du vecteur AB. On a AB 1 2 15 | =AB — 2 15
alat3) -~ 15 "5 15
o 20+ 5 0 1
De I’égalité AB = u, on déduit o 2 15 ] = 1] La premieére équation nous donne @ = —— et on vérifie
2 &2 - 4
2 16
que la deuxiéme équation est vérifiée.
22.9 OnaAB( S~ 36 -1 . De 'égalité AB = 0, on déduit que le couple (a, B) est solution du systéme
2a0+ 28+ 6 ’ ’
a—38—-1=0

d’équations {2 26 4+6=0 On résout ce systéme par combinaisons. On a les équivalences suivantes :
a+268+6=

{a—36—1—0 {:{a—?ﬁ—l {:{a—?ﬁ—(a—kﬁ)—l—(—i’)) (:{5—_1

20+28+6=0 a+pB=-3 a+pB=-3 a+(-1)=-3.
. a=—2
On obtient finalement
p=-1
— 4 — =
22.10 b) On a au + 7 = (4(?; ﬂﬁ). On cherche le couple (o, 3) vérifiant le systéme {_Oéa —Bﬁ 11

On résout ce systéme par combinaisons. On a les équivalences suivantes :

a=2
{4a,3(6a,3)—9(11) — {wa—% —
—6a— B =-11 —6a— 3 =-11 6><26—11<:>{ﬂ

22.11 Notons M(z,y). On calcule les coordonnées des vecteurs MA , MB et MC. On a

ME=(PTF), M= 07" ) et ME= (P07
4-y —2-y -y
5x+6x+15x>_(3x+16>

Les coordonnées du vecteur somme sont
4—y—-2—-y—y 2 -3y

De I’égalité MA + MB 4+ MC = 0, on déduit ( Sx—gij) = (8) On trouve M(j, *).

22.12 Notons M(z,y) les coordonnées du point M. On procéde comme pour V'exercice précédent. Les coor-
, —3+a®—2a+1 -3z + (a—1)? N N v D
= . ’ MB+MC=0
données du vecteur somme sont ( 3y + 3042 ) ( 3y 4+ 30+ 2 De 'égalité MA + + , on
- —1)2 —1)? 2
déduit 3u+(a—1) = 0 . La résolution de ces deux équations donne finalement M u, 3a+ .
=3y +3a+2 0 3 3
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22.13 ¢) On calcule les coordonnées du vecteur AB :ona E( \/\gfi @) La norme de AB est

HEH:\/(\f—x/§)2+(—f—\/§)2:\/3_\/6+2+3+\/6+2:\/m

22.13 d) On calcule les coordonnées du vecteur AB:ona

A—13> 22n+1 _ 2271, B E 22n(2 _ 1) B E 22n
22n+2 _ 22n - 22n(22 _ 1) - 3 x 227l .

La norme de AB est Hﬁ” = \/(22")2 + (3 x2%27)2 = \/10 x 24n = 22"/10.

22.14 a) On calcule les coordonnées du vecteur AB :ona E(a B %) La norme de AB est

1+«

|AB|| = V(@2 —1)2 + (1 + )2 = Vot =202 + 1+ 1+ 202 + at = /20 + 2.

a_2 a
22.14 b) On calcule les coordonnées du vecteur AB:onaAB| 3 —a9 =AB fa . La norme de AB est
3 3

1 Var-1
22.14 ¢) On calcule les coordonnées du vecteur AB:onaAB 2 . 2 . La norme de AB est
at—1 1
5 T3
1 Va?l—-1y2 Va?2-1 1.2 1 2a% -2 20° 2
HABH_\/(2 ) + (5 2)\/2+ T =\ 1T =3¢

n n—1 n—1
22.14 d) On calcule les coordonnées du vecteur AB : on a AB (_aan+la+ a"> = AB (a (Z + i)> D’ou

18] = /(2@ 1)+ (on 20— 1))’
= o2 ((a+ 17 + (- 1?) = /a7 ) = 0" /2@ +1).

. Ce systeme d’équations

k=-17
k=-3
est équivalent a 7 . Comme il n’a donc pas de solution, les droites (AB) et (CD) sont sécantes.
2
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3 -2
22.15 b) On calcule les coordonnée des vecteurs AB et CD : on a AB g et CD 32 . On remarque que
4 3

%8@ = CD. Ces vecteurs sont donc colinéaires et les droites (AB) et (CD) sont paralléles.

— —>
22.15 c¢) On calcule les coordonnée des vecteurs AB et CD : on a

\f_i

—[(2vV2-50\ o f2v2-5v2\ (-3V2 _» A

AB( : _\/5>AB<3\[_\/5>AB<2\/5> et CD ERy =CD
V5

sl

—3V2k =
2V5k =

Sl

Ces vecteurs sont colinéaires si et seulement s’il existe un nombre réel k tel que . Ce systeme

7
V5
d’équations est équivalent a et n’a donc pas de solution. Les droites (AB) et (CD) sont sécantes.

22.17 a) On calcule les coordonnées de AB:ona ﬁ(g_s (_i)> = AB( 4 >

2

— ey — 2
De I'égalité Al = %AB, on déduit que AI( 9) .

22.17 b) On calcule les coordonnées de AB:ona E(?) B 3) = .@)(_2 )

—>

De légalité Al = %A_]3>, on déduit que Ki(_lg))
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— L [2m -2t —/2"(1-2) (2"
22.17 d) On calcule les coordonnées de AB : on a AB g2l _on | = AB =AB .

—> 1-— — [ — n—1
De I’égalité Al = EAB’ on déduit que Al < 222,1,1 )

N N 4o — 200 + 2 200+ 2
22.18 a) On calcule les coordonnées du vecteur AB : on a AB| 3 1 = AB| 1 .
«

De I’égalité Al = §AB’ on déduit que Al la .

—4
4
11 -1
22.18 b) On calcule les coordonnées du vecteur AB:onaAB| @ "’21 0‘2 — AB a(a;— 1)
_1 Ta+ia alat 1)
De I’égalité Al = %E, on déduit que Al 2a(a1+ 1)
ala+1)

, (1t va-1-3va\ _ =(-2Va
22.18 ¢) On calcule les coordonnées du vecteur AB : on a AB( 3o+ Va ) = AB( .

— 11— — [ —
De l'égalité Al = 5AB, on déduit que AI( \/a>

. 2n+3an+1 _ 2n+2an+1 B N 2n+2an+1 ’ ) . (2a)n+1
22.18 d) On a AB 42 n 1. |=AB 41 _n |- On déduit que Al n |-
—2"Ta" 42" 2" —(2a)"

22.19 a) On a les équivalences suivantes :

AB=AC+CB < AB=AB+CB — (1—1 A'B=CB
p p
p 7 N P 5A
= AB:CB@AB:I—BC
—-p
22.19 b) On a les équivalences suivantes :
B'A=BC+CR <= BA=¢BA+CK « (1-¢BA=CA < ﬂ:%Ac
q—
22.19 ¢) On a les équivalences suivantes :
CA=CB+BA « CA=_CA+BA « (1-2)0CA=BR
r r
r—1= —> r —
= — CA=BA < CA= 17TAB.

22.19 d) Décomposons le vecteur B'C’ en fonction de AB et de AC. D’apres les questions précédentes, on a

a1 —_ _ 1 > r

B'C' =B'A+AC = —AC — AB.
qg—1 1—r
r
Ainsi, les coordonnées de B'C’ dans le repere (A, /ﬁ?;, /Té) sont B'C' | " I !
qg—1
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4 Y . -3 >
22.19 e) Décomposons le vecteur A'B" en fonction de AB et de AC : on a

AB —AB+BA+AB = -2 BO+BA-
1—p qg—1

P BR4+ 2 AE+BA- L AC
1—p 1—p qg—1
P \p% P 9 \x& I B pg—1 =
=1+ —)BA4+(—— - ——)AC=——AB + AC.
( 1,[,) (1fp qfl) p—1 (I-p)g—1)

1
- . Ny N B A Ny p—1
Ainsi, les coordonnées de A'B’ dans le repére (A, AB, AC) sont A'B 1
pqg —

22.19 f) Les coordonnées du vecteur r(p — 1)A'B’ sont

r(p—1) .

p—1 B B T1
rp-Dpg—1) | | REEL [T (T: )
(1-p)(g—1) a-1 et

On remarque que 7(p — 1)A'B’ = (r — 1)B'C’ et que les point A’, B’ et C’ sont ainsi alignés.

22.20 a) On adet(%,7) = 2a(a—1) — (—a)(a+1) =22° =20+’ + a = 3a” — .

-1 —2-a 2
22.20 b) On a det(%, ) = ——— — - 14241 =2
) Onadet(d, ¥) = ——— = +2 4
-1 -1 - 1 1
22.20 ¢) On a det(%, ¥) = o me ol

a+l a ala+l) ala+1) ala+1)

22.20 d) On calcule le déterminant du couple de vecteurs; on a

det(d,7) = 2a+1)(a—1) — (—da)(—a+1) = 2a+ 1)(a — 1) + (—4a)(a — 1)
=(a—1)(2a+1-4a)=(a—1)(1 - 2a).

. . . 1
Le déterminant du couple (%@, ¥) est nul si, et seulement si, o = 3 ou o =1.

22.20 e) On calcule le déterminant du couple de vecteurs; on a

_,_,_4oz+17a71_(4a+1)(a+1)—(a—1)2
det(W, V) = 7 ~aF1 (a—D(at1)
3 +7a  aBa+7)

“a—De+l) (a-Dla+1)

2 . —> —> . . 7
Le déterminant du couple (U, ) est nul si et seulement si o = —zoua= 0.
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IF'iche n° 23. Fonctions trigonométriques I

Réponses
2818 23.48) . . E 28.8a). ... ©)
23.1b) .. 2
23.8D) ... ©
23.1C) i 135]  a3ab). V2
2
23.1d) i 210 23.9 ...... (@), ®), (©) et (O
1 2340)
23.28). ... u
3:22) E 23.4d).. 2810 oo ®, @et ®
3m 23.11a) ... 3
23.2Db) i — 23.4€) .. ? a)
23.11b) ..o
2
23.2C). i S| asan. ? 23.11¢) oo [0]
23.11d) ...
L%
om 1
23.2d).. .. < 235 8) 1 :
2 23.11€) ..o —
23.3 a) E V2 V3
2 2 - 2
2
23.5b) .o 5| 23116 —V3
3
23.3b).... T 2350 23.128) et ®)
1
23.3C)0rreei 5T 23.5d) ... —5| 2312B)...... tan(z)
23.5€). i V15
23.3 ). = ) O] 23130y 1
3
— 23.50) ... —% 3
23.3€). i 5 23.13Db) ... —
23.6a). ...
17m 2 -2
23.3f€) .. —_— 23.13¢) ...
6 23.6D) i —? 2 2
m
T 4
23.38) i E 236 0 V2 23.14a) . ..o —3
OC) .o —_—
2
5
23.3h) ... —f 23.14b) ..o
23.78) i () :
67 2315 ..o -
2331 i - 23.7Db) ©) NG
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Corrigés

23.1 a) La réponse doit vous sembler naturelle, mais on peut aussi calculer. Notons 64 I’angle cherché en degrés.
180 x 7 180
3xm 3

La regle de proportionnalité rappelée donne 64 = 60.

23.1 b) La réponse doit vous sembler naturelle, c’est un angle droit. Mais on peut aussi calculer comme ci-dessus

et trouver 4 = M = @ = 90.
2xm 2
23.1 c) On calcule comme ci-dessus. On a 64 = 180 x 3m = 180 > 3 =45 x 3 = 135.
4xm 4
23.1d) On calcule comme ci-dessus. On a 64 = 180 < Tm _ 180 x 7 =30 x 7 = 210.

23.2 a) La réponse doit vous sembler naturelle : c’est la moitié d’un angle droit, mais on peut aussi calculer.
457 s

Notons 6, I'angle cherché en degré, la régle de proportionnalité rappelée donne 6, = %0 -1

23.2 b) On calcule comme ci-dessus. Ona 0, = —— = — = —.

12 2
23.2 ¢) On calcule comme ci-dessus. On a 6, = 120m _ =,
180 3
112
23.2d) On calcule comme ci-dessus. On a 6, = l’zox T

Comment simplifier 7 On multiplie en haut et en bas par 2 pour se débarrasser de la virgule : on a

2257 5 x 457 457 5% 971 5£

"T 360 H5x72 72 8x9 8

12 11 12
23.5 d) Pour se ramener & une valeur plus simple, on a en téte que 5= 2. Ainsi on a Tﬂ = % —% =2r— %
Ainsi sin(n—Tl-) = sin(—E) -1
) 6 - 6 - 2 .
23.5¢) On a de méme =7 16771- - g =81 — - et donc COS(E) =co (—g) =0
- T
23.5 f) On écrit que —— = —27 — —
3 3
T T
23.6 a) Remarquer que — -5 = 4 — 1
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23.8 b) La fonction sinus n’est pas monotone sur [0, 7]. On trouve des nombres qui vérifient les deux inégalités :

par exemple t1 =0 et t2 = g puis t; = % et to = m.

23.10 Examinons chaque proposition (il est vivement conseillé de vérifier chaque affirmation sur un cercle
trigonométrique) :

23.11a) Ona tan(%)

. ™ . oz Loz
Pour I :siz = 7 I’inégalité n’est pas vérifiée.

< cosz, donc l'inégalité est vérifiée.

o|%

Pour I : on a, pour tout x € Iy, sin(x) <

Pour I5 : on a, pour tout = € I3, sin(x) < —

|

1 3 1 o eis
tandis que —5 < cosz, et puisque —% < 5 I'inégalité est
vérifiée.

Pour 14 : I'inégalité n’est jamais vérifiée puisque le sinus est positif sur /4 tandis que le cosinus y est négatif.

T L 5T .
Pour I5 : I'inégalité n’est pas vérifiée pour x = 5 (elle n’est méme jamais vérifiée, & part en - ot ilya
égalité).

, 3m . o : s o
Pour Is : on sépare 'analyse en deux cas. Sur [7, 277} , le sinus est négatif, et le cosinus positif, donc 'inégalité

9m R
est vérifiée. Sur {277, Z} , les valeurs sont les mémes que sur I2, donc 'inégalité est vérifiée. Au final, 'inégalité
est vérifiée sur Ig.

Il
|
wly [wly
~— | ~—

™
sin(f) -
4 2
23.11b) Ona tan(f) = = —1.
) Y es(7) V2
4 2
_ sin(0) 0 _
23.11 ¢) On a tan(0) = cos(0) 1 0.
23.12 a) On a tan(—z) = sin(=z) _ —sin(z) —tan(x)

Réponses et corrigés



23.13a) Onacos’(z) =1—sinz=1— 6= 16

et donc cos(z) = %

tL_Db Ainsi, cos(z) = :I:%. Comme z € [O, g], on a cos(z) >0

23.13 b) On asin®(z) = 1 —cos®(z) = 1—g = % Ainsi, sin(z) = i%, mais comme z € [—g, 0} ,onasin(z) <0

et donc sin(z) = ——= = ——
W="B"
. . . 2 9 16 . . .
23.14 a) On calcule d’abord sin(z). On sait que sin”(z) =1 —cos™(z) =1 — o5 = g5 2insi sin(z) = :I:g.
. sin(x) 4
Or,onax € [ ,0}, donc sin(z) < 0, et sin(z) = —=. On conlut : tan(z) = =—=
cos(z) 3

)y s /T s (@) = sin(a) — 4(1 —sin’(2)) = sin*(z) —> sin’(x)

tan(z) = 1 — sin?(x)
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IF'iche n° 24. Fonctions trigonométriques 1]

Réponses
24.1a).............. {-1,1}
24.1Db)........... {(—v2,v2}
24.1C) .o {0,1}
24.1d)............. {—;,0}
24.1€). .o {-1,2}
24.1f)............. {;1}
24.1g) .. ... {—;l, ;}
24.1h) ... {1,7}
24.2a) ... {-5,5}
24.2b) ... {-2,4}
24.2¢) ... {—2, ;}
24.2d)............ {1 i}
24.2¢). ... {1,191}
24.2f)............. {—4, 2}
24.3a) ..., {—\/3, \/3}
24.3b) .. |]—o0,~1[U]1, +oc]|
24.3¢C). i ]—3,1]
24.3 d) }—oo —ﬂ U1, 400
24.3€) .. B, 2}

24.6b). .. [0]
24.6C) ..
24.6d).. ... %
24.6€). ... —V3
24.6 ) ..o
24.7a) o (@
24.7D) i (a)
24.7C) e @
24.7d) i (©
24.82) . .t sin(z)
24.8b). ... —sin(z)
24.8¢C). i — cos(x)
24.8d). ..o sin(z)
24.8¢) ...t cos(z)
24.8f).............. — cos()
24.98). .. M)
24.9b) .o (a)
24.9¢C) ... (©)
24.9d)..... @
24.10a). ... ©
24.10b) ..o (©)
24.10C) .0 M)
2411 a). ... ©
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24.11b) ..o © V6 +/2 sin(a) cos(b)
24.13¢) ...l — | AP TG ) cos(a)

24.12 a).... ‘COSQ(G,) — sin’(a) ‘ N 24.15 a) cos(57)

24.12b)....... 2sin(a)cos(a)] 243D 1 o
24.15b) ... sin(7x)

6 — /2 cos(a) cos(b)
24.13a) ...l q 24.14 a).... + sin(a) sin(b) 2416 ... @
24.13b)........... M
Corrigés

24.1¢) Soit z € R. On a les équivalences #° =z <= 2° —2=0 <= z(z—1)=0 <= z=0ouz=1.
2421) Soit # € B On a los Gquivalences [p— 1| =3 = o~ 1 =3owr— 1= 3 < z—done= 2
243a) Soit 2 € B On rappelle ai'on a V¥  [s]. Par croissance de I fonction racine carrée, on a los
équivalences z° < 3 <= |z| < V3 <= —V3<z< V3.

243 b) .. SOlt x e R On ales eqmvalences x2 > 1 <:> . |x| > 1 <:> x > 1 Ou x < 71 .................................
243 C) ..... SOlt z e R On ales equlvalences |x+1| < 2 . <:> _2 < x + 1 < 2 <:> _3 < x < 1 .......................

24.3 d) Soit z € R. On a les équivalences

[dx 4+ 1|25 < 4dx+1>250udr+1< -5 <= 4dr>4oudr < —6 < m)louxé—g.

(f2x+3)2<4<:>\72m+3|<2<:>72<72x+3<2<:>75<72x<71<:)%gxgg.
5 1 1 5 1 1 7
24.3 f)  Soit R. On a les équival = — > —= -—< = = -,
) oit x € n a les equivalences 6 x)<3 — 3<x 6<3<:> 2<Jl:<6

1
24.4 a) D’apreés le cours, on a cos(g) =5 On peut aussi s’aider d’une lecture sur le cercle trigonométrique

pour répondre. Dans les calculs suivants, on procéde de méme.

5 2
24.5a) Ona cos(%) = cos (7:' + E) = —cos(%) = —g. On peut retrouver ce résultat par lecture sur le

cercle trigonométrique. On proceéde de méme dans les calculs suivants.

W~
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24.7 a) Par lecture graphique sur le cercle trigonométrique, on voit que sin(—z) = —sin(z). On procede de

méme dans les calculs suivants.

24.8 a) Par lecture graphique sur le cercle trigonométrique, on voit que sin(w — ) = sin(x). On procéde de

méme dans les calculs suivants.

1
24.11 a) La fonction associée a la courbe, notée f, vérifie f(0) = 3 Cela élimine les propositions @ et @

On a de plus f(g) < 0, ce qui élimine la proposition @

4 6 4

cos<5—7r) = COS(E + E) = cos<z> cos(z) - sin(i) sin(z) = Qﬁ — \/51 = V6 — @
12/ B T2 02 2 4’
24.13 b) En appliquant les formules d’addition en Z et %, on obtient

() o + 7)) () () () - £+ 1R

24.16 On a
. . . sin(a) cos(b) sin(b) cos(a)
tan(a+b) = sin(a+b)  sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)  cosla)cos(®) T cos(a)eos®) _ tan(a) + tan(b)
- - _qi i ~ cos(a) cos(b) sin(a)sin(b) 1 _— :
cos(a+b)  cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b) Conias ot — Lnedsing) 1 — tan(a) tan(b)
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Ficl 555 Produ e T

Réponses

251 8) e © 25.4b). ... (6] 25.90) ..., y:7%z7?
47
25.4C) i —

251b) ................... @ 5 C) 17 259b) .......... y:3x_50
11

25.1C) i ©| 955 8) o) Lonl 25.108) ... [0]

25.10b)..............
25.1d)... ®) T

25.5 b) .............. Z ou § 25.10 3 15

25.1€) .. @) A0¢) YT
25.6 _2,.8

25.28). ... oui| 290 YTEU T 25104d). | (any) = (_;Z)
25.2b).....i oui 3 7
i 25.7a).......... Yy=-x— —

25.2 C) ................... oui 4 4 25.11 ..... T = g ouzx= _g
25.3a). .. oui 25.7b)........ y =4z — V7

25.3D) .. oui 25'12""1’:\/50“1’:_\/3‘
1 V2
25.3C) i non 25.7¢) .ot Yy=5r =~

5
25.48) . ... -3 25.8 .......... y=—Vbr+4
Corrigés
— - 1-2 —1 — - —1_2 -5
25.1a) OnadB= (""" "")= - et 2AC =2( 77T ) =g 2 = :
YB — ya -2-3 -5 Yo —yn -2-3 -9

— — -1 -5
Donc, P =AB +2AC = = .
onc, on a p + <_5) + (_9) <_14

25.1 b) On a les équivalences suivantes :
(2 —3)(=bx+15)=0 < 2z —3=00u —bx+15=0 < =z =

On trouve {373}.

dr+5 9r—2 5M@r+5) 309r—-2) 20x+25 27x—-6 20z+25-(27z-6) 31 7

3 5 15 15 15 15 15 15 1B

4x107"x6x107° _ 4x6x107" x107° _ 24
5x 103 - 5x 10-5 5

10747575 — 48 x 107°.
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25.2b) OnaW-v = (72) X % + % X % = 0. Donc les vecteurs U et ¥ sont bien orthogonaux.

25.3a) Onad@-T=7x10"%x4x10"+4x10° x (=7x107%) =28 x10"* =28 x 10~* = 0. Donc les vecteurs
U et ¥ sont bien orthogonaux.

25.3b) Onau-v =uzx 2 + 3 X (7%) =2 —2=0. Donc les vecteurs ¥ et ¥ sont bien orthogonaux.

25.3c¢) Onaw-T=(@—-2)xx+2)+@B+z)xB3—z)=2>—4+9—2°=5. Donc les vecteurs ¥ et T ne

25.4a) Ona u-7 = —6x — 15. Donc, on a l’équivalence @ - ¥ =0 < z = —% = —g.

n = T 2 —2 —24 4x — 24
254b) Onaw- f(_)xf 2><(x 4) 2 8 x + 6x €T 2
Jonc, on 7.7 24 3

c, a les équivalences W+« v =0 <= 4dr—24=0 < x = 6

>y _ L1tz 3 z—1 3r+3 2x—-2 152 +15 - 32z + 3 —17x 447
25.4 O . — 2 A
c) nauesv 5 X — 4+ ( ) = - 2 7

D()IlC, on a les équivalences UV =0« —17x 47=0 < =z 41‘ .

Donc, on a les équivalences suivantes :

BT =0 e 16— 642> = 0 = 642° = 16 = 27 — 10 _

T T=Mr—T)x 4z —T)+(x+1)x (200 —35) = (4o —T7) x (4o —7)+5(z + 1) x (4 —7)
=4z —7)4x —7+5(x+1)) = (de — 7)(dx — 7+ 5z + 5) = (4= — 7)(9z — 2).

Donc, on a les équivalences suivantes :

o N

TeT=0<= dx—-T)92—-2)=0 <= 4z —-T7=00u9z—2=0 < ngoux:

25.6 Une équation cartésienne de la droite (d1) est donnée sous la forme : —2z + 5y + ¢ = 0.

Or, on a les équivalences suivantes :
A(—6,—4) appartient & (d1) <= —2x (—6)+5x(—4)+c=0 < 12—-20+c=0 < c=38.

Une équation cartésienne de la droite (dy) est ainsi —2z + 5y + 8 = 0.

L’équation réduite de la droite (di) est donc y = %x — g
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25.7 a) Une équation cartésienne de la droite (d2) est donnée sous la forme : 3z — 4y + ¢ = 0.

Or, on a les équivalences suivantes :

1 1
B(g,—%) appartient & (d2) <~ 3><§—4>< (—g)—i—c:O < 1464+c=0 < c=-T.

Une équation cartésienne de la droite (d2) est ainsi 3x — 4y — 7 = 0.

L’équation réduite de la droite (dz2) est donc y = %m — Z

25.7 b) Une équation cartésienne de la droite (d3) est donnée sous la forme : 4o —y + ¢ = 0.

Or, on a les équivalences suivantes :

C(V7,—3V7) appartient & (d3) <= 4VT+3V7+c=0 < c=—-TV7.

Une équation cartésienne de la droite (ds) est ainsi 4z —y — 7v/7 = 0.

L’équation réduite de la droite (ds) est donc y = 4z — 7.

25.7 ¢) Une équation cartésienne de la droite (d4) est donnée sous la forme : —2z + 4y + ¢ = 0.
Or, on a les équivalences suivantes :

3 1 3 1
D| ==, — | appartient & (d4) <= —2X —=4+4X —=4c¢=0 < —-3vV2+2V/2+¢c=0 < c=+V2.
<\/§ ﬁ) PP (da) V2 V2

Une équation cartésienne de la droite (d4) est ainsi —2z + 4y + V2=0.

V2

1
L’équation réduite de la droite (d4) est donc y = PRAEE

1 5
25.8 Un vecteur normal & la droite (D) est 771'(_\@) ; donc, un vecteur normal a la droite (ds) est na ({) .

Une équation cartésienne de la droite (ds) est donnée sous la forme : Vbz + y+ ¢ = 0. Or, on a les équivalences
suivantes :
E(V5,—1) appartient & (ds) <= V5 xVb—1+4+c¢=0 <= 4+c=0 < c= —4.
Une équation cartésienne de la droite (ds) est ainsi vbz +y —4 = 0.
L’équation réduite de la droite (ds) est donc y = —v/5x + 4.

—(2—-(-1 3
25.9 a) Le vecteur AB (6 E 3;) = <9> est un vecteur normal de la droite (ds). Une équation de la droite
(de) est donnée sous la forme : 3z + 9y + ¢ = 0. Or, on a les équivalences suivantes :

A(=1,-3) € (ds) <= 3x (—1)+9x (=3)+¢c=0 < c=30.
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1-6
(d7) est donnée sous la forme : 15z — 5y + ¢ = 0.

— (17 -2 15
25.9 b) Le vecteur BC( ) = ( 5) est un vecteur normal de la droite (d7). Une équation de la droite

Or, on a les équivalences suivantes :
C(17,1) appartient & (d7) <= 15 x17—=5Xx1+c¢=0 < ¢ = —250.

Une équation cartésienne de la droite (d7) est ainsi 15z — 5y — 250 = 0. L’équation réduite de la droite (d7) est
donc y = 3z — 50.

11 3,1
— —5+3 0 — 5+3 2 — =
25.10 a) OnaAB—( 2 2) = <3> et AC = (2 2) = <0>.Donc, onaAB-AC:OxQ—ngO:O.

)etBD:( :).Donc,onaAB-BD:OX($+2)+§><( —é):§ ——5.
T2

25.10d) On a AB-AC = 0. Donc les vecteurs AB et AC sont orthogonaux. Autrement dit, on a BAC = 90°.

Ainsi, le quadrilatere ABDC est un rectangle si, et seulement si, ABD = ACD = 90°. Donc, on a les équivalences
suivantes :

ABDCestunrectangle<:>A_C’-@>:Oetﬁ-]§5:0<:> Zm+1150
2V =0
2 = —1 g1
= 93y3 15 = 152 2 5
YT YTTT3T 2

25.11 On a, pour tout z € R, f'(z) = 2z + 2v/2. Par conséquent, un vecteur directeur de la tangente de la
— — 1
fonction f au point d’abscisse x est vq <f’%x)> =0 (21: n 2\/§>

s 1
De méme, la tangente de la fonction f au point d’abscisse —x a pour vecteur directeur v ( 93 +2 \/§)

Pour conclure, on remarque qu’on a les équivalences suivantes :

WL = 14+ 20+2V2)(—25+2V2) =0 < 8—4z” =—1

2 _ 2_ 9 3 3
<— 4z —9<:>w—4<:>m—20um— 3"

25.12 Pour commencer, vérifions que deux droites de pente p et ¢ sont perpendiculaires si, et seulement si,
. . . 1 1
pq = 1. Ces droites ont pour vecteurs directeurs respectifs 17{<p> et E(q)

Comme 07 * U5 = pq + 1, on en déduit le résultat annoncé.

Pour tout # € R, on a f'(x) = 2z + b. Les tangentes aux points d’abscisse 1 et —1 sont perpendiculaires si, et
seulement si, f'(1) x f'(=1) = —1. Pour conclure, on remarque qu’on a les équivalences suivantes :

FAOxf(=1)==1 <= 24b)(-2+b)=—-1 <= b’ —4=—-1 <= b’ =3 <= b=+3oub=—3.
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Ficl 556 Produ aire 11

Réponses

32

26.1a) ... ..o -=

a) 5

7
26.1b)..............

6.1b) 53 x 29
26.22) . ..., x° — 32
26.2b)............... 8 —1
26.2C). .0 2"+ 1
26.32). ...
26.3D) ... (©
26.4a). i ©
26.4Db). .. @
26.52) ... ?{G)
26.5b) ............... ﬁ’@)
26.5C). ... ﬁ(_32>
26.5d).............. ﬁ(%)
26.62). ... [9]
1

26.6b).................. —=
) 2
26.7a) ..o ﬁ(g)
26.7b). ..., a’(_;’)
26.7C).. .. 17(:;)
26.7d).............. ﬁ’(;’)

26.7€) .. 1_[<?)
3
1
2670 ()
26.78) e a’( 72)
6.7 1) oo ﬁ(\@)
—T
26.82). ... (a)
26.8b). ... @
26.8C). it ©)
26.94a)............. (@) et (b)
26.9b)............ ® et (©)
26.9C) ... ®)
26.10a) ..o, oui
26.10b)................. non
26.10C). ..., oui
26.10d).........oinnl non
26.11a)..........
26.11b)...... £—2y—5=0
26.11¢c) ... 5x77y7%:0
26.122).............. H(2,2)
26.12b).............. H(1,5)
26.132)........... a2 o
55
26.13b)........ a2 3
100 5

22 4+ y% — 2ex

22 4y
—10z —4y =0

2?4yt
8r—6y+15=0
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arp +bya +c b 2 2
26.20 d).... |- TATWATCl 96200)..... lacatbyatel) Py
a?+b Va2 + 52 22 . -2 =
26.21 ......... r+y—5=0
Corrigés
3200 % 810 3200 x 230 32
26.1a) Ona EEEE =S =5
26.1b) Ona
(2x25)3 _5°x27°  7x2 7
102 x 5 T2 x 56 722 x 53 7 B3 x 29
28

m—+ 1

26.6 b) onaﬁa’< )

> donc AB-7 = —2(m + 1) +1 = —2m — 1. Les vecteurs AB et 7 sont orthogonaux

si, et seulement si, m = —5

26.7 a) Une droite d’équation cartésienne az +by+c = 0 a pour vecteur normal 7 et pour vecteur directeur
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26.9 a) La droite (D) a pour équation  —y = 0 donc TT{<_11> est un vecteur normal & (D).

Donc, le vecteur 73 = —n7 est également un vecteur normal & (D).

26.9 b) La droite (D) a une équation du type y + ¢ = 0, ou ¢ € R, donc ﬁ;((l)) est un vecteur normal a (D),
donc 73 = —n3 aussi.

26.10 a) Deux droites sont perpendiculaires si, et seulement si, des vecteurs normaux a ces droites sont orthogo-
. N 1 N
naux. Ici, 771’(_31> est un vecteur normal & (d1) et 775(3> est un vecteur normal & (d2).

Onani+nz=3x1+(-1)x3=3-3=0, donc (d1) et (d2) sont perpendiculaires.

26.11 a) Un point M(z,y) du plan appartient a la droite si, et seulement si, AM .7 = 0, c’est-a-dire si, et
seulement si, 2(z — 2) + (y + 1) = 0, soit 2z +y = 3.

26.11 b) On procéde comme précédemment. On a ici AM-7 = —2(zx —1)+4(y+2) = —2z + 4y + 10.

26.12 a) On note (a,b) les coordonnées de H. Le point H appartenant & la droite (d), on a a — b = 0.

Par ailleurs, le vecteur 7 ! > est normal & (d) donc ﬂ’(l

-1 1
d’ot (a—1)+ (b—3) =0, soit a + b = 4.

) est un vecteur directeur de (d). On a donc MH- % = 0,

Les relations a — b =0 et a + b = 4 permettent d’obtenir a =2 et b = 2.

26.12 b) On constate qu’on est dans un cas particulier ou le point M appartient & la droite (d), donc son projeté
orthogonal est lui-méme.

26.13 a) On note (a, b) les coordonnées de H. Le point H appartenant a la droite (d), on a 3a — 4b = 0.

Par ailleurs, le vecteur 7 f’ 4

d’ott 4(a — 1) + 3(b —2) = 0, soit 4a + 3b = 10.

> est normal & (d) donc @ (g) est un vecteur directeur de (d). On a donc MH-%@ = 0,

3 p— O
o 3a—4b=0 b=7a ~5
Or, on a les équivalences = 25 =
4a+3b=10 =10 a 8
4 5
. . 8 6
Les coordonnées du point H sont donc (5’ g)
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4da+3b—-9=0
26.13 b) De méme, les coordonnées (a,b) de H vérifient le systéme { b — 21 , dont 'unique solution
27 3 2
t d =—etb=——.
est donnée par a = 10 © E

1 3
26.14 En procédant comme précédemment, le projeté orthogonal de M sur (d) est H(f —7>.

La distance entre le point M et la droite (d) est donc égale a

YL Une équation cartésienne de (BC) est donc

3z —2y+c¢ =0, ot ¢ € R. Comme le point B appartient a la droite (BC), ses coordonnées vérifient 1’équation donc
ona3dx(—4)—2x(=5)+c=0, dou ¢ =2. Ainsi, une équation cartésienne de (BC) est 3z — 2y + 2 = 0.

26.15 On a 1?6(3) donc un vecteur normal & (BC) est 7@

On note H(a, b) le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC). D’une part, le point H appartient a (BC) donc
on a 3a — 2b + 2 = 0. D’autre part, les vecteurs AH et BC sont orthogonaux donc on a

0=AH.BC =2(a+10) + 3(b+ 1) = 2a + 3b + 23.

Or, on a les équivalences

3a — 2b = —2 3a — 2b = —2 b &
. 13 65 <~
204+ 3b=—23 LocLy-2L, | b=—— a = —4.
Les coordonnées du point H sont donc (—4, —5).

La distance entre le point A et la droite (BC) est donc égale a

H = /62 + (—4)2 = V52 = 2V/13.

26.16 a) On a les équivalences suivantes :

M(z,y) €€ = (- (—1)°+(y—-27=2° <= 2°+y* +22—4y+1=0.

26.16 b) On a les équivalences suivantes :

2 2 755\ 2
M(z,y) € € <= (:vf(f%» +(yf%) —(;22> — 2+ +z—-Ty—18=0.

26.16 c¢) On a les équivalences suivantes :

M(z,y) €€ = (z—e)’ +(y—2)° = (\/5)2 — 2ty —2ex—4y+e’—1=0.

26.17 a) Onaz’+y° —4dz+6y—3 = (2> —2xxx2+2%) =22+ (y°+2xyx3+3*)—3°—3 = (z—2)>+ (y+3)*— 16.

Le cercle considéré a donc pour équation (z — 2)2 + (y+ 3)2 = 42, En particulier, son centre a pour coordonnées
(2, —3) et son rayon est 4.
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26.19 a) Le centre de € est le milieu de [AB] : c’est £2(2, 3). Le rayon de ¥ est la distance

OB =+/(5-2)2+(7T—-3)2=+9+16 =5.

Le cercle ¢ a donc pour équation (z — 2)2 + (y— 3)2 =52,

26.19 b) Le cercle € a pour rayon QO = \/(0 —5)24(0—2)%2 =+v29.

Le cercle ¢ a donc pour équation (z — 5)2 +(y— 2)2 =29 donc 2> — 10z + y* — 4y = 0.

26.19 ¢) Le cercle ¢ a pour rayon OB = \/(—1 —(=4))2 + (2-3)2 = V10.

Le cercle € a donc pour équation (z + 4)* 4 (y — 3)* = 10 donc z° + y° + 8z — 6y + 15 = 0.

26.20 b) On a ﬁ(zH _;j:) et k:?z’( a) donc xg = wa + ka et yu = ya + kb.
g —

26.20 d) Le point H appartient & la droite (D) donc on a

O:a(xA+ka)+b(yA+kb)+c:axA+ka2+byA+kb2+c.

axa +bya +c
a2 + b?

On a donc k = —

]aa:A + bya + C‘

&+ 1R

26.20 e) La distance de A a (D) est AH = ||k7|| = |k| x || 7| = |k|\V/ a? + b2 =

26.21 Le cercle € a pour centre (1,2) et pour rayon v/2. On note (T') sa tangente au point A.

Un point M(z, y) appartient & (T') si, et seulement si, les vecteurs AM et QA sont orthogonaux.

Or, on a AM-0A = (z —2) 4 (y — 3). Une équation de (T') est donc z +y —5 = 0.

-3 X .
7) et pour rayon la distance du point 2 a la droite

26.22 Le cercle considéré, noté ¢, a pour centre ) (—2,
(D), notée r.

Gréace a la formule générale de la distance d’un point & une droite, établie dans un exercice précédent, on a

B |$n+2yn—5’ _ 10

Wices - aaiaiv-Akats

T

2
2
Une équation de % est donc (z + 2)° + (y + g) = (2v/5)? donc z° + y° + 4z + 3y + IS = 20.
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IF'iche n° 27. Logique|

Réponses
271 8) e (64 4 112c+ 49|  27.6 d)... [« La fonction f n'est pas croissante » |
27.1D) ’4@2 — 24z 4 36 ‘ « La fonction atteint au moins
27.6¢)...... une valeur négative
27.1 C) ............................... 25y2 — 81 (au sens 1arge) »
4
27.1d) . §m2 - gr+i21 27T Q) e (©
27.1 e) ......................... x4 _ 5LU2 +4 27.7 b) ..................................... @
2T L) oo ot esa?y gt 2o ®
27.28) . Y 27T d) ®)
Y
272b) $3—l‘2—6$+24 278&) ..................................... @
. @D 2DEED | g by e ()
27.2 ¢) =2
fZC) - 27.8C) oot M)
27.2d).c 2709 8) . ©
27,3 8) i non
27.3 D) oui ZT9D) . @
278 C) et oui 27.10@) ...
27.3d) i non|  27.10b) ...
2728 €) et non DAL 8) oo @
278 0) o oui
274 Q) non 2711 D) e @ et @
274 D) o non 2TALC) oo @ ot @
274 C) e oui
27.028) e
27.4d) . oui
2712 D) i fausse
2705 A) e oui ) -
275 D) oo on 2702 C) i fausse
2. 1 e f
27.6 a) « Au moins un bonbon du sac 13 anx
R n’est pas rouge » 2714 a). ...l ’3x €eFE, Jy>20, zy<l1 ‘
27.6D)...... ’ « Tous les éleves ont un age pair » ‘ 27.14b) [Ja €1, I e, (a <bet fa) > f(b))
« Il existe un nombre entier
27.6¢)........ divisible par 4 mais 2. 1D @
qui ne se termine pas par 4 »
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Corrigés

27.1a) Ona (7+8c)°=T7"+2x7x8c+ (8¢)® =49 + 112¢ 4 64¢* = 64¢> 4 112¢ + 49.

(zy — 2 + ") @y +2° — y°) = (wy — (2° — ")) @y + (2 — y%)) = (x)® — (2 —*)*

= 2%? — (o — 22%2 + %) = —a? + 302y — gt

T 2x —y T 2 —y T _2z—y
wy—y?  awy—a2* yle-y) zly-z) yl@-y z(@-y)
_ 2 2wy—yt 2 -2my+y’ (g’ w—y
vy(x—y) ay(r—y) zy(r —y) wy(z—y)  wy
27.2b) Ona
z? N 6 N 1L _ oz 2 N 1 z2-2)2+2)+2x—-4)2+2)+1(z—4)(2—1x)
22 —4r  6-3r z+2 x—-4 2—x x+2 (z—4H2—-2)2+=x)
7—1:3—‘,—1:24—630—24
(x —4)(4—2?)
27.2¢c) Ona
20 +y 16x n 2z —y  2rx+y 16x " 20 —y
202 —xy  y?—422  2224zy  x(z—y) (y—2x)(y+2z) z(2z+vy)
_ 2z+y 16x n 2 —y
2@z —y) (r-y)(2z+y) (2 +y)
(2z 4+ y)? 1622 2z —y)?

Tz —y)Rz+y) x(r—y)(2z+y) + z(2z — )2z + y)
2z 4y)? —162° + (22 —y)?
B x(2z —y)(2z +y)

2y? — 8x? —2(4x® —y?) -2

2z —y) 2z +y) x(r2-y2) =z
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27.2d) Ona

2 2 2,2 _ 2 .2
(x“’ﬂ/)x<1+ 2 )_w(ﬂc+y) oy oyt _wy-y zty
Tty y(x —y) r+y = ylr—vy)

T+y y  z—y

27.3 a) La proposition « 7 est impair » est vraie, mais pas « 5 est pair ». Il est donc faux de dire que les deux

sont vraies.
27.3 b) Il est vrai de dire que, parmi les propositions « 5 est pair » et « 7 est impair », au moins une est vraie.

27.3 ¢) Les propositions « 12 est un multiple de 4 » et « 12 est un multiple de 6 » sont vraies, donc au moins

I'une d’elles est vraie.
27.3 d) Aucune des deux propositions « 12 est un multiple de 5 » et « 12 est un multiple de 24 » n’est vraie.

27.4 ¢) Sia et bsont pairs, alors il existe n € Z et p € Z tels que a = 2n et b = 2p. L’entier a + b = 2(n + p) est

27.6 a) La négation de la proposition « pour tout x, la propriété P(x) est vérifiée » est « il existe = tel que P(x)

n’est pas vérifiée ».

27.6 b) La négation de la proposition « il existe z tel que la propriété P(x) est vérifiée » est « pour tout z, P(x)
n’est pas vérifiée ».

27.6 ¢) La négation de P = @ est : P et non(Q).
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27.6 d) Attention! La négation de « la fonction f est croissante » n’est pas « la fonction f est décroissante ».

En effet, certaines fonctions ne sont pas monotones.

27.6 ) Attention! La négation de « la fonction f est & valeurs strictement positives » n’est pas « la fonction f

est & valeurs négatives ». En effet, certaines fonctions peuvent prendre des valeurs positives et des valeurs négatives.

27.9b) Soit n € N. On a les équivalences n” =n <= n(n—1)=0 <= n=0oun=1.

27.10 a) Les réels x = —5 et y = —3 vérifient zy > 0 mais = < 0.

La négation de la proposition en question (qui est « 3z € R, Jy € R, xy > 0 et (x < 0 ou y < 0) ») est donc vraie.

27.12 b) Soit y € N. L’entier naturel = y + 1 vérifie = > y.

La négation de la proposition en question (qui est « Vy € N, 3z € N,z > y ») est donc vraie.

27.13 En effet, la négation est : « Je > 0, Vno € N, In > no, |un — €| = & ».
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Fidl 558 Théoric d bles

Réponses
14 — O6b).. i
28.18) e _A) 2830 |-c0,0[]  28.6D) —
15 9 1 28.6C) i non
3 283d)........... ]—, .
28 b) o : ) 10°12] 28.6d) ... non
s 28.7a) .o a>2
4 _9 _
28.1C) i - 28.4a).......... r e } 2,3 287 D) i a<1
r 28.7C)eiiiiii a<l
B -2 - =
28.14) 28.4D) ... }3776 ,5”93 . —
28.2a).........c... (x —3)? I “z
13 7 2
28.2b)....... ’3(:5—2)(96—1—2)‘ 28.4¢C)............ [—7,3 28.84a)........... }—3,4-00
1\* :
- 11 28.8b)............ —
28.2¢C).. ... <m+ 2) 98.4d). . . L 10 ) [=5, +o0]
6" 21 -
28.8 ¢) ]—oo 1
283 a). ... . L:’%o[ 28.58). 0o oui] TG 30
28.5Db) . non -
28.8 d) 2 4
. 8d)... —, 400
28.3D). ..o } oo, ﬂ 28.5C). i oui 15’
285 d). oo non
289 [vois corrigd]
28.68)
Corrigés
28.3 ¢) Soit  non nul. Alors, on a les équivalences suivantes :
1 1 2/1 3 1 1 2 1 1
355G 1) =i s = H s

28.4 a) Soit x un réel. Alors, on a les équivalences suivantes :
1
242x€]-2,3] <= -2<2422<3 <= —4<2z<1 <= 72<x<5.
28.4 b) Soit x un réel. Alors, on a les équivalences suivantes :
3m 3m — 3m—2
3x+1>7c>3x> = x> 6
A L. om 5m — 3 57 —3
De méme, on a les équivalences 3z + 1 < 3 = 3z < = < 9
3m 5w 3m—2 57—

Ainsi, ensemble des réels = vérifiant 3z 4+ 1 € } 53 { est }
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28.5 b) 1l faut savoir si g < 1—72 Or, on a I’équivalence % < 1—72 <= 36 < 35. Donc, l’inclusion est fausse.
1 13 26 . . .
28.5d) On remarque que 3 + 1-1- %8 Comme la borne de droite est exclue dans le deuxiéme intervalle,

I’inclusion est fausse.

< ? Or, 2+ 8 = %, et on a les équivalences

28.6 b) 1l faut savoir si 2 + 3

wl oo

%é%?) — 2x14<3x13 <= 28<39.

Comme on a 28 < 39, l'inclusion est donc vraie.

28.7 ¢) Comme a > 0, on a les équivalences suivantes :

[\/a,JrOO[C [a2,+oo[ — Vazad® <= 1>av/a < 1>a.

28.8 b) On a les équivalences suivantes :

a 1 a 1
—00,2 42| n |22l £ -
} OO’3+} [3’}# = ogtizg =

28.9 On note D = BUC. Alors
Card(AU BUC) = Card(AU D) = Card(A) + Card(D) — Card(AN D).

Or, on a également
Card(D) = Card(B) + Card(C) — Card(BN C).

De plus, on a

Card(AN D) = Card(AN (BUCQ))
=Card((ANB)U(ANC))
=Card(ANB)+ Card(ANC) —Card((ANB)N(ANCQC))
= Card(AN B) + Card(ANC) — Card(ANBNC).

On en déduit que
Card(AUBUC)
— Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(BN C) — (Card(A A B) + Card(ANC) — Card(AN BN C))
= Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BNC) + Card(ANBNC).
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