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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiére année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur de
maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.
Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on

doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :
¢ Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.
¢ Une partie de calculs élémentaires, faisables deés le début de la premiere année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!
e Une partie liée au programme de premiére année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.
o Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés sont dans un second cahier dédié, diffusé selon le choix
de votre professeur.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :
o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres & certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)
o Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a l'utiliser a 'issue d’un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’'un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a 'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progreés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, c’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études!

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi
I’identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

Calcul 1.1 — Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel).
y 32 ) 271 x 42
a 7T ARRRRRRRRRRELRRETRPRRRY c e wvr vl L R ARTEREE
. 1 (72)2k+1 X 321@71
3
b) 8 XqE e d) TV =R RRRERPe
Calcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
a) 1 — g ...................... C) % X E X 5 ................
2 2 6
D) Z 02 L. (”) ...............
) 3 ) 15 5
Calcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
: R
a) (><3><5><7)2+3+5+7
136 28 62 21
D) [ 0 o o ) X oo
15 5 10 24
0 510 % 73 — 255 x 492
(125 % T)F B0 s LB 777 orr i st
) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080 X L 070 L 078 ) L 070~ " tr it
Calcul 1.4 — Un petit calcul. o
, 05—34+3 o05—-L141_02
Ecrire ; 517 + 5‘?7 ; 73 +74 "~ gsous forme d’une fraction irréductible ..........
2 — =+ 35 f—o2++—35
6 17 ' 37 5 47173 ]
1
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Calcul 1.5 — Le calcul littéral a la rescousse.

En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.

4022 1235 x 2 469 — 1 234
(—4 022)2 + (—4 021)(4 023)

2) 1234 x 2 469 + 1 235

C) ——————————— ...

b 40212 ) 4 002
) 40202440222 -2 " 1000 x1002—-999 x1001
Calcul 1.6 — Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = E N
a) CESIE +n+1 - pour 7
3 _ b3 b 2
b) (aa e (C;t b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux ................oooiiii...
6(n+1)
n(n —1)(2n — 2) .
c) T pour n € N*\ {1} ..o
n2(n —1)2
Calcul 1.7 — Le quotient de deux sommes de Gauss. L
’I’L2
Sk
Simplifier k:O pour tout n € N¥ . L
Sk
k=0
1
On utilisera la formule 1 +2+---+p = %
Calcul 1.8 — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. L)
Soit k € R\ {1} et z € R\ {2}.
, b
Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec a et b entiers et ¢ € R*.
c
29 3r—1
a) - RRRARERRXLRTEIRERSRRRTES c) pour-ylR KL RRLTRLTRRRRRRERR
k
b) ——
) k-1
Calcul 1.9 — Un produit de fractions. )

. 1 1 _ 9 9
Soit t € R\ {—1}. On donne A = T2 A+1? et B= (1+¢*)(1+1)°

Simplifier AB autant que possible ......... .

Fiche n° 1. Fractions



Comparaisons

Calcul 1.10 — Regles de comparaison.
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».

3 5 12 10 125 105

22 b) —=...— :
) 5 ) T T T

Calcul 1.11 — Produit en croix (I).

33 215 ot B — 104 348
66 317 © 208 341

Les nombres A = sont-ils égaux? ...

Calcul 1.12 — Produit en croix (II).
100 001 1 000 001

On pose A = 7555501 ** Z = 10 000 001"

A-t-on A > B, A= B oU A < Bl o

Fiche n° 1. Fractions



Fiche de calcul n°2

Puissances

Prérequis

Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités

remarquables, factorisations et développements simples.

002A

Calcul 2.1 ()
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
1075

10° < 10% ..o d U

2) x T
f 10° x 1073)°
B) (10°)° oo U X 10
) (10%) e) (105 x 103)-3

105 1 3\—5 1 5
o0 g 000t

10 103 x 10—°
Calcul 2.2 o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
a) 3P x5t o d) (=72 x(=7)7% o

_ 6°

b) (53) 72 e) RSRRERTELRREERREPRERRELPRRRPRLS

2° 3047
) p B8O

92 228 % 528
Calcul 2.3 00

Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2™ x 3P, ou n et p sont deux entiers relatifs.

23 x 32
34 x 28 x 61

a)

b) 2% 2
322 +321
) W .....................................................................

Fiche n° 2. Puissances



Calcul 2.4

Dans chaque cas, simplifier au maximum.

a)

552 x 12172 x 1252
275 x 60572 x 254

1272 x 154
252 x 18—4

362 x 705 x 102

) o e
) 143 x 282 x 156
Calcul 2.5 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.
) T 2 2
a R =
r—1 x+1 22-1
2 1 8
b o b o e
) r+2 x-—2 + 2 —4
) x? 23 222
C)  mm F s e
22—z 3422 ad—2
1 T+ 2 2
) = o o e
) r x2—-4 222
Fiche n° 2. Puissances 5



Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 o
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
1\?
a) (2;10—2) .................... ) (@+1)%@-1) (2 +a+1) ...
b) (-1 +a+1) e) (x—1)*+1)(@*+z+1) ....
¢) (x+1)*x—-1)(z*—z+1) ... f) (2+z+1)(@>—z+1) ...
Calcul 3.2 ]

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x— 2)2(—332 +32—1) — 2z —1)(2® +2) .o

b) (22 +3)(52 — 8) — (20 — 4) (5 — 1) +\ e

c) ((x+1)2(x71)(:172717+1)+1)x7:1767x5+2 .......................

d) (@+1)(@—1)2 =22 F T4+ 1) oo

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Factoriser

Calcul 3.3 — Petite mise en jambe. o

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

c) (62 —8)(4r —5) +362% — 64 ...t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..
Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o
Factoriser les polyndémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme
b.2 b%—4ac
. 2 . \
canonique de az” + bx + ¢ est a((m + %) - T) (ot a # 0).
a) #2241 .......... d) 322 4+7z+1 .........
b) 2 +dx+4 ... e) 22°4+3r—28 ........
¢) 22 +3x+2 ... f) —bx?+6x—1 .......
Calcul 3.5 — Avec plusieurs variables. 00

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

a) (1) = 22

e) B3 APy F 2 F 2Ly F LAY

) y?(a® +0%) + 162" (—a® —b%) .

Fiche n° 3. Calcul littéral 7



Calcul 3.6 — On passe au niveau supérieur.

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

I e

d) (ac+bd)? + (ad — be)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag—bp —cs +dr)? + (ar + bs — cp — dg)* + (as —

br + cq — dp)?

Fiche n° 3. Calcul littéral



Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée.

004A

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent 1’étre (et en prenant garde a ne

pas se tromper sur les signes).

b) (\/3 —1)2 e) (B=m)2
c) (\/3 — 2 f) (3—a)? ..
Calcul 4.2 — Des transformations d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2\/5)2 ........................ e) 3+ \f?)Q - (3- \ﬁ)2 .........
4
b) (24+V5)? f) ( Né) ....................
5-v2\”
¢) VA+2V3 g) ( ) ...................
V3

d) HH6V2 h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 4.3 00
Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.
) 2= V3 o V2+V3+45

SRy, SREELLEEEILLEELELEEE R —\/5 Iy S LLEE LR
b) V2-1 Q) Vb — V2

;2 SSRRERIELLELRIELEE R BB
Fiche n° 4. Racines carrées 9



Calcul 4.4

Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.

2)

Calcul 4.5 — Un calcul plus difficile.

c)

d)

5+2¢6+ 5—2v6
V2+v3 V23

(;gfl)? .........

Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

Calculs variés

Calcul 4.6 — Avec une variable.

On consideére la fonction f définie par

|

1, 400 —— =R

r———>+/x — 1.

Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.

1
a) f(l') -+ m ......................
ot T fm)
c) TH2f(T) oo
Calcul 4.7 — Mettre au carré.

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

10
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Calcul 4.8 — Méli-mélo. 000

Donner une écriture simplifiée des réels suivants.

0 2+/2 f 1 (\/§+1>
yuny; SRILLELERIELLEEE 5 1)
Calcul 4.9 0000
125 3 125
A=4 1/ — — (/= —
On note \/3—1- 9+ 97 \/ 3+14/9+ 97
SImplfier A ..o

On commencera par exprimer A> en fonction de A.

Fiche n°®4. Racines carrées 11



Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 5.1 — Cubique. o
Soit a un nombre réel tel que a® —a® +1 = 0.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? + ya + z ot x, ¥y, z sont trois nombres rationnels.

a) (@4 2)
b) a® —aC
) At
1 1

A) = 5

) a + a?
Calcul 5.2 — Introduction aux nombres complexes (I). o
Soit i un nombre tel que i2 = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x,y sont deux réels.
a) (3+1)2 ... c) (B—1)3 ..
b) 3—1)2 ... d) (3—20)° .............
Calcul 5.3 — Introduction aux nombres complexes (II). 00

Méme exercice.

a) (4—5)(6+30) ....... ¢) (—4 + i\/5>3 .........

b) (2+30)3(2—3i)° ..... d) (—% +i§)3 ........

12 Fiche n° 5. Expressions algébriques



Calcul 5.4 — Puissances cinquiémes.

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a) a" —3a5+4a® —a®+3a—1 ...

b) a'?t x oM x @32 x oM
1234

c) H AF
k=0

e) Z A
k=1
f) H (2—a") o

Expressions symétriques

Calcul 5.5 — Inverse. o
1
Soit  un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T
1 1
a) z?+ - SRERLRRLRTSRERRRREY c) '+ o e
1
b) .’,US — E ....................
Calcul 5.6 — A trois variables (I). 000
Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose :
a=r+y—+z, b=zxy+yz+zz et Cc = TYz.
Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.
a) T2y 2T
b) (Y +2)+ Y+ )+ 22T FY) e
o) ad
Fiche n° 5. Expressions algébriques 13



Calcul 5.7 — A trois variables (II).

Méme exercice.

a) (B+ Y)Y F2)(Z4T) o
b) wPyz4yter 22y o
O I T T e

Calcul 5.8 — A trois variables (III).

Méme exercice.

a) 3y +2)+ P4+ a)F23@dy)

x? y2 2
d) R D R D e R CET T R
DR & v #
(:l:—y)(as—z) (y—z)(y—x) (Z—I)(Z—y) .................

14
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.
Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles ;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que I’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes (I). L)

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2,—2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —62+9=0 ............ ¢) ¥ +4r—12=0 ...........
b) 927 4+6x+1=0 ........... d) 22 =524+6=0 ............
Calcul 6.2 — Des racines vraiment évidentes (II). L)

Méme exercice.

a) 22 —5r=0 ..., d) 2°+4x-5=0 ............

b) 22°4+32=0 ............... e) 32> —1lz+8=0 ..........

¢) 222 4+3=0................. f) 52?424 +19=0 .........

Calcul 6.3 — Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 132 +42=0 .......... d) 22 -8 -33=0 ...........

b) 22 4+8x+15=0 ........... e) 2> —(a+bxr+ab=0 ......

¢) 2+ 182+T7=0 .......... f) 2% —2ax+a®-02=0 .....

Fiche n° 6. Equations du second degré 15



Calcul 6.4 — L’une grace a ’autre. o

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 32?7 —14x+8=0 sachant que z =4 est Tacine .................ooiiiiiiiiiiiiii...

b) 722 +23x+6=0 sachant que £ = —3 est TaCINE .............oiiiiiiiiii,

¢) mz*+ (2m+1)xr+2=0 sachant que x = —2 est racine ...........................

d) (m+3)2® — (m*+5m)x+2m? =0 sachant que 2 = m est racine .................

Calcul 6.5 — Racine évidente. 00

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte et doitvent étre posés.

a) b—c)x?+(c—a)z+(a—D0)=0 ...

f) + o

r—a x—b a b

Recherche d’équations

Calcul 6.6 — A la recherche de I’équation (I). 00

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

C) 24V3 et 2=V

16 Fiche n° 6. Equations du second degré



Calcul 6.7 — A la recherche de I’équation (II).

Méme exercice.

a) m+vm2—3 et m—VmZ—3 .

2m —5
b) m+3 et m2 ....................................................
1 -2
c) mtl et
m m
Calcul 6.8 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la

valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2m )T+ mE =0
b) (m42)2% —2(m — 1)z +4 =0 .00ii

) (Mm+3)2+2Bm+D)x+ (M +3)=0 .0ooiii

Factorisations et signe

Calcul 6.9 — Factorisation a vue.

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 4+ Tx+6=(2+2)(ar +D) oo
b) —da?+4x — 1= (22 — 1)@z +D) «oooeri

¢) =374 14x —15= (2 —=3)(aT +D) «oeeeiie

11

x2+?x—40:(x—5)(ax+b) ......................................

1
2

e) 24+ 22VTr —21= (2 —VT)(az+b) ..o

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Calcul 6.10 — Signe d’un trinéme.

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a)

22— (V24D HV2

b) = 20 15
C) (T4 1)(Bm = 2) it
x—4
A) e
) 2z +1
18 Fiche n° 6. Equations du second degré



Fiche de calcul n°7

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

006A

Logarithmes
Calcul 7.1 o
Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).
1 1 1 1
a) 111(16) ......................... d) g hl(z) — Z ln(g) ............
b) In(512) ... e) In(72) —2In(3) ...l
c) In(0,125) ...l £) In(36) .ooovviiii
Calcul 7.2 L
Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).
1
a) ln(ﬁ) ........................ d) In(500) ....viiii
16
D) IN(2,25) .o ) ln(%) ........................
c¢) In(21)+2In(14) — 31n(0,875) .. f) In(6,25) ...
Calcul 7.3 — Une somme « télescopique ». 00
Calculer le nombre suivant en fonction de In(2), In(3) et In(5).
1 2 98 99
A= ln(i) + ln(g) +- ln(®> + ln(m) ....................................
Calcul 7.4 — Logarithmes et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = 16 In(3 + 2v2) — 4In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)% et 1
En déduire une écriture simplifiée de o en fonction de In(v2 —1) ...,
b) Calculer 8 sachant que In(8) = In(7 + 5v2) + 8In(vV2 + 1) +7In(v2 —1) ...........oooi...
c¢) Simplifier v = ln<(2 + \/§)2O> + ln((2 — \/5)20) ............................................
- V5+1 V51
d) Simplifier 6 = ln( 5 ) + ln( 5 ) ..................................................
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Exponentielles

Calcul 7.5 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) M@ d) e 2G)
B) I(VE) weei i e) In(e™2) .o
c) ln(e%) ............................ I A G
Calcul 7.6 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) —e I d) In(Ve!) —In(Ve?) .................
b) e Mm@ e) ln( exp(—In 62)) ................
1 1 _
c) ln<el7> .......................... f) exp (3 In(e 3)) .................
Etudes de fonctions
Calcul 7.7 — Parité. 00
Etudier la parité des fonctions suivantes.
1515+« e? —1
: In——— ... : el
a) fiie—= ey o) foiw— ey
b) forzr—ln(z+ Va2 +1) .oon.... A foraro ST
et +e ¥

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction. 000

et — T
Soit f:axr— ————.

et fe™ 7T
a) Préciser Pensemble de définition de cette fonction. ........... ... i i

) fla) + f(b)
b) Montrer que, pour tous réels a et b,on a f(a+b) = ——————— .. ... .. ...
) ) = s o)

c) Déterminer la limite de f €N 400 ... ..ottt
d) Déterminer la limite de f en —00 ...
20 Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme



Calcul 7.9

On consideére 'application

Ry —R
. x——1In(1 + ).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout x € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) oo
b) el @) .
¢) —f(@®—=2x) ...

Equations, inéquations

d) off(x) =1 oo
f(x)
e) elG=D

Calcul 7.10 000
Résoudre les inéquations suivantes (d’inconnue ).
a) 5 >12 ... ¢) etz >o .
b) 1< e L dye " <Ve oo
Calcul 7.11 000
Résoudre les équations suivantes (d’inconnue x).
a) In(—x —5)=In(x —61) —=In(z+7) ...coviiiii
T — 61

b) In(—z —5) = In( )

) Ia(-z=5) = z+7
Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme 21



Fiche de calcul n°8 007A

Trigonométrie

Prérequis
Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.1 L
Simplifier :
. o . T g dm o 4m
a) sin—4sin— ...l €) cos®— —sin®— ...l
6 6 3 3
b) cosZ +cos 2T + cos 2 + cos IF ... d) tan 2" + tan 2T + tan 5 4 tan T .

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2 ()
Simplifier :
. Q . (T A
a) sin(m —x) + cos<§ + x) .......... c) 51n<§ - ac) + sm(§ + (E) .........
b) sin(—z) 4 cos(m + z) + Sin(g - x) d) cos(z —m)+ Sin(—g - x) ........

Formules d’addition

Calcul 8.3 ()
Calculer les quantités suivantes.
) 5% ( T n s 571') ) s
— (ona —+—=—) ........ N ——
R DI VR D) T
0 0
b) cos ST IRARRERRRAREEETTERREERRRRPRES d) tan T IRRARRRERRRRREIEERRRERRROTTY
Calcul 8.4 )

a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) —sin(5x) cos(4T) ..o

sin2x  cos2x

b) Simplifier : (pour = € ]0, g {) ..................................

sinx cosT
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Calcul 8.5

o 2m dm
a) Simplifier : cosx + cos (a: + 3) + cos (m + 3) ..............................

b) Expliciter cos(3z) en fonction de oS .......ooiiiiiiii i

Formules de duplication

Calcul 8.6 ()
En remarquant qu’on a % =2x g, calculer :
T T
e b e
a) cos 5 ) sin 3
Calcul 8.7 o
1 — cos(2
a) Simplifier : sir(i(();g(z:)x) (pour = € ]0, g {) ..................................................
in 3 3
b) Simplifier : SIOT O8O (pour x € }O, T {) ...............................................
sin x cosx 2
c) Expliciter cos(4x) en fonction de COST .......uuvuiiiin i
Equations trigonométriques
Calcul 8.8 0000
Résoudre dans [0, 27], dans [—, 7], puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST == ...oeevunn.. f tanz| = — ........
) 2 ) Janz] =
3 3
b) sinz = —£ ......... g) cos(2z) = £ ........
2 2
. o L,
c) SINT =08 ... h) 2sin“z+sinz—1=0
) T
d) tanz=-1........... i) COST =COS % ...
e) cosr == ........... j) sinx=cos— .........
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Inéquations trigonométriques

Calcul 8.9 0000
Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :
2

a) cosx>f§ ........ e) tanx>1 ............
b) cosz<cos= ........ f) Jtanz|>1 ...........
) sine < - ) cos(x—T) >0

. coslz——) >0 ......
c) sinz<g g T =

1 T

d) Jsinz| < CIRRRERREERE h) cos(2x - Z) =>0.....
24 Fiche n° 8. Trigonométrie



Fiche de calcul n°9

Dérivation

Application des formules usuelles

Calcul 9.1 — Avec des produits.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(2) = (22 +32+2)(20 =5) oooiiiiiii
b) z€Ret f(z)=(2>+32+2) (% —5) ..o
¢) zERet fr) = (22 =22 +6)exp (22) «ovvirriiii

d) z€]2,+oofet f(x) = (B2® —2)In(z —2) «orrrriii

Calcul 9.2 — Avec des puissances.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) xERet f(r) = (22 —52)°
b) zeRet fla)= (223 +4x—1)% ...
¢) x€Ret flx) = (sin(x) +2cos(x))® ...

d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(x))® ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées (I).

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) ERet f(@) =In(@? +1) oot
b) xze€|l,+oo[et f(x)=In(In(x)) ...covvevii
) zERet flr)=(2—2)exp (22 +2) oo

d) zeRet f(x) =exp(38in(2x)) «voviriini

008A

Fiche n®9. Dérivation
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Calcul 9.4 — Avec des fonctions composées (II).

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

2z2 —1
R et =SIN[ —5—— ]
a) z€Ret f(z) sm<x2+1>
2¢+1
b) T e R et f(x) = COS(M) ....................................

c) z€]0,m[et f(a)=/SIN(X) «.ooii

d) z€]0,4o0[et flz)=sin(VZ) ..o

Calcul 9.5 — Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

2
a) xeRetf(x):#x)Sig .....................................
b) x €]0,4o00] et f(z) = 3;/_%2 .....................................
cos(2z + 1)
c) xERetf(x):W ......................................
2? + 3w
d) €1, +o0] ot f(z) = % ..................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) = €R*et f(r)=2a? sin(i) ......................................
b) xe]—3,3[etf(x):\/% ...................................
c) x€]1,+oo[etf(x):1n( iji) ..............................
d) ze€]0,7] et f(x):hl(Sinx) ....................................

26
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Dériver pour étudier une fonction

Calcul 9.7 00
Calculer f’(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.
a) re€R\3,-2et f(x) ! + !
x - T) = o b o
’ 3—z 24z

b) xe€]—1,4oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,

9 T+ 2
c) z€]|l,+oofet f(z) =In(z*4+2—2) — e ERTEEPREERPRERRRERPY

x
d) ze]—-1,+o00[et f(z)= m—&-x—ﬂn(x—i—l) ..................

141

e) z€l0,e[Ule,+oo] et f(z)= 1:2%2 ...........................
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction & intégrer, on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 0o
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
1 3
a) m ........................ C) (t T 2)3 ......................
b 3 i
) o d) sin(4t) ..o
Calcul 10.2 o
Méme exercice.
1
a) VIHt—Vt.o e
) ) V1 — 42
b) Xt ) 1
Trg@
Utilisation des formulaires
Calcul 10.3 — Dérivée d’une fonction composée (I). 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

8) 22 d Tt
[gs e ViomE
b) VI 4262 )
1+ 3t2
) t 12t
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Calcul 10.4 — Dérivée d’une fonction composée (II). 00

Méme exercice.

In®¢ 1
B) e ) T e
t 2\t
1 t —t
b) —— ) exe”
tvint 1—et4et
862t
) B)
(3—e*)? 2
Calcul 10.5 — Trigonométrie (I). 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
) cos(mint 1 +tan?¢
a) cos?tsint ....... p oostring g Lttt
t tan® ¢
int 9 cost
b) cos(t)e®™*....... g) tan®t........... 1) s
c) tant ............ h) tan®t........... ) L
1+ 4¢2
y st p ot by
1*S]nt COS2t 1_"_th ..........
sin v/t . 1
€) — i i) —
Vit cos?(t)vtant

Calcul 10.6 — Trigonométrie réciproque. 000

Méme exercice, pour ceux qui connaissent la fonction arcsin.

arcsin(t)
TTE T

1
m ................................................................

a)

b)

Calcul 10.7 — Trigonométrie (II). 000

Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

1
a) COSZt o €) D

sin(2t)
1+ sin?t
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Calcul 10.8 — Fractions rationnelles.

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

tP+t+1
a) —
t?+1

ﬁS

)t—l
e) ——
t+1

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.9

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I'expression ;

o intégrer

7+7
e

e) e*t fe73t

g) —— ...

-1

3t—1
t24+1

i) sin(t)cos?(t) ...

I’expression.

sint
2+ 3cost

y

sin 2t

r) ;

sin(Int)

30

Fiche n° 10. Primitives



Calcul 10.10 — Bis repetita.

Reprendre I’exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Les calculs seront évidemment les mémes, mais ce sera un bon entrainement supplémentaire !

Calcul 10.11 — Trigonométrie réciproque et hyperbolique.

Pour chacune des expressions suivantes :

o dériver puis factoriser I'expression ;
e intégrer I’expression.

b) sinh(¢) cosh(t)

Fiche n°10. Primitives

31



Fiche de calcul n°11

Calcul d’intégrales

Intégrales et aires algébriques

Calcul 11.1

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

-3
b) / [SIN T2 Ar o
5

—1
c) / SINT AT o
0

Calcul 11.2

En se ramenant a des aires, calculer les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

Calcul 11.3 — Polyndémes.

Calculer les intégrales suivantes.

010A
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Calcul 11.4 — Fonctions usuelles.

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 11.5 — De la forme f(ax + b).

Calculer les intégrales suivantes.

—1

4
b) / ex™hdy L

-2

/1 da

c) | ——

0o TXx+2
Calcul 11.6 — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
Tz —2
—————————dr
2) /1 22 _4xt5 "
T
b) / wsin(z® +1)de oo
%
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Calcul 11.7 — Divers.

Calculer les intégrales suivantes

1 ex
o © JL+2€‘L‘+1

3
b) / o+ 1) de

—2

2
c) / max(1,e”) dz

-1

€ —
a) / 3r—2Inz da
1 X

s

e) /2 cos(2z) sin(z) dz
0
z
f) / | cos z sin z| dz
-5

Calcul 11.8 — Avec les nouvelles fonctions de référence.

x
I
a) / arcsin z dx

Fiche n° 11. Calcul d’intégrales



Fiche de calcul n°12 011A

Intégration par parties

Prérequis
Primitives, dérivées, intégration par parties.

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € €' ([a,b],R) et si v € €*([a, b], R), alors

b b b
/ o/ (tyot) dt = [u(eo(t)] - / w(t)' (1) dt
a a a
Intégrales
Calcul 12.1 000
Calculer :
z 1
a) / tecostdt ................... g) / (1 +2)dt oo,
0 0
1 1
b) / (2t + 3)sh(2t)dt ............ h) / tarctantdt ................
0 0
- :
c) / te2dt ... i) / arcsintdt ................
0 0
In(2) 1 t
d t20dt j / —dt
) ‘/1 J) o V1+t
e 1
e) / Intdt ... k) / Vi+tln(l+6)de ...
1 0
2 S
f) / tintdt ... ) / ttantdt ...
1 0
Primitives
Calcul 12.2 00
Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
a) rr— (—x+1)e” ... c) x+— arctan(z) ......
Inz
b) z EREETTTIRTES d) x+——xzch(z) .........
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

Calcul 12.3 — Calcul d’intégrales. 000

1
a) / (243t —4)e® At
0

s

b) /2 e SINEAE
0

Calcul 12.4 — Calcul de primitives. 000

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) x+— sin(x)sh(z) .... ¢) xr+ (xlnz)* ... ...,

b) z+— In?z ........... d) z+— garccos(z)
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Fiche de calcul n°13 012A
Changements de variable

Prérequis
Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1 00

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

™

1 3
a) / V1—t2dt avec t = sin 6 d) / sin®t cos t dt avec u = sint
-1 0

3 s
1 7 :
b) / ——=dt avec u = V't e) / sin® ¢ cos® t dt avec u = sint
1 VEHVE o
1 " p
Ev =e / d avec u = V't
c) /(; - avec u = e ) L Ti i
Calcul 13.2 00
Méme exercice.
) / T sint dgt , 1 1
a — - I _
. 3+ cosit avec u = Cos d) /0 TERBE dt avec t = tanu

1

1
1 2
b /7dt avec u = €' I, _ 1
) 0 2tet e) /\/itmdt avec u = -

4
1 t ¢
c) /7dt avec u = — — 1 ¢ / Int g B
D) ——dt avec u = Int
2 VaI- 2 ) e t+tln’t
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Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 13.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de l'intégrale.

4 4
1 t—1
a) / e\/f dt avec u = /'t b) / M dt avec u = V't
1 3 Vit

Calculs de primitives par changement de variable

Calcul 13.4 00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.

T cosx +sinzx " 1
a) xe}o,g{%m avec u = tanx d) $€R+'—>m avecu:%
b) z€eR+— ! e ) !

T T avec u =e e) z>1+— ——— avec u = y/x? — 1
1+ th(z) Va2 —1
. 1
c) reR} — ——— avec u = ve* — 1
e? —1
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trindéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Cas élémentaires

Calcul 14.1 — Premier cas (I). o
Calculer les intégrales suivantes.
2 2
1 1
a) ——dt ) ——dt
L t+1 L 241
Calcul 14.2 — Premiers cas (II). 00
Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.
6 1 @
a) /1 T dt b) / dt oo
s 2t1 o tha
Calcul 14.3 — Deuxiéme cas. 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1
2 2 5 2
1+t+1¢ 2 1+2¢ 4
2) / e b) / L2038 g
L L1+t 1 4t+5
Calcul 14.4 — Troisiéme cas (I). L)

!
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type .

Calculer les intégrales suivantes.

1
9 1
2t+1 2 t

a) / 274_ dt ............ b) / tzil dt ..............
Calcul 14.5 — Troisiéme cas (II). 00
Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

V2 ot 1 1 ¢
a) / Y2 g b) / —dt

1 242t % at? +1
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Cas plus avancés

Calcul 14.6 — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t — 2 — 3t +27 ... i

1

b) Trouver deux réels A et B tels que, pour tout ¢ € R\ {1,2}, on ait

t—1(t-2)

4
c) Calculer/ ———dt
3

Calcul 14.7

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

! 1
-
°) /0 214013

Calcul 14.8

Soit a € ]0,1[. Calculer /0 yE

Cinquieme cas

Calcul 14.9 — Une primitive a retenir.

Soit a € R*.
L., 1 T
a) Calculer la dérivée de x — — arctan<f>
a a
b) Donner une primitive de © — ——
a

Calcul 14.10

Calculer les intégrales suivantes.

N |

1
1
—dt ......... Calcul ——dt
a) /0t2+1 c) acuer/_lt2Jr2
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Synthese

Calcul 14.11 — Mise sous forme canonique. ]

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

c) \/§x2+\%x+\/§ .........

Calcul 14.12 00
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
——dt .. dt ...
) /0 11212 ¢) /0 1—t+12
1
O =
1 4 1
b ——dt . d ——dt ...
) /,11+t+t2 ) A 6t2 — 5t + 1
Calcul 14.13 000
Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.
3 1
a/) / 71() dt ................................................................
~L 342+ 7
1
1
b At
) /0 t2— (2a+ Dt+a%2+a
Calcul 14.14 — Un calcul plus difficile. 0000

1
1
Calculer / ——dt
o 1413
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Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Prérequis
Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1 o
Résoudre dans R2.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {3x+4y=13 ......... c) {2w—|—2y:2 ..........
204y = 16 3z — 4y =—V2
by ¢ °7 T T d < 7 7 TS
Calcul 15.2 — Systémes avec parametre. o
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3x+2y=2 o) 3+ 5y =a
2x+4y:a ............ 2xiy—a2 ............
b) r—ay=3a+2 d) T+ 2y = 3a
ax+y:2a_3 ........ 2x+3y:5a_a2 ......
Systémes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 15.3 o

Résoudre dans R®.

2) r+2y+z=1 o) xr—y+32=5/2
3r+y—2z=3 "~ x+2y—z=3/2

b) 3z —2y+z=6 a) Sx+y+2z=-5/2
r4+2y—z=-2 " 2x —y+2z=-5/3
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Systemes de 3 équations a 3 inconnues

Calcul 15.4 00
Résoudre dans R?.
r+2y—z=-3 r+3y+z=1
a) 2e—y+2z=8 ... c) 2e—y+2z=-1 ......
3r+y+2z=11 z+10y+2=0
a—b—c=-7 3z +2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) 2r—y+22=—-1 ......
da+b+2c=4 drx+dy+4z=1
Calcul 15.5 00

On considére le systeme d’inconnues z,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
x+2y+az=2
2z + ay + 2z = 3.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ... C) a=3 ...
b) a=-2 ... d) aeR\{-2,3} .........
Calcul 15.6 000

On considére le systeme d’inconnues z,y, z € R et de parameétres (a,c) € R? :

r—az=c
ar—y=c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

c¢) a€R\ {1} et c quelconque.
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Calcul 15.7

On propose le systéme d’inconnues x,y, z € R et de parametre A € R :

dr+y+z=X\x
r+4y+ 2=y
r4+y+4z= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

a) A=1 ..., c) A=06 ...
D) A=3 et
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Fiche de calcul n°16 015A

Nombres complexes

Calculs divers et variés

Calcul 16.1 — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(5+i) oieiian.. e) (2-30)" ...
. 1
b) B3—-1)(4+1) ccoviiiiii.t, f) R
3—1
. 2—3i
o) (4-30)7 . ) I
) (=30 e

d) (1—=20)(142i) ccooveeeen... h) e '8
Calcul 16.2 — Forme exponentielle. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ...l d) —2i ... g) —5+5V3 ...
b) =8 ... e) L h) e'% +ele ...
Q) V3. £) 5—5 ..........
Calcul 16.3 — Une simplification. 000

L+vV2+i
On pose z = ————.

1+v2—i
a) Calculer |z] ...
b) Mettre z sous forme algébrique .............. i
c) Caleuler 21 P1% L
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Fiche de calcul n°17 016A

Trigonométrie et nombres complexes
Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Arc-moitié, arc-moyen

Calcul 17.1 00
Ecrire sous forme trigonométrique (¢’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et 6 € R) :
a) 14e® ..., e) —l—e® ...
b) 1+e® ... f) 1—eT ...

- 1+4¢€'s
c) e s —1 ... g) re .

1—e'12

d) 14ie's ... h) (1+e16)27 ..........
Calcul 17.2 o
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et 6 € R) :
a) €% felt . b) elF —elz L
Linéarisations et délinéarisations
Calcul 17.3 — Linéarisations. o
Linéariser :
a) cos®(z) ..., d) cos(3x)sin®(2z) ...

b) cos(2x)sin?(z) ....

¢) cos?(2zx)sin®(x) ...

Calcul 17.4 — Délinéarisations.

Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :

b)

cos®(2x) cos(3z) ..

sin?(4x) sin(3z) ...
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Factorisations

Calcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z)+cos(3z) ..... c) cos(z)—cos(3z) .....

b) sin(5z) —sin(3z) ..... d) sin(3z) +sin(5z) .....

Calcul 17.6

Factoriser :

a) sin(xz) 4+ 8in(22) 4+ SIN(BT) <. vrti i

b) cos(z) + cos(3z) + cos(Bx) + cos(TT) oot

2m 4m
c) cos(z) + cos (ac + 3) + cos (a? + 3) ........................................

Calculs d’intégrales

Calcul 17.7

Calculer :
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Rappel

Fiche de calcul n°18

Sommes et produits

Si g est un nombre réel, si m,n € N* et sim <n,ona :

(n—m+1)(m+n)

k=m

onk3:
; >

- nn+1)(2n+1)
° K=

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calcul 18.1

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 18.2

Méme exercice.

k=1

b) Zn:(4k(k2 +2))
k=0
n—1

c) 3k
k=2

Calcul 18.3 — Produits (I).

k=1

1

n2

e) > (TF+4k—n+2)

+7

4
k=1
qml_qnfm+1
I—q
n—m-+1

2
n k) _ n2(n+1)2

0017A

sig#1

sinon.

Calculer les produits suivants, ol p et g sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
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Calcul 18.4 — Produits (II).

Méme exercice.

Avec des changements d’indice

Calcul 18.5

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) antlfk avec J=n 41—k oo
k=1

"1 1
b - j = )
) ,;k TR avec j =n +

n
c) Zka AVEC J =k — 1 oo
k=1

n+2

d) Z(k72)3 AVEC J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 18.6 — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2

a) Y (k+17° -k ... ¢)

k=2 k=1

3
7

Calcul 18.7 — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

2) kli[lk;:l ............ ¢) ﬁ(l_}g) .........

mook+1 . 1
b) H%jg ........... d) H(1kz> ........
k=1

Fiche n° 18. Sommes et produits
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Autres sommes

Calcul 18.8 — A I’aide d’une décomposition en

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 18.9 — Sommations par paquets.

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 18.10

Calculer les sommes doubles suivantes.

1<i<j<n

éléments simples.

b) !

k=0

(k+2)(k+3)
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 19.1 — Pour s’échauffer (I). L)
Donner la valeur des expressions suivantes :
101! 1 1 8
w ........... C) I — a ........ e) 3 ...........
10! 6 7
b) T d) (2> ........... £ 4x (4) .......
Calcul 19.2 — Pour s’échauffer (II). L)

Ecrire les expressions suivantes a 'aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, & 'aide de
puissances.

a) 6XT7Tx8x9 ............ c) 2x4x---x(2n) .......
6x7x8x9
b) m ........... d) 3><5><"'><(2n+1) ..
Calcul 19.3 — Avec des paramétres (I). L

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k& < n.

a) (Z) (pour n >2) ....... d) (n ;2)! .................
b) (g) (pourn >3) ....... e) % — ﬁ ...........
c) (Cf:)) ................... f) (27;(_:4-11))! - ;T'n ..........
k+1
Calcul 19.4 — Avec des paramétres (II). 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
n! + 2n x (n+1)! + 2 x (n+2)!

B(n+1))! ) (3n)!
a3 (n+ 13 7 a® x (nl)?

b)
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Autour du bindme de Newton

Calcul 19.5

Calculer les sommes ci-dessous a ’aide de la formule du binéme de Newton.

Calcul 19.6

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 + 1)™ + (

Lz)

n

()

k=0

n

d) Z ok+2 <Z> « 32n—k+1

k=0

b) Calculer Y (") ..................................................................

p=0 2p

Calcul 19.7

En utilisant la fonction x — (1 + x)", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer :

) Xn: (Z) ................

k=0

b) i: (Z)xk ............

k=0

Calcul 19.8

n

c)kz_o<
d)Z_I(

a) Donner le coefficient de 2" dans le développement de (1 + 2)"

n

k

n
k

o
00
1= 1) e,
00
>><l<:2 ...........
XL
reRTEER
00

b) En donner une autre expression en développant le produit (1 + z)"(1 4+ 2)" ..........

n 2
c) Calculerz (Z) ..................................................................

k=0
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

019A

Calcul 20.1 — Fonctions circulaires réciproques. o
Calculer les valeurs suivantes.
a) arcsin(> ................. d) arctan<> ...............

arcsin(T?’)
b) ——— e) arctan(l) ...................

arccos(f)

(5+3)
1 f) arccos| =+ =] ..o,
c) arccos() ............... 3 6
V2

Calcul 20.2 — Valeurs des fonctions hyperboliques. L)
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour « € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).
a) ch(0) ... d) sh(In(3)) ..ot
b) sh(0) ..o e) ch(In(2/3)) ..ot
c) ch(In(2)) ..o, £) th(In(2)) ..ot
Calcul 20.3 — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00
Soient x et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.
a) ch(z)sh(y) +ch(y)sh(z) ..o
b) ch(z)ch(y) —sh(x)sh(y) ..o
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Résolution d’équations

Calcul 20.4 — Fonctions = — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

b) 4°=2x2% .......... d) 10 =4 x 5% x 97 ...

Calcul 20.5 — Fonctions = — a® (plus difficile).
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue xz € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT S A

D) 167 — 3 X AT £ 2= 0 .o

€) 2X 0% = 3% — B = 0 L

I e A B | A

Calcul 20.6 — Equations avec les fonctions circulaires réciproques.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(x) = g ....................................................................
b) cos(arccos(T)) = 0 ..ot
€)  arceoS(COS(Z)) = 0 oottt

d) arcsin(sin(z)) = g ................................................................
e) arcsin(sin(z)) = % ................................................................
f) tan(arctan(z)) = 1 ..ot
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Calcul 20.7 — Equations avec des fonctions hyperboliques.
Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R.

On rappelle que, pour z € R, on pose th(x) = sh(x)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...........c.i. e) sh(z)=3 ...
c) th(z) = % ..................... f) th(z) < % .....................
Dérivation

Calcul 20.8 — Quelques calculs de dérivées (I).

Dériver les fonctions suivantes.

a) v 242 ... c) x>
3 i
b) o o, Q) @ SO
5% 41 arccos(x)

Calcul 20.9 — Quelques calculs de dérivées (II).

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(x).

a) x+—> arcsin(z?) ..... ¢) x+— arctan(th(z)) ..
b) x+— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......
Calcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) @ > arcSiN(L) 4 ArCCOS(T) -t vttt ettt e e

1
b) x+— arctan(z) + arctan() .......................................................
x
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Calcul 20.11 — Des dérivées plus compliquées. 000

— 2
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de z — e™* .

8) 215 F(Z) e
D) @5 FOVIG)) evveeee oo
) T V1 —aZ4xarcsin(@) ..o
d) > zarctan(z) — %ln(xQ )
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Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Suites explicites

Calcul 21.1 ()
Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;'3 x 2"*2 Calculer, pour n € N :

A) U e C)  Upgl woevevnenenenaenen,

b) wp o d) Usn e

Calcul 21.2 0o

Soit la suite (¢,,),>1 définie par : Vn € N, t,, = ln<7;n>. Calculer, pour n € N* :

Suites récurrentes

Calcul 21.3 o

On définit la suite (un)nen par : ug =1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :

a) SON troiSIeINe LEITIE .. ...ttt et
b) S
Calcul 21.4 o

On définit la suite (vy,)p>1 par : vy = V2 et Vn > 1, Un+1 = \/Un. Calculer :

D) SOM SIXICIMIE CETINE ..ottt ettt ettt et
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Calcul 21.5 o

1
On définit la suite (wy)nen par : wo =2 et Vn € N, w41 = iwi Calculer :

Q) W et b) son centiéme terme .........

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6 — Suite arithmétique (I). 00

La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2.

Calculer :

a) QIO vvvve e n sttt C) APOO0 +vvvvvrroneneennaeeeenennnnan

b) S100 =Qop + a1 +...+agg ......... d) S101 =ap+ay+...+a0 ---.-.-.

Calcul 21.7 — Suite arithmétique (II). L)

2

La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p; = 3 et bigg = 7

Calculer :

a) b102 ........................ b) T e

Calcul 21.8 — Suite géométrique (I). 00
1

La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme go = 3 et de raison ok

Calculer :

a) Son dixiéme terme ................ C) U0 « v

b) O’loigo+g1+...+gg ........... d) 011:g0+g1+...+glo ..........

Calcul 21.9 — Suite géométrique (II). o
5 11

La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ > 0 vérifiant que hi; = 1—7{ et hig = 2—;

Calculer :

a) h12 ............................................................................

D) G e
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Suites récurrentes sur deux rangs

Calcul 21.10 ]
Soit la suite (uy,)nen définie par : up =2, ug =1 et Vn € N, wyyo = tpr1 + 6uyp,.

Calculer, pour n € N :

2
b) K S
Calcul 21.11 ()

Soit la suite (vy,)nen définie par : vg =0, v1 = V2 et Vn €N, Unt2 = 2Up41 + Un-

Calculer, pour n € N :

) Uiy et e e e
b) 0
Calcul 21.12 — Suite de Fermat. 000

Soit la suite (F),)p>o définie par : Vn € N, F,, = 22" 4 1.

Calculer, pour n € N :

a) F3 oo d) Fox(Fy=2) oo,
b) Fh oo e) F2 o
¢) (Foa—1241 ... f) F2.,—2(F,—1)?% ..........
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
Il est nécessaire de connaitre les développements des fonctions usuelles, ainsi
que la formule de Taylor-Young.

Les développements limités peuvent se donner « au sens faible » (avec les petits o(-)) ou « au sens fort » (avec
les grands O(-) ). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des raisons de concision,
une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1 — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L)

Former le développement limité, a l'ordre indiqué et au voisinage de 0, des fonctions de la variable réelle x
définies par les expressions suivantes :

a) Alordre4: sin(z)+2In(142) ..ooovviiiiiii ...

b) A l'ordre 4 : WmA+a)
1+z

¢) Alordre 6: sin(z)(cosh(z) —1) .....oooiiiiiiiiiiii..

d) ATordre 6: eSIN(Z) .oovvriiiiii

Calcul 22.2 — Développements limités d’une fonction composée (I). 00

Former le développement limité, & l'ordre et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable réelle x définies
par les expressions suivantes :

1
z

a) Alordre4,en0: (142)% .oooviiiiiiiiniiinaan..

b) A Tordre 6, en 0 : COS(T) v

¢) Alordre3,en0: € ... ...

d) Alordre 2, en 1 :
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Calcul 22.3 — Développements limités d’une fonction composée (II).

Former le développement limité, a l'ordre et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable réelle x définies

par les expressions suivantes :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(z)) i

b) A Tordre 3, en % : tan(z)

¢) A Tordre 7, en g soocos(msin(z)) e

Développements asymptotiques

Calcul 22.4

Former le développement asymptotique, a la précision et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable
réelle x définies par les expressions suivantes :

a) A la précision 22, en 0 :
A P 1
b) A la précision —5, en +0o
x

c) A la précision —3en +00 :

x

N e
d) A la précision

—5,en +oo:
T

(e —1) a2

1 1
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Fiche de calcul n°23 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théoréemes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

Calcul 23.1 — Variations sur le signe. o

Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=061et b= ...

Calcul 23.2 — Diviseur et reste inconnus. o

On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste r.

Calcul 23.3 — Arithmétique modulaire. o

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulo n, ce qu’on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Lereste de 517 par 3 vaut ... ...

b) Le reste de 31 ™Y par 5 vaut ... ...

Calcul 23.4 — Encore des modulos. 00

. c ;. N . . N
La notation a® désigne le nombre @ & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (ab)C = gbxe

21001

Le chiffre des unités de 1 003190 O8E e
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PGCD et PPCM

Calcul 23.5 — Réduction de fractions. ]
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10 010 A2 TT2 VAUL oo ettt
10 010
b) La f irréductible de ———— €St ... ...
) La forme irréductible de 5 773 est
C) T29V 360 VAUDL ..ottt
1 2
d) o o VAU
) 360~ 729 U
Calcul 23.6 — Systémes diophantiens. o
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :
a) a2_b2:9792 a><b=360
A Ab =24 X b) Savb=60  ......
6<a<bd

Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

Calcul 23.7 — Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5z+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, c’est-a-dire un reste noté invy3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z? de I’équation diophantienne 5u+ 13v =1 ........

b) Déterminer I'inverse de 5 modulo 13 ... ... ... . i

c) Résoudre 'équation 52z +4 =7 (mod 13)dans Z ............ccocoiiiiiinin...

Calcul 23.8 — Autour d’une équation diophantienne. 000

On considére N le nombre de couples d’entiers (x,y) solutions de I’équation (E) : 192 — 6y = 1 et vérifiant
3 001 < = < 3 331 et on considére (zg,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

D) (Z0,Y0) VAL <ottt
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Décomposition en facteurs premiers et théoréeme de Fermat

Calcul 23.9 — Décomposer pour décomposer. L

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 ... €) 2021 o
b) 2023 .. d) 2027 .
Calcul 23.10 — Diviseur et quotient inconnus. ]

On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.

Calcul 23.11 — Arithmétique modulaire. 00

Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo ’entier proposé.

a) 3** =3¢ (mod 35) .............. d) 5% (mod 77) ...
b) 37 (mod 35) ...t e) 77 (mod 143) ..................
¢) 67 (mod35) ...t f)  385%%%¢ (mod 4 195) ..............
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Fiche de calcul n°24 023A

Polynémes

Autour de la division euclidienne

Calcul 24.1 — Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X34X2—X 41, B=X—1 .ttt

b) A=X*—3X3+4X%2—-1, B=X?+X+1 ...

) A=X"+ X' - X*+X -1, B=X+X?42 ...

d) A=26X*"+12X> - 11X? -2X+1, B=2X*-X?—-X+4+1 ............

Calcul 24.2 — Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

8) A= X" B =X 1

b) A= X324 X3 L X3 B= X2 X 41 oo

) A=(X=3)2"+ (X —2)" =2, B=(X —2)2 .. . i

d) A=X"2 Xt X" B=X3—2X +1 ... ...

Calcul 24.3 — Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X% :

a) P=A4+BouA=X"+X-2etB=X"+X—-1........................

b) P=AxBouA=2X>-3X? - X4+1let B=X>+X+1 .ccocovvvni....

¢) P=AoBouA=X?-3X+1letB=(X—-2)% ...,

d) P=AoBouA=2X*-3X>-X+letB=X"+X>-2X+1 .........
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Calcul 24.4 — Pour évaluer en un point (I). 00
Soit P = X% —2X% —8X% - 22X3 —53X? — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2 +1 ................

b) Calculer P(1) ...uouiniit

Calcul 24.5 — Pour évaluer en un point (II). 00
Soit P = X®—2X° —8X* —22X° — 53X% — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2 —2 ................

b)  Caleuler P(V2) ..o

Calcul 24.6 — Pour évaluer en un point (III). 000
Soit P = X% —2X5 —8X% —22X3 — 53X? — 56X — 20. En vous inspirant des exercices précédents, calculer :
a) P(W2—1) ..., b) P41) o

Calcul 24.7 — Pour factoriser. 000

Factoriser dans R[X] les polynomes ci-dessous, connaissant certaines racines :

a) P= X1 —2X3 4+2X2 —2X 41 ou 1 est racine multiple ....................

b) P=X*—4X34+11X% - 14X + 100t 1 +iest racine ......................

¢c) P=X%-3X%42X* - X% 43X — 2ol 1 est racine multiple et i est racine
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Décomposition en éléments simples

Prérequis

Polynémes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Fiche de calcul n°25

024A

Calcul 25.1 — Uniquement des poéles simples. o
Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.
) X4 -2
XXTO(x £
X342
b) ——————— ...
(X -DX(X+1)
X2
C) o e
(X —m)(X +7)
Calcul 25.2 o
Méme exercice.
) X+1
Q) o e
(X+2)(X +e)
b) X2+ X+1
(X —)(X+i)(X -1)
0 X242
XV X1vE)
Calcul 25.3 — Avec des podles multiples. 00
Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.
) X+1
YO S0 —2)(X —3)
b) 2+ X?
XL D)X 1)
1-X
C) = e
X(X +m)?
1
d) ———"——5 -
) (X —1)2(X —1—1)?
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Calcul 25.4 — A vous de factoriser. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
A e
b) 2X3+1
XTo3x2iax
Calcul 25.5 — Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

1
a) Zm ........

k=2

- k2 —5k—2
b) ’;(k—l)k(k+l)(k+2) ‘

Calcul 25.6 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4

Y Tr I+

b)

X -DX+)X2+Xx+1)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

Calcul 25.7 — Avec des péles (simples ou multiples). 000
Calculer les intégrales suivantes :

a) /11//22 (x—scj)—(;l—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (x+1)<xj_2)(x_2)d:r e) /01/249521de ............

c) /12 xz(xl—i— 172 dr ........... f) /23 I4m71dsc ...............
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Calcul 25.8 — Primitives.

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

) 1
I e T
x? -1
1
b o o e e e
) T Aoy
) 1
C) B o e
x2+2
1
d) T o
) @ 2 +x+1
) @ s
e) w e e
x?2+2x+3
4
f) z+— T T R

xT

g2) x%m .........................................
T —2
h) me ........................................
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Calcul matriciel

Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul 26.1 — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

-1 0

1
A=0 2 1|, B=(1 7 -2),
3

-1 2

025A

1
21 -1 0 2 1
1 1 1)’ D= (1 2)’ E=12
-1
Calculer les produits matriciels suivants.
a) A% ... d) ExB g) D?
b) A3 e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'"xB
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Calcul 26.2 — Calcul de puissances. 00
On note 1 ... 1

(11 (21 ~ (cos(f) —sin(0) . )
A= <0 1)’ B= <0 3)’ ¢= <sin(9) cos(f) )’ D=1 @ :[
la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A% ... e) B ... i) CcF ...

b) A3 ... fy B* ... j) D?* ...

c) AF g) C? k) D3

d) B? h) C3 1) D

Calcul 26.3 — Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<ns B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
_ (el _ oiqj—i _
aig = (G_1), by =270 ey = 0igga 0o

Donner le coefficient d’indice (7,5) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .

On rappelle que (;) =0 quand j > q.
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Calcul 26.4 — Deux calculs plus difficiles. 0000
Soient n € N* et (i, j) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I’exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5 — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A:(g ;) B:(l.+1 2_‘.1>, c=[o 2 1},
! ! 3 -1 2
s T 27 1 0 2 0 2 1
D=~ o o], E=[21 =3|, F=[2 0 1],
7 =21 0 4 2 2 12 0
10 1 —1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 1 1 1 1
G=l1 11 1| =7 2 o2 ol 77|21 21 -1 1
02 3 -1 1 -1 -1 —1 1 -1 -1 —1

Déterminer, si elle existe, 'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible ».

a) A d) D. g) G
b) B e) E . h) H
c) C f) F i J
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Calcul 26.6 — Matrices dépendant d’un parameétre. 000

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=(Ax 1 x-1
X102 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a) CNS pour que A soit inversible ............ ... i

b) Inverse de A ...t

¢) CNS pour que B soit inversible .......... ...

d) Inverse de B ...t
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs

Calcul 27.1 ()

Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées du vecteur v dans la base 2.

a) u=(1,1), Z=((0,1),(=1,2)) «c0riiriiiiiii

b) = (1,1), B = ((—=1,2),(0,1)) +erreemreie e

c) u=(3,4), Z=((1,2),(12,13)) ..o

d) u=(1,2,1), Z=((0,1,3), (4,5,6), (=1,0,1)) «'rrvrrrrirarerriariinn

e) u=(-1,0,1), Z=((1,0,1),(1,1,1),(=1,=1,3)) ..oooeiiiiiiiii..

f) u=X+X*2=(1LX,X(X-1),X(X-1)(X=2) .cocceerrrir..

g) u:x— cos(:z:+ g), B = (COS,SIM) it

Calculs de rangs

Calcul 27.2 — Sans calcul. o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 2 3
) (; ;‘) ........................... Q) (45 9
6 7 13
1 4 1 4 L 9
2 8 2 8
b) 2 8 2 g | e) Z 2 .........................
5 20 5 20
1 2 3 4 ! 1
o 2 46 8| ... f) EMpR) ...
3 6 9 12 1 1
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Calcul 27.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 2 1
a) |[—4 =3 —1] ... c) |0 2 4] o
4 -2 2 11 2
b) (@SG _Si“9> .................. . ; 11 31 2
sinf  cosf ) 49 1 |
1 4 2 1

Matrices et applications linéaires

Calcul 27.4 — Matrices d’endomorphismes.

Pour les applications linéaires f et les bases & suivantes, déterminer la matrice de f dans la base 4.

a) f:(z,y)— (z+y,3z—by) d) f:(@y,2)— (@+y3z-2y)
B = ((130)’(071)) B = ((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1))

b) f:(z,y) — (z+y,3z —5y) e) f:P+—— P(X+2)

% = ((0,1),(1,0)) %= (1,X,X?)

¢) f:(zy)— 2z+y,z—y)
%= ((1,2),(3,4))
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Calcul 27.5 — Matrices d’applications linéaires. o
Pour les applications linéaires f et les bases 9, %’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base £ dans la
base #'.

a) [:(z,y,2)— (x+y+z1-y)

% =((0,1,3),(4,5,6),(—1,0,1)) et B = ((0,1),(1,0))

b) f:P+—— P
B=(1,X,X*) et B =(1,X,X%X3)

76 Fiche n° 27. Algebre linéaire



Fiche de calcul n°28 0027A

Equations différentielles

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1 o

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

a) Y =12y et Y(0) =56 .ot

b) ¥/ =y+1 et y(0) =5 oorrii

) ¥V =3y+5 et y(0) =1 oottt

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 it

Calcul 28.2 00

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) BY = —y et Y(1) = e i

b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 i

d) y=my+2e et y(m) =12 oo

Equations d’ordre 2, homogeénes, a coefficients constants

Calcul 28.3 — Une équation avec conditions initiales (I). L)

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) y” — 3y/ +2y=0 et y(O) =1 et y/(O) =

b) ' =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=1 ..ccoiiiiiiiiiiii...
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Calcul 28.4 — Une équation avec conditions initiales (II).

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) y” — Sy/ + 2y = 0 et y(O) = ]. et y/(O) = 3 .........................
b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢y (0)=3i ..c.oovvviiiiiiiiiiio...

Calcul 28.5 — Racines doubles, racines simples.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=1 .cooiiiiiiiiiiiiiin..
b) v"+3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ..cccoiiiiiiiiiiii.
¢) v'+y —2y=0 et y(0)=1 et ¥ (0)=2 ... ..
d) ¥ =2y +y=0 et y(0)=2 et y(0)=1 ....ccoviiiiiiiiiiiii ...
e) y'+4y +4y=0 et y(I)=1 et 3y (1)=-3 ....ooiiiiiiiiiii ...

Calcul 28.6 — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) y” —+ Yy = O et y(O) =1 et y,(o) =
b) v"+3y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ...ccoviiiiiiiiiiiii.
C) y” J'_ 2y/ + 2y = 0 et y(o) = 0 et y/(O) = ]. .........................

d) y” — 2y/ +5y =0 et y(O) =1 et y/(O) =i
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Fiche de calcul n°29 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
donner sa somme.

Calcul 29.1 — Des séries géométriques (I). L
1\*
a) SO o () .................
k>0 £20 V2
1 1
b) 227 ...................... d) FTARIEEERRPRNTRPRPPN
k>0 £>10
Calcul 29.2 — Des séries exponentielles. L)
1 1
a) T IRRRARRRRERRERRPREERTEE c) z SRRl e
k>0 k>0
2k
b) - IRERRRERREESEERTRLRRRLS
k>2
Calcul 29.3 — Des séries de Riemann. )
1 1 1
a) > 5o b) Y — ... Q) D
k=1 k k>3 \/E k>6 k
Calcul 29.4 — Des séries géométriques (II). 000
1 ik
a) Z ﬁ ..................... C) Z Tl trrrrreeeeseeeees
k>2 k>3
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Séries télescopiques

Calcul 29.5 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

Zk2+k ......................... c) Zln<k2ki1) ...................

k>1 k>2

(k+2)— (k+1)

1
2372 .................. Zarctan( >
kP + 3k2 + 2k = 1+ (E+2)(k+1)

Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que, si a €] — 1, 1], les séries
Z ko™t et Z k(k —1)a*2
k>1 k>2
appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

—+oo

il _ 1 . 2
;ka _—(1—a)2 et Zk 1a (l—a)
Calcul 29.6 — Des séries géométriques dérivées (I). L)

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

k>1 k>0

Calcul 29.7 — Des séries géométriques dérivées (II). 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

a) Y k2R b) Z(3k+1)3ik .......

k>1 k>1
1
C) Zk(lﬂ—l)w ........ Zk e —(k=2)
k>1 k>2
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Fiche de calcul n°30 029A
Produits scalaires

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calculs de produits scalaires

Calcul 30.1 — Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans 1'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par :

1
() = [ fseyat.
0
On note f1, f2, f3, f4, f5, f6 les éléments de E suivants :

f1:t—In(1+1¢), fo it —s 12, f3 1t —> cost,

faitr— el fsit—s 1+t fo:tr— 2.
a) (f1,06) ceve €) (f3,f5) cern
b) (fo, f5) weeirii d) (fay fa) oo
Calcul 30.2 — Des calculs de produits scalaires de matrices. o

Calculer les produits scalaires suivants dans I'espace vectoriel Mo (R) muni du produit scalaire canonique.

1 2 1 2 0 3
OnnoteraA—<3 O)’B_<2 1>etC—(_3 0).

Distances euclidiennes

Calcul 30.3 — Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X]| muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P()Q(t) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X) «oounriitttteeei e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X3) ... oo

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) o ottt
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Orthonormalisation

Calcul 30.4 — Orthonormalisation de Gram-Schmidt. ]
1
On se place dans Ry[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(#)Q(t) dx.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...,

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X% 4 1) ... ...

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

Calcul 30.5 — Calculs de matrices. o
On se place dans R® muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale % = (1,7, k).
On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base %.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation x +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par i +2k ...................

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z +3y —2=0 ........
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Fiche de calcul n°31 030A
Autour du groupe symétrique

Prérequis
Cycles, décomposition en produit de cycles a supports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1 — Echauffement. o
On considere les permutations suivantes de Sg :
(1 2 3 45 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=\2 43165 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) p ! c) o? ... e) op ...
b) o7 ... d) po ..... f) opo! .
Calcul 31.2 — Opérations sur les cycles. L

Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.

a) (ab)™ ... d) (abe)?® ..o,
b) (abe)™ ... e) (2451)% ............
c) (13527)7 ... f) (152372 ...

Décompositions en produit de cycles a supports disjoints

Calcul 31.3 00
Décomposer chacune des permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.
2) 1 23 45 6 7 8 9 10
T 6 0 1 3 8 A4 10 5 9 ) e
b) 12 3 45 6 7 8 9 10
39 10 1 7T 45 9 8 ) e

) (1352)24LT7)(58) wvrieiie i,

d) 13)3214B14)(214) ..o

€) (26)(4215)(32)(B15) cooriiieii i
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Calcul 31.4 — Application au calcul de puissances. 00
Exprimer chacune des puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.
(L2345 7
a 9 4 3 1 B B rrrreeeeeereeeeeeeiiei
b) 123456 7\'%

6 7 A4 3 1 B )  crrrrrrrrerreeeseeeeeecec
9 123456 7\'%

6 5 9 4 1 3 T e
Q) 123456 7\7

A 83 B T 9 1 G e
Calculs de signatures
Calcul 31.5 — Calculs de signatures — niveau 1. o
Déterminer la signature de chacune des permutations suivantes.
a) (12)(34)(56) «veveveeeiieiiiinn. d) (13243 ...
b) (15324) oo, e) (13)(267) 147312 ..........
¢) (15324)7 f) (13)267)A47312)% ...
Calcul 31.6 — Calculs de signatures — niveau 2. 00
Déterminer la signature de chacune des permutations suivantes.
a)12345678910 C)12345678910

76 91 3 8 4 10 5 2/ 7 3471 8 9 10 2 6 5
b)12345678910 d)12345678910

3 2 101 7 45 9 8 6) 71 6 10 5 9 2 3 8 4)
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Fiche de calcul n° 32 031A
Déterminants
Prérequis
Nombres complexes.
Calculs en dimension deux
Calcul 32.1 ()
Soit ¢ un nombre réel.
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
—a a i 3
a) ( " a) ............................. c) <21 51) ............................
0 3 -4 0
b) | . ] e d) [ . ] e
-2 0 1 -5
Calcul 32.2 ()
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
3/2 7/2 85 72
a) / PN d) [ o ]
5/2 9/2 53 91
) In(2) In(8) ) V241 1-+/32
....................... e
-2 1In(e?) 248 3-8
1/2 =3/7
59 78 | e
Calculs en dimension trois
Calcul 32.3 o
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
On rappelle que le nombre complexe j vérifie j> = 1.
1 2 3
a) 5 S T
7 8 9
-1 -2 3
b) /2 O HE 5 S D
4 0 0
T —=j
c) I L N
e T
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Calcul 32.4 o
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
A B
a) e T T [ S O PP
i
1 241 —-2+i
b) e T T N R
-1 i 2
12 1
i 15 ’
c) ST 0 TR
2 11
5 3 15
Calcul 32.5 00

Soient x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 L Y | e
y z
In(a) In(a?) —2In(a)
b) In(va) —2In(a) In(a?) | o
—In(a?®) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) -
2 2 22
T z+1 x+2
d) 241 42 @3
r+2 z+3 z+4
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Fiche de calcul n°33 032A

Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité).

Les fondamentaux

Calcul 33.1 — Ensembles de définition. o

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (x,y)—arcsin|e —y|....coooiiiii

b) (z,y) = In(x) + /Y oo

/5

c) (z,y) —
) @)

d) (z,y) — V16 — 22 —¢2In (2% +y* —16).............

Calcul 33.2 — Dérivation partielle (I). 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ by T
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Calcul 33.3 — Dérivation partielle (II). 000
Méme exercice.
a) fi(z,y) > cos(T—Y) o
b) f:(x,y)—>xcos(€®™) ...
c) fi(my)—a¥
i () # (0,0)
d) f:(z,y)— < a2+y? Y U
0 sinon
Compositions de fonctions
Calcul 33.4 — Reégle de la chaine. 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’(¢) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(z,y) =42 +3y* avec {u T
v = cos
) = o2t
b) f(z,y) = Va2 —y? avec {u(t)) e_t ...................
=e
9 9 u(t) = 3sin(2t)

,Y) =a” — 3xy + 2 avec ¢ . T L.
o J@y)=e sy v {U(t) = 4 cos(2t)
Calcul 33.5 — Changements de variables. 00

Soit f € C'(R?,R) et soit ¢ € R*.

Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

U+
2 )

a) <p:(u,v)»—>(

v—u
%

b) ¢ : (r,0) — (rcosf,rsinf)
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