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Mode d’emploi

Qu’est-ce que le cahier d’entrainement ?

Le cahier d’entrainement en physique-chimie est un outil destiné a renforcer ’acquisition de réflexes utiles
en physique et en chimie.

1l ne se substitue en aucun cas aux T'D donnés par votre professeur ; travailler avec ce cahier d’entrainement
vous permettra en revanche d’aborder avec plus d’aisance les exercices de physique-chimie.

Pour donner une analogie, on pourrait dire que ce cahier d’entrainement est comparable aux exercices de
musculation d’un athlete : ils sont nécessaires pour mieux réussir le jour J lors de la compétition, mais
ils ne sont pas suffisants. Un coureur de sprint fait de la musculation, mais il fait également tout un tas
d’autres exercices.

Pour vous aider & mieux vous entrainer, nous avons ajouté quelques exercices sur des themes qui ne figurent
pas au programme, en prenant soin de rappeler, dans ce cas, les équations en jeu. Il faut voir ces exercices
comme des occasions supplémentaires pour s’entrainer a manipuler des mathématiques au service de la
physique et de la chimie.

Ce cahier a été congu par une large équipe de professeurs en classes préparatoires, tous soucieux de vous
apporter l'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Le cahier est organisé en fiches d’entrainement, chacune correspondant a un théme issu de votre programme
de deuxiéme année.

Chaque fiche est composée d une suite de petits exercices, appelés entrainements, dont le temps de résolution
estimé est indiqué par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.




Les pictogrammes
Certains entrainements sont accompagnés d’un pictogramme.

D Ces entrainements sont basiques et transversaux.

m Les compétences qu’ils mettent en jeu ne sont pas forcément spécifiques au théme de
la fiche et peuvent étre transversales.

Ce pictogramme a été choisi parce que le bulldozer permet de construire les fondations et que c’est sur des fondations
solides que l’on batit les plus beaux édifices. Ces entrainements sont donc le gage pour vous d’acquérir un socle solide
de savoir-faire.

Ces entrainements vous entrainent au calcul a la main.
( ) Dans ces entrainements, les calculs doivent étre faits sans calculatrice.

Comment utiliser ce cahier ?

Le cahier d’entralnement ne doit pas remplacer vos TD. Il s’agit d’un outil & utiliser en complément de
votre travail « normal » en physique-chimie (apprentissage du cours, recherche de TD, recherche des DM).
Un travail personnalisé.

Le cahier d’entrainement est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez vos entrainements en fonction des difficultés que vous rencontrez, des chapitres que vous
étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur.

Ne cherchez pas & faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas & faire dans ’ordre mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Pratiquez 'entrainement a un rythme régulier : une dizaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’un objectif du type « faire dix fiches par
jour pendant les vacances ».

Un travail efficace.

Utilisez les réponses et les corrigés de fagon appropriée : il est important de chercher suffisamment
par vous-méme avant d’aller les regarder. Il faut vraiment persévérer dans votre raisonnement et
vos calculs avant d’aller voir le corrigé si vous voulez que ces entrainements soient efficaces.

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
pas a écrire a l’adresse cahier.entrainement@gmail.com.

Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi l’identifiant de la fiche, écrit en gris en haut
a gauche de chaque fiche.
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Fiche d'entrainement n°1 Généralités

Opérateurs vectoriels

GAL1

Prérequis
Notation avec et sans le symbole nabla V des opérateurs :
e gradient : grad( )= f
e divergence : dlv(z) =v.4
= —

e rotationnel : rot(f) = V A A

Expressions de ces opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes.

Dans toute cette fiche, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes ayant la dimension d’une longueur.

Sur P'opérateur gradient

[Entrainement 1.1 — Quelle écriture pour le gradient ? o

Le gradient est un opérateur vectoriel qui s’applique & des fonctions scalaires. Pour un systéeme de coor-
données cartésiennes (x,y, z) décrivant I'espace, la définition du gradient d’une fonction f(x,y, z) est :

of
or
d = = —_ = —€, _— —€,.
grad(f) = V(f) 9 9 +8yey+8 €
of
0z
On consideére la fonction V(z,y, z) = zyz. Quelle est la bonne expression du gradient de V' ?
@V(V):zye_;—l—zxe_y)—i—yxe_z’ @grad(V):zye_y’—&—zx@’—Fyxe_;
Yz Yz
@ grad(f;) = | zz @ 6(‘/) = | zz
Yz Ty
“.;,L [Entrainement 1.2 — Calcul de gradients en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On rappelle 'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

— of . O0f_, Of_
gd(f(e.y.2)) = g+ o+ Gl

Développer les expressions suivantes :

a) grad (J;y +yz +zx + ﬂ) ........

b) grad(3z® +2a(y —z) +b%) ........
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c)

grad(ach + 2z + 22+ a3) ........

d) grad (2acy + 8a%e*/(20) — 6c2> ......

¢)

4
grad (8x2y + ba” _ 5b22) .........
Y

[Entrainement 1.3| — Calcul de gradients en coordonnées cylindriques.

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

grad(f(r,0,2)) =

Développer les expressions suivantes :

a)

e)

2
grad (32 o 27“0) ..............
a

[Entrainement 1.4] — La bonne formule.

TR

On introduit deux systémes de coordonnées pour décrire un plan : des coordonnées cartésiennes (1, z2)
et des coordonnées polaires (p, «).

Parmi les formules suivantes de gradient a deux dimensions d’une fonction scalaire g du plan, identifier la
seule écriture valable :

- dg _, Og _,
@ grad(g(xlax2)) = 79611 + 8733926952

3331

- dg _, 09 _,
) Vglor,22) = =0 + 5

e
6562 o 81’1 i
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%L |[Entrainement 1.5 — Valeurs et projections d’un gradient. 00

On munit 'espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne 'expression de 'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

V(f(2,y,2)) =

of , Of_, 0f_,
fiem+iey+ff

es.
0z

dy

On considére la fonction g(x,y,2) = (x —2)* + (y + 1)% + 2% — 1, on note M(z,y, z) un point quelconque

de l'espace et A le point de coordonnées (—1, 1, 2).

a) Calculer g(A) ............

b) La quantité 2z correspond & :

(a) grad(g) - & (c) grad(g) -2

(B) grad(g) -y

e) La quantité $g(M ) correspond au vecteur :

¢) La quantité 2y + 2 correspond a :

(a) grad(g) - (©) grad(g) - &2
(B) grad(g) -

<&l

d) La quantité 2z — 4 correspond & :
(a) grad(g) - ex (¢) grad(g)-ez
(b) grad(g) - &,

2(x —2) 2(y—1) 2(x —2)
(a) |2(y—1) (b) | 2(z+2) (© |2w+1)
2z 2z 2z
f) Calculer H@’g(A)H ..............................................................
c.;)k [Entrainement 1.6| — Enquéte sur une fonction. 000

On considére une fonction f(z,y, z) inconnue telle que grad(f) = 2zye, + z%€, + a’e;.

a) Quelle est 'unique relation valable ?

@ Yevd _,, ® )

ox

b) Quelle primitive est solution de la réponse précédente ?

@ f(x,y,z) = ny —i—g(w,y)
@ f($7yvz) = x2y+g(y7'z)

(©) flx,y,2) = 2%y +ya®

¢) Que vérifie la dérivée partielle par rapport & y de la réponse précédente ?

dg
@@*yfo
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d) En s’appuyant sur les réponses précédentes, quelle est la bonne expression de g 7
@g:a2y+cste @g:a22+cste @g:a2—|—cste

e) Quelle est expression de la fonction f(z,y, z) telle que f(0,0,0) =07
@f:x2y+a22; @f:y2z+a2x @f=x22+a2y

Sur 'opérateur divergence

%& |[Entrainement 1.7| — Calcul de divergences en coordonnées cartésiennes. 00

On munit espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, 2).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.~ 0A, O0A 0A,
div(4) = o + 8yy+ 5

Développer les expressions suivantes :

a) div(3x26_§ + 2aye, — sze_z’) ...........................

b) div(2zye, +8a%e el — 6b7;) ..o

d) dIV(ZEL 4 2€2) et

e) div(z?ye, —yz?(€) —€2)) -oriiiii

%L [Entrainement 1.8 — Calcul de divergences en coordonnées cylindriques. L)

On munit espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne I'expression de 'opérateur divergence dans ce systéme de coordonnées :

o 10(rA,) 104, 0A,
v === e T

Développer les expressions suivantes :

2
a) div (—e_,ﬂ> —2r0€q + 32?2) .........................
a

6 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



B_D

gla

[Entrainement 1.9 — Bataille de divergences. o

Quel est le champ dont la divergence au point A(—1,—1,1) est maximale ?

@ 2 +vie+ e © “w a4y
@ y’er + a’e, + 22e; @ y’es +x’e; + e,
[Entrainement 1.10| — Choix du systéme de coordonnées. 00

On munit l'espace d’un systéme de coordonnées cartésiennes (z,y,z) et d’un systéme de coordonnées
g

sphériques (7,6, ). On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, +ye, + z€, = ré, et on donne l'expression

de l'opérateur divergence en coordonnées sphériques :

iarzAr n 1 O(sin(f)Ayp) N 1 04,
r2 or rsin(f) a0 rsin(f) dp

div(4) =

Développer les expressions suivantes :

a) div(ze, +ye, + z€2) ..... b) div(réy) «o.ooiiiiiiii

On munit l'espace de dimension 2 d’un systéme de coordonnées cylindro-polaires (r, 6).
On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, = re;.
¢) La divergence de ce champ (définie dans ’entrainement 1.8), en tout point, vaut :

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

Sur I'opérateur rotationnel

[Entrainement 1.11] — Calcul de rotationnels en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).
On donne 'expression de 'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

S (PA0AN\ L (A DAL (04, 0A.)
oy 0z )" 0z ox )Y Ox oy ) 7

Développer les expressions suivantes :

a) 5‘5(33@26—{ +2by€y — 2C2€2) i

b) E‘E(Qxye_; + 8% 8y —6C7E2) i

— 6zt
c) rot (é%xzye:,C + ;sey) .................................

A) TOL(—@E + 283) e

e) B‘E(nye_; — Y (E) — €2)) e

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 7



%& [Entrainement 1.12| — Calcul de rotationnels en coordonnées cylindriques. o

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

rot(A) = (1 0A. 3Ae>e_r,+ <3Ar B 8Az>€_5+ (187349 3 8A,.>e_z,.

r 00 0z 0z or r or a0

Développer les expressions suivantes :

—

2
a) rot(—r—e_; — 2rfeqp + 3ze_z’> ...........................
a

Sur la représentation graphique

(@) [Entrainement 1.13| — Exploiter une carte de champ. 00

On considére un champ ¥'(M) dérivant d’un gradient de potentiel @, c’est-a-dire tel qu’en tout point M :

T(M) = grad (M)

La figure ci-dessous représente les lignes de champ (en trait plein) et les équipotentielles (en tirets). Le
systéme est invariant par translation orthogonalement au plan de la figure. Les valeurs du potentiel ®(M)
sont données pour chaque équipotentielle en UA (unité arbitraire).

3
B O

On admet que le champ est tel que div v = 6, c’est-a-dire a flux conservatif. Autrement dit, le long d’un
tube de champ de section S, la quantité vS est conservée.

a) Par rapport aux équipotentielles, les lignes de champ sont orientées :

@ parallélement @ orthogonalement @ aléatoirement

8 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



¢) Le vecteur ¥(C) est orienté dans le sens du vecteur :

(@) AB ®) BA

C
d) Estimer graphiquement v(€)

v(D)

en calculant un rapport de longueurs .......

Sur les opérateurs laplaciens

L |Entrainement 1.14] — Opérateur laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (scalaire) dans ce systéme de coordonnées :

0? o? 92
A(f9) = 55+ 50 + -

Développer les expressions suivantes :

c) (b2 ln( )+ 3z ) .................................................

L |Entrainement 1.15| — Opérateur laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (vectoriel) dans ce systéme de coordonnées :

A(A(xz,y,2)) = A o0 + AA e, + AALE.

2
ﬁ-|-bz—|—c2

. e , - . a
On dispose d’un vecteur A dont les coordonnées cartésiennes sont les suivantes : y? — baz

b21n< ) + 322

Développer A A

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 9



Bilan sur les opérateurs

%{ [Entrainement 1.16] — Scalaire ou vecteur ? ]

Les différents opérateurs rencontrés peuvent étre des opérateurs :

@ scalaires s’appliquant a des scalaires @ vectoriels s’appliquant a des scalaires

@ scalaires s’appliquant a des vecteurs @ vectoriels s’appliquant a des vecteurs

a) Quel cas correspond a opérateur « gradient » 7 ... ... . i

b) Quel cas correspond a l'opérateur « divergence » 7 ........ ..o

c) Quel cas correspond a l'opérateur « rotationnel » 7 ....... .. ... . i

d) Quel cas correspond a l'opérateur « laplacien » appliqué & un champ scalaire? .........

e) Quel cas correspond & lopérateur « laplacien » appliqué & un champ vectoriel 7 ........

Autres entrainements

%L [Entrainement 1.17| — Calcul de gradients en coordonnées sphériques. 00

On munit Pespace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).

On donne l'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

grad(f(r,0,¢)) = Eer + ;@69 + m%ew-

Développer les expressions suivantes :

¥

- b
a) grad (r + 2a0 + 6) .....................

b) grad((rsin(0 — ©))?) «oooiiiiii

c) M(Tz\/@ sinf) ...

d) grad(tan(0)) «....oveeii

10 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



%L |Entrainement 1.18| — Calcul de divergences en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

= 1?4, 1 O(sin(f)Ap) 1 04,
div(4) = 2z o 7 sin(6) a0 * rsin(0) dp

Développer les expressions suivantes :

—> —> 6 —>
a) div <rer + 2a sin Oeqg + aew) ......
'

b) div(r’sin(0)\/@(e; +é +é;)) -....

€) div(r€g) «eiiiii

&,L |[Entrainement 1.19| — Calcul de rotationnels en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 0, ¢).
On donne 'expression de l'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

or 00

rsin(d) dp  r Or

Développer les expressions suivantes :

-, . 6b_,
a) rot (re‘; + 2afeq + ew) ..........
¥

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 11



Réponses mélangées
2
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EMP1 Fiche d’entrainement n°2 Electromagnétisme en régime permanent

Electrostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique.
Intégrales curvilignes, de surface et de volume.
Champs scalaires et vectoriels. Gradient. Théoréme de Gauss.
Constantes utiles
— Charge élémentaire : e = 1,60 x 10~ ° C

— Permittivité diélectrique du vide : g0 = 8,85 X 107> F -m ™!

Distributions de charge : symétries, invariances, charge totale

L |[Entrainement 2.1 — Calculs intégraux de longueurs, surfaces et volumes. o

On rappelle les déplacements élémentaires dans chacun des trois systémes de coordonnées :
—
e en coordonnées cartésiennes : d¢ = dze, +dye, +dze;
N
e en coordonnées cylindriques (ou cylindro-polaires) : df = dr €, +rdf €y + dz e,

e en coordonnées sphériques : d/ = dr €, + rdf g + rsin(0) de €y

a) Exprimer 1’élément de circonférence dC d’un disque de rayon R ...........

b) Grace & un calcul intégral, retrouver la circonférence d’un cercle de rayon R.

d) Gréce a un calcul d’intégrale, retrouver la surface d’un disque de rayon R ....

e) Grace a un calcul d’intégrale, retrouver le volume d’une boule de rayon R ....

[Entrainement 2.2 — Charge totale d’une distribution linéique. (]

Dans chacun des cas suivants, déterminer la charge totale des distributions linéiques suivantes a ’aide de
la relation : Q = /)\(M) dly.

a) Pour une tige de longueur ¢ chargée avec une densité linéique de charge uniforme Ag.

b) Pour un anneau de rayon a dont la densité linéique de charge, non uniforme, est A(M) = go#/a avec qq
une constante et 6 'angle qui repére le point M sur ’anneau.

Fiche n° 2. Electrostatique 13



%& [Entrainement 2.3| — Feuille d’aluminium chargée. 0

Soit une feuille d’aluminium de format A4 a laquelle 1000 électrons g =21,0cm

ont été arrachés. La feuille porte alors la charge électrique Q. L — 29.7cm

a) Exprimer la charge @ en fonction de la charge électrique élémentaire e .................

b) Exprimer la surface S de la feuille en fonction des longueurs Let £ ....................

¢) En déduire la valeur de la charge surfacique moyenne o = /S portée par la feuille ....

LB |[Entrainement 2.4 — Quadrupéble électrostatique. L)

On considere la distribution de charge ci-dessous.

_,

o
b
0]

© ©

a) Quels sont les trois plans de symétrie de la distribution ?

B |[Entrainement 2.5 — Autour d’une sphére chargée. 00

Tous les résultats devront étre domnés en écriture scientifique.

a) Quel est le volume en m® d’une sphére de rayon R = 25¢m? ....................

b) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulombs, si celle-ci est chargée avec une densité volumique
uniforme de py = 50,0nC - m ™3 ?

¢) Quelle est l'aire de la surface de la sphére en m?? ...,

d) Que vaut la charge totale de la sphére, en coulombs, si celle-ci est chargée avec une densité surfacique
uniforme o = 8 uC - m~27?
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[Entrainement 2.6 — Tube chargé localement. 00

Un tube conducteur d’axe (Oz) possede une densité surfacique de charge o(f) = ¢ cos(6), avec oy une
constante et  'angle des coordonnées cylindriques (r, 6, 2).

a) Comment s’exprime l'aire d’un élément de surface dS du tube?

(a) drdz (b) Rdfdz (c) Rsin(0)dfdz (d) Rdrde

b) Comment s’exprime la charge totale @) portée par le tube?

(a) Q= /0/ 0)drdz (©)Q= /9 /ZO )R d6 dz

c) A T'aide du calcul d’une intégrale, déterminer la charge totale Q .......................

Entrainement 2.7| — Autour d’un cylindre chargé. z 000
y g

Soit un céble cylindrique d’axe (Oz), de hauteur h et de rayon
R, doté d’une densité volumique de charge p.

a) Laquelle de ces formules permet de calculer l'aire de la sur-
face latérale du cylindre ?

(a) mR*h (¢) 4nR*h
(b) 27 Rh (d) 4w Rh

b) Sans négliger les effets de bords, déterminer les invariances de cette distribution de charge si,

r 3
pour 0 < 2 <h, p=po(5)

avec po une constante homogene a une charge volumique.

. . . N N> . . . N N>
@ invariance par translation parallélement a e, @ invariance par translation parallelement a e

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz) @ aucune invariance

3 0
¢) Méme question si, pour 0 < z < h, p = po(%) sin<2> ..................................

a3
d) Méme question si le cylindre est de hauteur infinie avec p = pg (—) ......................
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De la distribution de charge au champ électrostatique

|[Entrainement 2.8 — Superpositions et symétries. 00

Sur le schéma ci-contre figurent, en M; et My, les champs
électrostatiques /| et I, respectivement générés par les deux
charges ¢ = +e et g2 = +e.

a) Exprimer le champ électrostatique total E au point M;
en fonction des vecteurs de la base.

b) Exprimer le champ électrostatique total E au point My
en fonction des vecteurs de la base. M,

Le plan (My, €,,€2), nommé P, est un plan de symétrie de la
distribution de charge.
G

¢) Quelles propositions sont correctes ? €,
(a) E(Ms) = —2¢; + 8¢ (c) EQM) e P
® E(My) =22 + 82 (@ E(L) L7 T @

[Entrainement 2.9] — Symétrie d’une distribution volumique de charge. o

Le champ électrostatique créé par la distribution volumique ci-dessous est noté E. Le plan (IIy) est un
plan de symétrie de la distribution. Le plan (II3) est un plan d’antisymétrie de la distribution.

Yy (IL2)

@

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) de la distribution, le champ
électrostatique appartient (resp. est perpendiculaire) & ce plan.

P

A @
=

z (ITy)

->x

0O

a) Quel vecteur unitaire est normal au plan (TI1)? ... ..o

b) Quel vecteur unitaire est normal au plan (TI3) 7 ...

¢) En un point M(z,0,0) de 'axe (Ox), identifier ’expression correcte parmi celles proposées.

(@) EM)=T () EM) = E(M)ez (© EMM) = E(M)e; (@) EMM) = EM)e2
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&1

[Entrainement 2.10| — Invariances d’une distribution volumique de charge. L)

La grille infinie représentée ci-dessous est constituée de tiges infinies selon €, et est chargée uniformément

négativement.
ey

Soit M un point de I’espace repéré par (z,y, z).

Sachant que les composantes du champ électrique E possédent les mémes invariances que celles de la
distribution de charge, lesquelles de ces expressions sont valides si I’étude des symétries a déja été menée ?

(a) E(z,y,2) = Ex(y)és + Ey(y)ey (c) E(x,y,2) = Ey(2,y) + Ey(z,y)
() E(z,y,2) = Ex(z,y)e + Ey(z,y)e, @D IEN(2,y,2) = | E|(x,y,0)
[Entrainement 2.11] — Homogénéités. o

Dans les expressions suivantes, p, o et A sont des densités de charge volumique, surfacique et linéique. Le
potentiel électrostatique est noté V', et a, £, h et r sont des longueurs.

a) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & une charge électrique.

@ dra®p @ \ma? @ pra’h LES

b) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & un champ électrostatique.
o 2 pr

— Vo —Wi)e 9 —

® 2 ®G-ne @ @

[Entrainement 2.12] — Tracé d’une composante du champ. C)

La composante radiale du champ électrostatique créé au point M par une sphére de centre O, de rayon R,
dotée d’une densité volumique de charge pg, est donnée en fonction de la distance r = OM par

3po R?
por et E.(r>R) = Po >
EoTr

E.(r<R)= 300

Laquelle de ces courbes décrit ’évolution de E,. en fonctionde 7?7 ......... ...,
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[Entrainement 2.13] — Calcul d’un champ électrostatique par intégration. 0000

Un disque, d’axe (Oz) et de rayon R, posseéde une charge surfacique uniforme o. On note P un point du
disque tandis que M est un point de ’espace qui appartient & axe (Oz).

a) Comment s’exprime l'aire élémentaire d.S centrée sur P(r,0)?
(a) dS=rdrdz (c) dS =dxdz
(b) dS = rsin(6) drdg (d) dS =rdrdg

b) Quelle est expression du produit scalaire PM - e.?

(a) PM-& =PM (c) PM-& =
@m‘e_;:dz @PT\/E-@:T

c) Quelle est 'expression de la distance PM = HWH ?
(a) PM =22 + 1 (c) PM =+/dz? + dr?
(b) PM =v/22 412 (d) PM =dr +dz

Le principe de superposition énonce que le champ électrostatique en M est la somme des champs électro-
statiques créés par chaque élément de surface d’aire dS et de charge dQ = o dS. L’expression du champ
créé par une source ponctuelle permet alors d’exprimer la composante axiale £, = F - e, du champ créé
par le disque sur 'axe (Oz) par :

B _// Udsmws_;_/r_R/G_z”crrdrdG z
z = P47T€O PM3 - 0 90 dmeg (T2+Z2)3/2'

d) Calculer lintégrale précédente a 'aide du changement de variable u = 2,

e) Simplifier expression obtenue en d) si z < R afin de retrouver expression du champ créé par un plan
infini uniformément chargé.

f) Sachant que (1 +¢)® =14 ae 4 l'ordre 1 en € quand £ — 0, simplifier 'expression obtenue en d) si
z > R afin de retrouver I'expression du champ créé par une charge ponctuelle Qo = 7R%o.
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Flux électrostatique

c'%k [Entrainement 2.14] — Signe d’un flux électrostatique a travers une surface. o

Le flux ¢ = // E-dS du champ électrostatique E & travers une surface orientée (S) dépend de lorientation

de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).

E E E E E

(S) (S) (S) (S) @ (5)
(2) ® © (@ ©

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ... .

b) Que vaut ¢ dans le cas @? ...........................................................

[Entrainement 2.15 — Flux électrostatique a travers une calotte sphérique. 0000

Une charge ponctuelle g, placée au centre O d’un repére sphérique, crée le champ

q -

électrostatique E = pP— €r avec (1,0, ) les coordonnées sphériques du point
TEY T

M.
La calotte sphérique représentée ci-contre (en deux dimensions) est la portion

de sphere de rayon R qui intersecte le demi-céne d’axe de révolution (Oz) et de
demi-angle o > 0.

a) Comment s’exprime un élément de surface dS de la calotte sphérique ?
@ dS = R?cos(p) dpdf @ dS = Rcos(f) dfdp
(b) dS = Rsin(p) dedf (d) dS = R*sin() df dep

b) Comment s’exprime le flux ¢ du champ électrostatique E A travers la calotte sphérique ?

T+o 2 s 27

@ o= / E-R? cos(p) dp doe, @ ¢ = / E - R?sin(0) d0dy @,

p=m—a JO=0 O=m—a J =0

a T a 2w
=—a J0=0 O0=—a J p=0

¢) Calculer la double intégrale. Ecrire le résultat obtenu sous la forme ¢ = K (1 — cosa), avec K une

constante a exprimer en fonction de g et 9. ...

d) Reéaliser 'application numérique de ¢ danslecasota=metg=e€. .............
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[Entrainement 2.16] — Avec le théoréme de Gauss. 00

Une distribution volumique, de charge volumique inconnue, crée un champ électrostatique dont I’expression

— > 1 T > R L.
en repérage sphérique est E(M) = E,. €, = % - (1 + f)e_r/“ €, ol q et a sont des constantes positives.
TEY T a

a) Exprimer le flux électrostatique ¢(E) a travers une sphere de rayon r en fonction de E(r) et r.

b) Exprimer la charge Q = 50¢(E) (théoréme de Gauss) située a Uintérieur de la sphere de rayon r.
- ( ’r) 7T/a ( T) 77‘/@
2 (140 14 =
® L(1+3)e © a1+ e
C —-r/a —r/a
® afa+7)e @ e

¢) Quelles sont les valeurs limites de @ pour r - 0 et r — +00? .............

Circulation du champ électrostatique — Potentiel électrostatique

[Entrainement 2.17| — Signe d’une circulation électrostatique le long d’un chemin. o

Les lignes du champ électrostatique E produit par une charge ponctuelle ¢ négative C
convergent vers cette charge. La circulation C = / E-dlle long d’un chemin orienté

dépend de 'orientation de ce chemin.

Pour chaque chemin orienté, indiquer si la circulation C est positive, négative ou nulle. D
a) A—B ... b) B—C ... c) C—D ... d) D—A ..
[Entrainement 2.18] — Orientation du champ au sein d’un condensateur plan. o

Le schéma ci-dessous représente un condensateur plan dont les armatures sont portées aux potentiels
Vi =—-6V et V5 =3V. Deux surfaces équipotentielles sont représentées par des lignes en tirets.

a) Donner 'orientation du vecteur grad V.

— —> — —>
ex ®-a ©= O« .

b) Donner 'orientation du vecteur champ électrostatique E.
@ & ® -& © —& @&

Vi=-6V Vo=3V
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[Entrainement 2.19] — Circulation et différence de potentiel. 00

Soit un segment orienté allant d’un point A & un point B de coordonnées cartésiennes respectives (a,0) et
(2a,2a). Le vecteur déplacement élémentaire en repérage cartésien s’exprime comme d¢ = dze, + dye,.

a) Laquelle des relations suivantes est valable le long du segment AB?

(a) dy =da (b) dy =2dz () dz =0 (d) dy=0

Soit un champ E= Ey (1 — e*z/“)e_x’, avec a > 0.

b) Sachant que le champ électrostatique est orienté dans le sens des potentiels électriques V' décroissants,

déterminer sans calcul lequel de V(2 = a) ou V(x = 2a) est le potentiel le plus élevé .......

¢) La circulation électrostatique sur le segment AB est reliée a la différence de potentiel électrique par

Exprimer V(A) — V(B) en fonction de Eg et @ ........coooveiiiiin. ..

[Entrainement 2.20] — Approximation dipolaire. 000

Soit un dipole électrostatique constitué de deux charges ponctuelles opposées +q et —gq, séparées par une
distance AB = a. D’apres le principe de superposition, le potentiel créé par ce doublet en un point M

s’écrit ) )
q
M) = _— .
V(M) 4eg (AM BM)

a) Laquelle de ces propositions donne ’expression de AM = ||KK/T|| au carré en fonction de a et 67

@ AM? =72 + (%)2 — arsin(f) @ AM? =72 + (%)2 — ar cos(0)
@ AM? =72 + (%)2 + ar cos(6)

On se place dans 'approximation dipolaire, c’est-a-dire loin du doublet de charges : r > a.

b) Réaliser un développement limité de 1/AM a lordre 1 en a/r ......

¢) Meéme question pour 1/BM .. ...

d) En déduire l'expression du potentiel V(M) dans I’approximation dipolaire.
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(@) [Entrainement 2.21| — Effet de pointe. 00

Un individu porte une charge négative, ce qui modifie localement les propriétés du champ électrostatique.
La figure ci-dessous représente qualitativement les lignes de champ en trait plein tandis que les (surfaces)
équipotentielles sont illustrées en pointillés. L’échelle du schéma est 1 division <> 40 cm.

a) Comment sont orientées les lignes de champ électrostatique ?

@ vers I'individu
+300V
@ sortant de I'individu
................................................... j:200 V
b) Quel est le signe des valeurs de potentiel électrostatique des
+100V
équipotentielles représentées? .....................
ov
¢) Evaluer 'ordre de grandeur du champ en A ...

d) Indiquer par une analyse de la carte de champ, et sans aucun calcul, laquelle de ces propositions est
vraisemblable :

(a) E(B) > E(A) ©
@) IE®)| > [IEA)] @ IE®)]

Toujours plus d’électrostatique

[Entrainement 2.22| — Charge totale et charge moyenne. 000

La charge totale d’une distribution occupant un volume V' s’exprime comme @ = /// pdV avec p la
(V)

charge volumique et dV' le volume élémentaire dont les expressions en repérages cartésien, cylindrique et
sphérique sont respectivement dV = dz dydz, dV = rdrdfdz et dV = r?sin(6) dr d de.

Déterminer la charge totale et la charge volumique moyenne p,, = Q/V des distributions ci-dessous.

On notera que py est une constante homogéne a une charge volumique.

a) Un pavé, d’épaisseur 2H selon la direction €, (—H < z < +H) et de base d’aire A a une charge

2
volumique p(z,y, z) = po <1 — :12>

2
b) Un cylindre, de rayon R et de hauteur H, a une charge volumique p(r,0, z) = po (1 — ;2)

2

c¢) L’espace (infini) a une charge volumique p(r, 8, ¢) = po— exp(—%) ot R est une constante homogene
T

a une distance.
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[Entrainement 2.23] — Analyse dimensionnelle.

Laquelle de ces expressions n’est pas homogene & un potentiel électrostatique V' (ou une tension U) si C est
une capacité de condensateur, ¢ une charge électrique, T une température, R la constante des gaz parfaits,
N3 la constante d’Avogadro, E, un champ électrostatique et d une distance ?

@Uqu

(b) V = RT/qNa

(c)U=E.d

[Entrainement 2.24] — Calcul de divergence de champ électrostatique. o

Le champ électrostatique et sa divergence en repérage cylindrique sont respectivement

E = E,& + Egég + E.&, et

) ) - o
Exprimer la divergence du champ E; = —e; avec « une constante ............
r

c‘;x [Entrainement 2.25] — Tracé d’une composante du champ — Bis repetita.

—

divE =
r

19(rE,)

10Ey OE,

o Troee os

Une distribution de charge & symétrie cylindrique, d’axe (Oz), de rayons caractéristiques Ry et Ry, produit
en un point de coordonnée radiale » un champ électrostatique de composante radiale donnée par

avec a et o deux constantes positives.

Laquelle de ces courbes décrit ’évolution de E,. en fonction de r?

ET(T‘ < Rl) = —
ET(R1 <r < RQ) = —

Er(’l" > RQ) = —

aR3

3€0T

aR}

3

o),
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[Entrainement 2.26] — Orientation du champ créé par une charge ponctuelle. o

Sur le schéma ci-contre, on trouve 3 surfaces équipotentielles générées

par une charge ponctuelle placée au centre. L7 S
— N &
a) Donner l'orientation du vecteur grad V. ’ N

—> — — —> , ,
€ —€pr —€p €r , , PRSEREN \ \
’ \ \

2 v -2V . ,

b) Donner orientation du vecteur champ électrostatique E. . - /

@ ®-a @©-@ & 0.5

|[Entrainement 2.27| — Un potentiel, une courbe. o

Les expressions des potentiels électrostatiques V,, V;, et V. données ci-apres rendent compte de situations
physiques volontairement non détaillées ici. Les fonctions V,, V;, et V. sont définies pour des valeurs de r
strictement positives. Enfin, A\, o et p sont des constantes positives.

L(SR2 —r%) sir<R

- r 6eo o
Va(r) = In( — , |4 = t Ve =Vy— —u.
)= 2, n(?”o) ) R ir>R @ =V-e
3eg 1
\% \% 1%
roux \ rouzx roucx

‘ courbe (2) - courbe (3)

‘ courbe (1)

Attribuer & chaque potentiel électrostatique une courbe.

a) Vo oo, b) Vo coiiiiiin. ) Ve oo,

|[Entrainement 2.28 — Energie électrostatique au sein d’un condensateur. o

Soit un condensateur sphérique dont I’armature interne est une sphére de rayon R et 'armature externe

une sphere de rayon R + h. Le champ électrostatique entre les deux armatures est E = —%e_; , avec
TEQT

—Q@ la charge portée par 'armature interne.

L’énergie électrostatique stockée entre les armatures du condensateur est
R+h T 27 D)
ol
&= / / / 0 2 sin @ dr d de.
r=k Jo=0Jp=0 2

Exprimer £ en fonction de R, h, Q et €9 «.vvvreeieinii ..

24 Fiche n° 2. Electrostatique



Réponses mélangées

V() 41000xe 7R*> () 2rR (D)  18x10°°V-.m
Q = 4poAH/3, pm = 2p0/3 @et@ I Q = pomR*H/2, pm = po/2
@et@ (© 1x10*°V.m™

@ @ @ rdrdf @

positif

N @eae@® ® © @ ©

Courbe @ % (1 _— C;i(0)> @
qa cos(6) 1 a cos(6)
e @ © © O ©©«b & - <1 T )

2%0 Courbe (3) 4rr?E(r) —2e, + 8¢, %71'1-23 O

Q° h

Foa(l+e 2 —e™1)
A — 2,57 %1071 C-m™2 7,9 x 107! m?
8teo R(R+ 1) m m

Q= p047TR33 pm =0

2
0 @ nulle positive 0 @ Courbe @ 2160 <1 =1/ zgj——RQ>
négative (0,6,,€2) et (0,¢,,€2)

33x107°C et (o &
-2..3 Qo (O,e_;—l—e_y',e_;), (an—;_e_y)a 6_;) —>
6,5x 1072 m Tre? ®) et (@) ot (0,052 Oy

qgetO nulle Lx/

E(l —cosa) 6x107°C Rdo @ 2% qo
K

» |Réponses et corrigés page 151|
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H ! ™ o P
EMP2 Fiche d’entrainement n°3 Electromagnétisme en régime permanent

Magnétostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique. Intégrales curvilignes, de sur-
face et de volume. Champs scalaire et vectoriel. Théoréeme d’Ampere.

Constantes utiles
— Charge électrique élémentaire : e = 1,602 x 107 C
— Masse de Délectron : me = 9,11 x 103! kg

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 10"H-m™!

Distributions de courant et densités de courant

[Entrainement 3.1] — Dimension de densités de courant. o

La dimension d’une intensité électrique est notée I, celle d’'un temps T, et celle d’une longueur L.

— —
a) On note j une densité volumique de courant, js une densité surfacique de courant et I 'intensité d’un
courant. Quelles sont les relations correctes ?

@i- |78 ©®©7-[ @[V @ [7d

[Entrainement 3.2] — Densité volumique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru par un courant d’intensité

I://7°CT§7

- b_, .y . ) -2 >
ou j = jo—e, est le vecteur densité volumique de courant, avec jg et b constants, et dS = dSe; un élément
r

de section orientée.

4
D —
a «
I -
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[Entrainement 3.3] — Densité surfacique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru
par un courant d’intensité

- — é
I:/js-de, g

- . e, . N
ol js = Js,0€¢ est un vecteur densité surfacique de courant constant et ot
—
df = dzéj un élément de longueur orientée.

Exprimer I en fonction de la longueur ¢ du conducteur et de la constante js o.

Symétries et invariances

[Entrainement 3.4 — Vent solaire. L)

Le vent solaire est un flux de particules chargées, majoritairement constitué de protons et de noyaux
d’hélium. Le Soleil est considéré comme ponctuel et placé a 'origine O d’un repére sphérique. En premiere
approximation, le vent solaire est assimilé & un courant de particules radial et stationnaire.

a) Sil’émission est isotrope, quelle est 'expression simplifiée du vecteur densité de courant en M(r, 8, ) ?
(a) j (M) =g, (r,0)é (e) (M) =g (r,0)&
(®) (M) = jo(r)es (D) M) = jr(r)er

|[Entrainement 3.5 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (I). o
Soit un solénoide d’axe (Oz), parcouru par un courant station-
naire d’intensité 1. Y
I
On rappelle qu’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) d’une
distribution de courant est un plan pour lequel, de part et d’autre
de celui-ci, les courants de la distribution sont répartis de ma- ____solénoide &
niére strictement identique (resp. opposée). O
Parmi les propositions ci-dessous, quelles sont celles qui sont PEEeE)
correctes 7
@ Le plan (zOy) est un plan de symétrie de la @ Le plan (zOz) est un plan d’antisymétrie de
distribution. la distribution.
@ Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie de @ Le plan (zOz) est un plan de symétrie de la
la distribution méme si le solénoide n’est pas distribution seulement si le solénoide est infi-
infiniment long. niment long.
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LB |Entrainement 3.6 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (II). 00

On consideére la situation suivante, ou deux fils infinis sont parcourus par des courants de méme intensité
I et de méme sens (de l'arriére vers avant).

P Y Py

~®

@)

P3 Py

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (respectivement d’antisymétrie) de la distribution, le
champ magnétostatique est perpendiculaire (respectivement appartient) a ce plan.

a) Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions correctes ?

@ Le vecteur €, est normal & ce plan.
@ Au point O, le champ B est selon +e,.
@ Au point P, le champ B appartient a ce plan.

@ Au point P3, le champ B appartient a ce plan. |:|
b) Le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions incorrectes ?

@ Le vecteur e, est normal & ce plan.

(b) B(P4) = By(P4)é; + B.(Py)eZ

@ Au point Py, le champ B est selon +e,.

(d) B(0) = B(O)e2

c) Quelles sont les propositions incomplétes ou incorrectes ?
@ Le plan (20z) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
(®) B(O)=T0
@ Le champ B est toujours perpendiculaire au plan (zOz).

(@) B(Py) = —B(Py)
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%L |[Entrainement 3.7| — Couche épaisse infinie parcourue par un courant. 00
Soit une couche infinie suivant les axes (Oz) et (Oy), située entre les plans d’équations z = d et z = —d,
parcourue par un courant de densité volumique uniforme j = jo€a-

z z
Vue de coté d ><M Vue de face d XM
0 . 3 0 o
7 ; z 7 4
I _EY © ¢
—d —d

a) Exprimer I'intensité I du courant qui traverse la surface ¥ orientée suivant e, ...

b) Quelles sont les invariances de cette distribution de courant ?

@ invariance par translation parallelement a I’axe (Ox)

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz)

@ invariance par translation parallelement & I’axe (Oy)

@ aucune invariance

¢) Le champ magnétostatique au point M est suivant le vecteur e,.

Sachant que les composantes du champ magnétostatique possedent les mémes invariances que la distribu-

tion, déterminer ’expression correcte.

(a) B(M) = ey (b) B(M) = By(2)e, (©) B(M) = B,(y, 2)e,
Champs magnétostatiques
c‘;x [Entrainement 3.8 — Théoréme de superposition. o
Deux solénoides longs, parcourus par des courants stationnaires d’in-
tensités I et I, sont positionnés perpendiculairement entre eux et a I Y
égale distance d’un point O. En ce point, le champ magnétostatique N
produit par le solénoide (1) est supposé s’écrire Bl(O) = ponilie,, ettt (1 Bi1(0)
avec ni le nombre de spires par unité de longueur du solénoide (1). 77777 °7 0 ¥
a) Par analogie avec 'expression fournie pour le solénoide (1), écrire G20 : K
le champ magnétostatique produit par le solénoide (2) au point O. i I
solénojde (2
................................... |
b) D’apres le théoréme de superposition, comment s’écrit alors le champ total produit au point O ?
@ B(O) = po(nily + nols)eZ @ B = po(nily — nolz)(eg + €y)
@ B(0O) = po(nily — nolo)ez (d) B(0) = po(nilr&y — nolsey)
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%& [Entrainement 3.9| — Analyse dimensionnelle et champ magnétique. o

— —

Sacll»ant que la force magnétique s’exprime comme F' = ¢U A B, avec U une vitesse, ¢ une charge électrique
et B un champ magnétique, déterminer laquelle des expressions ci-dessous est homogeéne a la norme B
d’un champ magnétique si m est une masse et R un rayon.

qu mR qR mv
® -5 - - @ &
LB |Entrainement 3.10] — Graphes et expressions d’un champ magnétique. o

On donne les graphes associés aux champs magnétiques créés par divers dispositifs, chacun étant parcouru
par un courant d’intensité I.

Br) @ B(r) @ Bir) ® Bir) @

| |
| |
| ! |
| | : |
‘ T ‘ r ——— ‘ r
a a a a

Le champ magnétique d’un conducteur cylindrique de rayon a parcouru par un courant volumique uniforme
est donné par
polr pol

= pour 0 <r <a et B =— pourr >a.
2mwa? 2mr

Quel graphe correspond au champ magnétique créé par ce conducteur cylindrique? ........

LB |[Entrainement 3.11 — Champ magnétostatique quadrupolaire. L)

En repérage cartésien et dans le plan d’équation z = 0, les composantes du champ magnétostatique créé
par un quadrupoéle sont B, = ky, B, = kx et B, = 0, avec k une constante non nulle.

a) Quelle carte de champ correspond a lexpression du champ donnée ci-dessus? ..........

b) En ce qui concerne la carte de champ @, quelle est la proposition valide 7

(a) B(M) = B(N) (b) B(M) < B(N) (©) B(M) > B(N)
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Circulation et flux magnétostatiques

&,L |[Entrainement 3.12| — Circulation d’un champ magnétostatique sur un chemin. 00

La circulation C = B.dl du champ magnétostatique B le long d’un chemin orienté (I') dépend de
()

lorientation de ce chemin. Pour chaque cas, exprimer C le long du chemin ABC en fonction du pas d du

quadrillage. Sur chaque ligne de champ, la norme B du champ est supposée uniforme.

d d
*d 1 *d
B i
A B
4 ¢ B
B e
a) e, b) C) e
L |[Entrainement 3.13] — Courants enlacés. 0

Pour chaque cas, exprimer l'intensité I, des courants enlacés par le contour (C) en fonction de l'intensité
du courant I. Attention aux signes!

-

. ) (’(’) -
(o) | — R
R L Wy S G
OR ) [ ® )
\\_/7)

\

(©)

c.;)k [Entrainement 3.14] — Signe d’un flux magnétostatique a travers une surface. o

On sait que le flux ¢ = // B-dS du champ magnétostatique B & travers une surface orientée (S) dépend

de lorientation de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).
@ ® © @ ® ®

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ...,

b) Que vaut ¢ dans le cas (d)7 ..ot
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&)

|[Entrainement 3.15| — Flux a travers une spire carrée. 0

Soit une spire carrée de coté a, orientée dans le sens ABCD. On note z A B
I’abscisse du coté BC Dans le demi-espace tel que = > 0, régne un champ
magnétostatique B uniforme perpendiculaire au plan de la spire. Qmn ©

sl

Exprimer le ﬂux magnétostatique & travers la spire orientée, de normale 77,

D C
défini par ¢ // B.mdS. i i
O =z

a) Powrz <O ... b) Pour z € [0, q) ¢) Pourz>a ...

|[Entrainement 3.16| — Théoreme d’Ampeére et flux d’un champ non uniforme. 00

Un fil conducteur est bobiné en IV spires jointives sur un tore circulaire de z
rayon moyen R a section carrée de coté a. La normale de chaque spire est
orientée suivant le vecteur eg de la base cylindrique. L’intensité du courant
parcourant la bobine est notée I.

Le cham_g magnétostatique créé par cette bobine a l'intérieur du tore
s’écrit : B = B(r)eg

a a .
a) Soit un cercle de centre O, de rayon R — 3 <r< R+ 3 et orienté suivant le vecteur eg.

Quelle est I'intensité du courant enlacé par ce cercle ?

a a
@ I @ NI (© EI ENI

b) Le théoréme d’Ampere s’écrit : B. dl = polent, avec Ioy l'intensité du courant enlacé par le contour

fermé choisi. En déduire I’expression de la composante B(r) du champ ........

¢) Exprimer le flux gb // B .dSey A travers la surface d'une spire ......

[Entrainement 3.17| — Flux magnétostatique au sein d’un circuit magnétique. 00

Dans le circuit magnétique représenté ci-contre, de perméabilité re-
lative p, = 4000, chaque colonne possede une section carrée de coté

= 20cm. Celle de gauche est bobinée, formant un solénoide de
N = 1000 spires jointives et de longueur £ = 10 cm.

Le circuit est alimenté par un courant d’intensité I = 200mA. Le
champ magnétostatique produit est guidé dans le circuit selon les
lignes fléchées en tirets et a pour intensité B = pou,N1/L.

a) Calculer avec un chiffre significatif la valeur du champ magnétostatique au sein du solénoide.

b) Le flux magnétostatique a travers (S) s’exprime comme ¢ = NBS. Calculer ¢ ...........

c) Sachant que le flux ¢o traversant (So) vérifie 492 = ¢, calculer le flux ¢ traversant (S) .
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Dipo6le magnétostatique

c.;)k |[Entrainement 3.18 — Spire circulaire et développement dipolaire. o

Le champ magnétostatique créé en un point M(0,0, z) par un courant d’intensité I parcourant une spire

5 B HOIRz —
de rayon R et d’axe (OZ) est B(M) = m@z.
z

a) Quel est le moment magnétique associé a cette source de champ magnétostatique ?
() M =R () M = porR*IE; (©) M==RIE;

[Entrainement 3.19] — Champ créé par un dipodle. L]

La carte de champ d’un dipole magnétique de centre
O et de moment magnétique m est représgptée ci-
contre. Le champ magnétostatique est noté B.

En s’aidant de la carte fournie et en étudiant la situa-
tion pour certains arlgles particuliers, identifier I’ex-
pression correcte de B en un point M quelconque loin
du dipdle.

@ B(M) = L2 (25in(0) - cos(0)3)

47r3
(b) B(M) = Z;)_:Z (2sin(f)e, + cos(8)eg) (d) BM) = Z?_:; (2cos(f)e, + sin(f)eg)
|[Entrainement 3.20 — Equilibre d’un aimant. L)
., m
Un aimant tres fin, de moment magnétique ni, est posé sur une pointe en B—’T —_—
un point O différent de son centre de gravité G. L’ensemble est plongé dans oxt
un champ magnétostatique Bex; vertical uniforme. L’aimant subit le couple —g’l o)\ G

magnétique de moment T' = 71} A Bexe. A 1équilibre, il est & Phorizontale.

a) Exprimer la projection du moment T suivant Iaxe (0z) coviii

b) Le moment du poids par rapport & 'axe (Oz) s’écrit —dMg, avec M la masse de aimant et d = OG.
En supposant qu’il n’y a pas d’autre moment, exprimer la distance d a 1’équilibre.
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|Entrainernent 3.21| — Moment de force magnétique. o

On rappelle qu'un dipole de moment magnétique m, balgnant dans un champ magnétostatique extérieur
uniforme B subit des forces magnétiques de moment T=mAB.

ey
Pour chaque situation suivante (boucle de courant ou aimant droit), les vecteurs m
et B sont dans le plan (Ozy). Indiquer la direction et le sens du moment T'.
e e
B —>
B3 m
w7 B
I N T
B
I m
m
a) ... b) ..... [ I d) ...
[Entrainement 3.22| — Force exercée sur un dipole. o
Un dipdle de moment magnétique m dans un champ magnétostatique By non uniforme subit la force
— ey ey ey d s
F = —grad(E,), avec E, = — * Bext. En coordonnées cylindriques, on a grad(f(r)) = d—fe,,.
r
a) Déterminer I'expression de I pour un dipdle qui serait de méme direction et de méme sens qu’un

N I
champ d’expression Beyi = /;Leg (fil rectiligne infini d’axe (Oz)).
r

b) Vers quelles zones le dipole est-il alors attiré ?

@ celles de champ plus faible @ celles de champ plus intense

Toujours plus de magnétostatique

I[Entrainement 3.23| — Encore une analyse dimensionnelle (I). 0

Quelle expression est homogene a la norme B d’un champ magnétique si I est une intensité électrique,
1o la perméabilité magnétique du vide et R un rayon ?

I 21 R Lol 27 g
P Ol OF =~ @ T
|[Entrainement 3.24) — Encore une analyse dimensionnelle (II). 0

Quelle expression est homogene & une norme B de champ magnétique si I est une intensité électrique,
N un nombre de spires, S une surface et L une inductance ?

LI LS NS NL
@B:J\Ts @B:m (0 B=77 @B*IS
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[Entrainement 3.25] — Moment magnétique élémentaire : magnéton de Bohr. 000

Dans le cadre du modele classique de Bohr, I’électron (charge —e, masse m)
de l'atome d’hydrogene décrit un cercle (rayon r, période de révolution T')
centré sur le noyau atomique (origine O du repeére). L’orbite est supposée dans
le plan z = 0. Le vecteur vitesse v indique le sens de rotation de ’électron.
La constante de Planck est h = 6,63 x 10734 J - s.

a) En considérant que I'électron définit une boucle de courant circulaire (une spire), comment s’exprime
Pintensité I correspondante (voir schéma pour l'orientation) ?

(a) I=eT (b) I =¢/T (c) I =—eT (d) I =—¢/T

— —
b) De loin, le systéme est équivalent & un dipole magnétique de moment magnétique m = IS, avec S le
vecteur surface de la spire. Donner ’expression de m en fonction de e, T, r et e,.

2Mme =

¢) Le moment cinétique de I’électron par rapport au noyau (point O) est & = S. Montrer alors que

m =7, avec 7y le rapport gyromagnétique de 1’électron & exprimer en fonction de e et me.

N h s s
d) La quantification du moment cinétique ||| = nh, avecn € N* et ii = 70 conduit & définir un moment
7T

magnétique élémentaire pup (magnéton de Bohr). Indiquer alors la ou les propositions correctes.

eh —24
: us = hy (:) = : up =928 x 107" N -m
. 2me
|[Entrainement 3.26| — Energie magnétique d’un cible coaxial. 0000

Un cylindre long et creux de rayon R; est parcouru en surface par un courant d’intensité I. Ce courant
« revient » par un cylindre de rayon Re > R;, coaxial au premier et d’épaisseur négligeable. Cet ensemble
forme un céble coaxial de longueur ¢ et d’axe (Oz).

Le champ magnétostatique produit est, en coordonnées cylindriques :

0 pour r < R,
= I
B= 208 pow Ri<r<R
T
0 pour 7 > Ro
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a)

Exprimer le flux propre ®;, c’est-a-dire le flux du champ magnétostatique a travers une tranche du

cable de surface S = ¢R5, en fonction de I, ¢, R; et R,.

b) En déduire 'expression de I'inductance propre par unité de longueur A

L @, . .
=7=7 du céble en fonction

de R1 et R2.

2

On rappelle que la densité volumique d’énergie magnétique a pour expression wy, = — et que ’énergie

magnétique s’exprime alors comme W, = [// Wy, dT.
c)

cable ainsi formé en fonction de I, ¢, Ry et Rs.

Ho

Déterminer ’expression de 1’énergie magnétique Wy, correspondant a une portion de longueur ¢ du

d)
fonction de Ry et Rs.

En déduire I'expression de l'inductance propre par unité de longueur A =

2Wh
ag

7=

du céable en

Réponses mélangées

N Nla. (R+a/2
1x10'T  +&2 ©® ©® ® @@ “0% “m(R_Z;Z)
+e;  4rR%(R)  (@et(e) (@ (@  -Ba®*  —Bax  3x10*Wb
4 x 10> Wb @ @ M Bext @ et @ Js.ol — 2;’3 —% Wrie_z'
S
‘ N R
I 4dtjy, (@  4Bd @ —12 ~&  @et(®  -2Bd ;‘—; In R—j
N woll . R wol“l . R wolN T

@ —ponalaey ;ﬂ_ In R—? ZW 1 R_j ;)m’ @, @ et @ @

@’ @ et @ 0 - 2(;7‘2 er ﬁ In R_i 2]055 2?1'23 @’ @ ot @
ar 0 @ %‘;’“ @ @ %Bd ® o +& © O

» [Réponses et corrigés page 158
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EMV1 Fiche d'entrainement n° 4 Electromagnétisme en régime variable

Equations de Maxwell

I?rérequis
Equations de Maxwell. Opérateurs différentiels.
Constantes utiles
— Permittivité du vide : €0 = 8,85 X 102 F - m™*
— Perméabilité magnétique du vide : po = 1,26 x 10T -m-A"!

— Dans le vide : eguo = —, ol ¢ est la célérité de la lumiére dans le vide
c

Pour commencer

|[Entrainement 4.1 — Equations de Maxwell et dimensions.

On munit I'espace d’un repére cartésien (x,y, z) et on note ¢t la dépendance temporelle.

— —

On s’intéresse aux équations de Maxwell auxquelles obéissent les champs électrique F et magnétique B
=

dans un milieu caractérisé par une densité volumique de charge p et une densité volumique de courant j .

a) Parmi les quatre équations suivantes, laquelle n’est pas une équation de Maxwell ?

@ div(E) = €0 @ rot(B) = po j +eoko 5,
RN OB >
@rot(E):—E @8—?+le(]):0

On s’intéresse aux relations entre les dimensions qui découlent des équations de Maxwell.

On considere les dimensions suivantes : L pour une longueur, 7" pour un temps, M pour une masse et

I pour une intensité du courant électrique.
-
-

On rappelle 'expression de la force de Lorentz : F= qﬁ +qv A B.

b) Donner la dimension d’une charge électrique ¢ .............c.coiiiiii...

¢) Donner la dimension d’un champ magnétique a 'aide de I'expression de la force de Lorentz.

Fiche n° 4. Equations de Maxwell
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Qv

[Entrainement 4.2 — Courants et ordres de grandeur. o

-

L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit aussi, en introduisant le courant de conduction j conq €t le courant
—

de déplacement j qepi :

— = > - ) , . =B - oE
rot(B) = uo(j cond + J dépl), qui est équivalente &  rot(B) = 10 J cond + €0k, -

On admet la loi d’Ohm Tcond — oF et on considére un champ électrique E= Eq cos(wt + ¢)és.

a) Comment s’exprime lordre de grandeur de la b) Laquelle des conditions suivantes permet d’ob-
I 7 conall ) tenir a > 1 dans un conducteur (ol o a pour ordre

quantité a de grandeur 10°S - m™1)?

o el .
® 2e0 © 2e0w (a) f < 10°Hz (¢) f < 10" Hz
® 7 (b) f < 10°Hz

On consideére une onde électromagnétique de pulsation w = 1,0 rad - MHz.

¢) Calculer « si cette onde se propage dans un métal de conductivité o = 1,0 x 107S-m™" ..

d) Calculer « si cette onde se propage dans de 'eau de mer avec 0 = 1,0 x 1074S-m™t ...,

e) Calculer « si cette onde se propage dans du verre avec o = 1,0 x 107 S-m™* ...........

[Entrainement 4.3 — Transposition réels «+— complexes. o

On considere les deux champs électriques suivants :

E, = Eyexpli(wt — kz)]e; — iEg expli(wt — k))&
et Eo = —FEqcoslwt + kz)éy — Egsinfwt + k2],

— —
a) Exprimer le champ F; associé & E.

—

b) Exprimer le champ Eg associé a Fs.
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Champs et opérateurs

c‘;x [Entrainement 4.4 — Voir la divergence.

Le théoreme de Green-Ostrogradski affirme que, pour un champ de vecteurs Z, on a

///vdiv(Z)dT = y][éZ-ﬁ,

ou V est le volume délimité par la surface S fermée.

=
Ce théoreme indique que si le flux élémentaire d¢ du champ de vecteurs A a travers une surface infinité-
simale fermée dS autour d’un point M est non nul, alors la divergence de ce méme champ de vecteurs au

point M est non nulle. En particulier, si d¢ > 0 (flux sortant) alors div Z(M) > 0.

On consideére le champ de vecteurs suivant :

> — > > — > — +—> +—> ——>

—_— — >

> > —> 7

> > > 7

VAN G

©

AN

AN

T — — — —

Pour chacune des zones suivantes, en estimant le flux du champ de vecteurs sur la

divergence du champ de vecteurs y est nulle, positive ou négative.
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%& [Entrainement 4.5 — Voir le rotationnel. o

Le théoreme de Stokes affirme que, pour un champ de vecteurs Z, on a

//gfz.(rs:yﬁz.@,
S T

ou S est la surface délimitée par le contour I' fermé.

Ce théoreme indique que si la circulation élémentaire dC du champ de vecteurs A & travers un contour
fermé I' délimitant une surface infinitésimale d.S est non nulle, al_o)ri le rotationnel de ce méme champ de
vecteurs au point M est non nul. En particulier, si dC > 0 alors rot A(M) > 0.

On considére les champs de vecteurs suivants :

e R T e
A T
L T R
o T I L A
SR L R R R B
T L R N A
A N A R
®z

_ > > > > > > > > > > > —>

—_ > > > > > > > > > > —>  —>

e e e e e e e I I
I I

i 1D

|

-4 — D s — — — ——> —

ON¢

Pour chacune des zones suivantes, en estimant la circulation du champ de vecteurs sur la zone, indiquer si

la composante du rotationnel selon e, du champ de vecteurs y est nulle, positive ou négative.

........ e) Zone b
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Conservation de la charge et potentiel électrique

ol [Entrainement 4.6] — Conservation de la charge. 00

On note p la densité volumique de charge et 7 le vecteur densité volumique de courant.

-

On rappelle les équations de Maxwell-Ampeére : rot B = ug j + poeo——, et de Maxwell-Gauss : div E = Ly

ot ’ €0
A div 4
On rappelle aussi le théoréme de Schwarz : pour tout champ A on a dlv(%t > %

a) Développer div(;(?t E) a laide de I’équation de Maxwell-Ampere.

¢) On rappelle que, pour tout vecteur Z, div(r?‘g Z) = 0. Quelle équation obtient-on ?

rd . > (3'p . 6/) —> 8
@lej———O @dwg—ka:O @uodWJ—!—a:O @,uodWJ—— 0
L |[Entrainement 4.7| — Piége électrostatique. 00
On considere une région de l'espace, vide de charge, dans laquelle regne un potentiel :
Vo
V(z,y,z) = ?(:E2 +2y% — 322),
ou Vp (en V) et a sont des constantes positives.
a) Donner Punité de @ ..o
o’V 9%V 9*V
L’opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes est donné par AV = + + .
o0x2  Oy? 022
b) Déterminer expression de AV ... . i
¢) L’équation de Poisson AV = L esteelle vérifiée ? L.t
€0
d) L’allure de V(x,0,0) en fonction de 'abscisse z est une portion :
@ de cercle @ d’hyperbole @ d’exponentielle @ de parabole

e) Calculer le champ électrique E=— grad V en O, origine du repére ...........
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Théoremes de Stokes-Ampere et Green-Ostrogradski

%{ [Entrainement 4.8 — Théoréme de Stokes-Ampére. 00

Dans le repére (O, e,,€,,€.), considérons le vecteur fixe

—> —>
w=we,.

Rappelons que, pour tout point M de I'espace, on a :
e OM = r&, + z&2 dans la base cylindrique (e;, &g, e, ) ;
o OM =z, + ye, + ze. dans la base cartésienne.
On consideére par ailleurs un cylindre infini d’axe (Oz) et de rayon a.

On considere le champ de vecteurs défini par :

—
T=wAOM pourr<a;
ot =0 pour r >a .

a) Déterminer expression de U = we, A (T€ 4 2€2) «evvnneiineeninaenaennn.

b) Déterminer I'expression de U = we; A (285 + Y€y + 2€2) oveeeiiineeiiin.

En coordonnées cartésiennes, I'opérateur rotationnel est défini par :
— ov ovy, \ ov ov, \ _, ov O0vg \ s
rot v = E_ e+ T _ = ey + -4 _ T el
oy 0z 0z Oz Ox dy

— . , .
c) Calculer rot ¥ pour r < a en coordonnées cartésiennes ....................

Le théoreme de Stokes s’énonce de la fagon suivante.

Soit I' un contour fermé et orienté, et soit 3 une surface quelconque s’appuyant sur I et orien_t)ée avec la
regle du tire-bouchon de Maxwell ou la régle de la main droite. Pour un champ de vecteurs A défini en

tout point, on a :
% A(M) . df(M) = /] I"Ot(A)(M) . ﬁ)dS(M)
I p

En appliquant ce théoréme sur un contour fermé circulaire I de rayon 7, calculer v(r) dans les deux cas
suivants :

Q) POUL 7 @ et

€) Pour T >a ...
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%L [Entrainement 4.9] — Application du théoréme de Green-Ostrogradski. 00

On considere le champ suivant : N
A(r,0,0) = (ar — br?)e;,

en coordonnées sphériques, ol a et b sont des constantes.

En coordonnées sphériques, I'opérateur divergence est défini par :

—

divA =

1 a(r?A,) n 1 O(sinfAy) 1 04,
r2  Or rsing 96 rsinf dp

a) Calculer div(z) ....................................................

b) Quelle est I'expression de 1’élément de volume d’une boule en coordonnées sphériques ?

@ dr =rsinfdrdfde
@ dr = r?sinfdrdf de
@ dr = rsinfsinpdrdfde
@ dr = r?sin #sin ¢ dr df de

On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit S une sll)rface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteurs A défini en tout point, on a :

#Sz-ﬁ—m)div(Z)dr.

c) A Taide de ce théoréme, exprimer le flux # A.dS du champ a travers une sphere de centre O de

sphere

rayon R.

d) Quelle est I'expression de 1’élément de surface d’une sphére en coordonnées sphériques ?
@ dS =sinfdfdy
(b) dS =rsin6dfde
@ dS = r?sinfdf dy

e) Calculer directement le flux du champ a travers la sphére de centre O et de rayon R a partir de
I’expression du champ A.
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Jouons avec les équations de Maxwell

On donne pour les quatre prochains exercices les expressions du rotationnel en coordonnées cartésiennes :

et en coordonnées cylindriques :

0A\
ox eyt

04, 04\
ox oy )~

ey G laAz_% = 8AT_8AZ H_’_} 87‘A9_8A,« -
ro “\r 06 0z er 0z or € r\ Or 00 €z

[Entrainement 4.10 — Existence ou non d’un champ électromagnétique. 000

Vérifier a l'aide des équations de Maxwell si les champs électromagnétiques suivants existent ou non.

Répondre par « oui » par « non ».

1 k2

On se place dans le vide; on rappelle donc que egpo = — =
c

—>

w?

- Eyk
a) E = Eycos(wt — kx + )&, et B = — cos(wt — kx + ¢o)e2
w

- Egk

b) E = Eq cos(wt + ky)e, et B=——cos(wt+ky)ey ...........
w

E=E cos(wt + kz + ¢1)e, + Ea cos(wt + kz + p2)e,

- FEsk -,  Eik -
B = 22 cos(wt + kz + pa)és — —— cos(wt + kz + ©1)ey
w w
[Entrainement 4.11) — Utilisation de ’équation de Maxwell-Faraday. 000
On rappelle I’équation de Maxwell-Faraday :
—, >~ 0B
{(E) = ——.
rot(E) T

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (sans champ statique).

— -
Déterminer I'expression du champ magnétique B associé a chacun des champs électriques E suivants.

N
a) En coordonnées cartésiennes : E = Fycos(wt — kz +

©)eq

) exp(—at)e;

¢) En coordonnées cylindriques : E=—2

44
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B |[Entrainement 4.12] — Utilisation de 1’équation de Maxwell-Ampére. 000

BN > E
On rappelle I'équation de Maxwell-Ampere : rot(B) = o j + 80#0887'

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (pas de champs statiques).

— —
Déterminer I'expression du champ électrique E associé a chacun des champs magnétiques B suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : B = Bysin(wt — kz + ©)ey

= B
¢) En coordonnées cylindriques : B = (Z ;)2 sin(wt)eg
r
|Entrainement 4.13| — Détermination de E & partir de B. 00

Le champ magnétique créé dans un solénoide infini de rayon R, d’axe (Oz), comportant n spires par unité
de longueur et parcouru par un courant d’intensité électrique i(¢) dépendant du temps est

B = poni(t)e,.

On rappelle que le champ magnétique a l'extérieur d’un solénoide est nul.

On rappelle les expressions de ’équation de Maxwell-Faraday sous formes locale et intégrale :

oiE=_28 9513.@:_//33.@.
ot - v Ot

a) Par analyse des invariances, déterminer la ou les variable(s) dont dépend le champ électrique. On
adoptera les coordonnées cylindriques.

@r @9 @z @ret&

Le champ électrique E est dirigé selon ey.

En utilisant I’équation locale de Maxwell-Faraday, déterminer I’expression du champ électrique créé par le
solénoide dans les deux cas suivants.

b) Pour 7 < R ..o

¢) Pour r > R, sachant que le champ est continu ......................
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On souhaite retrouver ces résultats en passant par la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday.
Cette méthode nécessite de choisir une surface sur laquelle nous allons calculer le flux et la circulation.

d) En tenant compte de la direction du champ B et des dépendances spatiales du champ E , quelle surface
pouvons-nous choisir ?

@ Un cylindre de hauteur h et de rayon r @ Un disque d’axe (Oz) et de rayon r

@ Un plan rectangulaire de dimension 7 X z @ Une sphere de rayon r

En utilisant la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday sur cette surface, déterminer I’expression
du champ électrique créé par le solénoide dans les deux cas suivants.

e) Pourr <a ...

£) POUr 7 > @ oo

Vecteur de Poynting

[Entrainement 4.14] — Vecteur de Poynting. 000

La forme générale du vecteur de Poynting vérifie : 0=—EAB.
Ho

Développer les vecteurs de Poynting pour les champs électromagnétiques suivants :

a) E = Eycos(wt — kz + @)én et B = Bysin(wt — kz + v)e,

b) E = Egcosh(Bz)exp(—at)e et B = By sinh(B2) exp(—at)e,

[Entrainement 4.15] — Vecteur de Poynting complexe. 00

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant 1'axe (Oz). Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

R E, = Ey, cos(kz—wt+ 1)
E | E, = Ey, cos(kz —wt+1)9)
E.=0.

-
Le vecteur d’onde est noté k = ke, avec w = kc.

On travaille tout d’abord en notation réelle :

> EAE
a) Déterminer I'expression du champ magnétique B = —— ......
w
- : = EAB
b) Déterminer l'expression du vecteur de Poynting IT =
Ho
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On travaille maintenant en notation complexe :

¢) Déterminer I'expression du champ électrique E .................

d) Déterminer I'expression du champ magnétique E ...............

e) Déterminer I'expression du conjugué du champ magnétique E T

— —>%

E AN
f) Calculer les composantes du vecteur complexe ———— ..........

2 po
Conclusion : o . S s S o
- EAB ENB 2ENB EANB
g) On en déduit que <H> = vaut : S e )7
) Ho ® 2 1o ® 2 o © 1o
|[Entrainement 4.16| — Un bilan d’énergie. (]

On considére un condensateur composé de deux disques métalliques
de surface S, de rayon R, distants de L < R et séparés par du vide.
Lors de la charge, on suppose que, dans le systeme de coordonnées (+Q)
cylindriques, les champs électrique et magnétique régnant entre les

S
T
L
deux armatures sont : .\L
- Q(t)—> B _ Mo dQ _, (_Q)

E(t) = 5075 2 et B(T'7 t) = %Ereg.

On ne considére aucun courant de conduction dans cet exercice.

On considere que I'énergie stockée dans le condensateur est essentiellement sous forme électrique. La densité

5‘()17]2
volumique d’énergie électromagnétique s’écrit alors e = 5

a) Calculer I'énergie stockée £ = /// edr dans le condensateur sachant que 1’élément de volume dr, en

%
coordonnées cylindriques, vaut dr = rdrdf dz.

-~ EAB
b) Calculer le vecteur de Poynting I = enr=R ...
Ho
¢) Calculer le flux sortant ¢ = // I - dS a travers la surface cylindrique délimitant le volume entre
cylindre

les deux armatures.

d) Les résultats précédents permettent de déduire que :

(@) E+0=0 @54—%:0 @8—54—@%7: %Jr@:o
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e) On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit 3 une sgrface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteurs A défini en tout point, on a :

#E .38 = /// div(A) dr.

En utilisant ce théoréme, quelle relation (appelée théoréme de Poynting) obtient-on ?

de 8<div ﬁ) 3(div ﬁ)
ot e Y O
@%+divﬁ: @e—f—divﬁ:O

Réponses mélangées

E}+E; B

3a — 5br? rweg e k2—w7~03 cos(wt)e, Nulle © ®)
L 2
% cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + p)ez % non By Zoliow sin(wt —kz+ <p)e_m’
Ey cos|wt — kxle, + Ep sin[wt — kx]e2 0 Negative _”O”d_z ge.g
E —
di R — 2% cos(kz—wt+1hy) e
— o — — €4 Positive Négative ¢ Négative
dt¢ 2r EOZ —>
+——cos(kz—wt+ Y1) e,
c
E¢ + E3
_EoBo cosh(3z) sinh(Bz) exp(—2at)es 1,1 x 10! -7 it Bt e, @
B Mo \ 2 %) c
2 —
EOOMO cosh(\/Eopoaz) exp(—at)e, @ T 72 @ _kQ_T(;’ /cos(wt)eg dt
di R? _, - 0
— uond—zgeg Négative Nulle @ Nulle @ wo div j + po a—':
2 . —
3. o a” _8 —Epexpli(wt + kz)|e, .
47R*(a — bR?) —w L1x10 By expliwt + k2)]er © oui (@
M-L M-L k N
778 Positive Positive rw T.73 oui Eg; cos(wt — kz+ p)e,
E inh . dir_, Y (B etk g
0v/Eotto sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e, —Hom 4 5 ‘b, T e_;)
Fo ek z—witin) o> R dQ N
12 0z z N
@  L1x10 By, ol tin) g A T
1 ( .
~(FEos el(k: z—wt+pr) e I d
Positive e\’ ] Y ——Q—Q Nulle oui @
_EOy el(k z—w t+h2) (2_£)> 60S dt
@ 47 R3(a — bR?) 2we, o div J + o po ;t/ —wye, + wrey

» [Réponses et corrigés page 165|
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EMV2 Fiche d'entrainement n°5 Electromagnétisme en régime variable

Induction

Fiche du « Cahier d’entrainement 1' année » pour se préparer
— Champ magnétique, Induction

Prérequis
Champ magnétique. Loi de Faraday. Orientation d’une surface a 'aide de
la régle de la main droite (régle du tire-bouchon).
Flux du champ magnétique ® = B.dS.
— S —> —
Force élémentaire de Laplace dF1, = id¢ A B. Loi des mailles.

Pour commencer

c‘;x [Entrainement 5.1 — Orientation d’une surface. 00

On associe a un contour orienté son vecteur normal en utilisant la régle dite de la main droite ou du
tire-bouchon.

Pour chaque contour I'; orienté suivant, exprimer le vecteur normal unitaire 7; de la surface qu’il délimite
en fonction des vecteurs €, €, €.

A) T et A) T o
D) M3 €)  TIB et
€) M3 et £) MG
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%& [Entrainement 5.2 — Orientation d’un contour. o

On associe & un contour orienté son vecteur normal en utilisant la regle dite de la main droite ou du
tire-bouchon. Quelle représentation du contour pourrait correspondre aux vecteurs suivants ?

La réponse peut étre « aucune » !

Q) €y e C) €y e
D) —Cp d) € e
LB |[Entrainement 5.3 — Varie ou ne varie pas? Telle est la question. 00

Soit un cadre de vecteur normal 77 et un champ magnétique B.

N
Dans les situations suivantes, le flux de B a travers le cadre varie-t-il au cours du temps ?

Répondre par « oui » ou « non ».

On rappelle que le flux est défini par ® = // B-dS.
s

a)

>

> . L. — — Ap 2
B est uniforme et initialement B A 7 = 0. Le cadre tourne autour d’'un de ses cotés ...

— —
Le cadre pénétre dans une zone ot régne B uniforme. B et 7 sont colindaires ..........

Le champ B (t) dépend du temps et est perpendiculaire & 7. Le cadre est fixe et indéformable.

7N

-
La surface du cadre diminue. Le champ B est uniforme, colinéaire de sens opposé a 7.

50
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Flux du champ magnétique

[Entrainement 5.4] — Flux & travers un circuit mobile (I). L
Y
On consideére un circuit carré de coté £ se déplacant a la vitesse U = ve, /
et dont le c6té droit est repéré par I'abscisse x.. >
Un champ magnétique uniforme B = Be;, régne dans la zone comprise = U ®§
entret =0etz=a>/. o
On oriente le circuit tel que 7 = —e.. x'c PN z
R a
Exprimer le flux du champ magnétique ® = // B -+dS en fonction de B, x¢, £ et a si :
s
a) T <0 oo ) £<Te< A voviiiiiaiainn,
b) 0<@e<l .ovvviiiiiiii... d) a<zc<a+l ..............
En déduire la dérivée du flux par rapport au temps en fonction de B, v et £ si :
e) T <0 ... g) L< <A i
f) O<me<l ..o, h) a<azc<a+l ..............
[Entrainement 5.5 — Flux a travers un disque. o
On considere le systéme de coordonnées cylindriques (r,6,z) de base f
(€r,€8,€2). Soit un champ magnétique uniforme
’ - . I
B =By cos(wt)e, sir<a et B=0sir>a. ﬁ(t) B-T
2 -h
Déterminer le flux ® du champ magnétique a travers un disque de rayon @
R d’axe z et de vecteur normal e, si : T Yy
a) R<a ............. b) R>a ..ccooovnnn..

—>
On considére maintenant un champ magnétique B’ défini par

—>

B’(M):Bo(l—f)e_;sir<a et B =0sir>a
a

On désire exprimer son flux ® aussi & travers le disque de rayon R d’axe z et de vecteur normal e,.

¢) Quelle sera I'expression de I’élément de surface dS du disque & considérer pour calculer le flux de B’ ?
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[Entrainement 5.6 — Flux a travers un circuit mobile (II). 0

Dans une zone de champ magnétique uniforme

—

B = Bez,

on considere une spire orientée de rayon R en rotation
autour d’un axe A perpendiculaire & 'axe (Oz) avec
une vitesse angulaire constante w.

a) Quelle est 'expression du flux de B & travers la spire & t quelconque? ...................

Exprimer le flux en fonction de B et R pour les différentes valeurs de wt suivantes :

T 27 117
[Entrainement 5.7 — Flux propre d’un tore. 00
Soit un tore d’axe (Oz), constitué de N spires carrées "Z
AL 2 oy 7 7 ta e d
de coté a. Le champ magnétique créé par ce dispositif —
est tel que
o MONI —>
B(M) = e
(M) 2mr 0 a

pour 0 < z < aoud<r<d+a, et nul sinon.

On désire, dans un premier temps, calculer le flux de
ce champ & travers une seule des spires. Le vecteur
normal & la spire est le vecteur eg.

a) Quelle sera la surface élémentaire dS a utiliser pour le calcul du flux ¢ = // B- dSeg?
s

(a) dS =drdz (b) dS =rdfdr (c) dS =rdfdz (d) dS =dfdz

b) Quelle sera l'expression du flux a travers une spire ?

a+d a 2T a
B poNIT . poNI
@cp_// oo drxdz @q>_// o740 x dz
r=d z=0 0=0z=0
a a NI at+d a NI
Ho Ho
b= dr x d =
(b) // o drxdz @) @ // o dd x dz
r=02=0 r=d z=0

c) En réalisant le calcul intégral, calculer ® ...........................

d) En déduire 'expression du coefficient d’auto-induction L défini par ®ore = LI, 01t Piope désigne le flux
du champ créé par le tore a travers ses N spires (aussi appelé fluz propre).
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Lien avec I’équation de Maxwell-Faraday

[Entrainement 5.8| LY

Soit E un champ électrique d’expression E(r)eq et soit B un champ magnétique d’expression By cos(wt)eé;.
— 0B

Ils sont reliés par I’équation de Maxwell-Faraday rot £ = o

On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques :

— (1814,3_81419)% <8AT_6AZ>H 1(8(TA9)_8AT)_,

rotd=\ "% ~ ;)& 5:  or )T\ Tar a0 )

r

a) Quelle est ’équation vérifiée par E(r)?

1d(rE(r)) . 1d(rE(r)) :

@ P By sin(wt) @ P Byw sin(wt)

d(E(r)) _ : 1dE(r)

@ —— g = Bow sin(wt) @ 7 I Bow cos(wt)
b) En déduire E(r).
On prendra E(r =0) = 0.
Systemes d’équations couplées
[Entrainement 5.9| )

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, un étudiant obtient ce
systeme d’équations a résoudre :

Ri4+aBv=0
d
md—: —1Ba = myg.
a) Quelle est équation différentielle vérifiée par v ?
@ dv  a?B?%v B dv L a’B%v B
at ~ Rm Y at " Rm Y
@ dl n a’B%v _
a ' r 7
a2 B2

?

b) Quelle est la dimension du coefficient
m

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
® 1 ok
® 1 @ 1A
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[Entrainement 5.10 — Passage en complexe. 000

On considére un dispositif dont les équations mécaniques et électriques permettent d’établir le systeme
suivant, ou u est une tension :
di
Ri + L& —aBv=u
dv
m— = —1Ba —kz — hv
dt
dz

v=—.
dt
Les grandeurs ¢, u et v sont sinusoidales donc du type z(t) = X, cos(wt + ).

Leur grandeur complexe associée est du type z(t) = X, exp(jwt + ¢) et leur amplitude complexe associée
X = Xuexp(jp) (ou1j? = —1).

a) Comment s’écrit le systéme apres passage en complexe ?

RI+L1—aBV-U

Jw
(@) { jmwV = —Bal — jkwY — hV.
V=jwZ

RI + jLwl — aBYV = Uy, cos(wt)
1
®) {2V = —Bal —k—V —hV
Jw Jw
V=jwZ
RI +jLwl —aBV =U
1
(©) {jmwV = —Bal —k—V — hV.
V=jwZ

c¢) En éliminant V dans les deux premiéres équations du systéme, déterminer la bonne expression de

U
I'impédance complexe Zqq = ? parmi les expressions suivantes.

L o?B?
Ze — Pa— _—
(@) Zeq B e ko — )

k
(b) Zcq:R+jLw+a232<h+j mw—))
—_— w

01232

Zeg =R+jLw+ ———
@ﬂ ! h—|—j(mw—£)

@ R+ jLw+ a?B?
27 (et j(mw— B))
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[Entrainement 5.11] — Bilan de puissance. 00

On considere le systeme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant avec la force électromotrice

induite e = —Baw, avec la force de Laplace de valeur f;, = Bai et ou f est une force exercée par un opérateur
extérieur :
e=FRi (EE)
dv
moe = f+fu (EM)

1
On rappelle que ’énergie cinétique de la barre est E, = gmUQ et que la puissance dissipée par effet Joule

est Py = Ri?.

a) Exprimer, en fonction de R et i, le terme Bavi & partir de e dans (EE) ...

b) Exprimer, en fonction de m,v et f, le terme Bawvi a partir de fi, dans (EM).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie par 'opérateur fv en
fonction de E. et Pj.

On rappelle que (f2(x))l =2f"(z)f(x).

Force de Laplace

[Entrainement 5.12] — Force de Laplace sur une spire rectangulaire. 00

-
On considére un champ magnétique B uniforme ainsi qu'un circuit rectangulaire (appelé « circuit 1 »),
parcouru par un courant .

Y Circuit 1
A
O):;
S R
Vi |»
ey
P
Ay a - T
ez €a

Quelle est 'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion du circuit 1 en fonction de B,
a, i et des vecteurs unitaires du repére ?

e) Quelle est la résultante des forces de Laplace exercées sur le circuit 17 ....
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[Entrainement 5.13| — Force de Laplace sur une spire triangulaire. 00

Y Circuit 2
A
- = o . B
On considére un champ magnétique B uniforme et un circuit triangulaire
_—
(appelé « circuit 2 »), parcouru par un courant i. g

Quelle est 'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion ey A
du circuit 2 en fonction de B, a, i et des vecteurs unitaires du repere 7 R Q

a) QR. ... b) RS .... c) SQ ....

[Entrainement 5.14| — Couple des forces de Laplace sur une spire. 00

z
A

Un circuit mobile C de surface S dans le- E;T C‘

quel circule un courant d’intensité I est
soumis a différents champs magnétiques ‘ )
uniformes et constants produits par trois
bobines tels que :

x"://
—_—> —_—> —>
By =DBe; ; Bp=DBe; ; B;=DBe. By

On rappelle que le moment magnétique d’une spire M est défini par M =18 avec S son vecteur surface.

a) Exprimer le vecteur surface S en fonction de S et de la base (€z,€9,€2) unnnn.

Exprimer le couple des forces de Laplace FL =MAB que subit la spire C en fonction de S, I et B pour :

b) Bl C) BQ d) Bg

Les couples des forces de Laplace mettent la spire en rotation. Parmi les champs produits par les bobines,
déterminer a l'aide de la regle de la main droite celui qui provoque les rotations du circuit C données
ci-dessous.

e) La rotation de la spire autour de I’axe (Ox) dans le sens direct.

@E @EQ) @E; @aucun

f) La rotation de la spire autour de axe (Oy) dans le sens direct ?

@E @E’ @E;; @aucun

g) La rotation de la spire autour de 'axe (Oz) dans le sens direct ?

@E @E; @Eg @aucun
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Autour du rail de Laplace

Le rail de Laplace est un circuit constitué de deux rails conduc-

teurs paralleles horizontaux espacés d’une distance £ = 10 cm Yy T
sur lesquels repose une tige conductrice 7 de masse m = 10 g. T
Celle-ci glisse sans frottement sur les rails tout en leur restant
erpendiculaire. - v
perp D @ B s
On repére la position z de la tige sur 'axe (Oz). On suppose
que les rails conducteurs et la tige ont une résistance nulle.
L’ensem@}e est soumis a un champ magnétique uniforme per- z Q T
manent B = Be,, avec B = 1 T. A I'instant initial, la tige est 0
lancée & une vitesse U (t = 0) = vpe,.
Le composant D est un dip6le dont la nature sera indiquée dans les exercices suivants.
[Entrainement 5.15] — Rail de Laplace (I). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est une résistance R. On peut établir 'équation électrique (EE) et
Péquation mécanique (EM) suivantes :

Blv = Ri (EE)
dv
— = —Bli (EM).
my i (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t) ................... ...

b) Quelle est 'expression de la vitesse v(t) ?

mR BQEQ
® e~ i) © nwen(- )

[Entrainement 5.16] — Rail de Laplace (II). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est un générateur de tension non idéal (constitué d’un générateur de
tension idéal de force électromotrice E en série avec sa résistance interne 7). On peut établir 'équation
électrique (EE) et I’équation mécanique (EM) suivantes :

Blv(t)+ E=ri (EE)
mdz—f) — _Bli (EM).

a) Déterminer 1'équation différentielle vérifiée par v(t) ................... ...

b) Quelle est I'expression de la vitesse limite vy, atteinte par la tige? .......
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[Entrainement 5.17| — Rail de Laplace (III). 00

Dans cet entrainement, le dipole D est une bobine d’inductance L = 0,5 H et de résistance r = 1.

On peut établir I'équation électrique (EE) et 1’équation mécanique (EM) suivantes :

Boo =14 | iy (mR)
dv .
M = —BUi(t) (EM).

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par i(t) ................cooo.t.

b) Quelle est 'équation caractéristique associée a 1’équation différentielle vérifiée par i(t) ?

T B2¢?
(a) 2* + T =0
2+ £z + B¢ =0

r mL

L B2¢?

¢) Comment peut-on qualifier le discriminant associé & ’équation caractéristique ?
@ Il est strictement positif.

@ Il est nul.

@ 11 est strictement négatif.

d) Quelle est 'expression de i(t) ?

Les nombres « et 3 sont réels.

. /72 3252 . B2g2
a ae<7ﬁ+% - ) 56(7ﬁ7% iz )t

r 1 B2y? 1 B2y?
-t
@e 3T <acos< Iz 4mL >+Bsm< Iz 4mL t>>

@ (oz—i—ﬁt)e_ﬁt
, 1 [ B2 42 1 [ B2 42
— ¢t .
@ o7 (ac05<2 YL th> +5sm<z L Lt>>
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|[Entrainement 5.18 — Equations différentielles.

On consideére un circuit constitué d’un générateur de force élec-
tromotrice constante F, d’un dipole et d’une tige mobile T de
résistance R repérée par la coordonnée x sur 'axe (Ozx), plongé
dans un champ magnétique B. On oriente le circuit dans le sens
horaire.

On admet que le principe fondamental de la dynamique appliqué
ala tige T selon I'axe (Ox) permet d’écrire la relation m@ = iaB.
De plus, la force électromotrice induite est e = — Bai.

On étudie les cas ou le dipdle correspond a ces trois montages
suivants.

Dipdéle 1 Dipdle 2 Dipdle 3
C

.

a) Quel sera le montage complet en tenant compte de la force électromotrice induite e ?

di

du
¢) Exprimer — en fonction de B, a, m, R,ietde — .........

dt dt

d) Donner 'équation différentielle vérifiée par i pour le dipdle 1.

A

> <

.

¢
0
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Autres entrainements

[Entrainement 5.19] — Vitesse limite. o

L’expression de la vitesse v(t) d’une tige sur des rails de Laplace a pour expression

=20 £ o-t).

a) Comment s’écrit la dimension du coefficient 77

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
@) 1 (@1
(b) T (LTt

[Entrainement 5.20 — Un systéme couplé. 00

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, on obtient le systéme
sulvant : )
. di
Ri+L— +aBv=0
dt
dv

ma —1Ba =mg.

a) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par v(t)?

d>v Rdv aBv Rg

® Sra gy
dt Ldt  Lm L

® v  Rdv  a’B» _ Ry
a2 Ldt  Lm L

@ Ev, Rdv_ @By Ry
2 " Ldt  Lm L

b) Quelle est la dimension du coefficient % ?

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
(a) 1 (oL t-1?
® 11 @11
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[Entrainement 5.21] — Force de Laplace.

Soit une bobine de N spires de rayon R d’axe (Oz) et soumise & un
champ magnétique extérieur radial By, = Be, dans le systéme de -
coordonnées cylindriques.

a) Donner l'expression d’un élément de longueur d¢ de la bobine.

(a) dr (b) dz (c) da (d) Rde

(@) [Entrainement 5.22] — Choix du sens du courant induit. o

Soit un circuit électrique de surface S = 500 cm?, composé d’un générateur idéal délivrant une tension
FE =200mV et un résistor de résistance R = 5k).

N t_,
Il est plongé dans un champ magnétique tel que B = B—e, avec B=2T.
T

On prendra 7 = 1s.

Y ET() R| | |u

z xT

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens horaire.

a) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la f.é.m. e induite par rapport & E?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

b) A partir de la regle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (e, €y, €).

¢) Exprimer le flux magnétique ¢ traversant le circuit en fonction de B, ¢, 7 et S.

d) Exprimer la f.é.m. e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ....
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e) Quelle est la valeur de la tension u aux bornes du résistor? ..................

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens anti-horaire.

f) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la f.é.m. e induite par rapport a E?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

g) A partir de la régle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (e, €,,€,).

i) Exprimer la f.é.m. e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ....

j) Calculer la valeur de la tension u aux bornes du résistor .....................

[Entrainement 5.23] — Un bilan de puissance. 00

On considére le systéme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant, avec la force électromotrice
induite e = —Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai, la force de rappel d’'un ressort de valeur —kx
et une force de frottement fluide de valeur —aw :

E+e=Ri (EE)
dv
R S EM).
my fo—kzr—av (EM)

1
On rappelle que l'énergie cinétique de la barre est E, = imvz ; que la puissance dissipée par effet Joule

1
est Py = Ri%; que l’énergie potentielle de la barre est E, = gka ; enfin, que la puissance dissipée par

frottements est Py = av?.

a) Exprimer, en fonction de E, R et i, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie Ei en fonction des
grandeurs E., P;, E, et Ps.

On rappelle que v = &.
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Réponses mélangées
3
@ BrnR? i\/T_aBew @
2
i

ey 300 mV 7a® By, cos(wt)
a? ) di = (Ba)
QWBOF @ 0 —B(a— (z, —0))¢ \/(_)ul @ ) REQZQ ——i= 0
R? 3 v B
2rBy | — — — ~~BrR? — =
T 0( 5 ) — Ri? 0 5 TR T + R v=20
300 mV R ' (B ;)] i=0 (@) 7 R? By, cos(wt) Se,
dt C " Y
d?i di (Ba)® 1. N t BrR?
=t a+< +5|i=0  -se ) ~B_S O 5
V3o, - wolNIa d+a dv 9 dv
—i—aBe, @ iaBey o ln< 4 ) mva + kxv + av mva —fu
— . —aBI N do(t) B?¢? _ BIE
T ey ¢ @ s 0
Ba)? ' -
_bpe n‘? i— R% 0 non dS=rdodr oui  —iB27RN&
NN dE, . . .
0 7(6?4 +e2) @ T +P; non d@ ) —Ri? E — Baz ; Ri
E E, BSt
e — B/ —
@ s g?( | d”( | gﬂ © a .
r i(t r di(t
Bowsi - — i(t) = —B/? -
0‘“’;12“(“” 2 ae L + o =0 ¢ @ ® Bl
/‘0271_ % 1n —5 a — 0 —iaBe, — Bzl B7R? cos(wt) @
t
—> \/§ — —> BS —> € -
IBSe, —7(ey+ez) i Buvt e, @ x0+% t+7e T —T
@ @ non ey aucune @ —IBSe, @ @ ibBe,
» |Réponses et corrigés page 175|
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EMV4 Fiche d'entrafnement n°6 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques I

Prérequis
Pour une onde plane progressive monochromatique : A =c¢/f et f =1/T.
Equations de Maxwell dans un espace vide de charges et de courants :

(Maxwell-Gauss)
(Maxwell-Thomson)

s &
< <
ol )
([
e 9

rot E = —88—13 (Maxwell-Faraday)
ot B = uoaoaa—f (Maxwell-Ampére)

Formules d’analyse vectorielle, en coordonnées cartésiennes :

QA  0A,  0A.
dvAd=S5. %%, T 5

=y 0A. 04, e_,+(8Az_8Az)e_,+ 04y 0As o
—\ Oy 0z * 0z oz )Y ox dy §
RA = AAE2 + AAE) + AALE
v v

Av= — + — + —
Y 8x2+8y2+8z2

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 X 10°m - s~ *

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 107"H -m™*

— Permittivité du vide : eg = 9 X 107 2F .- m!

Calculs numériques

(@) [Entrainement 6.1 — Fréquence, longueur d’onde, vitesse de propagation. o

Calculer, avec un chiffre significatif, les grandeurs suivantes :

a) la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le vide ¢ =

b) La fréquence f d’une onde de longueur d’onde dans le vide A = 600nm ..........

¢) La longueur d’onde dans le vide d’une onde de fréquence f =3GHz .............

d) La période d’une onde de longueur d’onde dans le vide A=3pm ................
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(@) |[Entrainement 6.2 — Combat de grandeurs (I). 0

On considére un pointeur laser émettant une onde représentée par son champ électromagnétique
= — 3 EO —
E(M,t) = Eycos(wt —kz)e, et B(M,t) =—— cos(wt — kx)e,,
c

avec Fy = 100V -m~! et une ampoule classique a filament de puissance lumineuse égale & 100 W.

Le faisceau laser est un cylindre de section S = 1,0 mm?.

a) Expliciter la puissance moyenne surfacique (P) = < // -ds >, avec 11 = E’;ﬁ)ﬁ
On rappelle que (cos?(a)) = 1/2 si a dépend du temps .............ccccooviiinno...
b) Calculer numériquement la puissance moyenne du laser .........................
¢) Qui de 'ampoule classique ou du laser est le plus puissant en moyenne? .........
(@) |[Entrainement 6.3 — Combat de grandeurs (II). L)

On souhaite comparer le champ magnétique terrestre égal a5 x 107° T & une onde radiofréquence repré-
sentée par son champ magnétique B(M,t) = By cos(wt — kx)e,, de puissance moyenne 1 W.

E
Le faisceau a une section S = 1m?. On rappelle que dans ce cas By = = ot Ey est la norme du champ
c

électrique de l'onde plane.

E2S
a) Exprimer By en fonction de la puissance moyenne rayonnée (P) = 5 O
Hoc€
b) Que dire du champ magnétique de 'onde radiofréquence ?
@ Il est plus intense que le champ terrestre. @ Il est du méme ordre de grandeur que le

champ terrestre.

@ Il est moins intense que le champ terrestre.

Dérivées partielles et opérateurs

L [Entrainement 6.4) — Calcul de dérivées partielles (I). 00
On considere le champ électrique suivant : E (M,t) = Ey cos(wt — kz)eZ. Calculer :
OF O°E
T d) =5 o
) B ) B
OF )
b) — e
) ox e) Ot2
| o
By

Fiche n° 6. Ondes électromagnétiques I 65



Qb

[Entrainement 6.5 — Calcul de dérivées partielles (II). 00
On considére le champ magnétique suivant : B (M,t) = By sin(ﬂ) cos(wt — kx)e,. Calculer :
a
) 0B
) T
ot
0B
D)
) or
) 0B
C) o
dy
0°B
Q) o
ot2
) 028
€)oo e
Ox?
2B
D
Oy?
|[Entrainement 6.6/ — Calcul d’opérateurs vectoriels (I). 00
On considére le champ électrique suivant : E(M ,t) = Eg cos(wt — kx)e,. Calculer :
a) QIVE oo
D) TOLE oo
c) R o
|[Entrainement 6.7| — Calcul d’opérateurs vectoriels (II). 00

On consideére le champ Z(M ,t) dont les composantes sont données par :

A, =0
— y —
A, =4 cos( . ) cos(wt — kz)

A, =ady Sin(ﬂ—y> cos(wt — kz).
a

Calculer :

a) diV A
—> —>
D) ot A L
— >
C) A A
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B |[Entrainement 6.8 — Equation de propagation. 00

On cherche dans cet entrainement a démontrer 1’équation de propagation des 0n_d>e5 électromagnétiques
dans le vide. On rappelle pour cela la formule du double rotationnel d’un vecteur A :

rot(rot A) = grad(div A) — AA.
a) En utilisant ’équation de Maxwell-Faraday puis celle de Maxwell-Ampére, on montre que :

BRI PE
rot(rot £) = a——-.

ot2

Quelle est 'expression de o ?

@04:/1050 @a: 1 @04:—#060

b) En utilisant I’équation de Maxwell-Gauss et la formule du double rotationnel, établir une seconde

expression de rot(rot E) .............................................................

—_— >
¢) En égalisant les expressions de r??c(rot E) obtenues aux questions précédentes, on obtient ’équation de

: > 10°E
d’Alembert AE = ?ﬁ

Exprimer ¢ en fonction de €g €t fog v onvvniii i

Solutions de ’équation de propagation

[Entrainement 6.9] — Représentation d’un signal. o
On considere trois signaux :
e signal n°1 :
t 1
E(xg,t) =2+ cos <27rT) avec Ty =55 2
1
e signal n°2 : = SCLEL N Lemmnal
t T 5 0 Py "a s~~ "¢ .
E(xg,t) =0,5cos| 2n— + — | avec T = 4s & Tenae AEPR e
T 2
e signal n°3 : 9l
t U
E(zg,t) =0,5cos| 2mr—= + — | avec T3 = 2,5s
T3 2
: . : : 0 2 1 6 8
On donne ci-contre leurs représentations graphiques
. , . t(s)
(& z fixé, en fonction du temps).

a) A quel signal la courbe en trait plein est-elle aSSOCIEE ? ... ....ooeeee i,

b) A quel signal la courbe en tirets est-elle assoCiée? ............ooiiiiii

c) A quel signal la courbe en pointillés est-elle asSOCIEE? . ... ..eeee e,
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[Entrainement 6.10] — Caractérisation d’une onde. 00

Dans chaque cas, dire si I’onde représentée est progressive (c’est-a-dire de la forme f(z — ct) ou g(x + ct))
et/ou harmonique (dont la dépendance temporelle est sinusoidale).

a)

E(LE, to)
=
E(x,ty+ At)

E(i&to)
8
E(I7 to + At)
8

E(ib, to + QAt)
8
8

Bz,

<>
-
—
—

Bt + A1

—
—
[
——
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[Entrainement 6.11] — Onde représentée par son champ magnétique. 00

On étudie une onde électromagnétique dont le champ magnétique s’écrit :

B(M,t) = B, exp(—(t/7 — x/6)?)u,.

Choisir la représentation qui convient :

o o
m::
[Entrainement 6.12] — Onde électromagnétique dans un guide d’ondes. 00

Soit une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par :
E = Eycos(az) sin(wt — kx)ey,

ou Fy et a sont des constantes. On rappelle ’équation de propagation d’une onde électromagnétique dans
le vide, aussi appelée équation de d’Alembert :

=l

82

RE =55,

1
2

D

a) Calculer R

2’)

b) Calculer vE

PR sans utiliser I’équation de d’Alembert ............................

¢) En utilisant ’équation de d’Alembert, exprimer k en fonction de w, v et ¢ .......

w
On rappelle qu’il y a dispersion si la vitesse de phase v, = % de I'onde dépend de w.

d) Y a-t-il dispersion 1617 ...t
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[Entrainement 6.13] — Onde sphérique progressive. 00

- a _
On considére le champ électrique sphérique suivant : E(r,t) = — cos(wt — kr) ég.
r
On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées sphériques :

ey <6(sin0A¢)6A9>_, 1( 1 A, 8(TAW))6_9,+1(3(1"A9)8AT>_,

rsin(6) 00 Ao Ty sin(0) dp  Or r\ Oor a0 )%

a) Calculer le rotationnel du champ E.

¢) Indiquer les caractéristiques de la structure de ce champ électromagnétique :
@ L’onde est transverse.
@ L’onde est longitudinale.
@ Les vecteurs (7;, E , E) forment un triedre direct.

On attend plusieurs réponses.

Entrainement 6.14] — Onde dans un guide d’ondes. o
I g

On consideére le champ électrique suivant :

E(x, z,t) = Ey sin<ﬂ> cos(wt — kz)e,.
a

a) Exprimer les valeurs de z pour lesquelles le champ E s’annule.
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[Entrainement 6.15| — Onde plane en notation complexe. 00

On consideére le champ électrique complexe polarisé rectilignement suivant :

-

E=E, exp(j(wt — kyx — kyy — kzz))e_; et ¥ = kypép + kyé, + k€.

Calculer :

a) la dérivée temporelle de B o

b) la divergence de B oo

¢) le rotationnel de B o

d) le laplacien vectoriel de E ..........................................

Attribuer alors a chaque opération de dérivation ci-dessous ’expression qui lui est associée.

@ —ik-E (b) ~k’E (© —ik AE @ jwE

OE N
e) 8—? ............................ g) TotE ...
) AIVE oo h) AE oot
[Entrainement 6.16] — Vitesse de phase et vitesse de groupe. 00

On considére une onde plane progressive harmonique pour laquelle la pulsation w et le vecteur d’onde k
2 2
S . . . w” —w N L.
vérifient la relation de dispersion k? = 720, ol wy est une constante positive telle que wy < w.
c

w
a) Exprimer la vitesse de phase v, = i’ de cette onde.
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Puissance et énergie des ondes électromagnétiques

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ wey, sont respectivement définis par :

E N § 50E2 32
et Wem =

i = .
Ho 2 2410

[Entrainement 6.17| — Puissance d’une onde plane progressive.

On consideére le champ électromagnétique plan progressif monochromatique suivant :

= — 3 E —
E(y,t) = Eycos(wt — ky)e, et B(y,t) = 70 cos(wt — ky)e,.

a) Calculer le vecteur de Poynting ..............................

b) Calculer I'énergie volumique électromagnétique ..............

[Entrainement 6.18] — Puissance d’une onde sphérique progressive.

On considére le champ électromagnétique sphérique suivant :

E(r, t) = 4 cos(wt — kr)eg et B(r,t) = e cos(wt — kr)eg.
r cr

a) Calculer le vecteur de Poynting .......................

b) Calculer I’énergie volumique électromagnétique ........

c) Calculer la puissance rayonnée P = // I - dS & travers une sphere de centre O et de rayon r.

[Entrainement 6.19| — Puissance d’une onde dans un guide d’ondes.

- e N
Pour un certain champ électromagnétique dans le vide, on a : E(x, z,t) = Fy sin(—) cos(wt — kz)ey,.
a

a) Calculer le champ B associé & l'aide de I’équation de Maxwell-Faraday.

b) Calculer le vecteur de Poynting .......................

¢) Donner la moyenne temporelle du vecteur de Poynting.

1
On rappelle que {cos?(a)) = 3 si « dépend du temps ... ...
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Autour de la polarisation

[Entrainement 6.20 — Polarisation rectiligne et circulaire. 00
On consideére les champs électriques, de période T', en représentation réelle ou complexe, suivants :
= Eqy cos acos(wt — kz)e, y
El = B si ¢ k? — .
o sin a cos(wt — kz)e, N
i Eycos(wt + kz + a)e, / E
= _ ! le% \
? Epsin(wt + kz + o)ey ! !
\ O EO ! T
\ 1
B3 = Egexplj(wt — kz + )] (7 — jéy) N )/
o {EO cos(wt + kz — a)e, N
4= -
—Eysin(wt + kz —
osin(wt + kz — a)ey Ces champs sont tous représentés a t = 0 et z = 0 par

la figure ci-dessus.
ou FEy est un réel positif.
Indiquer, pour chaque champ, le type de polarisation et la direction de propagation parmi les cas suivants :
@ Circulaire gauche se propageant selon —z
@ Circulaire droite se propageant selon +z

@ Circulaire droite se propageant selon —z

@ Rectiligne se propageant selon +z
@ Rectiligne se propageant selon —z

@ Circulaire gauche se propageant selon +z
a) Pour By ...t c) Pour Eq .oooovviiiiiiiiii.
b) Pour Ey ....coooiiiiiiiiiiiat. d) Pour By ....oovviiiiiiiiiiiat.
Parmi les représentations suivantes, en z = 0, laquelle représente :
Y > ¥ Y Y
,//EO \\\ ,// EO\ﬂ\_\ ,//EO \\\ ,//EO \\\
// \\ /// — “F\\OZ I// T+« \\ I// \\
7T,+ « \1 | \1 | /\ \1 ) O \1
\\ O FEy * \\ 0 Ey' @ - O FEy * \\ J Eo' @
E \\ // \\ // \\E // \\ ™ //
I I I R \_2:‘:/&
® ® Q @
— T — T
e) le champ El(t:§7z:0>? g) le champ Eg,(tzz,z:O)?
— T —> T
f) le champ Eg(t:§,z:())? h) le champ E4(t:Z’Z:0)?
73
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Réponses mélangées

zBo cos (@) cos(wt
a a

-5 ak TRy _ | 2p0(P) _ (w2
1x107°W wrcos(wt krye, By = 5 vg =cy/1 (w)

2
- (z) By sin(@) cos(wt — kx)e, oui eocE} cos® (wt — ky)e, ®)
a a

@@ et@® -wF

> k — :
—AFE © Ampoule classique (@) () il sin(wt — kr)e, Progressive
r

_T cos(%z) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e_;:|
w

Vp =

_> > — E§S
kB sin(%) sin(wt j\ kx)e; @ @ @ 50:; cos? (wt — kr)e, 2:00
0 z=c-(@p+1)]  1x107'm “KE  —wB, sin(%) sin(wt — ka)el (@)
2 . goa? 2 2 . (TY —> 8 -1
—k°E —jkzE, 5 cos”(wt — kr) —k“By sm(—) cos(wt — kx)e; 3x10°m-s
r a
kEq sin(wt — kz)e, @ T =qa Progressive et harmonique —jk.E e, + jkyE €.
E . (TT N
=0 [ - ksm(—) cos(wt — kz)e, Ao Sin(ﬂ_y) ( _T cos(wt — kz)
@ 5 x 104 Hz w a a a
T cos(ﬁ) sin(wt — kz)e_z'} +hasin(wt — kz))
a a
. . 1
Stationnaire, donc signal n° 1 —k2Ey cos(wt — k)&, =

non progressive et harmonique Voo
2
—Ag cos(wt — kz) ((E) + k2> X

™\ Ly L
(cos(—)ey + ozsm(—)ez)
a a

—w?Ey cos(wt — kx)es c0 B2 cos®(wt — ky) —wEy sin(wt — kz)e;

E_g sin(%) E sin(%) cos? (wt — kz)&;

— kx)e, signal n° 2 © jwE —kEy sin(wt — kx)e,

TY\ (T
N E2 Ao cos(—) (—a cos(wt — kz)
T e
—ksin(wt — kz) ) e,

® 0T @ -@+E (©

2

1x107%0s —w?By sin(w—y) cos(wt — kx)es k* = w_2 —a?
a c

4regea’ cos? (wt — kr) signal n° 3

» [Réponses et corrigés page 183|
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EMV5 Fiche d'entrainement n°7 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques 11

Prérequis
Maxwell-Gauss (M-G) Maxwell-Thomson (M-T)
divE = 2 divB=0
€0
Maxwell-Faraday (M-F) Maxwell-Ampére (M-A)
IREZ—%—? HE:NO?"‘EONO%_?
Relation entre ¢, po et o Loi d’Ohm locale
€0 ,uoc2 =1 i =~E
Pour bien commencer
c‘;x [Entrainement 7.1 — Vecteurs orthogonaux ou colinéaires. o
—>
Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs @, b et € sont cohérents avec les équations fournies.
Répondre simplement par « oui » ou « non ».
a) @-b=0et@-C=0 b) TAL=7C ) GAb=0et@-C=0
s 3 3
¢ @
a
c a c
a.;x [Entrainement 7.2| — Dériver des exponentielles complexes. o

Etablir une relation de dispersion liant k & w pour chaque équation différentielle.

On s’appuiera sur un champ électrique de la forme :

E(z,t) = Eyexpli(wt — k2)]en.

E 0
ot? 0z
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On considére dans un plasma « dilué » une onde électromagnétique de fréquence sufﬁsamrll)ent élevée, ce
—
qui simplifie I’écriture de la densité volumique de courant en notation complexe j = a(w) E.

[Entrainement 7.3] — Conservation de la charge.

En régime sinusoidal forcé, I'équation de conservation de la charge s’écrit iwp + div z =0.

a) Etablir une relation entre P, aetw

N ¢?
b) En tenant compte de I'expression de la conductivité complexe o = - et en introduisant la pulsation
imw
2
plasma w, = {/ ——, établir une relation liant w, w, et p ..................
meog -
[Entrainement 7.4] — Expression du vecteur d’onde. 000
On considere une onde plane progressive monochromatique polarisée rectilignement et caractérisée par le
2
- W, T
champ électrique complexe £ = Eq expli (wt — k z)] &,. On pose ag = wgrso =L 5 -
Mo €

Cette onde se propage dans un métal réel de conductivité a. On admet que la relation de dispersion est :

2.2
pr

2
2 S —
B = WT(l—iWT)].

w
c? t1

Dans les différents cas, déterminer ’expression de k.

a) WK = KWy .unnnn ) —<Kwp<Ww .......
b) —<Kw<wp ....... d) —<wp<Kw ......
[Entrainement 7.5 — Vitesse de phase. 00

Dans un milieu de propagation, les vitesses de phase v, et de groupe v, d'une onde sont définies par

dw
dk”’

vy =

% et v, =

ol k' est la partie réelle positive du vecteur d’onde E Dans un plasma, la relation de dispersion s’écrit :

oll wy, est une constante.

a) Exprimer la vitesse de phase v, lorsque w > w,

b) Exprimer la vitesse de groupe vy lorsque w > wy,

76
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Energie et puissance

L |[Entrainement 7.6] — Vecteur de Poynting et énergie du champ. 00

On considere un champ électromagnétique dans un milieu d’indice réel n défini par

= Egcos(wt — kz)e,

=

et ="g, cos(wt — kz)e,).
c

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ we,, sont définis par

EAB 0B  B?
et Wem = +

= —.
Ho 2 2p0

a) Exprimer le vecteur de Poynting ...................cool

b) Exprimer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting .. ...

¢) Déterminer 1'énergie volumique associée a onde .............

d) Exprimer la moyenne temporelle de I’énergie .................

“.;,L [Entrainement 7.7| — Puissance dans un conducteur. )

On considere une onde dans un conducteur d’épaisseur de peau §, de conductivité réelle v, vérifiant

E = Eye~ % cos(wt — %)e‘y>

et B= %exp<f%) [sin(wt - %) +cos<wt - %)]e_z’

Le vecteur de Poynting I et la puissance volumique perdue par effet Joule p; sont définis par
EAB
Ho

0= et pyj=j-E.

a) Exprimer la moyenne du vecteur de Poynting.
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[Entrainement 7.8 — Vecteur de Poynting en notation complexe. o

En notation complexe, la moyenne temporelle du vecteur de Poynting pour des ondes planes progressives
monochromatiques est donnée par

)

- Re E *A E
(i) = =5
240
olt le symbole * désigne la conjugaison complexe. On considére un champ électromagnétique dans un milieu

d’indice complexe n défini par

— - E
E = E,expli(wt — kz)le, et  B= BZo expli(wt — kz)]ey.
c

Déterminer la moyenne du vecteur de Poynting ..................

Manipuler les équations de Maxwell

[Entrainement 7.9| — Relation de dispersion. o

On considere ’équation de propagation complexe dans un plasma :

-~ 1 9%E aj
AE= 5 5 Mo

Le champ électrique qui se propage dans le plasma vaut : E = Ep expli (wt — k z)] e, avec k= ke..

2
— — nes —
En tenant compte de ’expression du vecteur densité de courant j = a F = - E, établir ’équation de
= iwm
2
ne
dispersion, liant k, w, c et wfj = —.
meo
|Entrainement 7.10| — Etablir une équation d’onde. 00

On considere un milieu ohmique localement neutre tel que : p = 0 et 7 = ’yﬁ . On pourra utiliser la relation
rot(rot E) = grad(div E) — AE.

a) Exprimer I’équation de Maxwell-Gauss modifiée.
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[Entrainement 7.11] — Vérification des équations de Maxwell (I). 00
Nous nous plagons dans le vide (p = 0 et 7 = 6) et nous supposons que E et B s'écrivent
E(z,t) = Eqcos(wt — kz)e2
- kE N
et B(z,t)= =0 cos(wt — kz)e, avec k=w/c.
w
a) Le champ électrique vérifie-t-il ’équation de Maxwell-Gauss? ..........................
b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils I’équation de Maxwell-Faraday? ......
¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Ampere? ......
d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
[Entrainement 7.12] — Vérification des équations de Maxwell (II). 000
On se place dans un plasma ot 'on a
2 2
hrd .€pr =2 g w D —>
1) = — E(z,1), ) =0 t  k=—4/1--2 > w,.
J(z1) i— E(z,t) p(z,t) =0 e - C2C: avec w>wp
On suppose que
E(z,t) = By expli(wt — k)]s
= kE —
et B(zt) = —2 expli(wt — kz)le, avec k=w/c.
w
a) Le champ électrique vérifie-t-il ’équation de Maxwell-Gauss? ....................... ..
b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils ’équation de Maxwell-Faraday ? ......
¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Ampere? ......
d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
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Différentes familles d’ondes

[Entrainement 7.13] — Onde progressive ou onde évanescente. 00

Nous nous intéressons a un champ électrique de la forme
E(x,t) = Eyexpli(wt — kx)]e2,
avec k =k’ +1ik” et ou k” < 0.
Pour chaque relation de dispersion, déterminer si le champ électrique se présente sous la forme d’une onde
@ progressive E(glc7 t) = Egexpli(wt — k'x)]e;
@ évanescente E(z,t) = Eo exp(k”z) exp(iwt)e2

@ progressive atténuée E(I, t) = Egexp(k”z) expli(wt — k'z)]e;

w
Y I
c
, w?-— wg
b) k*= BVEC (W > W e veene ettt ettt e et e
o2
, w?— wg
c) k°= BVEC (W < W e v eene et ettt et e e
2
[Entrainement 7.14) — Courbes et expressions. o

-
Dans chaque cas, indiquer la ou les courbes qui correspondent a chaque expression de F fournie.

B Courbe 1 B Qrbe 2
t

x

B Courbe 3 P Courbe 4

V’\VA x x

a) E(x, 1) = Ecos(Wt — KL)EL oottt

b) E(x,t) = Egcos(wt) exp(—kz)es avec k> 0 ...oeeeee i

c) E(m,t) = FEycos(wt — k'z) exp(—k"x)e; avec k7 >0 ....ooiiiiiiiiiiiii
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Réflexion et transmission

c'%k |[Entrainement 7.15 — Coefficients de réflexion et transmission en amplitude. 000

On consideére les champs {E)Z, B)Z} dans le milieu d’indice n; en incidence normale sur un dioptre en z = 0
produisant les champs réfléchis {E,., B} dans le milieu d’indice n; et transmis {E;, B;} dans le milieu
d’indice ny tels que :

E;, = E, cos(wt — kyx)e, E, =rE cos(wt + kyx)e, B, =tE, cos(wt — kox)é,

- E N - E N - tE N

B; = Mo cos(wt — kix)e; B, = _mrro cos(wt + k1x)e; B, = Ueliell cos(wt — kox)e,
c c

a) Les relations de continuité des champs entre les milieux 1 et 2 en = 0 imposent :

— —

E1 :E2 et El :E

En déduire deux relations entre r, ¢, my et ny ..............

b) En déduire lexpression des coefficients r et ¢ ..........

c.;,k [Entrainement 7.16] — Coefficients de réflexion et transmission. )
Un dioptre en x = 0 sépare du vide d’indice
n; = 1 pour z < 0 d’un plasma d’indice réel 7 4
ng pour x > 0. On rappelle les coefficients de 5 3 vide plasma
réflexion et de transmission en amplitude (r,¢) : >
g 2
r= E(@=0)_m —n & 1 — L
Ez(.r:O) ny + no g 0 -- B,
=
. Ey(x=0)  2n E
z( = O) ny + TLQ ‘3;
Q.
et en puissance (R,T) : c%
<
o
R=1|r]> et T =t 2. —5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 zenm
n1

a) Donner la longueur d’onde dans chaque domaine ......

b) A laide du graphique, évaluer 7 et t ..................

¢) En déduire l'indice ny du plasma ......................

d) Calculer les coefficients Ret T .........coooviiiin...
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[Entrainement 7.17] — Coefficients de réflexion et transmission en puissance. 000

En notation complexe, pour des ogdes planes progressives Lnonochromatiques de vecteur d’onde El per-
pendiculaire au champ électrique E, le champ magnétique B associé est
> kG AE
E = = L —,
N Re(B* A B)
e
et la moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donnée par ﬁ> = #

On rappelle la relation d’analyse vectorielle ¥ A (T A W) = (W« W)V — (U« V).

a) Calculer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting ......

Ce champ, en 1n01dence normale sur un dioptre, donne lieu a un champ réfléchi de coefficient d’amplitude
r de vecteur d’onde — k 1 ainsi qu’a un champ transmis de coefficient d’amplitude ¢ de vecteur d’onde k2

b) Exprimer les puissances réfléchie et transmise.

M) ()
m T

¢) En déduire l'expression de R = —

Réponses mélangées

i 1+1 2 1 8
== 21 e 5= oui +2 o2 — w2 — et —
@ N Lo Qv w c 9 9
> 10°F OF a 1 4 .
@ AE—C?W:N(WE £<5+1w> §et§ oui let?2
3 E2 . w?
{*l—l—r:t,m—rnl:tnz non E;;:w__éw . 6_276_;; Vg =¢ -
a o 2powd wp
w? — w? w2 1 c
k= —F2" let3 i 1-—+1]=0 = =
= e iwp o2 @ non 5 Ve ) 2
T2
B —w? S > 2 2 VE] o:z
k=— 2m et 4m — cos”(wt — kz)e, Ir|* et |¢] Re( ) e o
ia 0C k,
eoE3 WwEowp R o =
O(14+n2)  letd =+ = Re(E1)  oui oui  divE =0
4 c 2w
ny —mnz
"= ni + na nE? eoE?
oui . on, oui 2#0(;36_; non TO (14 n?) cos®(wt — k=) @
ny + no )
|E7|r] =z
IBPER (7)) 5 e
= — > 1 0F E N
non oui + 2“20“}2 rot B = povE + 5 —— 1ol Re(n)e;
c |E*[] Re(%’ ) c ot 2u0c¢
2upw =2

» [Réponses et corrigés page 190
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OPT1 Fiche d'entrainement n°8 Optique ondulatoire

Modeéle scalaire de la lumieére

Prérequis
Optique géométrique (rayons, indice optique, lentilles, lois de Snell-
Descartes). Trigonométrie. Longueurs d’onde dans le vide et dans un milieu,
période, fréquence et pulsation.
Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 X 108 m -s™*

Exprimer un chemin optique

Dans un milieu homogene, le chemin optique entre deux points A et B est défini comme le produit de I'indice
optique n du milieu par la distance géométrique AB parcourue par un rayon lumineux : (AB) = n x AB.

c.;)k [Entrainement 8.1 — De I’eau dans un verre. )
S
Un rayon issu d’une source ponctuelle arrive sous incidence normale air | I Ih
a la surface de ’eau contenue dans un verre. Les indices optiques de
I’air et de ’eau sont respectivement notés n,i, et Neau- Y H
eau F

a) Exprimer le chemin optique (SI) en fonction de nai et b oovoveoioiol

b) Exprimer le chemin optique (IF) en fonction de neay et H ....oooooont..

¢) En déduire l'expression du chemin optique (SF) ....................... ..

d) Comment se réexprime cette expression si 'air est assimilé au vide? ......

L |Entrainement 8.2 — Points conjugués par une lentille. 00
Deux points A et A’ sont conjugués par une lentille convergente :
tous les rayons issus de A et arrivant en A’ ont des chemins /4%\
optiques identiques. Pour simplifier, ces points sont choisis sur A _~—" B[ C A’ R
I’axe optique de la lentille. L’air est assimilé au vide. e

On note e I’épaisseur maximale de la lentille et n 'indice optique
du verre.

En travaillant avec le rayon confondu avec I’axe optique, exprimer :

a) le chemin optique dans le verre (BC), en fonctionde eetn ................... ...

b) le chemin optique dans l'air (AB) + (CA’) en fonction de la distance AA" et e ...

c) Dexpression générale du chemin optique (AA’) qu’on peut en déduire ............
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[Entrainement 8.3] — Lentille éclairée avec un angle d’incidence non nul. 000

Des rayons, provenant d’une source S & l'infini, éclairent une lentille
sous un angle d’incidence «. Ils convergent en un point S’ du plan
focal image de la lentille. Les points A et B sont situés a gauche, juste
avant la lentille. L’indice optique du verre est n. L’air est assimilé au
vide.

a) En sachant que le plan passant par H et B est une surface d’onde pour la source S, exprimer la différence
de chemin optique (SA) — (SB) en fonction de la distance AB et de angle a.

b) Les points S et S’ sont conjugués donc les chemins optiques (SAS’) et (SBS’) sont égaux.
En déduire la différence de chemin optique (AS") — (BS') en fonction de la distance AB et de I'angle a.

Surfaces d’onde et théoréme de Malus

D’aprées le théoreme de Malus, les rayons lumineux issus d’un point source S sont perpendiculaires aux
surfaces d’onde relatives & cette source, la surface d’onde étant le lieu des points d’égal chemin optique par
rapport a la source.

[Entrainement 8.4 — Action d’une lentille inconnue sur des surfaces d’onde. ]

On considére ici des surfaces d’onde issues d’un point objet (en tirets) et celles de son image (en poin-
tillés) par une lentille inconnue. Pour chaque situation, déterminer si la lentille est « convergente » ou
« divergente ».

£1 ES
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[Entrainement 8.5 — Action d’une lentille divergente sur des surfaces d’onde.

L
On construit 'image, par une lentille divergente £, d’une source lumineuse V//
placée a l'infini sur I’axe optique. —
Une ou plusieurs réponses sont possibles. _E ~JOF
n\\
a) En amont de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ perpendiculaires a ’axe optique @ des plans paralléles entre eux
@ des cercles concentriques centrés sur F'
b) En aval de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ des cercles concentriques centrés sur F' @ des cercles concentriques centrés sur F”
@ des plans perpendiculaires a ’axe optique
[Entrainement 8.6| — Une loi bien connue...
Une onde plane arrive sur un dioptre plan séparant deux
milieux d’indices n; et no. ) (2)
) depuis S
On note H; le projeté orthogonal de I sur le rayon (2) et
Hs le projeté orthogonal de I; sur le rayon (1). (1) H,
|
On note I1Is = a. .
11
a) Quels couples de points appartiennent a la méme sur- " A L
face d’onde ? N9 Io B
129
(a) et I (b) Iy et Hy (c) Ij et Hy HY
vers My,

b) Que vaut Pangle ?

@giil @il @g+i1

¢) Exprimer le chemin optique (H;I;) en fonction de nq, a et a.

e) Exprimer le chemin optique (IoHs) en fonction de ng, aet 5 .................

f) A partir des questions c) et e), déduire une relation entre ny, sin(i1), no et sin(is).
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Retard de phase

Le retard de phase (ou, plus simplement, la phase) d’un rayonnement en un point M par rapport a sa
2w
Ao

source au point S est défini par ¢(M) 3 (SM), ou (SM) est le chemin optique entre les deux points.

[Entrainement 8.7| — Surface d’onde et déphasage. 00
Un point source S émettant un rayonnement monochromatique de lon- I

gueur d’onde g est placé au foyer objet d’une lentille mince convergente. WA B C
Une lame d’indice n et d’épaisseur e est placée a une distance d de la
lentille et recouvre une partie du faisceau. On considére que les points A §<¢ Pl Tt

et A’ & équidistance de S, se situent juste aprés la lentille. On prendra - o o

Pindice de Dair égal & 1. YA B '

a) Quels couples de points appartiennent & la méme surface d’onde ?

(a) Aet A (b) Bet B’ (c) Cet C’

¢) Exprimer la phase ¢(C) en fonction de g, (SA), d, n et e.

[Entrainement 8.8 — Phases et déphasage.

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ag est émis
depuis une source en S. On considére que le point d’incidence A
se situe juste avant le miroir, et on rappelle qu'une réflexion sur
un miroir métallique produit un retard de phase de 7.

Exprimer la phase ¢, du rayon 1 réfléchi par le miroir de gauche
en fonction de h et 6; aux points de I’espace suivants :

¢) Exprimer la distance BD en fonctionde eet fy ...l

d) Exprimer la distance EB en fonction de e, het 0o ..............coi ...

e) Quelle est I’ expression correcte de ¢2(B), la phase du rayon de droite au point B ?
@ 2£ h _ e @ 21 h B e @ 21 e h
Ao \2nsin(6y)  cos(69) Ao \ 2sin(f1)  ncos(fz) Ao \cos(f2)  2nsin(6q)
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f) Exprimer la phase de ce rayon en M, ¢2(M), en fonction de h, e, n, 01 et cos(6z).

g) Exprimer le déphasage A¢p = ¢2(M) — ¢1(M) en fonction de e, n et cos(s).

h) Quelle est I'expression correcte de A¢p? On rappelle que sin®(a) + cos®(a) = 1.
4 e(n?—1) 47 e(n? —1) o e(n®*—1)

—_———t 7 —_——t— 4 —_——t 47
@ Ao \/n? — sin?(6;) @ Ao y/n? —sin?(6;) @ Ao y/n? —sin?(6,)
[Entrainement 8.9 — Déphasage dii & une lame. 000
Cas 1 Cas 2
H1 HQ Hl H2
On souhaite exprimer les différences Seo ——¢——0—o)\[ Seo ——¢——o—o)\[
de phase A¢ = ¢(N) — ¢(M) entre le
rayon passant par N et le rayon pas- n
i N . I, I,
sant par M issus de la méme source a g oN
oo
I'infini S de longueur d’onde dans le
vide )\0.
L’indice de 'air est pris égal a 1. c
e
d
-+

a) Pour le cas 1, exprimer le déphasage A¢p = ¢(N) — ¢p(M) selon e, \g et n.

On consideére maintenant le cas 2.

b) Exprimer la distance I;I5 en fonction de e et O ...l

c¢) Exprimer la distance HiHs en fonction de I1Is et 64 — 60y ...........c.o...

d) Exprimer le déphasage A¢p = ¢(N) — ¢(M) en fonction de e, \g, n, O3 et ; — 0.

e) Quelle est expression correcte de cos(6; — 02) ?

On rappelle que cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) et que sin?(a) + cos?(a) = 1.
@ cos(01) cos(fz) — n + nsin?(6;) @ cos(01) cos(fz) + n — n cos?(6)
@ sin(fy) sin(f2) 4+ n — nsin?(6y)

f)  En déduire une expression de A¢ fonction de e, Ay, n, cos(f2) et cos(6;).
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[Entrainement 8.10| — Lame séparatrice. 00
Cas 3

LIIIIIII LIPS

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide A\ est émis depuis une
source en S. Il est séparé en deux rayons par une lame semi-réfléchissante
inclinée d’'un angle 6; = 45°. On cherche a déterminer le déphasage A¢
entre les deux rayons en sortie de la lame apres réflexion sur les deux miroirs
en M; et Ms. On rappelle qu'un rayon subit un déphasage de m apres
réflexion sur un miroir métallique, ou sur un dioptre si le rayon incident se
propage dans le milieu le moins réfringent (celui d’indice de réfraction le
plus faible).

AN

a) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par M; dii aux différentes réflexions ..

b) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par Ms dii aux différentes réflexions ..

¢) Exprimer la distance I;15 en fonction de e et O ...l

d) Exprimer la différence de phase A¢ entre le rayon réfléchi par My et le rayon réfléchi par M; au point

I3 en fonction e, Ag, M €t Og .ot

Largeur spectrale et cohérence temporelle

[Entrainement 8.11| — Différentes sources. 000

Une onde lumineuse est émise par des trains d’onde successifs de durée individuelle moyenne 7. (temps de
cohérence) et de longueur individuelle moyenne ¢. = ¢ X 7. (longueur de cohérence) dans le vide. D’apres

Panalyse de Fourier, & cette onde de durée finie correspond un spectre de largeur Af ~ — (en fréquence).
TC

On consideére trois sources :
e une lampe spectrale basse pression & vapeur de mercure telle que 7. ~ 10 ps (source (D)7

e un laser de TP tel que 7. ~ 0,1 ns (source @),
e et une source de lumiere blanche munie d’un filtre ayant une bande passante A\ = 50 nm autour de
la longueur d’onde A = 820 nm (source (3)).

On rappelle que la cohérence temporelle d’une source est d’autant meilleure que son temps de cohérence
est important.

a) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

b) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

Af

A
¢) En utilisant la relation = estimer 7. en picosecondes pour la source @ .......

f

d) Classer les sources, de celle possédant la meilleure cohérence temporelle a la moins bonne.
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Photomeétrie

%{ [Entrainement 8.12] — Intensité lumineuse. ]

Un signal s(t) = Sy cos(wt) de période T est détecté par deux capteurs de temps de réponse 7 = 1 ns.
Les capteurs A et B délivrent des signaux de tension u; et us respectivement proportionnels a la moyenne
de s et au carré de la moyenne de s : on a

up = Ki(s(t)) et up=Kx(s*(t)),

ou K et K5 sont des constantes.

On consideére que les signaux u; et uy émergent du bruit de mesure lorsque leur valeur absolue est respec-
K1 SO KQSg

o x 100 2

On indique que la moyenne temporelle d’un signal f(t) mesuré pendant une durée 7 est

tivement supérieure a

b) Quelle est la valeur maximale de u; fonction de % ?

T

@ 27TK150? @ K1502§ZT,
T

® 2K S @ KiSoq

¢) En déduire la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A.

d) Exprimer us en fonction de Ko, So, 7 et T.

1 2
On rappelle que cos® a = M.

e) Quelle est la valeur maximale de us fonction de % ?
K>S

2
@ =, (T+ﬁ) © KQTSO <T+Zr>
K,S2 T
@ 27 (T+Zl7r>

f) Existe-t-il une fréquence maximale du signal exploitable par le capteur B ?
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L |[Entrainement 8.13] — Choix d’une photodiode.

La sensibilité d'une photodiode s est, au cours d’'une mesure de durée 7, le rapport de proportionnalité

entre l'intensité du courant électrique produit Iy,es et la puissance lumineuse mesurée Ppes : On a

s = Imes/Pmes-

De plus, I'intensité du courant d’obscurité I,,s d’une photodiode correspond a l'intensité électrique mini-

male que doit dépasser le courant produit au cours d’une mesure.

On dispose de trois photodiodes détectant respectivement trois radiations de longueurs d’onde dans le vide

différentes. Les caractéristiques des photodiodes et des radiations sont données ci-dessous.

photodiode 1 | A; = 470 nm 51 =0,300A - W' | Iops1 =3,00x10"°pA | 7 =2,00 x 10" " ms
photodiode 2 | A2 =550 x 10°pm | s2 = 200mA - W™ | Iops 2 = 150 pA 72 = 0,450 ps
photodiode 3 | Az = 0,660 pm s3 =300A - kw1 Iobs 3 = 2,00nA 73 = 50,0 ns

Calculer en watts les puissances lumineuses minimales détectables par les photodiodes.

a) Pminl b) Pmin2 C) Pmin3

Calculer en joules les énergies minimales détectables au cours d’une durée 7 par les photodiodes.

d) Eminl e) Emin2 f) Emin3

g) Sachant que I’énergie d’un photon est donnée par E = hv, ot h = 6,63 X 10734 J - s est la constante de

Planck, quelle photodiode permet de mesurer le plus petit nombre de photons ?

@ Photodiode 1 @ Photodiode 2 @ Photodiode 3

Réponses mélangées

2
niasin(a) 2etan(fs) non )\—We(n -1) @ et @ 7,50 x 10710W
0
(@) —ABsin(a) Af =1,0x 10" Hz 1,00 x 1071°W Af=1,0x10"Hz

2 e 2 .
)\_:M(n — cos(f1 — 62)) )\—:((SA) +d +ne) ABsin(«) @ 7T
1 x (AA" —e) Convergente 3,38 x 10716 J @ Nair X A @
2
(& nxe  333x10719] T((SA’)+d+e)  Divergente ©
Ao

4T ne T e 1
1xh H 6,67 x 1077 W L S P
X Tean X o Ao cos(6z) T Ao cos(fs) (n n) T

i—:<ﬁ + (n— %) F@) @ Kﬁ’O% sin<27r%) @
AA 4+ (n—1)e @, @ puis @ @ et @ i—je(n cos(fz) — cos(61))

™ h K53 T . T e 2 h
T 2290 (-0 = sin(4n L 100 GH —c T n
Ao sin(61) 2r + 47 sm( 7TT) z cos(fs) Ao sin(6;) o
Convergente 115 cos(6; — 6) @ et @ 7o = 45 x 10% ps 2x 10717
2
)\—ﬂ-(n —1e nea sin(B) nq sin(i1) = ng sin(is) Convergente
0
h e
5 etan(6) Nair X A+ Neay X H o cos(03) @ Neau X H

» [Réponses et corrigés page 196|
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THMO

Pour bien commencer

Fiche d'entrainement n°9

%L [Entrainement 9.1 — Calcul de volumes.

Thermodynamique

Outils mathématiques pour la diffusion

Expression des surfaces usuelles (disque, sphere, ...).
Expression des volumes usuels (parallélépipede, cylindre, sphere, ...).

Dans chacun des cas suivants, exprimer le volume du solide en fonction des données.

I
I
b T
I
S X
N
a ul N N
c
Volume a)
7
7/
7/
b/
AL
-\«
c
Volume b)
\
\
T
I
I
1
!
/
/
h

Volume d)

d)
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&1

B_D

|[Entrainement 9.2| — Signe des dérivées partielles. L)

On consideére la fonction de deux variables f(z,y) repré- \
sentée ci-contre. On étudie le signe des dérivées partielles

au niveau des points A et B.
a) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f A
0
par rapport & x au point A, notée —f(A) ? ® B /
Oz e
............................................ )
)
b) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f *
0
par rapport & y au point A, notée 8—f(A) ?
Y
0] Y
............................................ .

On s’intéresse maintenant au comportement de f au voisinage du point B. Pour chacune des questions
suivantes, choisir la bonne réponse.

c) e)

of of o*f o*f
@%(B)>O @a(B)<O @Ty?(B)>0 @872(13)<0
8f 82f
LBy = _
® 5 ® =0 ® 55 =0
d) )
af af 92 2
=(B)>0 =(B)<0 f " f
6f - 82f
@3y(B)_O @@()_0
[Entrainement 9.3 — Volume d’un cone. 0
2
Le volume d’un cone de hauteur h et dont le rayon de la base est r vaut V(r,h) = 7”;3 h
. v
a) Quelle est Pexpression de E(r, B
. Vv
b) Quelle est 'expression de %(r, ) T

On souhaite comparer 'influence d’une méme variation d¢ de h ou de r sur la valeur du volume V.
ov

V
- - ?
ah (T’ h) > 87" (7’, h) N

@h/3<r ®h<r @2h<r @3h<r

¢) A quelle condition sur & et r a-t-on
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%& [Entrainement 9.4] — Fabrication d’une casserole. o

Les questions de cet entrainement ne concernent pas le manche de la casserole et ne concernent donc que
la partie principale de la casserole. L’épaisseur de la tole utilisée pourra étre négligée.

~ A

__________
- -
-

Un industriel souhaite fabriquer une casserole a partir de plaques de métal d’épaisseur constante.
a) Pour cela, quelle surface de tole S(R, H) doit-il utiliser ?

(a) S(R,H) =2nR* + nRH
(b) S(R,H) =wH” +2rRH
(¢c) S(R,H) = 7R*+ 2nrRH
(d) S(R,H) =2rnH* +nRH

b) Que vaut le volume utile V(R, H) ?
(a) V(R,H) =2rR*H
(b) V(R,H) = «R*H

¢) Exprimer S(R,V) la surface de tole que I'on doit utiliser pour fabriquer la casserole en fonction du
rayon R et du volume V.

Le fabricant souhaite fabriquer une casserole de volume V =V} donné, tout en minimisant la quantité de
tole utilisée.

d) 1l cherche donc une géométrie qui vérifie :

e) Déterminer l'expression de V; en fonction de R, puis celle de H en fonction de R permettant de
minimiser la surface de téle utilisée.

(a) Vo = 7R (b) Vo = 2R’ (c)H=R (d) H=2R
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B |[Entrainement 9.5 — Quelques équations différentielles (I). 00

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions aux limites.

Les quantités ng, n1, jo et p sont des constantes.

0%n n(O, t) =T
a) ——(x,t)=0 avec 0 e
Ox? 6_:(07 t) =Jo

9*n _
b) @(x,t)—O avec {n(L,t) Doy

8271 n()’t =n
c) @(%t):p avec {EL) _ O

[Entrainement 9.6] — Quelques équations différentielles (II). 000

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions initiales (7, ng, n., p et L
sont des constantes) :

on n
a) E(x,t)—; avec  n(x,0) =N i
on n?
b) a(x,t):—n(ﬁ avec n(x,0)=1ng ..ooiiiiiii
) Paty= "y (2,0) = no(1-2)
o) @) =——+p avec n(z,0)=no T) e

Réponses mélangées

2mrh — t

o nr’h n(x,t) = Mmoo, ng @ n(x,t) = npexp| —

3 L T

n (1 ar:) exp t)
o{l—+)exp|—=
abesin(a) n(t) = % gac(m —L)+ng L T "
1+ =2 +pT 1—exp<——)>

neT T

@ n(x,t) = joxr + no abe 7%2 @ et @ négatif @
positif TR* + 2% mr?hcos(a) @ @ @ @ @

» [Réponses et corrigés page 203|
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THM2 Fiche d'entrainement n° 10 thermodynamique

Diffusion thermique

Prérequis
Premier principe > et deuxieme principe de la thermodynamique.
Loi de Fourier : j = —A grad T

Dans toute la fiche, les caractéristiques du matériau homogene et isotrope étudié seront notées :
e D, le coefficient de diffusivité thermique (m?-s™1),
e /i, la masse volumique (kg -m™?),
e ¢, la capacité thermique massique du matériau (J- K= -kg™1),
e )\, la conductivité thermique du matériau (W -m~' - K™1).
Pour évaluer les ordres de grandeur caractéristiques du phénomene, on notera :
e 7, la durée caractéristique (s),
e [, la longueur caractéristique (m).

Etude de flux thermique

LB |[Entrainement 10.1] — Bilan thermique en géométrie cartésienne. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

dz

T r +dx

On note S la section du conducteur et ¢ le périmetre de la section.

a) Le vecteur densité de flux thermique ]5 = —Agrad(T') a pour unité possible :

@DVV-HFLK*1 C@J-s-nf2 @W-mf‘q’ @W~m72

— orT _, —
@ Jjo = —Aaem @ Jjo = —Aa—xez
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On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre = et x + dz.
c¢) L’énergie interne U(t) de la tranche considérée a l'instant ¢ est :
@ eSdaT(x,t) +C @ peS daT(x,t) + C
@ cSdtT(z,t) + C @ peS dtT(x,t) + C

ol C eSt UNE CONSTAILE ... ittt

d) En déduire la variation d’énergie interne dU entre ¢ et ¢ 4 dt.

On souhaite maintenant évaluer les transferts thermiques entre la tranche et I'extérieur.

e) En z, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢ + d¢ s’écrit :

() —jq(,t)Sdt (®) jolz,t)Sdt @) 0

f) En z + dz, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + d¢ s’écrit :

(a) —jo(z +dx,t)S dt (b) jo(x +dz,t)Sdt (©) 0

g) Au niveau de la paroi latérale, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t + dt s’écrit, en notant ¢ le périmetre de la section :

() jo(z,t)edzdt (©) 0 (e) —jo(z + da,t)¢dx dt
(b) —jq(x,t)tdzdt @) jolz + da,t)ededt

L |Entrainement 10.2] — Equation de la chaleur. 0o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T; et Th. On se place en coordonnées cartésiennes.

L

Ty - Iz S

O L

Initialement, ’ensemble de la barre est a la température Tj.
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a) Le champ de température est de la forme :

(a) T ="T(x,t) (c) T =T(x) (e) T =T(y,t)
(b) T =T(x,y,t) (d) T =T(x,y) () T=T(z,y,2,1)

b) Le vecteur de densité volumique de courant thermique jz; est de la forme :

() jq = jo(z,t)er
(b) jq =jolx,y.t)ez

(D) Jjq = jo(w)es
(e) jo =doly,t)ey
(D jo =jo(=,y,z,t)es

oT
¢) L’équation de la chaleur — = DAT s’écrit ici :

ot

@ or _ 0T or _ [0°T , 0T
ot Oy? ot or?  Oy?
oT o*T d2T
= _p=—= - D——

® 57 =D @D 0=D3

La diffusion : un processus lent
LB |[Entrainement 10.3| — Etude qualitative. 0o

L’équation de diffusion caractérise 1’évolution temporelle du profil de température dans un matériau.
En raisonnant en ordre de grandeur, cette équation fait le lien entre un temps caractéristique 7 et une

A
longueur caractéristique de diffusion L : L = vV D7 ou D = — est le coefficient de diffusion thermique.
e

Par combien est multipliée la longueur caractéristique de diffusion lorsque I'on double :

a) la conductivité du matériatt? ... ...

b) la capacité thermique du matériau? ...... ...

Par combien est multiplié le temps caractéristique de diffusion si on double :

c) lalongueur du matériau L7 ....o. oo

d) la masse volumique [17 .. ..ot

98 Fiche n° 10. Diffusion thermique



%L |[Entrainement 10.4] — Nombre de Fourier : transformation adiabatique ? L)

Le nombre de Fourier Fo = est un nombre sans dimension utilisé couramment en transfert thermique,

72
A

avec D = — (m?-s7!) le coefficient de diffusion thermique, At (s) la durée étudiée et L (m) la longueur
c

caractéristique d’étude.

Il se définit également comme le rapport entre la durée At d’un processus et un temps caractéristique de
diffusion (qui est le temps nécessaire au transfert thermique pour diffuser sur une distance L).

a) Dans quel cas un processus peut-il étre considéré comme adiabatique ?

@Fo<<1 @Fo>>1

On consideére la compression du mélange {air + carburant} dans un cylindre d’un moteur 4 temps en
acier. Avec un régime moteur d’environ 2000 tr - min~—?, la durée de la compression est de 1,5 x 107 2s. On
considere que 1’épaisseur du cylindre est de 5 mm.

On donne Aagier = 13W -m ™1 - K71, fracier = 7800kg - m ™3 et cacjer =480T - K1 - kg1,

b) En exploitant les données ci-dessus, calculer la valeur du nombre de Fourier ........

¢) L’hypothése d’une compression adiabatique habituellement utilisée est-elle valide ? ..

En régime permanent : utilisation des résistances thermiques

c‘;x [Entrainement 10.5] — Champ de température en géométrie cartésienne. o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T3 et T5.

On se place en coordonnées cartésiennes et on étudie le régime permanent.

L

Ty Iz S

O L

2

a) Le champ de température vérifie — = 0. Exprimer T'(z).
da?
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b) Quelle(s) hypothése(s) de I’énoncé assure(nt) que le flux thermique ®(z) = // j_é S soit uniforme,
s
c’est-a-dire ne dépendant pas de x ?

@ barre homogeéne @ parois latérales calorifugées

@ régime permanent

¢) En déduire le flux thermique ®(z) traversant une section S de barre située a I’abscisse x.
AS AL
© f(Tl — 1) (© ?(Tl —Ty)

AS AL
(b) T(T2_Tl) ©) ?(R_Tl)

LB |[Entrainement 10.6] — Analogie thermique/électrique. L)

Une inhomogénéité spatiale de température 77 — 75 se traduit par un transport d’énergie caractérisé par le
flux ®. Ceci est analogue au transport de charges caractérisé par une intensité I causé par une inhomogénéité
de potentiel électrique Vi — V5. Ainsi un conducteur électrique élémentaire de section S, de longueur ¢ et

l

de conductivité électrique v est caractérisé par une résistance R = s permettant grace a la loi d’Ohm
Y

Vi — Vo = RI de déterminer I a partir de V; — V5.

Le flux thermique ® est proportionnel a 77 — T, en régime permanent. En utilisant ’analogie électrique,
on peut définir une « résistance thermique ».

a) La contrainte imposée au conducteur thermique Ty —T5 est ’analogue de celle imposée a4 un conducteur
électrique :

OF| ®) i - Vs © 1 @ R

b) Quelle grandeur, dans la liste suivante, est 'analogue électrique du flux thermique @ ?

() v ® Vi-1s ©1 @ R

c) Pour caractériser le conducteur thermique, on introduit une « résistance thermique », analogue de :

OF! ® V-V, (©1 @ R

d) Quelle grandeur, dans la liste suivante, est ’analogue électrique de A ?

@’Y ®V1—V2 @I @R
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(@) |[Entrainement 10.7] — Conducto-convectif en une dimension (I). 0

Soit une vitre (surface S =1 m?, épaisseur L = 5mm) fabriquée en verre, -
Ext vitre Int

de conductivité thermique A = 1W-K~! . m™!. Celle-ci sépare I'extérieur %
(& la température 77 = 9°C) de l'intérieur (a la température To = 19°C)
) : T1 Rth T2
d’une maison.
La situation est étudiée en régime permanent. La conduction thermique V .
envisagée est telle que la résistance thermique de la vitre est Ry, v = S 0 L
a) La résistance thermique de la vitre vaut :
() 5x107°K-W™'  (b) 5x10*W-K! (©) 2x10°K-W™! (@) 2x10°W-K™!

On rappelle que le flux thermique est relié & I'inhomogénéité de température par la relation AT = Ry, ®.
b) Le flux thermique ® & travers la vitre vaut :

(a) 5x107° W (b) 5x 1072 W (c) 2x 10°W (d) 2x 10°W

¢) En réalité la température n’est pas totalement uniforme dans l’air a proximité des surfaces de contact
avec la vitre. Les transferts thermiques a l'interface avec les thermostats sont régis alors par la relation
de Newton : ® = hyS(T1 —T(0)) et ® = hoS(T(L) — T), ot hy et he sont les coeflicients de transfert
conducto-convectifs dans les deux couches limites.

Les résistances thermiques Ry ; correspondantes sont de la forme :

h; S 1
(a) Runi = ] (b) Runi = W (¢) Runi = S

7

d) Les résistances Rn v, Rin,1 €t Ry 2 sont-elles en série ou en parallele? .. ..

e) Evaluer le flux thermique ®' & travers la vitre en tenant compte des pertes conducto-convectives si

hi=ho=5x102W - Kl - m 2

L |Entrainement 10.8) — Conducto-convectif en une dimension (II). o

On considere une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T}
et l'intérieur d’une maison (température Ts).

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et = L sont régis

par la relation de Newton. Avec une convection plus importante a Ext vitre Int
lextérieur due au vent, on peut considérer que T'(0) = 7. v/

T R T
Les températures et le flux thermique vérifient alors le systéme : ! Vh 2

¢ =h2S(T(L) — T3) — r
{Tl ~T(L) = Rund. 0L

Quelle est Uexpression de T (L) 7 «...ovieiniiiiiiiiiiiiin.
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[Entrainement 10.9] — Isolation thermique d’un mur. 00

ep, €
<> <>
[
[
[
[
[
[
{
[ S¢=1,2m?
[
{
{ Sty = 7,5 m2
[
Vue en coupe Vue de face

Un pan de mur de surface totale Sy = 7,5 m? est composé d’un mur de brique d’épaisseur e, = 20 cm, de
conductivité thermique A, = 0,70 W -m ™! - K™, et d’un isolant en fibre de bois d’épaisseur e; = 12 cm, de
conductivité thermique A\; = 0,036 W-m~! - K~ 1.
Une fenétre de surface S; = 1,2m?, de résistance thermique Ry = 0,70 K - W1, est percée dans le mur.
La température intérieure est T, = 20 °C, la température extérieure vaut Tey = 5°C.

e
La résistance thermique d’une surface S plane d’épaisseur e est Ry, plan = S

Quelle est la valeur de la résistance thermique :

a) Ry delabrique? ............ b) R;delisolant? .............

¢) Parmi les montages suivants, lequel correspond & la situation étudiée ?

d) Quelle est la résistance thermique globale Rip 1o dumur? ...,

e) En considérant que les échanges thermiques ne peuvent se faire qu’a travers cette paroi, quelle puissance
thermique ¢ doit développer le systeme de chauffage pour maintenir cet écart de température ?

(a) 475 W (b) 475 W (c) 4,75kW

102 Fiche n° 10. Diffusion thermique



(@) [Entrainement 10.10| — Igloo de survie. 00
Un alpiniste, surpris par le mauvais temps, décide de construire un igloo de survie.

Le volume de son igloo doit valoir 1 m?; il le construit avec des blocs de neige d’épaisseur e = 10cm et de
conductivité thermique Apeige = 0,2 W -m™! - K1,

Il hésite entre trois formes d’igloo : un igloo cubique, un igloo cylindrique dont la hauteur est égale a son
rayon et un igloo hémisphérique.

a Rcyl
’\ /
T
Igloo cubique Igloo cylindrique Igloo hémisphérique
- 1 s/ 3
Pour les calculs numériques, on prendra : — =~ 0,7 et {/ — = 0,8.
Ve 27
Pour que le volume intérieur des igloos soit de 1m?,
a) quel doit étre le rayon de l'igloo cylindrique ? b) quel doit étre le rayon de I'igloo hémisphérique ?

¢) On souhaite déterminer la résistance thermique de chaque igloo. Associer a chaque igloo 1’expression
de sa résistance thermique.

0,8 1 0,9 1 1,1 1
T r r
@ / 3mAr? @ 27 Ar? @ / 5Ar?
0,7 0,8 1

d) Apres avoir calculé chacune des intégrales précédentes, quel igloo présente une résistance thermique

1
approximative de S—K WL

e) L’alpiniste dégage une puissance thermique de ¢ = 100 W.

En déduire la différence de température entre l'intérieur de I'igloo hémisphérique et I'extérieur en régime
permanent.
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[Entrainement 10.11] — Analogie électrique d’une habitation (I). 0

L’objectif de cet entrainement est d’approfondir ’analogie entre les phénomenes de conduction thermique
et les phénomenes électriques en étudiant une habitation dans sa globalité.

On constate que :

le flux thermique ¢ est 'analogue de 'intensité du courant électrique (flux de charge électrique) ;
la température 6 est I’équivalent du potentiel électrique ;
un matériau ayant une capacité thermique Cyy, peut étre modélisé par un condensateur électrique;

tout comme la résistance électrique traduit une relation de proportionnalité entre la différence de
potentiel et le courant électrique, la résistance thermique traduit la relation de proportionnalité entre
la différence de température et le flux thermique : A8 = Ry ¢.

Une habitation est isolée de 'extérieur ol régne une température 6.(¢) par une enveloppe isolante de
résistance thermique Ryy. A intérieur de I'habitation, un systéme de chauffage apporte un flux thermique
¢; permettant d’atteindre une température intérieure 6;(¢). L'intérieur de la maison posséde une capacité
thermique Cly.

Parmi les circuits ci-dessous, lequel correspond & la situation étudiée? ..................

R
N
Ruy
b, (D =—=c 14,
777 7
Circuit (a) Circuit (b) Circuit (¢)
L |[Entrainement 10.12| — Analogie électrique d’une habitation (II). 00

a) Etablir 'équation différenticlle sur 6; dans le cas du circuit @ de I’entrainement précédent.

Du fait de l’alternance jour/nuit, la température extérieure 6, peut s’écrire :

0o(t) = Ocp + 1 cos(wt).

b) Quelle doit étre 'expression du flux ¢; fourni par le systéme de chauffage pour maintenir une tempé-
rature intérieure constante égale a ;g 7
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(@) [Entrainement 10.13] — Une résistance thermique en géométrie cylindrique. 000

T=20°C

T=20°C
Vue en coupe

Un mince tuyau métallique d’une longueur L et de rayon 1cm transporte de la vapeur a 100 °C. Celui-ci
est couvert par deux couches d’isolants :

e une couche (a) intérieure d’une épaisseur de 4 cm et de conductivité thermique 0,1 W - m~ 'K

e une couche () extérieure d'une épaisseur de 2cm et de conductivité thermique 0,3 W - m~! K1

La température extérieure est de 20 °C.

1
La résistance thermique dans le cas d’un flux radial est de la forme Ry, = 3NL In(re/71).
s

a) Parmi les deux montages électriques ci-dessous, lequel correspond au systéme étudié ?

Ry
1 La oy g I . E
P
100°C 20°C 100°C —— 20°C

7}7 Montage (@) 7}7 7}7 Montage (b) 7}7

b) Quelle est la température a Uinterface entre les deux isolants ?
(a) 25,2°C (b) 30,2°C (c) 30,2°C (d) 35,2°C (e) 40,2°C

In(7)
In(5)

On prendra

~ 1,21
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Plus de diffusion thermique

[Entrainement 10.14] — Choix d’un isolant. 00

La résistance thermique surfacique » d’un matériau traduit sa capacité a résister & un flux thermique. Elle
dépend de I'épaisseur du matériau e et de sa conductivité thermique A, selon la relation

r=-e/\

Le déphasage thermique A7 définit le temps que met un front de chaleur pour traverser une épaisseur
donnée de matériau. Cette grandeur dépend de la masse volumique et de la capacité thermique massique

du matériau, selon la relation
e
AT =¢e\/—,
2wA

ou w est la pulsation excitatrice associée au front de chaleur.

La prise en compte du déphasage thermique est notamment utile pour le confort I’été, en décalant au coeur
de la nuit plus fraiche I'arrivée de la chaleur recue par les parois extérieures durant la journée. Dans le cas
de l'alternance jour/nuit, on a w = 7,3 X 10 %rad - s~ 1.

La consommation totale d’énergie primaire non renouvelable, communément appelée énergie grise, permet
de quantifier assez bien I'impact environnemental global d’'un produit. L’énergie grise surfacique & d’un
isolant peut se calculer par la relation &5 = pe€ ou £ est ’énergie grise massique.

Isolants Conductivité thermique Masse volumique  Capacité thermique  Energie grise massique
A(W-m™ ' K™ p (kg -m™?) c(W-m ' K™ E (kWh - kg™ ")

Fibre de bois 0,037 150 2000 2
Bottes de paille 0,052 100 1550 0,1
Laine minérale 0,030 30 900 8
Vermiculite 0,050 300 950 0,8
Polystyrene expansé 0,032 20 1300 32
Polyuréthane 0,022 35 1000 30

Un maitre d’ceuvre doit choisir un isolant pour fabriquer un mur avec comme contrainte d’avoir
2 -1
r>270m*-K-W

et un déphasage
AT > 8h.

Apres avoir calculé I’épaisseur nécessaire pour vérifier la contrainte sur r et le déphasage correspondant, le
maitre d’ceuvre choisira l'isolant ayant ’énergie grise surfacique la plus faible parmi ceux qui vérifient les
contraintes ci-dessus.

Quel isolant choisira-t-i17 ... ... o
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B |[Entrainement 10.15 — En présence de source. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

On a alors :
=—-A—e¢;,.
JQ dz T
On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre x et x + dz :
dx
o
€z
S
x
x x+dx

Le conducteur thermique est le siege d’une production algébrique volumique d’énergie de puissance pprod
(effet Joule, réaction chimique, etc.).

a) Donner lexpression de la variation d’énergie interne dU de la tranche dz du conducteur entre les
instants ¢ et ¢ + dt.

¢) Donner 'expression de I’énergie produite dans la tranche entre t et ¢t 4 dt.

%L [Entrainement 10.16| — Transfert conducto-convectif latéral. o

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.
e dT—» / . 212 . .
On a alors jo = —)\d—em. On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et
x
compris entre x et x + dx.

La paroi latérale du volume de section S est en contact avec un thermostat a la température Toy;. Le
flux thermique surfacique au niveau de la surface latérale vérifie la loi de Newton, i.e. est proportionnel a
T(x,t) — Text (facteur de proportionnalité noté h). On note p le périmetre de la tranche de section S.

a) Donner l'expression de dU en fonction de la variation de température ........

b) Exprimer le transfert thermique algébriquement regu par la tranche dii aux transferts conductifs.
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¢) Quelle est 'expression de I’énergie algébriquement regue au niveau de la paroi latérale dans la tranche
entre t et t +dt?

@ h(T(x,t) — Toxt)pda dt @ —h(T(z,t) — Text)pda dt @ 0
(b) h(T(2,t) — Tex)S d dt (d) (T (2,t) = Texe) S dar dt (®) —h(T(x,t) — Text)p

d) En déduire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par T' ...................

LB |[Entrainement 10.17| — Conducto-convectif en une dimension (III). 000

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T3
et 'intérieur d’une maison (température T3).

Ext vitre Int

/
Ty | Rwm| T2

> T

0 L
Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et * = L sont régis par la relation de Newton. Si 'on
prend en compte les effets conducto-convectifs aux deux interfaces, on obtient le systéme :

¢ =hS(Ty = T(0))
T(0) = T(L) = Rino
¢ =haS(T(L) — T3).

a) Le profil de température est de la forme :

Ty Ty

Rth Rth
TQ T2

T1 Tl ‘

> T > T
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Réponses mélangées

oT
dU = ,U,CES dzdt

cé)T _ )\82T n 0.8m do; 0; - 1
" ot " oz Pprod ’ dt RinCin a RinCin

(Rth¢i + ee)

h
Riph1 S + —

@ @ 7 ha T+ 7 ! T 1/\/5 @

1+ = 4+ Rnhi S 1+ = 4+ Ryph S
h ha

2
oT 0T P 3
@ per = ’\W - hE(T(x,t) — Tot) (@) 1,1 x 10°W

1 9jq
3(910 — 9e0 — (991 cos(wt)) @ @ —%S dzdt

1

®

®
®

h h
14+ 22 4 RinhoS 14+ 22 4 RiphaS
h1 hl

®) et (<) T(x):TQETlx—FTl 11°c (@ 05K-wW!' (O (a)

@+Rthh2s
h T 1 (© (© (© 45x10?K-W

2
(B en série A%Sdzdt (@ (@ 2x107®  (¢)  Sphérique

T +

2 0,7m @ Les bottes de paille (cub.,@) (cyl.,@) (Sph.,@)

T + Runh2STs T .
T Az Sdudt ; T@ PoroaSdzdt  ou aT@ (@)
-1 . -1 _ i _ il
32x 107" K-W (a) AU =pc o S dwdt V2 AU = pe o S dadt

» |Réponses et corrigés page 205|
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THM4

Fiche d'entrainement n°11

Tables et diagrammes thermodynamiques

Prérequis

Notions d’additivité et d’extensivité de fonctions d’état. Transition de phase.

Tables thermodynamiques

(@) [Entrainement 11.1| — Table de vapeur séche (4 double entrée).

La table ci-dessous liste les propriétés de la vapeur d’eau seche.

Le volume massique v est exprimé en m? - kg~ !, I'enthalpie massique h en kJ - kg~

senk]J - K1 . kg™t

1

p en kPa T en °C

(Tuat en °C) 100 | 150 | 200 [ 250 | 300
100 v] 1,696 0 | 1,936 7 | 21725 | 2,406 2 | 2,638 9
(99,606) | b |2 675,77 | 2 776,59 | 2 875,48 | 2 974,54 | 3 074,54
s| 73610 | 76147 | 7,835 6 | 8,0346 | 8217 1
200 v 0,969 89 | 1,080 5 | 1,198 9 | 1,316 2
(12021) | h 2 769,09 | 2 870,78 | 2 971,26 | 3 072,08
s 7,2809 | 7,508 1 | 7,710 0 | 7,894 0
500 v 0,425 03 | 0,474 43 | 0,522 60
(151,84) | h 2 855,90 | 2 961,13 | 3 064,60
s 70611 | 7,272 6 | 7,461 4

Thermodynamique

et I’entropie massique

a) En arrondissant le volume massique v a deux chiffres significatifs, calculer la masse volumique p en
g-mL™! de la vapeur d’eau soumise & une pression de 200kPa et & une température de 200 °C.

b) Que vaut la température de saturation Ty, pour une pression de 200 kPa ?

@ 200°C

(b) 120,21°C

(c) 99,606°C
(d) 151,84°C

c) Quel est I'état d’équilibre du systéme & une température de 100 °C et soumis & une pression de 200 kPa ?

@ état liquide
@ état vapeur
(¢) état diphasé
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L [Entrainement 11.2] — Table de vapeur saturante (4 entrée unique).

Les propriétés de ’eau sous forme diphasée sont données dans la table de vapeur saturante ci-dessous :

T Dsat Liquide saturant Vapeur saturante

(°C) (MPa) @ @ ® @ @ ®

20 | 0,002 339 | 83,9 | 0,296 5 | 0,001 002 | 2 537,4 | 8,666 0 | 57,757
40 | 0,007 385 | 167,5 | 0,572 4 | 0,001 008 | 2 573,5 | 8,255 5 | 19,515
60 | 0,019 946 | 251,2 | 0,831 3 | 0,001 017 | 2 608,8 | 7,908 1 | 7,667 2
80 | 0,047 414 | 335,0 | 1,075 6 | 0,001 029 | 2 643,0 | 7,611 1 | 3,405 2
100 | 0,101 420 | 419,2 | 1,307 2 | 0,001 043 | 2 675,6 | 7,354 1 | 1,671 8

Les colonnes @, @, ® sont respectivement exprimées en kJ - kg™, kJ - K~ - kg™! et m® - kg~ !.

A T'aide d’une analyse des unités, attribuer chaque colonne & une de ces trois grandeurs : volume massique
v, enthalpie massique h et entropie massique s.

d) Exprimer la valeur de la pression de saturation ps, & 100°C en millimeétres de mercure (mmHg) en

sachant que 1 mmHg = 133,3 Pa

e) Le volume massique de l'eau contenue dans un ballon d’eau chaude & 60°C est de v = 1,03cm?® - g~ .

Quel est ’état du systeme : liquide, diphasé ou vapeur? ............. ...,

Déterminer, par une lecture de la table a 60 °C, la valeur du volume massique de liquide saturant v; et celle
du volume massique de vapeur saturante vg.

f) V]

v — 1

h) Le théoreme des moments donne la fraction massique de vapeur d’un mélange diphasé : z, = .
Vg — U]
g

En raisonnant en termes d’ordres de grandeur, laquelle des propositions ci-dessous correspond a une ap-
proximation raisonnable de I'expression de x4 si v = 1030 em® - g7t 4 60°C?

@ v/ @ U1/ Vg @ v/vg

Diagramme de Clapeyron (P, v) et diagramme de Watt (P, V)

[Entrainement 11.3] — Schéma synoptique d’un cycle thermodynamique. o
Soit n moles de gaz parfait qui décrivent le cycle ci-contre.
Attribuer aux transformations trois des quatre adjectifs ‘ljl (A) ‘P;Q e
. . . . . . 1 > 2
suivants : isobare, adiabatique, isochore, isotherme. T P = cste T, = o
a) Transformation (A) .................... (D) | 5 = este T = este | (B)
Y

b) Transformation (B) .................... Py Ps

Vi = Vs leo (‘CC)Ste Vi = 3%

T, T35 = T
¢) Transformation (C) .................... ! i 2
d) A Tlaide de la relation PV = nRT, exprimer V5 en fonction de Vi .........
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[Entrainement 11.4] — Un cycle dans le diagramme (P, V). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans I’entrainement 11.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV" = cste.

a) Laquelle de ces relations est valable pour la transformation (B) ?

@ ; — cste @ PV = cste @ PYV7 = cste @ T V7Y = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.
P @ » ® » © » @

D I R T

-V -V -V -V

¢) Sachant que le travail des actions de pression re¢u au cours du cycle est W = (O —P dV, déterminer
cycle
laquelle de ces affirmations est correcte.

@ W > 0 donc le cycle est récepteur. @ W =0 car la transformation est un cycle.
@ W < 0 donc le cycle est récepteur. @ W < 0 donc le cycle est moteur.
[Entrainement 11.5| — Courbes iso d’un GP dans le diagramme (p, v). 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique
réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées p, (O]
ci-contre dans le diagramme (p,v) d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point My

ayant pour coordonnées la pression pg et le volume massique vy. po -+ @ ®
. M
Pour un gaz parfait : 0
e équation d’état massique est pv = rT, avec r = R/M la @
constante massique des gaz parfaits ;
e la loi de Laplace dans le cas d’une transformation adiabatique | v
réversible peut s’écrire pv? = cste, avec v > 1 le coefficient Vo
adiabatique.
0
Exprimer la pente a—p au point My pour chaque courbe iso en fonction de pg, vg et 7 :
v
a) S0P ..., c) 180U ...l
b) iso-T .............. d) i80-8 ...,

A Taide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer ’adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.
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Diagramme entropique (7', s)

L |[Entrainement 11.6] — Courbes isobares d’un diagramme (T, s). 000

La 2¢ identité thermodynamique est : dh = T'ds 4+ v dp. La seconde loi de Joule énonce que dh = cp dT.

a) Etablir 'équation différentielle vérifiée par T'(s) le long d’une courbe isobare.

b) En déduire l'expression de T'(s) vérifiée le long d’une courbe isobare parmi les relations suivantes :

@) T cos(ws + ) ® T exp(s - ) @ T exp(soc— ) (@) Ty cos(s/cy)

Cp P

T
La suite vise & déterminer la position relative de deux courbes T b, @
isobares. Pour cela, la compression isentropique d’un gaz parfait, ‘
passant d'un état (1) & un état (2), est représentée par un trait
plein dans le diagramme (7', s) ci-contre. Les courbes en tirets Ty feeererees ;
représentent deux courbes isobares p; et ps. @ S

S1 = S9

¢) La transformation vérifie une des lois de Laplace : p!= YT = cste. En déduire laquelle des relations
suivantes est une expression de po valide.

\" v/ (1=7) v/(v=1)
1—y (41 Ty T
@ 5 (Tg) @ D1 <T2) @ p1 (Tg)

d) Sachant que v > 1, que dire de la position relative d’une courbe isobare haute pression (HP) relative-
ment & une courbe isobare basse pression (BP)?

@ Les HP sont au-dessus des BP. @ Les HP sont en dessous des BP.
(@) [Entrainement 11.7| — Estimation d’un transfert thermique. o
Les transformations étudiées ici sont réversibles si bien qu’'un trans-
F
fert thermique recu entre un état I et un état F est Qi = TdS. T (K)
1
Estimer le transfert thermique regu lors du cycle donné ci-contre. B R d
3
(a) QaBcpa = 1,5 x 10°J (d) QaBcpa =225 x 10°J 400 \
() Qascpa = —1,5x 10°J (©) Qapcpa = 2,25 x 10°J <
(¢) QaBepa = —1,5 x 102 ] () Qapepa = —2,25x 10T,
1 2 3 S (kJ-KY
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B |Entrainement 11.8) — Diagramme entropique de I’eau.

700

Température T (en kelvin)

w S H (%) )] (@) (o))
ul o ul o Ul o (6]
o o o o o o o

w
o
o

S0.05p,,

. p

10000

2000 4000

Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule :

sous la forme dh = ¢dT.

a) Quelles sont les propositions vraies au point A ?
@ La pression est de 0,05 bar.
@ L’enthalpie massique est de 2800 J.

b) Quelles sont les propositions vraies au point B ?

@ Le corps pur est sous forme liquide.
@ Le corps pur est un mélange de liquide et de

vapeur.

¢) Quelles sont les propositions vraies au point E?

@ Le titre massique en liquide est de 0,7.
@ Le titre massique en vapeur est de 0,7.

6000 8000

Entropie massique s (en J/K/kQg)

: dh = ¢, dT'. Pour un liquide, cette loi s’écrit

@ Le corps pur est sous forme gazeuse et le mo-
dele du gaz parfait est valable.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ La température est de 450 °C.
@ L’entropie massique vaut 600J - kg™ - K=t

@ Le titre massique en liquide est de 0,3.
@ L’enthalpie massique est de 1,9 x 10°J - kg~
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d) Quels termes est-il possible d’associer & la transformation d’un systéme passant de I’état E a ’état F 7

@ vaporisation @ fusion @ liquéfaction @ isobare

e) Quelle est la valeur de l'entropie massique au point F? ................ ..

f) Déterminer, a 'aide d’une lecture graphique, la valeur de la variation d’entropie massique d’un systéme
passant de I’état E a ’état F.

g) Déterminer, a I’aide d’une lecture graphique, la valeur de la variation d’enthalpie massique d’un systéme
passant de I’état E & I’état F.

Diagramme des frigoristes (P, h)

[Entrainement 11.9] — Réseaux de courbes. 000

Différents réseaux de courbes sont tracés dans les diagrammes (P, h) ci-dessous.

10? 102 102
= = =
3 8 8
1 1 - 1
c 10 c 10 c 10
L L L
o o o
< 10° < 10° < 10°
@10-? @10-? ] @10
jud j L
o a a
102 28 e 1072
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg)

® @ ®

La 1*¢ et la 2¢ identités thermodynamiques sont respectivement du = T'ds — pdv et dh = T ds + vdp. Les
phases condensées incompressibles et indilatables, dont ’équation d’état est v = cste, et les gaz parfaits
vérifient les lois de Joule qui, écrites en relations différentielles, donnent du = ¢y d7" et dh = ¢, dT".

Pour chacun des trois diagrammes, choisir quel adjectif parmi la liste suivante correspond au réseau de
courbes tracé :

@ isobare @ isotitre @ isenthalpe

@ isotherme @ isentrope

a) Diagramme @ .................. c) Diagramme ® ..................

b) Diagramme @ ..................
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B |Entrainement 11.10| — Diagramme des frigoristes de I’eau.

1 e Y F H
I R 1
I | E-) | OL) A; p
102: : o : o ‘ A A bS] N
S o I ]
F = R /
Ly o Copreee flomeenny Ty AR B Y At MERE ¥
L I )
—_ = : . : . 1 p
| - Y AN I Ay ey aarmmT Oy
© 1 (dx , - 1 / %
o) 10 P | . 1
S 4 1
c C—r froverearifh [ I [ Y A
()] — I 1 ! ’
~ s 1 I / /
a o ! i g// [/
: 1
c 100 : : ...... .l, ......... frana ;I ........ fprennnns
.9 . 1 I " ,I
wn oy 1 ) ©
0 | ,'o‘ I o <)
¢ el L
_1 ------- { e law afennnns O snwwn I-..
o 10 g ! g / £ /
< J 2/ s
< 2 AR B
o o ] (e} /
, — f m 'l /L/n‘ II
- /]
10 4 H P H 9 i Y =
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Enthalpie massique h (en kJ/kg)

a) Au point A, quelles sont les propositions vraies ?

@ La pression est de 1,00 x 107 Pa.
@ La température est de 275 K.

@ Le corps pur est sous forme gazeuse.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

b) Au point B, quelles sont les propositions vraies ?
@ La pression est de 1 Pa. @ Le corps pur est sous forme de mélange di-
phasé contenant du liquide et de la vapeur.

@ La température est de 100 °C.
@ Le titre massique en liquide est de 0,6.

c) Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule : dh = ¢, dT. En déduire quelles sont les

propositions valides en phase vapeur si le fluide est assimilé & un gaz parfait :
Les courbes isothermes sont confondues avec

@ Les courbes isothermes sont des segments ho-
les courbes isenthalpes.

rizontaux.
@ Les courbes isothermes sont des demi-droites Les courbes isothermes sont confondues avec

verticales. les courbes isobares.

ou (d) représentée(s) sur l'abaque le gaz peut étre

d) En déduire dans quelle(s) zone(s) (a), (b), (c)
considéré comme un gaz parfait.
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[Entrainement 11.11] — Courbes iso d’un GP dans le diagramme (log(p), h). 000

Quatre courbes iso ont été tracées dans le diagramme (log(p), h)
ci-contre. Le fluide étudié est assimilé a un gaz parfait qui vérifie
I'équation d’état pvM = RT et la 2°9° loi de Joule dh = cpdT.

dlog(p) _ A ©

a) Le long d’une courbe isochore, la pente est —an -

avec A une constante. Exprimer A en fonction de R, M, ¢, et v. @

log(p) 4 © ®

Par une étude qualitative des pentes des courbes, déterminer N
I’adjectif adapté a chaque courbe parmi la liste suivante : isobare,
isotherme, isochore, isentrope.

[Entrainement 11.12| — Vaporisation de I’eau. 00

Le diagramme des frigoristes de l’eau est donné ci-dessus, dans l’entraitnement 11.10.

a) A T’aide d’une analyse visuelle, ¢’est-a-dire sans lecture de valeurs ni calculs, utiliser la position du
point B sous la courbe de saturation pour déterminer laquelle de ces propositions est valide.

On rappelle que l’échelle des abscisses est linéaire.

@ Il y a davantage de liquide que de vapeur. @ Il y a autant de vapeur que de liquide.

@ Il y a davantage de vapeur que de liquide. @ Il n’y a que du liquide.

A Taide de lectures graphiques, attribuer, parmi les valeurs de 2650, 1320, 420 et 1000kJ - kg~ ! celles
correspondant aux enthalpies massiques caractérisant ’état du fluide au point B.

b) Enthalpie massique (moyenne) hp du fluide diphasé : ............. ... .. . ...

¢) Enthalpie massique h, p de la vapeur saturante : ................. ... .. ...l

d) Enthalpie massique h p du liquide saturant : ........... ...

e) Quelle est Iécriture correcte du théoréme des moments donnant xp, le titre en vapeur au point B ?

hy, h hg —h —h h h
@m=yhe  O®=5 T, @"”B‘hlg—h; @ =3 s

hyB — hes —hiB

f) En déduire la valeur du titre vapeur au point B en prenant 2230 & 2250 .........

g) Par analyse de la forme de la courbe de saturation, comment évolue ’enthalpie de vaporisation
Ayaph = hy — hy lorsque la pression augmente ?

@ elle reste constante @ elle diminue @ elle augmente
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Encore plus de tables thermodynamiques

[Entrainement 11.13| — Volume massique d’une vapeur séche. 000

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur séche de l’entrai-
nement 11.1.

a) Si R est la constante des gaz parfaits exprimée en J-mol™ - K~! et M la masse molaire, quelle est
I'unité usuelle de r = R/M ?

(a) J/mol - g~! (b) J-kg™' - K™! (¢) kg-mol ' - K™

b) Laquelle des expressions suivantes est ’équation d’état massique des gaz parfaits, si v est le volume
massique, p la pression, T la température et r la constante massique des gaz parfaits?

@pvrzT @pv:T/r @pv:r/T @pv:rT

1

c) A T'aide de I'équation d’état massique des gaz parfaits ot r = R/M =0,46kJ -kg™" - K~ pour leau,

estimer la valeur du volume massique de la vapeur seche a 260 °C sous 100 kPa.

. . R p v inconnu a 260 °C,
L’objectif de ce qui suit est d’évaluer le vo-

lume massique d’une vapeur séche a 260 °C
a partir des valeurs connues du volume
massique a 250°C et 300°C. Pour cela, v(300)
il est supposé que la représentation gra- v(250)
phique du volume massique en fonction de
la température est une droite passant par
les points 250 °C et 300 °C. ®

valeur a estimer

250 260 300
d) Quelle expression permet d’estimer la valeur du volume massique de la vapeur séche a 260 °C sous
100kPa?

v(300) — v(250)

(a) v(260) = v(250) + 200 350 ¥ (300 — 250)
(b) v(260) = % x (260 — 250)

(©) v(260) = v(250) + % x (250 — 260)
(d) v(260) = v(250) + % x (260 — 250)

e) En déduire une estimation numérique de la valeur de v(T' = 260°C,p = 100kPa).
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Entrainement 11.14)] — Transfert thermique avec changement d’état. 00
q g

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur saturante de
l’entrainement 11.2.

a) Quelle est I'enthalpie hy de la vapeur saturante soumise & une pression de 1,0142 bar ?

b) Quelle est I'enthalpie hy du liquide saturant & une température de 100°C? ......

De I'eau, contenant initialement 90 % de vapeur, subit une liquéfaction totale sous une pression de 1,0142 bar
au sein d’un condenseur sans parties mobiles.

¢) Quelle relation permet de calculer 'enthalpie initiale h; du mélange diphasé ?
(@) hi = 10hy + 90 h (¢) hi = 0,10 + 0,90 by
(D) hi = 0,10h; — 0,90 h (d) hi = 0,90 hy + 0,10 hg

d) Calculer le transfert thermique massique ¢ regu par le fluide en utilisant le 1°* principe industriel, qui
établit que ¢ = hy — h; avec hy I’enthalpie massique du fluide apres liquéfaction totale.

Et encore plus de diagrammes thermodynamiques

[Entrainement 11.15) — Un cycle dans le diagramme (V,T). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans l’entrainement 11.3.

Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV"” = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ % = cste @ TV = cste @ TV! = cste @ TV = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

' O ' ® " ©

> T > T > T

Fiche n° 11. Tables et diagrammes thermodynamiques 119



[Entrainement 11.16| — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme (p, T). 0

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique
réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées
ci-contre dans le diagramme (p,T") d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point M. Po Mo ®

Pour un gaz parfait :

e l’équation d’état est pv = rT';

e la loi de Laplace dans le cas d’une transformation isentropique

|
peut s’écrire T7p! =7 = cste, avec v > 1 le coefficient adiabatique.

T >

To

op
ar

@ Elle décroit avec T'. @ Elle est constante avec T'. @ Elle croit avec T'.

a) Que dire de la pente de la courbe isochore v = vy passant par le point Mg ?

A Taide d'une comparaison des pentes des courbes, déterminer ’adjectif adapté a chaque courbe parmi la
liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

b) @ c) @ d) ® e) @

[Entrainement 11.17] — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme (T, s). 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique réversible (donc isentrope) et une
courbe isobare ont été représentées ci-dessous dans le diagramme (7', s) d’un gaz parfait.

T
Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point M I © e ®

ayant pour coordonnées la température Tj et 'entropie massique sg.

Pour rappel, le coefficient adiabatique est défini comme le quotient de
la capacité thermique (massique) par la capacité thermique a volume T, - Mo @

C
constant : v = £ avec y > 1.
v

De plus, pour un gaz parfait, les points de la courbe isobare vérifient
la relation T'(s) = The®/°» quand ceux de la courbe isochore vérifient 1

la relation T'(s) = Tye%/¢ avec T, et Ty, des constantes. s‘
0

orT
Exprimer la pente — au point My pour chaque courbe iso en fonction de T, ¢, et ¢, :

0s

A Taide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer ’adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

e) @ fy @ g) ©® h) @
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[Entrainement 11.18 — Un cycle dans le diagramme (P, T). 00

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans l’entrainement 11.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV"? = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ PT = cste @ PT7! = cste @ P77 = cste @ — — cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

P ® P ®) P ©

T T T

[Entrainement 11.19] — Compression : irréversibilités et élévation de température. 000

Du fluide R718 se trouve a 'entrée d’un compresseur sous une pression de 250 mbar a 100°C (état I).

a) En placant le point I dans le diagramme des frigoristes de l'entrainement 11.10, déterminer la valeur

de l'enthalpie massique initiale Ay . ... e

b) Dans quel état se trouve le fluide a ’état 17

@ liquide saturant @ vapeur saturante @ vapeur seche @ mélange diphasé

¢) Quelle est la valeur de l'entropie s; du fluide a I'état I? ........ ... ...

d) Le fluide est comprimé de maniére adiabatique et réversible (s; = sg) jusqu’a la pression pp = 1bar

par le compresseur, qui fournit le travail w = hp — hy. Calculer w en kJ -kg™t .............

e) Quelle est la température finale Ty du fluide aprés compression réversible? ............

f) Le fluide est désormais comprimé & pr = 1bar de maniére irréversible si bien que son entropie a aug-
menté de 6 %. En placant le point F’ entre deux courbes isentropes, déterminer la valeur de la température

g) L’augmentation de la température du fluide est due & sa compression, mais aussi aux irréversibilités
qui ont lieu lors de celle-ci. Laquelle de ces relations permet d’évaluer la proportion de 1’élévation de
température strictement due aux irréversibilités par rapport a 1’élévation totale de température T — 177

On rappelle que, pour une quantité Xor = X1+ Xs, la proportion relative de X1 au sein de Xt s’exprime
comme X1/ X¢ot.

T — Tp Tpr — Ty Tp — T Tp — T
@ Tp — 1 @ T @ Ty @ Ir — 11
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(a) ), (©) et @ isochore 250°C 2,45m® - kg~ ! isochore ), (©) et @
R

2650k] - kg™? —12—2 isochore isotherme xg = 40% @ m
8kJ -K~'.kg™! 2,45m? - kg ™! diphasé @ isochore isobare @
@ isotherme —2031kJ - kg ! 0 @ @ @ ® isentrope

T dr T
C_Z 800J - K1 . kg! 0 @ @ isotherme T a =0 isobare

To

(©  7,6672m* kg™ @et(© (© ©® °
(©  (@et(d sentrope ®  2V; oo (b)  isentrope isobare
(© 0 isobare 1,017 x 103 m3 - kg ! 9,1x107%g - mL™! isotherme
®» (B -50007-K'-kg™'  1320kJ-kg”!  (b)  isobare  420kJ-kg !
(@  400°C  (a) 26756kl kg™t (@et(@ (B (@)  2680kJ kg’
isentrope  300kJ - kg~ ® (b))  isotherme  (b)  4192kJ-kg!

_7@ —1650kJ - kg™* @ @ et @ isochore @ @ et @

Vo

760,8 mmHg ©

» |Réponses et corrigés page 211|
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THMbS Fiche d'entrainement n° 12 Thermodynamique

Thermodynamique industrielle

Fiche du « Cahier d’entrainement 1' année » pour se préparer
— Thermodynamique

Prérequis
Lois de Laplace. Principes sous forme industrielle. Diagramme (P, h).

Dans l’ensemble de la fiche, on se place en régime permanent.

Principes industriels

B |[Entrainement 12.1] — Composants des machines thermiques. 0o

En négligeant les variations d’énergie mécanique, les premier et second principes industriels par unité de
masse s’écrivent :
Ah = q+ w; et As = s¢ + S¢, (1)

ou ¢ est le transfert thermique massique, w; est le travail indiqué massique, s, est I’entropie massique
échangée et s, est I’entropie massique créée. Rappelons que I’entropie massique échangée avec un thermostat
de température Ty constante est égale a s, = ¢/Tp.

Pour chacun des composants suivants, on souhaite savoir comment ces deux principes se réécrivent.

Choisissez la bonne réponse da chaque fois.

a) Un compresseur fonctionnant de maniére adiabatique réversible avec des pieéces mobiles.
@Ah:wi;ASZO @Ah:O;ASZSC
@Ah:wi;As:se @Ah:q;AS:sc+sC

b) Un échangeur thermique dans lequel le fluide se liquéfie (condenseur).
@Ah:wi;A,s:O @AhZO;AS:SC
@Ah:wi;As:so @Ahzq;Aste+sC

¢) Un détendeur idéal calorifugé et sans piece mobile.
@Ah:wi;ASZO @AhzO;As:sC
@Ah:wi;As:se @Ah:q;A3=se+sc

d) Une turbine idéale réalisant une détente adiabatique réversible au travers de parties mobiles.
@Ah:wi;As:O @Ah:O;ASZSC
@Ah:wi;As:se @Ah:q;As:sc+sC
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(@) |[Entrainement 12.2| — Comparaison des différentes formes d’énergie d’un systéme. 00

Un gaz de capacité thermique massique & pression constante c, = 1kJ- K= .kg™ !, allant & la vitesse

v=10m s}, traverse une turbine. La température du gaz diminue de 10 °C entre I’entrée et la sortie, ot
la différence d’altitude est de I'ordre du meétre. Toutes les énergies considérées sont massiques, c’est-a-dire
exprimées par kg d’air.

a) Estimer la variation d’enthalpie du systéme constitué des gaz a l'intérieur de la turbine.

(a) 10J-kg™! (b) 507 -kg™" (c) 10kJ - kg™ (d) 50kJ - kg™

b) Méme question pour son énergie cinétique dans le cas extréme ou la vitesse de sortie est nulle.

(a) 10J -kg™! (b) 10kJ -kg™" (c) 50kJ - kg™ (d) 50J -kg™*

¢) Méme question pour son énergie potentielle en prenant le champ de pesanteur terrestre g = 10m - s~ 2.

(a) 10J -kg™! (b) 50J -kg™* (c) 10kJ - kg™ (d) 50kJ - kg™

d) Comparer les termes et indiquer celui qui prédomine.

@ la variation d’enthalpie Ah @ la variation d’énergie potentielle Aey,

@ la variation d’énergie cinétique Ae, @ les trois sont comparables

|[Entrainement 12.3] — Etude d’une tuyére. 00

L’air d’un réservoir R se détend dans une tuyére horizontale, isolée thermiquement du milieu extérieur, et

ne contenant aucune piéce mobile. L air est assimilable & un gaz parfait de masse molaire M = 29 g - mol ™!,
1 yR
d’indice adiabatique v = 1,4 et de capacité thermique massique ¢, = MLl
v —
L’air entre dans la tuyere avec une vitesse c¢; supposée négligeable, sous la pression p; a la température
Ty =273 K. Il en sort animé d’une vitesse co sous la pression po a la température To = 200 K.

a) Quelle est la forme du premier principe par unité de masse pour le systéme étudié ?

(a) Ah+ Aee = w; (c) Ah+ Ae. =0 (e) Ah=gq
@Ah—i—Aec:q @Ah:wi (H) Ah=w;+¢

b) En utilisant la seconde loi de Joule, déterminer ’expression de la variation d’enthalpie massique Ah
de Tair a la sortie de la tuyere en fonction des températures 17, T, de la masse molaire M de 'air, de
et de la constante R des gaz parfaits.

c¢) En déduire 'expression de la vitesse co d’éjection de l'air & la sortie de la tuyere en fonction des
températures T1, Ts, de la masse molaire M de 'air, de « et de la constante R des gaz parfaits.

d) Calculer numériquement la vitesse co d’éjection de lair & la sortie de la tuyere en utilisant les données.
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Modele du gaz parfait : exemple d’un turbopropulseur

On considere un gaz parfait décrivant le cycle de Joule ci-dessous dans lequel la premiere et la troisieme
phases sont isentropiques.

La deuxiéme phase (combustion) et la quatriéme phase (refroidissement) se font sans travail indiqué.

On néglige les variations d’énergies cinétique Ae. et potentielle Aep,.

p
A
T,
PLE------+~
Pof------domooo
Vo
. [Entrainement 12.4] — Températures. o

a) En utilisant la loi de Laplace sous la forme T7Vp'=7 = cste, exprimer le température Th.

on=n(2)”
(1= /v
® 1= (

(I—=v)y

©
Lﬂ
A
VVV

b) En utilisant maintenant la forme TVY~! = cste, exprimer T}.
\%
@n=n(g)"
Vs
T, =T,""
@ 1=T; Vi

on-n(t)”
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[Entrainement 12.5[ — Rendement. 000

Le cycle précédent est utilisé dans une machine, fonctionnant sans travail indiqué pendant la deuxieme et
la quatriéme phase. La premiere phase est une compression, la troisiéme phase une détente. On les suppose
isentropiques, donc adiabatiques réversibles. Les travaux sont algébriques, de signe positif lorsqu’ils sont
réellement recgus par le fluide.

a) Indiquer si le cycle est moteur ou récepteur.

b) Quelle est I'expression du travail indiqué total regu lors de ce cycle ?

@w1—|—w3 @—wl—wg wg—w4
@—w1+w3 @w2+w4 @—wg—w4
@’w1—’w3 ®—YU2+IU4

¢) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source chaude ?

(a) ep(To — Th) (©) cp(Ty — Ts)
(b) cp(Ts —T2) (d) cp(Ty —Ty)

d) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source froide ?

(2) (T2 = T1) (©) (T — Th)
(b) ep(Ts = 1) (d) ep(Ty = Ty)

e) Quelle est 'expression du travail indiqué w; regu dans la premiére phase ?
@ Cp TQ - T1 @ Cp(T4 - Tg)
@ Cp T3 - T2 @ Cp(Tl — T4)

f)  Quelle est expression du travail indiqué ws requ dans la troisiéme phase ?

(a) ep(To —T1) (©) cp(Ty — Ts)
(b) cp(Ts — Ty) (d) ep(Ty — Ty)
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Exploitation de diagrammes enthalpiques

L |Entrainement 12.6] — Efficacité d’une pompe a chaleur. 00

Considérons une pompe a chaleur dont le cycle est représenté ci-dessous.

20,00 R134an-1cw 1475 B, ASHRAE Trarsacsrs 1968 Vol 842

10
10,00
9,00 30
8,00
7,00
6,00 20
5,00 1g
4,00
o
3,00
-10
2,00 /

Pressure [Bar]

-20

1,00 /rL
s=100 1,20 1,40 1 60 20 0 20 40 60 80 100

160 180 20b 220 240 260 280 300 320 340 380 400 420 440 460 480 500
Enthalpy [k]/kg]

a) Le fluide recoit du travail dans le compresseur, ce qui a pour effet d’augmenter la pression ainsi que la
température a une température supérieure a celle de la source chaude.

Quelle transformation du cycle correspond au compresseur ? .....

b) Calculer numériquement le travail massique algébrique Weompr regu par le fluide dans le compresseur.

¢) L’échange avec la source chaude a lieu dans le condenseur, ou le fluide se liquéfie totalement.

Quelle transformation du cycle correspond au condenseur? ......

d) Calculer numériquement le transfert thermique algébrique gconq regu par le fluide dans le condenseur.

e) Calculer lefficacité de la machinee = ————— ..............
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[Entrainement 12.7] — Rendement isentropique d’un compresseur. 000

20,00 R290 rot-.c oy Tharmasyramic Prpars m st

DTU, Department of Energy Engineering 50,
R L. s in [KJ/tkg K)1. v in [m~3/kg]. T in [2C] 40
Dans cet entrainement, on considére M.J. Skovrup & H.L.H Knudsen. 23-1021 | 80
un compresseur adiabatique destiné a P 20 S
: 8,00 o
augmenter la pression d’une vapeur : 10 ol
R 6,00
de propane de 1 & 10 bar. = 0 , .
. e .. 8 )
Le fluide est dans I’état initial E indi- 5 *% -10 / o7 & '
, . . . s z
qué sur le diagramme des frigoristes 2 22 20 / ° 20
ci-contre en entrée du compresseur, £ oo 30 " x>
, . . i
on note S son état de sortie. Les va- 5 o0
leurs lues sur le diagramme seront tool P SN
données avec deux chiffres significa- 0,80 |54 ’ Y.
o . , 240 | e
tifs; les entropies y sont données en 060 / \
kJ-K! kg™t
: g - -40 20 0 20 40 60

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k)/kg]

a) On suppose la compression réversible. Donner la valeur de sg ey en sortie

b) Déterminer graphiquement la température du fluide Ts ¢y en sortie ..........

¢) Calculer le travail massique wyg, fourni a la vapeur .................. . ...,

d) En réalité, la compression est irréversible, et la valeur de la température réelle en sortie du compresseur
est Tg = 65 °C. Déterminer le travail massique w réellement fourni lors du processus.

w
e) Calculer le rendement isentropique du compresseur = —— .................

f) Calculer entropie massique créée lors de la compression .....................
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Autres entrainements

%{ [Entrainement 12.8 — Machines thermiques.

On donne ci-dessous le schéma conventionnel d’une machine ditherme, les énergies regues par le fluide étant

algébriques.

source @ fluide

QC source

froide caloporteur chaude

Tw

piéces mobiles

a) S'il s'agit d’un moteur, indiquer le signe de chaque transfert énergétique W, Qr et Q..

(@) W>0; Qr>0; Q<0
) W>0;Q<0; Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
() W<0;Q>0;Q >0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0; Q<0; Q>0

b) Comment le rendement est-il alors défini ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W (@) +W/Qx

c¢) Méme question pour un réfrigérateur.

@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0; Q<0; Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
() W<0;Q>0;Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

d) Comment Defficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ +W/Qf
(b) +Qe/W () —Qi/W
@ _QC/W @ +W/Qc
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e) Meéme question pour une pompe a chaleur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0; Q<0; Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0
() W<0; Q>0; Q>0
() W<0; Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

f) Comment efficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W () +W/Qr

g) Méme question pour un climatiseur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
() W>0;Q<0; Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0

h) Comment Pefficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
(b) +Qi/W (D) +W/Qx

c‘;x |[Entrainement 12.9) — Echangeurs thermiques.

() W<0;Q>0;Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
HW<0;Q<0; Q>0

Les machines dithermes possédent deux échangeurs thermiques : un condenseur, dans lequel le fluide se

liquéfie, et un évaporateur, ou il se vaporise.

a) Le fluide caloporteur d’une centrale thermique doit céder de I’énergie & I’environnement extérieur avant
de retourner vers la chaudiere. L’échangeur est-il un évaporateur ou un condenseur ?

b) Le fluide caloporteur d’un réfrigérateur doit recevoir de I’énergie de la part du compartiment réfrigéré.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?

¢) Le fluide caloporteur d’une pompe & chaleur doit céder de 1’énergie dans une maison.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?
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[Entrainement 12.10] — Mélangeur. 000

Un mélangeur calorifugé a deux entrées et une sortie fonctionne avec deux liquides identiques, de ’eau par
exemple, de capacité thermique massique a pression constante ¢, constante. Le premier fluide a un débit
massique Dy, et une température T tandis que le second a un débit massique D5 et une température
Ty < Ty. En sortie, le débit massique du mélange est Dy, et sa température 7.

a) Exprimer la conservation du débit massique avec les données de 1’exercice.

b) En ne considérant que le sous-systéme « fluide 1 » qui regoit de la part du fluide 2 le transfert thermique
g2—1, déduire du premier principe industriel la relation entre go_,1, cp, 11 et T

c) Méme question pour le sous-systeme « fluide 2 », en fonction de g1_y2, ¢p, To et T

d) L’échange thermique est supposé parfait entre les deux liquides : D1 ga—y1 + D2 ¢1—2 = 0. En déduire
I’équation reliant les différents débits et températures.

e) Exprimer la température T en sortie ..................

f) Faire 'application numérique avec T3 = 80°C, To = 20°C, D,,; = 3,0kg - s~ let Do =T7,0kg-s7! et
exprimer la température en degrés Celsius.

[Entrainement 12.11] — Etude d’une turbine. 00

A Tentrée d’une turbine horizontale, isolée thermiquement, de I’air possede une pression p;, une température
Ti et une vitesse c¢;. A la sortie, il a mémes pression et température, sa vitesse est négligeable.

a) Simplifier le premier principe par unité de masse pour les écoulements en régime permanent.
@Aeczwi @Ah—i—AeC:O @Ah:qe

@Ah—l—AeC:wi @Ah:wi (1) Ah =w; + qe

¢) Déterminer la valeur numérique du travail échangé pendant 1 heure avec un débit de 0,5kg-s™! en

prenant ¢; = 100m - s~ L.
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[Entrainement 12.12| — Etude d’une pompe. 000

De l’eau liquide est refoulée a I'aide d’une pompe d’un point A vers un point B. Les vitesses a I'entrée et a
la sortie sont négligeables, de méme que la variation d’altitude. En amont, I’eau est a pression p; = 0,10 bar
et en aval a p, = 20bar. On suppose la compression adiabatique réversible.

a) Indiquer les hypotheéses & prendre en compte dans I'expression du bilan enthalpique.
@ ge =0, e = cste, e, = cste @ Ah =0, e. = cste, e, = cste
@ w; = 0, e; = cste, e, = cste @ ge = 0, w; = 0, e. = cste, e, = cste

b) Pour des écoulements en régime permanent appliqués & la pompe étudiée, comment s’exprime le premier
principe pour une unité de masse de fluide ?

@Ah—l—AeC:wi @Ah+Aec:O @Ah:q
(D) Ah+ Aec =g (d) Ah = w; () Ah=w; +¢

¢) En utilisant la deuxiéme identité thermodynamique dh = T'ds+v dp , exprimer la variation d’enthalpie
Ah de I'eau en fonction des pressions pi, p2 et du volume massique v de I'eau.

d) En déduire 'expression du travail indiqué massique wj, en fonction du volume massique v et des
pressions p; et ps.

®  Dm(T-T)+Dma(T-Tp)=0 (c) 38°C (@ () (@

383m s Dui+Dme=Dw ®  (a)  50kJ kg™ 2,50k]- K ! kg !

BT -T) =g (& 9x100) X o G @)
DTy + D215 h

T= == BpT-T)=pm @ © (@© 19k5-kg' (0
140kJ - kg™! @ @ condenseur @ Ah =v(py — p1) 100J- K1 kgt
4 @ @ condenseur @ 1—2 2—3 0,78 —200kJ - kg~*

_ 2 YR
, 1 o —
@ @ évaporateur 110kJ - kg 50°C cy = Mm(TI —Ts) @

i h @ mew) @ ® @ ® @

» |Réponses et corrigés page 218|
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MCF4 Fiche d'entrainement n°13 Mécanique des fluides

Bilans en mécanique des fluides

Prérequis
Débits massique et volumique. Forces pressantes. Moment de force.
Puissance d’une force.
Constantes utiles
— Masse volumique de ’eau liquide dans les conditions standard de pres-
. 2 3 —3
sion et température : = 1,0 x 10" kg - m

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m - 52

Bilans d’énergie

LB |[Entrainement 13.1] — Quelle est la bonne formule ? 0

Dans ces expressions, w; représente un travail indiqué massique, P; une puissance indiquée, AP une perte
de charge en pression et Ah une perte de charge en hauteur.

Les équations suivantes sont-elles homogenes ?

(@) [Entrainement 13.2| — Perte de charge et conversion. o

On rappelle la relation de Bernoulli généralisée :

1 AP
AP+ — + Az =w, — ghpe.
2 Ho

a) On donne hp. = 3,0m. Sachant que po = 2,0 x 10°kg-m™3, g = 9,8m-s7}, calculer la perte de
pression AP, correspondant & cette perte de charge.

b) La perte de charge précédente est due & la montée du fluide dans un tuyau vertical de hauteur L = 10 m.
Au milieu de ce tuyau se situe une pompe qui fournit un travail massique utile w, au fluide.

Quelle doit étre la valeur de ce travail massique pour qu’il n’y ait ni variation de vitesse ni variation de
pression du fluide entre I’entrée et la sortie du tuyau ?
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%L |[Entrainement 13.3| — Hypothéses sur 1’écoulement. L)

Etudions la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide,
s’écoule par un orifice de section s tres inférieure a la section h(t) |
S du réservoir. La hauteur de fluide, comptée a partir de ’ori-
fice de sortie, est notée h(t) a l'instant ¢.

A Dinstant initial, elle vaut hg. On négligera toute perte de
charge. 0 1

Indiquer si les caractéristiques ci-dessous conviennent a la situation.

a) Ecoulement incompressible ..... ¢) Ecoulement parfait .............

b) Ecoulement quasi stationnaire .. d) Fluide homogene ...............

[Entrainement 13.4] — Vidange d’un réservoir. 00

On étudie la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide s’écoule par un P
orifice de section s tres inférieure a la section S du réservoir. On négligera

toute perte de charge. On considére une ligne de courant passant par les N A l?
points A et B représentés sur le schéma. La relation de Bernoulli s’écrit sur

cette ligne de courant :

2 _PB ’U%
=+ L 4gza=—+2+gz. 2B
p w2 T

a) Que peut-on dire des pressions aux points A et B?

(a) Pa < Pg (c) Pa="Ps

@PA>PB @PB:PA%*,UJQ(ZA*ZB)

b) Le débit volumique au point A s’écrit :

@ Dv,A = ,USUA @ DU,A = Sva @ Dv,A — %

¢) Le débit volumique au point B s’écrit :

(&) Dup = psvs (b) Dy = svs (c) Dy = %

d) Le fluide étant incompressible, il y a conservation du débit volumique. Que peut-on en déduire sur les
vitesses en A et en B?

e) On donne h(t) = za — 2zp. En utilisant la relation de Bernoulli et les résultats précédents, quelle
expression de vg est correcte ?

@ v = 2% + 2gh(t) @ v = \/2gh(t) @ vg = va + /2gh(t)
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(@) [Entrainement 13.5 — Simplifier la relation de Bernoulli. o
2
P
On donne 'expression usuelle de la formule de Bernoulli % + gz + — = cste.
I

2

e C1os v
a) Comment se simplifie-t-elle si 1’écoulement est ¢) On admet qu'elle s'écrit = - gh & la sortie

horizontal ?

d’une citerne de hauteur A = 5cm.

A quelle vitesse v le fluide est-il éjecté ?

lent? 0

[Entrainement 13.6] — Quelle pompe choisir ? 000
On étudie une fontaine dont le circuit d’eau est présenté ci-contre. Il comprend une pompe P
(P) fournissant un travail utile massique w,, reliée & un tube T' de longueur L = 10m et B e 0
de diametre D = 10 mm. Lors de son passage dans le tube, le fluide subit une perte de |

1 L
charge réguliere correspondant & une perte d’énergie massique Aepe, = 55 BUQ ou U est
la vitesse débitante du fluide dans le tube et £ = 0,022.
On suppose que, avant la pompe, le fluide est & une pression P, et de vitesse négligeable.

On rappelle que le débit volumique s’écrit D, = SU, avec S la section de 1’écoulement, et

que 'expression de la relation de Bernoulli généralisée est : (P)
1 AP
*A’l}z—f-i“‘gAZ:wu_Aepcr- POETJ
2 %

a) On souhaite une vitesse U = 7,0m - s~1, calculer le débit volumique nécessaire D, en L -s7 1.

b) Choisir la bonne fagon d’appliquer la relation de Bernoulli généralisée au fluide parcourant ce circuit
le long d’une ligne de courant AB, A étant avant la pompe et B apres le robinet :

1, 1 L, 1, 1 L,
s L= 1wy — ~Epg= i Lo=w,— 62
@2U +gL =w, 2£ugDU @2U + gL =w, 2£DU

1 5, B 1 L , 1 5 B 1. L ,
z 24 gL = w, — ~pugE— z -0 L=w, — -t=
@2U—|—M+g w 2ug§DU @2U—i—u+g w 2£DU

¢) Pour obtenir un bilan de puissance & partir de la relation précédente, il faut la multiplier par :

(a) D, (b) uD, (©) w

e) Pour atteindre le débit volumique souhaité, on a le choix entre plusieurs pompes de différentes puis-
sances P;. Laquelle choisir ?

(a) Py =100W (b) P> =300W (c) Ps=500W () Py =T700W
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[Entrainement 13.7] — Lecture d’un diagramme de Moody. 00

On donne ci-dessous le diagramme de Moody d’un fluide en écoulement de pleine section dans une conduite
cylindrique de longueur £ et de diametre D.

0.1
0.09 - \
0.08 - \
0.07 3 \ - 0.05
] 0.04
w, 0.06 7 003
-
& 0.05 4 F 0.02
2 0.045 = I 0015 S
S 0.041 ~—— - o
o N~ 0.01 -
T 0.035 o S 0.008 @
e . \ N 0.006 2
— 0.03 1 \ T —— r ﬁ
2 ] ~ 0004 T
~— =
o 0.025 NN T — o
S - e 0.002
£ 0024 — I S
2 0.018 - 0.001 z
' E —4
8035 0.016 1 5x 10
O 0.014 = < 9 % 10—4
T~~~
0.012 .. 1x104
Zone transit — 5 % 10-5
0.01 Sugy " 8
= . N -5
0.009 Tuyau lisse N —— 2x 107 s
0.008 = B Ak . 1x 10
103 10 10° 106 107 108

Nombre de Reynolds, Re = pVD/u

a) Ondonne Re = 2 x 10* le nombre de Reynolds de 1’écoulement, D = 20 cm le diamétre de la canalisation
et ¢ = 4mm la rugosité absolue de la conduite.

En déduire, par lecture graphique, le coefficient de perte de charge £ dans la canalisation.

b) On donne p =1 x 103 kg - m ™ la masse volumique du fluide.

1 ¢
Calculer la perte de charge AP = ipUQSB dans la canalisation pour une vitesse débitante U = 0,5m - s~ !

et une longueur ¢/ = 10 m.

¢) Pour un autre écoulement, de nombre de Reynolds Re = 8 x 10° et de coefficient de perte de charge
& = 0,015, déterminer la rugosité relative €/D par lecture graphique.
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[Entrainement 13.8] — Pression dans un immeuble. 00
On étudie le circuit d’eau d’'un immeuble. Il comprend un tuyau 7' de longueur

L = 19m permettant d’amener de I’eau jusqu’au dernier étage. Son diametre est

D = 10mm. A l'extrémité de ce tube se trouve un coude C' permettant ’acces R

a un robinet Ry. 0

Au passage dans le coude et dans le robinet, le fluide subit les pertes de charge C

1 1
singulieres APg = ikl,uUlz et APp, = ikgyUg correspondant a des pertes de
pression. On note U; et Us les vitesses débitantes respectivement en amont du Po

coude et du robinet. On donne k; = 1,3 et ko = 1,5.

On rappelle que le débit volumique s’écrit : D,, = SU avec S la section de 1’écou-
lement. On donne la relation de Bernoulli généralisée permettant de prendre en
compte les chutes de pression liées a la dissipation d’énergie mécanique au sein
d’un écoulement réel (pertes de charge) : P,

1 AP AP,
AP+ — +gAz=w, — Pe.
2 2 1%

a) Le débit volumique voulu est de 0,25L -s™!, calculer les vitesses Uj et Us .......

b) Quelle pression P; faut-il imposer en amont du circuit d’eau, sachant que Py = 1,0 bar ?

[Entrainement 13.9] — Puissance d’une installation. 0000
Une hélice d’hydrolienne est placée dans un écoulement
d’eau unidimensionnel & symétrie cylindrique. On note (S*)
le systeme fermé représenté sur le schéma. Dans la suite,
Py, Py, S1 et Sy représentent les pressions et sections des
systemes (1) et (2). On a, de plus, P, = P5.

a) La pression autour du tube de courant est supposée
uniforme. Que vaut la résultante des forces pressantes qui
s’exercent sur (S*) 7

(a) F = (P1S1—P2Ss)i, (c) F=0
(b) F = (PS>~ P1S1)i,

b) Quelle puissance développe cette force ?

@ P(ﬁp) = PlSlvl — PQSQ’UQ @ ’P(ﬁp) = PQSQUQ - P151v1 @ P(Fp) =0

¢) On note P la puissance regue par I’hélice. Quelle puissance est recue par (S*)7 ........

d) On note Dy, le débit massique, I’écoulement étant stationnaire.

Exprimer I’énergie cinétique qui sort de (S*) pendant une durée élémentaire dt.
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e) Exprimer I’énergie cinétique qui entre dans (S*) pendant une durée élémentaire dt.

*

dFE
f) Par application du théoréme de la puissance cinétique dtc = Z Peoxt & (S*), exprimer P si écoulement

est horizontal.

On rappelle que les actions intérieures ne travaillent pas lorsqu’on suppose l’écoulement parfait et incom-
pressible.

Bilans de masse

[Entrainement 13.10| — Effectuer un bilan de masse sur un systéme ouvert et fixe. L)

Soit (S) une surface de contrdle, délimitant un systéme ouvert et fixe de masse m. Un fluide s’écoule a
travers, depuis la canalisation d’entrée (1) jusqu’a la canalisation de sortie (2).

a) Exprimer la masse de fluide dmy qui entre dans (S) pendant la durée élémentaire d¢, & aide du débit
massique entrant D,,1.

b) Exprimer la masse de fluide dmg qui sort de (S) pendant la durée élémentaire dt a l'aide du débit
massique sortant D,,s.

¢) Exprimer la variation de masse dm de (S) en fonction de dmj et dmg ...........

d) En régime stationnaire, on a dm = 0. En déduire la relation entre D,,; et Dy,a.
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|[Entrainement 13.11] — Effectuer un bilan de masse sur un systéme fermé et mobile. o

On définit le systéme (S*) fermé et mobile constitué :

e de (S) et de la masse dmy qui y entre, & Uinstant ¢;
e de (S) et de la masse dmgy qui en sort, & 'instant ¢ + dt. e N

On note m(t) la masse de (S) & l'instant . T 10

a) Exprimer la masse de fluide m*(¢) de (S*) en fonction de
m(t) et dm;.

b) Exprimer la masse de fluide m* (¢ + dt) de (S*) en fonction
de m(t + dt) et dma.

c) Exprimer la variation de masse dm* de (S¥).

Réponses mélangées

non homogene oui dm* =0 5,9 x 10* Pa dmy = dmeg m*(t) = m(t) +dm,
Uy=U;=32m- g1 @ @ D,=055L" s1 oul oui

non homogéne dmy = Dy, dt @ -P @ m*(t + dt) = m(t + dt) + dmeo

’U2

P 1 1
5 = cste §Dmv§ dt dms = Do dt 3,0 bar 5Dmuf dt 3,1 x 10% Pa
o

P
1,3 x 102 J /kg gz + — = cste homogene 60 pm £=10,05 @
I
1
dm = dm; — dms @ P = iDm(v%—vg) v=1m-s! @ 2x 1074

(©  Dmi=Dyz P=10W  P=36x102W  homogtne oui (b (¢

» [Réponses et corrigés page 223|
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IF'iche n° 1. Opérateurs vectoriels|

Réponses
Lol o (@] 16b) i ®)
<z+y+y—>e_;—|—(x+z+ﬂ)e_; 1.6C) ....................................... @
1.2a).... y‘f,c
(rry+L)@ | Led) ®)
1.2b) o ’6‘”"’_5* 2ae, — 2aé; 1 I ) D ()
1.9 ) (2xy-|—z2)e‘:;-|—(2yz+x2)e‘; 1.7 a) ............................. 6x + 2a — 2b
i C)ovvviiiiin
+(22z + y*)es a? .
1.7D) 21‘4—4?67”
2
1.2d) e 2es + 2me, + 4%&/(2”)@—; P>
1.7 C) e 16zy — —
1.2 ¢) 16y + (802~ 8 \ & — 2
e Ty T ) z L7 d) [0]
o 1.7€) x(2y — x)
1.3a)......ooiinnt (——2(9)@—;—239+3e—;
a
18 8) .o —35 41
a
242 50 —> 5a2 50—
L3b).coii TE e T TR L8 [0]
1.3 C) .............................. r 6_7) 1.9 @
2 — a2
1 T 1
1.3 d) 5o e, le 110m)
WD A) e Y r Y 9 o 2 AUD)
ZSII’I(G)_, ZCOSQ., Sln(e)_, 1.10 C) ..................................... @
1.3¢e)...... — 5 €r 5 € >
r r -
LA18) oo
LA o @ 111 B) oo ’_4662%6_;_ -
1B ) ottt 522
111 c¢) i — Bz —y)ez
1.5 D) oo (© )
A1 d) .o 2%,
130 R ) )
15 d) o () 1AL o) e 2uy(Ey + &) — 27
L128) e
1 I ) D (©)
112 D)o
15 6) o 2V/17
) TAB8) oo ()
1.6a) oo @
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A3 D) e L 2., 6 _,
1.13b) 080UA/m |y g7y &+ 7ae9 T

- €
rsinfp? ¥

I 5 2 (a)
sin®(0 — )
1.13 d) ...................................... . 1.17 b) 31"2 COS(G—@)SinZ(G—(p)
2 _ (0 — sin2(f —
TLAA) oo Zy sing 0 — @) (0 —¢)
T4 D) 251“99
cos
)2 117 ¢C) i e 1
114 C) e 6 — ) 20
2y 1
— L17d) oo —_—
a ) rcos?f?
115 2 J
2 4 S 6
62 118 a) . ieeeennn.. LA .
22 r p2sinf r
116 a) o @ 1.18 b) ........ Ar sin 0,/@ + 2r cos 0,/ + "
2\/p
A6 D) oo ®] |18 ) e 1 tan()
116 C) oo @ 6b _, 6b_, 2a0_,
1.19a)............. ——e, — —€p+ —eg,
r tan 6 rE r
116 d) .o (a)
r
1.19b) .o ——eg —ry/pcos(f)e,
116 €) oo @ 2% Ve cosf)e
119 C) it 2e,
Corrigés
1.1 Calculons les trois composantes du vecteur gradient dans le systéme de coordonnées cartésiennes (z, y, z).
On a
ov ov ¢ ov

%—yz, a—y—l’z (S E—xy

Parmi les solutions proposées, la @ est donc exclue.

Les solutions @, @ et @ sont possibles (termes de droite corrects) mais les notations des gradients (termes de
gauche) ne sont pas tous valables.

La notation V comme grad doit étre surmontée d’une fleche pour qualifier la nature vectorielle de I'opérateur
gradient, donc les réponses @ et @ sont exclues. Précisons que le gradient s’applique & un champ scalaire donc

un champ dont la notation ne doit pas étre surmontée d’une fleche : deuxiéme maniére d’exclure la réponse @

La réponse @ est 'ultime solution restante, on constate bien qu’elle ne comporte aucune erreur de notation.
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1.2 a) Posons f(x,y,2) =2y +yz + zz + LYZ  Calculons les dérivées partielles : on a
a

OF v ¥2, Yo @ o Y W
Ox a dy a 0z a

Donc le vecteur gradient de f s’écrit (z +uy+ %)e}’ + (ax +y+ %)e_y’ + (m +y+ %)e_;.

La réponse attendue est bien un vecteur!

of of of
2 6r, L =24 et ZL=_2.
Ox “ Ay @ “
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 6ze, + 2ae, — 2ae..
1.2 ¢) Posons f(z,y,2) = 2y + y*z + 2%z + a®. Calculons les dérivées partielles : on a
ngwy—&—z?, g:xQ—i—Qyz et g:yz—i—?zm.
oz oy 0z

1.2 d) Posons f(x,y,z) = 2zy + 8a’e™ ) _ 6¢2. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of a’® /)
— =2 —-— =2 —— =4— .
Ox Y Oy voet 0z b <

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 2ye, + 2ze, + 4%ez/<2b)e_;.

1.2 ¢) Posons f(x,y,2) =8z y + — 5b%2. Calculons les dérivées partielles : on a
of of .. o 6a* of .2
P 16zy, oy ( 5) et 92 = 5b°.

2
1.3 a) Posons f(r,0,z) = 3z — % — 2r@. Calculons les dérivées partielles : on a
of _ 2r of _ of _
o~ a0 ggT T ot =3

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — (—T + 29) € —2€ + 3e5.
a

2

1.3 b) Posons f(r,0,z) = %659. Calculons les dérivées partielles : on a
Of _ 20 O 5 OF _

or 3790 72 0z

2 2
. , .. 24" 59 5a” 59

Donc le vecteur gradient de f s’écrit —=—e e, + —e Co.

r r
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1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = \/r2 — a?. Calculons les dérivées partielles : on a

of _ v O0f_y o 9 _y
87"_\/7'2—(127 00 8z
Donc le vecteur gradient de f s’écrit Le_ﬁ .
T2 _ a2

4
1.3 d) Posons f(r,0,z) = 7(2) 0 + In(z/b). Calculons les dérivées partielles : on a

3 2

Of _p ' Or ot 0f 1

or a* 00 a* 0z =z
. e 0O o, _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 28—46,« + 7—4 €0+ —e..

a a z
1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = z sin(#). Calculons les dérivées partielles : on a
T

of _ =zsin(d)  Of _ zcosf ¢ of _ sin(0)

= , = e
or r2 a0 r 0z r
L. zsin(6) _, cosf_, sin(0) _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — 2( )e,» + z >— €0+ ( )ez.
r r r
1.4 Considérons la notation du gradient (terme de gauche des équations proposées). La réponse @ est

exclue car la notation nabla d’un gradient ne fait pas intervenir le produit scalaire. La réponse @ est exclue car le
couple de variables ne correspond & aucun de ceux proposés par ’énoncé. Considérons donc la formule cartésienne

du gradient (terme de droite des équations proposées) pour les deux options restantes. La réponse @

fait une

interversion des coordonnées de dérivation et de celles de direction, elle est donc exclue. La bonne réponse est @

1.5 b) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
> a —> a —> 8 — —> — —
grad(g(z,y, 2)) = Ier+ —gey + Y= (2(z — 2))es + (2y + 2)ey, + 2ze:.

or Jdy 0z

Par projection sur I’axe de direction €, on obtient la quantité 2z. Réponse @

1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
grad(g(z,y, 2)) = %e‘; %@+ %6‘; = (2(x — 2))es + (2y + 2)e, + 2z€.

Par projection sur l’axe de direction €, on obtient la quantité 2y + 2. Réponse @

dg » Oy

g _»
gex“rafy =

grad(g(z,y,2)) = 22

s
ey +

Par projection sur ’axe de direction e, on obtient la quantité 2z — 4. Réponse @

— 2z — 2))& + (2y + 2)&; + 2227,
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1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a

grad(g(z,y, 2)) = %ez + G—Zey + 8—262 = (2(z — 2))es + 2y + 2)ey, + 2ze2.

Cette notation est équivalente au vecteur colonne de la réponse @
1.5 f) Connaissant les composantes du gradient d’apres les réponses précédentes, on peut exprimer la norme

du vecteur gradient H?g(m,y, z)” en un point quelconque. On a

[Fote.v.)] = VB =07+ @y r 2+ 07

On réalise I'application numérique au point A(—1,1,2) : on a

[¥g(A)]| = [[Vg(-1,1,2)|| = /(-2 = 4)2 + (2 +2)2 + 4 x 22 = V36 + 16 + 16 = V68 = 2V/17.

1.6 a) Rappelons I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes : on a
d ] — 7 _ €z a a_ Cz-
gra. (f(‘r7y Z)) axe +ayey+aze
Or, ici grad f = 2zyé, + 2°e, + a’e2 ; donc, par identification : of _ 2xy, of _ z? et of _ a’. Réponse @
ox oy 0z
0
1.6 b) On a 8—f = 2zy donc, par intégration par rapport a la variable z, il vient f(z,y,z2) = a:2y + cste avec
x

7]
cste = g(y, z) une fonction des coordonnées y et z car % = 0. Réponse @
x

0
1.6 c) On a f(z,y,2) = 2’y + g(y, z) donc f(g’ Y:2) z? + % Or, d’apres 1’énoncé, on a
Y Y
of(@,y,2) _ >
— 2 =",
Oy
s L , . . dg ,
On déduit de ces deux équations que ’on a nécessairement vl 0. Réponse @
Y
99(y,2) _ o . . o 7 _
1.6 d) Ona oy = 0 donc, par intégration par rapport a la variable y, il vient g(y, z) = cste avec cste = h(z)
Y
oh
une fonction de la seule coordonnée z car 8(Z) =0.
Y
0 h
On a f(z,y,2) = :r2y + gy, 2) = $2y + h(z) donc w = g— Or, on sait d’apres 1’énoncé que gf =a’
z z z
On déduit de ces deux équations que l'on a nécessairement — = a* donc h(z) = a’z + cste, soit finalement

0z
g= a’z + cste. Réponse @

1.6 ¢) On a f(z,y,2) = z?y + g(y,z) = 2%y + h(z) = z?y + a’z + cste. On a donc £(0,0,0) = cste, or
£(0,0,0) = 0 donc cste = 0. Réponse (@),

1.7 a) Pour éviter les étourderies, vous pouvez vérifier que les trois termes de la somme ont bien la méme

dimension et que cette dimension correspond a la dimension de 'argument de l'opérateur divergence divisée par
une longueur.
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2 2

On a 0+2m+8;—be% = 2x+4%e%.
6 6z

On a8 x2zy — — +0=16zy — —-.
Y Y

1l faut calculer chacune des divergences au point A.

e Cas @ tona div(acze_gc> +y’e + 226_;) = 2z + 2y + 22 donc la valeur de divergence en A vaut

2x (=) +2x(-1)+2x1=-2.

o Cas @ :ona div(er_; + er_y’ + ZQe_z’) = 2z donc la valeur de divergence en A vaut 2 x 1 = +2.

e Cas @ :on a div(zQe_; + :cze_y’ + y2e_§) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

e Cas @ :ona div(er_; +2%e + zze_y’) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

La valeur de divergence maximale est dans le cas @

1 9(r?r) 3r?
On 1 8(5:) +040="L20 Réponse @

2
On a (0 - 820Ce2c>e_;+ (0—0)ey, + (0 — 2z)e; = —4ce?< e, — 2xe,.

r or

5.2
Ona (% X(O)fo)e‘r’Jr(Ofo)e‘ng (1‘9(2’“9)())6—;:495_
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1 _,  , (10(r%) o
1.12 b) Ona(TX(O)O)eTJr(OO)equ(T o 0)62—262.

1.13 a) Par définition du potentiel, on a d® = grad ® - A7 = T -d7. Cette quantité étant nulle sur une

équipotentielle par définition, le vecteur ¥ doit étre nécessairement orthogonal au vecteur d7 en tout point de
I’équipotentielle. Réponse @

AD
1.13 b) Au premier ordre, on peut écrire que v(C) &~ — . Graphiquement, au niveau du point C, on a :

AL
AP =1,60UA —1,20UA =0,40UA et Al=AC=0,50m donc v(C)=0,80UA/m.

1.183 ¢) Le champ demandé est orienté dans le sens du gradient de @, c’est-a-dire dans le sens des potentiels

croissants. Réponse @

1.13d) Les deux points C et D sont sur une méme ligne de champ. En considérant un tube de champ centré

sur cette ligne de champ commune et qui s’appuie sur les deux autres lignes de champ de la figure, on peut écrire

que : Scvc = Spup. Les valeurs de S sont proportionnelles & la distance sur le graphe entre les deux lignes de
PO . . . S 1,6¢
champ délimitant le tube; donc, en mesurant ces distances au niveau des points C et D, on a : S—D ~ 078 o ,0.
fe cm
L’intensité du champ ¥ est environ 2 fois plus importante en C qu’en D. On retrouve le fait que plus les lignes de

champ sont resserrées, plus le champ est intense.

1.14 a) Posons f(z,y,2) = ry + bz 4 ¢*. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a
o*f _2y Of of
—5=—, =0 e =0
Ox? a’' Oy B2
2y

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit —.
a

1.14 b) Posons f(z,y,2) = y® — 5az. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
o*f of of
— =0, =—=2 et —=0
Ox? T Oy “ Bz

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 2.

1.14 ¢) Posons f(z,y,2) = b’ ln(i) + 3z°. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a

2 2
P Oy . 0 W
ox? Oy 0z 22
b2
Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 6 — — .
z
ny 2 2 2 z 2
1.15 Posons Az (x,y,z) = o +bz+c” puis Ay =y° —5Haz et A, =b ln(a) + 3z°. On calcule les laplaciens
2 2 )
scalaires de ces trois fonctions selon la formule : A(f(z,y,2)) = s + o + ﬂ

ox? = OJy?  0z?
3 2y b2 3 3 94 el 2y —> —> b2 —
On obtient AA, = =, AA, =2et AA, =6— —- Le laplacien vectoriel s’écrit donc : —~e; + 2e, + 6 — —e€z, que
a z a z

I’on peut aussi mettre sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.
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1.16 a) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : grad A et non grad(A)!!

1.16 ¢) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : rot A et non rot(fT) I

1.16 d) Vérifiez 'homogénéité des trois termes : homogénéité de 'argument du laplacien divisé par le carré d’une

1.17 a) Posons f(r,0,¢) =1+ 2a6 + % Calculons les dérivées partielles : on a

of of of  —6b
or T 00 @ e Op o2
. L e 1= — —6b _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit le, + —eg €s-
7 sin Op?

1.17 b)  Posons f(r,6,¢) = (rsin(f — ¢))*. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of _

ar 00 e

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.

1.17 c) Posons f(r,60,p) = r2\/psin 6. Calculons les dérivées partielles : on a

of . af _ of _ rsinf
E-Zsm@, 80—7'(2080 et 9o = g

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.

L =3r%sin®(0 — @), == = 3rcos(f — p)sin’(0 — @) et = —cos(0 — @) sin®(0 — ) sin 6.

1.17 d) La seule dérivée partielle non nulle est celle par rapport a la coordonnée 6. On peut soit utiliser la

in 6
dérivation de la fonction tangente, soit développer grace a l’identité tan 6 = s 7"
cos
2
2 1 -6 4 5 6 6
1.18 a) On calcule BL-I-#ZSHIQCOS@-F - e =3 acosy _ - ¢
r2  rsinf rsinf @2 r p2sinf r

1.18 b) On calcule

3 1 1
LQ sin 0/p + Tsin0251n9cos9r2\/¢+ rsin@rQ sinem = 4rsinf/p + 2rcos 0/ + NG
1.18 ¢c) La composante Ag ne dépend que de 7.
1.19 a) On calcule —cosf—0 )e; + L _16 ?9+1(2a070)€;
0\ ¢ sin 0 r @
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1.19b) Ona

IGE(T2 sin(&)\/ae_;)

N NP T DRDINES B WS DAR DN .
= rsiné’(o 0)er + (rsin@ X 2, (r* sin(0)+/) - X 0) €y + . (0 50 (r 5111(9)\/@))%
_ 1 g 2 . —> 10 2 —>

= L D a2 sin)p)E - L D sin() R

1 1 1 1
1.19 ¢c) On calcule Tsine(O—O)e_;—&— (rsin@ x 0 — - X 0)554—7( o (r?) —O)@:QE}.
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[Fiche ne 2. Electrostatique|

Réponses
20108) 0 2.8 D)
2.1D) 2TR] ) ®et @
201C) et
2.9 8) o
2.1 d) TR
2.9D) e
2.1¢) 1R
3 209 C) it @
2.2 ) i e Aol
) ° 200 . (M) et (d)
22). oo
201 8) e et
2.38) . +1000 x e ) Q@
2.3 D) e 211 D) @) et (@
2.30) i 257107 Cm™2| 212 ©
(an_m)+e_7;)7e_z))7 (Ove_;_e_’l;;e_;) 2.13
24a)........ ot (0,.7) A3 a) @
— —— 13 D) e
24Db) .o ’(O,em,ez) et (0,¢,,€,) 2.13 b) @
253) ............................ 675X10 2m3 213C) ..................................... @
2.5 D) 3,3x107°C o 22
i 213d) ... — (1
) 2&‘0( 22 + R?
2.5 C) 7,9 x 107t m?
g
- 2.13€) -
2.5 )i 6x10°°C ¢) 5o
206 8) .. M) Qo
213 6)
4egz?
2.6 D) (©
204 8) et
206 C) o [0] ) @et @
204 D).
27 A) e @ ) @
215 A) o @
2.7 D) )
215 D) (©
2T Ot @
q
215 C) i — (1 —cosa)
2.7 d) ® et (©) 29
K
2.88) i —2e, + 8¢,
215 d) et 1.8%10°°V - m]|
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207 €) et

..................................... ®
..................................

......................... x 10V -m~
[1x10°V-m|

..................................... ®

|Q = 40 AH /3, pw = 200/3]

’Q = powR*H /2, p ZPO/Q‘

2,18 8) i
218 b)) i
2.198) i
2.19Db) .
2.19¢C) i ’an(1+e2 el)‘
2,20 Q) i
1 0
2.20 ).\ - (1 ;. acos(d)
r 2r
1 0
2.20C) oere e - <1 _ acos(d)
r 2r
ga cos(6)
2.20d) .
) 4reqr?
Corrigés
2.1 a) Comme r et z sont constants, dr et dz sont nuls; ainsi dC = Rd6.

.................... Q = podnR®, p =0

....................................... @
........................................ 0]
....................................... @

..................................... (@
..................................... M)
............................. Courbe (3)
............................. Courbe (1)
............................. Courbe (2)

@ _h
871'50 R(R + h)

=R
/ / r? sin(0) drdfdy = / r dr/ sin(6) d d<p

=0 Jo

31R 3

(—(-1-1) x2r = gnR‘.
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27 27 2m 02 2m
2.2 b) OnaQ@ = A(0)adl = / go—adl = qo/ 0do = qo {} =2n%qo
0 0 a 0 2 0
2.3 a) Chaque électron porte la charge (négative) —e. En arrachant N électrons de la feuille, celle-ci se charge

positivement : on a Q = +N X e, avec N = 1000.

2.5 b) La densité volumique de charge est uniforme donc la charge totale est donnée par
Q=pV=33x10"°C,

en écriture scientifique, et en ne gardant que deux chiffres significatifs.

2.5 d) La densité surfacique de charge étant uniforme, Q = 0.4 = 6 x 107° C, en écriture scientifique, et en ne
gardant qu’un chiffre significatif (autant que la donnée qui posséde le moins de chiffres significatifs).

2.6 a) L’élément de surface dS = Rdfdz est la multiplication du déplacement élémentaire Rd6 le long de la

circonférence d’un cercle de rayon R et d’axe (Oz) du tube par le déplacement élémentaire dz le long de l'axe (Oz).

2.6 ¢) On a @Q = ooRH cos(0)df = 0. Le tube n’est globalement pas chargé. Ce résultat était attendu
6=0
puisque la densité surfacique de charge est o(f) = oo cos(f) (les charges positives et négatives se répartissent de

maniére égale sur sa surface).

2.8 a) Le principe de superposition assure que le champ électrostatique total en M; est la somme des champs
produits par les deux sources.

2.8 ¢) Le point M3 est le symétrique du point M; par rapport au plan P. Ainsi, le vecteur-champ en M3 est

le symétrique du vecteur-champ en M; par rapport au plan P. Enfin, le point M2 appartient & ce plan de symétrie
donc le vecteur-champ au point M2 appartient également a ce plan de symétrie.
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2.9 ¢) En un point M d’un plan d’antisymétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique est
perpendiculaire & ce plan. Par exemple, si le point M est sur 'axe (Ox), appartenant au plan (Ilz), le champ
électrostatique est suivant I'axe (Oz) : E(M) = E(M)e..

2.10 Le plan (M, e, &,) est un plan de symétrie donc E(M) = E.(z,y,2)es + Ey(z,y, 2)é,. Enfin, l'invariance
, de E(M) ne

par translation selon €, permet d’affirmer que les composantes E, et E,, et donc la norme HE
dépendent pas de z.

2.13 a) En repérage cylindrique, le déplacement élémentaire est al = dre, + rdfeg + dze,. Sur le disque, z est

fixé (& 0) donc 'aire s’obtient en multipliant les deux composantes non nulles du vecteur déplacement élémentaire
dS = rdrdé.

2.13 d) En séparant les variables et en effectuant le changement de variable u = r? (d’ott du = 2rdr), il vient :

oz [0=27 u=R? 2y_3/2 oz 2_1/2 u=R? o 1
E, = d6></ u+z°)" du:—[—?u—i—z - } = |1-—.
8meo /9:0 w=0 ( ) 4eo ( ) u=0 2¢e0 1+ R2/22

0. Ainsi, £, ———

2.13e) Ona+/1+R?/22 —— oo donc

R/z—+o00 /1+R2/22 R/z— 00

2.13 f) Le développement limité fourni permet d’écrire :

—1/2 2 2 ——

1 2 1
—<1+R2> - & g Ez—a{l—l—FR}—wRQ

R2 4 R/z—0 2e
\/31+ 25
ce qui correspond bien au champ créé par une charge ponctuelle Qo, distante de z du point d’observation.
2.15 a) L’aire d’un élément de surface d’une sphére de rayon r est dS = r’ sin(#) df de. Ici, le rayon de la calotte
est R donc la variable 7 est fixée & R. En conclusion, dS = R? sin(@) d6 de.
2.15 b) Pour rappel, la colatitude € est définie sur [0, 7] quand la longitude ¢ est décrite sur [0, 27].

Pour décrire/paramétrer la calotte, on peut procéder de la sorte : on considére un point M(R, 8, ) sur la calotte, et
on lui fait faire un tour complet autour de 'axe (Oz); ¢ a alors parcouru Uintervalle [0, 27] en décrivant un cercle.
Ensuite, la calotte peut étre vue comme un « accolage » de cercles de rayon allant de Rsin« & 0 (le cercle de rayon
nul étant confondu avec un point de 'axe (Oz)). En d’autres termes, cela implique que 6 € [r — «a, 7).

Ainsi, pour totalement parcourir la calotte, il faut ¢ € [0,27] et 6 € [ — «, 7]. 1l vient

™ 27
b= / E - R’sin() d8 dp@ .
O=m—a J =0
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2.15¢) Le champ E est celui sur la calotte sphérique, soit en r = R. Ainsi, on a

B 1 5 ™ ) 27T B q
o= o— x R /G:W%X sin(#) dé /¢:0 de donc ¢ = e (1 —cosa).
K

€0

\

Yy —Ya _ 2(1—0
B — TA 2a —a

d
2.19 a) Le segment AB a une pente constante = 2. Or, cette derniére correspond a d—y
x

Ainsi, dy = 2dz.

2.19b) Pour z > 0, le champ E est orienté suivant +é. Il s’agit donc du sens des potentiels décroissants.
Comme 2a > a, V(2a) < V(a). V(a) est donc le potentiel le plus élevé.

2.19 ¢) Le champ étant porté par e,, on a E-dl = Ezdx. On a alors

—1/2
1 1 2 0
2.20b) Ona — = = <1 + (g) - acos()) . On utilise ensuite 'approximation (14 ¢)* = 1+ ae a

2r 7
I'ordre 1 en e autour de 0. A I'ordre 1 en g, on trouve L ~ 1 1+ M .
r AM r 2r

2 2 S —1/2
2.20 ¢) De maniére similaire, BM?® = 7 + (g) + ar cos(f) donc ﬁ _1 (1 + (g) + acos(@)) et, &
T

Pordre 1 en 97 on trouve L1 (1 _ acos(0)>'
r 2r

BM r

1 1 0 0 0
2.20d) Ona V(M) = 471(-]50 (mf W) q <1+ acos() 14 a cos( )> _ qacos( ).

2.21 b) Sachant que E=— grad V', le champ électrostatique pointe vers les valeurs de potentiel décroissantes,
d’ou le signe +.
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2.21 ¢) En appelant A1go et Azgo les projetés respectifs de A sur les équipotentielles de 100V et 200V, alors la

relation E = — grad V = ———e_ (car ici E(A) est selon e2) permet d’approximer la norme du champ en A :

0z
B(A) = V(A200) — V(A100) _ 200 — 100 C1x10°V.m!
ZAs00 — ZA100 2,5 division x 40 cm - division™! ’

2.21d) Du fait de la verticalité de l'individu par rapport & ’horizontalité du sol, les équipotentielles sont

davantage resserrées en B qu’en A ; ainsi, le champ électrostatique est plus intense en B qu’en A : c’est 'effet de
pointe.

2.22 a) Sachant que dV = dx dy dz, une séparation des variables conduit a :

z=H 252 Z3 H
Q—po//AdS/ZH<1—H2> dz—poA|:z—3H2]H =4poAH/3.

Le volume du pavé est 2H.A donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = 2p0/3.

2.22 b) Sachant que dV = rdr df dz, une séparation des variables conduit & :

r=R 7,,3 rO=27 z=H r 7,4 R on " 5

Le volume du cylindre est wR*H donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = po /2.

2.22 ¢) Sachant que dV = r?sin(6) dr df dy, une séparation des variables conduit & :

r=400 O=m =27
Q= poRQ/ . e /R dr/e sin(6) dé /v dp = poR? [fRefr/R]goo [f cos(@)];r [(p] 27 = poATR®.
r= @

=0 =0 0
Le volume de 'espace étant infini mais la charge totale finie, la charge volumique moyenne est nulle : p, = 0.

> 10(r2) 180 90
2.24 OnadlvEl_; aT +;%+£—0+0+0

e Pour 0 < r < R, 'expression fournie est celle d’'un polynéme de degré 2 en r dont la représentation graphique
est une parabole. Ici, le coefficient devant r est négatif donc la parabole est orientée vers les valeurs négatives.

e Pour r > R, l'expression fournie est une fonction inverse dont la représentation graphique est une branche
d’hyperbole.

Les deux expressions prennent la méme valeur en » = R : la fonction est continue.
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2.27 ¢) L’équation fournie est celle d’une droite décroissante dont I’ordonnée & l'origine est non nulle : le potentiel

décroit de manieére affine. Seule la courbe @ correspond & un tel cas.

2.28 Sachant que dr = r? sin(0) dr df dep, une séparation des variables conduit a :
Q2 r=R+h d?” /9:7r ) /A/J:ZTI’ Q2 |: li| R+h x on Q2 h
&= — sin(0) d6 dp = —— —cos(f = —_.
32m2e0 [, g r2 Jo_o sin(9) Jomo Y7 3or2e, | r R [ cos( )]0 [tp]o 8meo R(R+ h)
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IF'iche n° 3. Magnétostatique)

Réponses
Bu1 ) i (a) et (d)
B b) @
Bl C) (a)
B2 2joS—
B Jsof
Bud A) i @
34b) 47 R?j,(R)
BB OrIO)
Bu6a) . i (@), (©) et (D)
8.6 D) . ®, (©) et (D
Bu6C) e (@), (©) et (D)
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B8 D) (@
BaD @
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B1B ) i
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B8 C) ettt
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B14a) i (a)et (e)
314 D) i [0]
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.24
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3.26 b) ............................... 27 In F
B.25 8) . @ U
/LOIQE RQ
€ 2 3.26C) .o In —
325 D) i AT c) ar R,
g
to , R
3.26d) ... —In—
) 2w . Rl
Corrigés
3.1a) L’intensité du courant s’exprime en fonction des densités surfacique et volumique de courant grace aux

relations[z/?-(ﬁet[z/ﬁ-(ﬁ.

-> — N s ‘b ) . -
3.2 Onal= // j+dS = //jer -dSe. = / jo—2nrdr = 2mwjob X a, soit I = 2joS—, avec S = ma’.
0o T a
N ¢ ¢
3.3 Onal= /js Al = / js,0€6 +dzeg = / js.0dz = jsof.
0 0
3.4a) Le courant de particules chargées est radial : le vecteur densité de courant électrique 7 est radial, c’est-

a-dire porté par e, : 7 = jr(r,0, ). Aussi, ’émission est isotrope donc il y a invariance de la distribution de courant
) . . . . 9 . . rd . —
électrique par rotation autour du point O : la composante j. n’est une fonction que de 7. Il vient : j = j-(r)e,.

3.4 b) L’intensité du courant électrique traversant une surface élémentaire de vecteur surface élémentaire

as = r? sin(0) df dgpe; est dI, = 7 « as = jr(r)r? sin(f) df dg. Cette grandeur est uniforme sur une sphére de
rayon R (de surface 47 R*) donc I = 4wR’j.(R).

3.5 Les plans (zOy) et (zOz) sont des plans d’antisymétrie de la distribution car les courants de la dis-
tribution sont répartis de maniere strictement opposée de part et d’autre de chacun de ces plans. Par ailleurs, la
longueur du solénoide n’intervient pas dans I’étude des symétries d’une distribution, mais doit étre considérée lors
d’une étude de ses invariances.
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3.6 a) En tout point M du plan (zOy), plan d’antisymétrie pour la distribution, le champ magnétostatique

a_uppartient a ce plan. C’est bien le cas pour le point O et les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :
B(M) = B;(M)e; + By(M)e,. Par ailleurs, le vecteur € est bien normal au plan (zOy).

3.6 b) Le vecteur €, est bien normal au plan (yOz). En tout point M du plan (yOz), plan de symétrie pour

la distribtﬁion, le champ magnétostatique est perpendiculaire & ce plan, donc est selon +e,. Il est alors possible
d’écrire : B(M) = B;(M)e,. Les différents points P; n’appartiennent pas & ce plan, donc rien ne peut en étre déduit
sur le champ en ces points.

3.6 ¢) Il faut bien préciser que c’est en tout point M du plan (zOz), plan de symétrie pour la distribution,
que le champ magnétostatique est perpendiculaire a ce plan. C’est bien le cas pour 1g point O mais pas pour les
différents points P; (qui n’appartiennent pas & ce plan). Il est alors possible d’écrire : B(M) = B(M)e,.

Le point O appartient aux plans de symétrie (zOz) et (yOz) donc le champ en ce point doit étre perpendiculaire
a ces deux plans : il est nécessairement nul.

Puisque le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution, en tout point de ce plan le champ ma-
gnétostatique appartient a ce plan. C’est bien le cas pour les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :

B(P:) = Bu(Pi)e + By (Pi)e;.

De plus, puisque le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution, c’est un plan d’antisymétrie pour
le champ magnétostatique. Tout cela permet alors d’écrire : By (P2) = —By(P1) et Bz(P2) = Bz(P1), mais pas

B(Ps3) = —E(Pl) ! En bref, il est aussi possible d’écrire : §(P2) = —syrn(B(Pl) , oll « sym » représente ’opération
de symétrie par rapport au plan (yOz).

3.7 b) Le vecteur densité volumique de courant est 7 = joea et jo est constant donc la distribution est invariante

par translation suivant (Oz) et (Oy). La couche étant finie, elle n’est pas invariante par translation suivant (Oz),
et encore moins par rotation autour de cet axe, le vecteur j étant porté par e;.

3.7 ¢) La distribution est invariante par translation suivant les axes (Ox) et (Oy), donc la composante B, du
champ ne dépend que de z.

3.8 a) En tenant compte du sens du courant, on a E(O) = —ponal2€,, oll no est le nombre de spires par unité

de longueur du solénoide (2).

3.9 Sachant que la force magnétique s’exprime comme F = qu A B alors le produit quB est homogene a

une force. Si I’égalité B = MY est vraisemblable alors qu X B = qu x mu

qR R~ R

serait homogéne a une force. Or,

2

muv” est homogeéne & une énergie puisque ’énergie cinétique s’exprime comme . De plus, d’aprés ’expression

- — —
du travail élémentaire §W = F' «df d’une force F', une énergie divisée par une longueur correspond & une force.
2

mu
Finalement, le rapport est donc bien homogeéne & une force et la relation B = R est vraisemblable du

point de vue de I’analyse dimensionnelle. Bien siir, d’autres raisonnements sont possibles en se fondant sur d’autres
relations!
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3.10 Le champ magnétique est linéaire pour 0 < r < a et hyperbolique pour r > a.
3.11 a) Sachant que By = kx # 0 pour tout M(z,y, z) alors le vecteur champ magnétostatique ne peut pas

étre constamment paralléle & e, ce qui élimine la carte de champ @ En prenant les points de ’espace ou x = 0,
—
le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire comme B(M) = kye, : les vecteurs champs le long de cette ligne

doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Parmi les cartes de champ @, @ et @ restantes, seule la @ possede
cette propriété.

Autre méthode possible : En prenant les points de ’espace ot y = 0, le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire
comme B(M) = kze, : les vecteurs champs le long de cette ligne doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Seule
la carte de champ @ possede cette propriété.

3.11 b) Le flux magnétostatique est conservatif donc le resserrement des lignes de champ constaté de M & N
permet d’affirmer que le champ magnétostatique est plus intense au point N qu’au point M.

3.12 a) Le calcul de la circulation du champ magnétostatique de A & C se décompose en deux.

—

‘B

e D’une part, sur [AB] : on a Cag = / B -d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
A

e D’autre part, sur [BC] : on a

c —
Cec = / B+ d¢ = 4Bd (chemin paralléle aux lignes de champ).
B

— —

B
3.12b) D’une part, sur [AB] : Cas = / B +df = —8Bd. Seule la projection de AB sur la ligne de champ doit
A

étre prise en compte. Le signe moins provient du sens de B par rapport a celui de la projection de AB. D’autre
c

part, sur [BC] : Cgc = / B-d/ =6Bd.
B

B
3.12c¢) D’une part, sur [AB] : Cag = / B.dl = %dB. Le chemin [AB] est un demi-cercle de longueur %d

JA
—

-C
D’autre part, sur [BC] : Cgc = / B-+dl¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
B

3.13 a) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Ien1 = +1.

3.13 ¢) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Ien1 = —1I.

3.13 d) Le fil est positionné de facon telle que le courant passe quatre fois « & 'intérieur » du contour. L’orien-
tation du contour et le sens de I sont tels que Ien = +41.

3.14 a) Le produit scalaire B-dS est positif lorsque le champ B et le vecteur surface élémentaire dS (donné par

Porientation de la surface) pointent globalement dans la méme direction (ils forment ainsi un angle aigu, c’est-a-dire
compris entre 0 et 90°).

—
Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. De méme, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le haut (d’apres Porientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.
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Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le bas. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et
- —>
orienté vers le haut (d’apres l'orientation du contour). Finalement : B «dS < 0, soit ¢ < 0.

—
Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B.dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le bas. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire s est

vertical et orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.
Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le haut. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est
vertical et orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.
3.14 b) Pour le cas @, le champ B est horizontal. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical.

Finalement : B -dS = 0, soit » = 0. Aucune ligne de champ ne passe & travers la surface orientée, donc le flux est
nécessairement nul.

3.15 a) A ce sens de parcours de la spire est associé le vecteur normal 7 opposé au champ magnétostatique.

D’ou ¢(§) = // B.7dS = —/ BdS en notant ¥ lintersection entre le plan de la spire et la zone de champ.

Pour z < 0, on a donc ¢(§) =0.

3.16 a) Les N spires du tore traversent la surface délimitée par le cercle de centre O et de rayon R—% <r< R—i—g.

Le courant enlacé vaut donc Ien = NI

3.16 b) Sur le contour fermé choisi, r et B(r) sont constants. Il vient :

yfﬁ&i = ygB(r)e‘é-rdHt?g> = 2mrB(r).

NI
D’aprés le théoréme d’Ampeére, on a 277 B(r) = polent et donc B(r) = Iu;)ﬂ"f‘ .
N R+a/2 NI a/2 NI 2
3.16 c) Ona¢(B)= B-mdS = HO 2 gy de = B2y B+a/ .
—aj2 27 —a/2 2w R—a/2
1000
3.17a) OnaB MOMreI Donc, B=47m x 10" "H-m™~ " x 4000 x 10 % 102 x200x 100°A~1x10"T
X

3.17b) Ona ¢ = NBS. Donc, ¢ = 1000 x 1 x 10" T x (20 x 10"*m)* = 4 x 10> Wh.

3.17 ¢) Le champ magnétostatique est un champ & flux conservatif. Or, le circuit magnétique joue le role d’un

tube de champ, donc la « loi des nceuds magnétique » appliquée & la jonction qui surmonte (S1) donne : ¢ = ¢1+ @2,
Soit ¢p1 = ¢ — P2 = ¢,,¢_,¢ Donc, ¢1:§ x 4 x 10> Wb = 3 x 10> Wh.

162 Réponses et corrigés



3.18 a) Pour une boucle de courant plane, de surface S et parcourue par un courant d’intensité I (ce qui permet

de définir le vecteur surface S ), le moment magnétique est deﬁnl par la relation M= I S. Pour une spire de rayon
R et d’axe (Oz), le vecteur surface a alors pour expression S = Se; = nR%e2, donc M = nR? Ie;.

3.18 b) Dans le cadre de approximation dipolaire : z > R donc R? 4+ 2? = 2%, Le champ magnétostatique

. IR? - M
s’écrit alors : B(M) = ,u;zg €, ou encore B(M) = g;’g
3.19 Des valeurs particulieres de 6, telles 8 = 0 ou 6 = 7/2, et I’étude de orientation du champ magnéto-
statique pour ces angles, permettent de conclure que E(M) ZO (2cos(8)er + sin(h)eq).
3

3.20 a) Le moment du couple magnétique s’exprime comme I', = +mBext & 1’équilibre, car m et Bext sont

orthogonaux.

s Bex
3.20 b) A I’équilibre, le théoréme du moment cinétique donne : 0 = mBext — dMg, soit d = MDext

3.21 b) D’apres la relation F =m A B, le moment F est colinéaire & +¢e, et de méme sens.

................. ’_)79_)_)‘>A
3.21 ¢) D’apres la relation I' = it A B, le moment I' est colinéaire & +e; et de méme sens.

!

3.21d) D’apres la relation f) =m A B, le moment f‘> est colinéaire & +¢e, et de méme sens.

3.22 a) Lorsque le dipole est aligné sur le champ (méme direction et méme sens) : 7 « Bext = mHBe’“H’ soit

,uolm) . _uolm_,
2 ) 2mr2

F= + grad(

3.22 b) La force F est dirigée dans la direction et le sens du gradient de la norme du champ magnétostatique.

Le dipodle est donc attiré vers les régions de champ plus intense. On peut aussi remarquer que le dipdle a tendance
a se déplacer de maniere & minimiser son énergie potentielle.

3.23 La circulation du champ magnétostatique le long d’un cercle de rayon R au sein duquel passe par son
centre une ligne infinie parcourue par un courant électrique stationnaire est 2r RB. Le théoréeme d’Ampere appliqué
au cercle permet d’écrire 2n RB = ol : la circulation du champ magnétostatique est homogéne au produit d’une
pol
2R

est valide.

intensité électrique par une perméabilité magnétique (du vide). Ainsi, seule 'expression B =

3.24 Le flux magnétique traversant un solénoide comportant N spires de section S est ¢ = NBS. Or,

LI
I'inductance propre L permet d’exprimer le flux en fonction de 'intensité : ¢ = LI. Il vient : B = N

3.25 a) En un point de lorbite circulaire, la charge —e de 1’électron passe & chaque période de révolution T,
d’ou le débit de charge I = —e/T.
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3.25 b) La norme du vecteur surface S est l'aire du disque de rayon r et de centre O : H S

} = 7. De plus, le

=
vecteur surface S est orienté par la régle de la main droite, selon le sens du vecteur vitesse de I’électron (c’est aussi

.. 41 . ey 2 . €
le sens choisi algébriquement pour 'intensité T). Il vient : m = -7 nries.
s
e= 2me = e
3.25 c) Par comparaison des expressions m = —— S et @ = —- 5, il vient : M = Y7, avec 7 = — 5
Me

HB

1,602 x 10719 ¢ x 6.63 x 107347 .5
B = o1l X 105 k% =928 x 107** A - m?*.
) g

Attention : la réponse @ n’est pas correcte car v = —2L, donc pug = —hvy, et non pas ug = +h7y. Par ailleurs, la
Me

réponse @ n’est pas correcte car l'unité indiquée correspond a une énergie, et non pas & un moment magnétique!

- — Rz Ra R2
3.26 a) Le flux propre est <I>p://B-dS:/ Be‘g’-édre‘g’:/ &Iédrzu—olﬁ/ g:’uo‘wln&.
Ry Ry 2rr 2 R T 2 Ry

3.26 ¢) La composante du champ ne dépendant que de r, on peut découper le volume en portions d’espace

comprises entre 2 cylindres, le premier de rayon r, le deuxiéme de rayon r + dr, tous les deux de hauteur ¢. Le
volume élémentaire vaut alors : dr = 27fr dr. L’énergie magnétique correspondant a une portion de longueur ¢ du

cable est alors : R 272 2
1 * ol 1

szi///BQdT:L HoZ orrdr = £0 EIH@-

2#0 JJ 2/1'0 Jr, Amr2p2 47 Ry
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[Fiche n° 4. Equations de Maxwell

Réponses

4.3a).... ’ Ey cos|wt — kxle, + Egsin[wt — kz]e2

—Ey expli(wt + k2))
+iEg expli(wt + k2)]

A4 €)oo
A5 8) i

A5 €) i Positive
A5 E)

- ddivE
46a).......c.il to div 7 4+ €0 po (;V
t
46 D). 1o div 74— o %
406 C) i M)
AT Q) o
4T D) i [0]
AT C) e Oui
AT d) @
AT )
A8 ).
A8 D).t
A8 C)
A8 d) .
2
A8 €) it ay
T
498) e
4.9D) o )
4.9C) it 47 R3(a — bR?)
4.9d) (©
4.9€). i 47 R3(a — bR?)
410 a) .. oui
4.10D) e non
410 C) it oui
k —
411 a)...oiiiiin.. an cos(wt — kz + p)ey,

4.11b).... ’ Eo+/Eopio sinh(y/Zopoaz) exp(—at)e, ‘

2-EO —>
) ~ 32,3 /cos(wt)eg dt
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4.12a)............ B sin(wt — kz + ¢)e,
) Ofouow ( )
4.12 b) Bo h( )exp(—at)es
A2 b)...... cosh(y/Eoupaz) exp(—at)e,
JZolo 0Ho p
03 0
4.12¢C) i 23 cos(wt)e,
413 8) 0o @
dir
413 b) . — ——eg
) pon < 5 €
di R?
4.13C) e — — ey
¢) 'uondt 2r 0
413 d) (©
dir
4.13€) i — ——¢ep
e) Hom 50
di R?
413 f) . — ——ep
) HoT 4t 2 0
4.14 a) EoBo cos(wt — kz + ) sin(wt — kz + p)es
)
4.14 b) - EZBO cosh(3z) sinh(8z) exp(—2at)e,
0
E >
_ 2 cos(kz —wt+19)e,
415a).......... I
+29% cos(k —wt+P)ey,
c
Corrigés
4.1 a)

2 2
E2+E2

Mo € -

Fox ei(k’ z—w t+1p1) 6_;
+E0y ei(k z—w t+1hs) e—y>

1

(EO;I; ei(k z—w t+p1) 6_1;

_E()y ei(k z—wt+1pa) 6‘:;)

1

(EO’I' efi(k z—wt+Pr) e—y>

_EOy efi(k z—wt+pa) e—;)

E§, + E3, -
2ppc

Les trois premiéres équations correspondent aux équations de Maxwell-Gauss, Maxwell-Faraday et

Maxwell-Ampére. La derniére est une formulation de ’équation de conservation de la charge, qui n’est pas une
des équations de Maxwell mais une conséquence de deux d’entre elles.

4.1 b) La définition de 'intensité du courant électrique est : i(t) = %, donc dim(q) =1-T.
4.1 c) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a :
= dim(F M-L-T? M
dim(B) = —9mU) = .
dim(¢)dim(v) I-T-L-T-' 1-T?
s F L. T2 .

4.1 d) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a : dim(FE) = (4111:21(((])) _M ]li TT = ]IV!TIS/
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4.1 e) Par analyse dimensionnelle de 1’équation de Maxwell-Faraday, on a :

N . - . - = . —> . ] _1 ) 9 ] .
dim(rol(E)) = dlmL(E) = dm;SB) donc dim(F) = dlm(f) L_ M-I TT L_ j_ng

4.2 a) On a ||7cond|| = ||oEo cos(wt + ¢)|| < ||cEo]| et H?dépln = ||—eowEp sin(wt + ¢)|| < ||eowEo||. Donc,

o 1%x10"S-m™?
4.2 b Onaa>1 «<— K =
) f 2meg 2r x 8,8 x 1071 F-m~

o 1,0x 10°S-m™"
cow 88x1072F-m™! x1,0x10%°rad-s?

o 1,0x 107*S-m™!
cow 88x1072F-m 'x1,0x10%rad-s~!

o 1,0x 107S - m™!
cow  88x107F-m~!x1,0x10°rad s~}

:=18x 10" Hz.

=11x10" > 1.

=1,1x 10", dont I’ordre de grandeur est 10.

=1,1x10°% <« 1.

E\ = Ep expli(wt — kz)]e, — iFEo expli(wt — kz)]e,
= Ey(cos(wt — kx) + isin(wt — kx))e, — iEo(cos(wt — kx) + isin(wt — kz))e..

Donc, E1 = Re(E1) = Eo cos|wt — kzle, + Eo sinfwt — kzlé?.

4.5 a) On peut estimer le rotationnel selon un axe en observant si le champ de vecteurs « tourne » dans le

sens direct ou indirect. Si le champ de vecteurs ne « tourne » pas autour d’un axe alors le rotationnel est nul. Si le
champ de vecteurs semble « tourner » dans le sens direct alors le rotationnel est positif; dans le cas contraire, il est
négatif.

4.6 a) Avec la relation de Maxwell-Ampere et le théoréeme de Schwarz, on a :
div(rot B) =div| po j + €0 o = | = po div j + €0 o v .
ot ot
4.6 b) Avec la relation de Maxwell-Gauss, on a :
— L)

0
4.6 c) Comme div(rot E) =0, on obtient : div J + 8—? =0.
4.7 a) En utilisant ’homogénéité, on voit que a est une longueur, en metres (m).

o’V 9V 9V W
= + + =—
ox? oy? 0z a?
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4.7 c) L’équation de Poisson AV = — P est vérifice en prenant p = 0 car ’énoncé impose un espace vide de

€0
charge
\%
Vo o,
4.7 d) On a V(x,0,0) = — " : c’est une parabole.
: a
L’allure en est donnée ci-contre :
‘ T

4.7 e) Le champ électrique est donné par

- ov_, oV_ oV_, \% N N

E=—gradV = —%ex — a—yey — gez = Qa—g(—xex — 2ye, + 3zé7).
En O, origine du repére, ce champ est nul.
4.8 a) On a ¥ = we, A (re, + ze2) = rweg
4.8b) Ona U =we; A (ze, + yéy + 2€2) = —wyes + wrey,.
4.8 ¢) En coordonnées cartésiennes, on obtient : rot ¥ = 2wez.
4.8 d) On simplifie 'expression %U(M) . (TZ(M) = // IGE(?)(M) + T dS) en considérant dal = rdfe; et

r b
ﬁ’dS(M) = rdrdfe;; dolt v27r = 4wrr dr, soit v = rw.
0

—

4.8 ¢) On simplifie I’expression 9§ T ¢ (TE(M) = // H(T)’)(M) + mdSm) en considérant d¢ = rdfe;s et
JI J ¥

a r 2

7 dSmy = rdrdbel; don v2rr = / 4wy dr +/ 0 x 27rr dr, soit v = 4.

0 a r

> 10(%A,) 1 2 4 2
4.9 a) OnadlvA:ﬁTzﬁ(?)ar — 5br") = 3a — 5br-.
4.9 ¢) On a
¢ AT avdar
sphere boule
r=R p=27 O=m
= / / / (3a — 5br®)r? sin(0) dr dp df
r=0 »=0 0=0
= [4,0] 2T % [— cos(@)]7r X [ar3 — br5]R
0 0 0
= 47 R*(a — bR?).
4.9 e) On a

=27 O=m
/ / (aR — bR*)R*sin(0) dp dd = 47 R*(a — bR?).
© Jo

=0

faSS

=

o bl
&l
Il

Il
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4.10 a) 1l faut vérifier que les équations de Maxwell sont respectées les unes apres les autres. On a :

.z OB, O0E, O0E.
o divEk = P + By + g =0
o divE — 0B, = 0B, 0B, —0

ox oy 0z
o 10l E = <8EZ - aEy)Ez’Jr (aEI - aEZ)e—;Jr <8Ey - aEI)e—;: By 22 — Eoksin(wt — ko + po)22

dy 0= 0z O ox Oy Oz
et 88—? = —Foksin(wt — kz + po)e,
e Enfin,
_ _883;2 & = —EZJkQ sin(wt — kx + wo)ey
et 887? = —Fowsin(wt — kz + g)e, donc Eouo%—]_f = —Ezjk2 sin(wt — kx + @o)ey

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.

divE = %—E; = —Eoksin(wt + ky).

L’équation de Maxwell-Gauss dans le vide n’est pas respectée donc ce champ électromagnétique ne peut pas exister.

VB
o div oz "oy T s 0
0B 0B 0B
div B = x Y z _
s 1%} + Oy 0z 0
[ )
o po (9B OB\, (aEm - aEZ)?+ OB, OB\, _ 0B, 0F._.
“\ oy oz ) ° 0z ox ) oz oy | 7 o0z 7 o9z ¢
= Esksin(wt + kz + p2)es — Erksin(wt + kz + p1)ey,
0B . . . N
ot -~ = —Eaksin(wt +kz +2)éc + Erksin(wt +kz +¢1)ey
e Enfin,
o (0B. 0B, (aBz - aBZ)H 0B, OB.\._ 0B, 0B._.
“\ oy 0z | ° 0z ox )7 Ox oy |7 0z % 09z 7
2 2
__Ek sin(wt + kz + ¢1)éz + Eak sin(wt + kz + ¢2)ey
w
OE . N _ N
et i —Fhiwsin(wt + kz + p1)ezs — wEa sin(wt + kz 4 ¢2)ey, donc
OE _ Eik* L Bk® N
Sopo o = =~ sin(wt + kz + p1)éz — sin(wt + kz + @2)é,

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.
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4.11 a) Le champ électrique est de la forme E=E, (2,t)es avec Ey(z,t) = Eo cos(wt — kz + ¢).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

OF,

rot(E) = 5
z

ey = Eoksin(wt — kz + p)ey.
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

B= /f rot(E) dt = onke‘y’/sin(wt —kz+@)dt = E‘oE cos(wt — kz + p)e, + cste.
w

—

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.
4.11 b) Le champ électrique est de la forme E=E, (2,t)es avec Ey(z,t) = Eg cosh(\/Eopoaz) exp(—at).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

—

rot(E) _ 95

0z

D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

e, = Eo/Eopoa sinh(\/Eopoaz) exp(—at)e,.

B= /— H(E) dt = —Fo+/eopoa sinh( souoaz)e_y’/exp(—at) dt = Eo+/Eopo sinh(y/Zopoaz) exp(—at)ey, + cste.

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.

4.11 ¢) Le champ électrique est de la forme E= E.(r,t)es avec :

E.(z,t) = cos(wt).

Eo
(kr)?
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a :

_ 81?2 —> 2130
rot(E) = — 5 €0 = 12,3

cos(wt)ég.

D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

B’:/—H(E) dt = — 2Eo /COS(wt)e_e’dt.

k23

Comme €3 est un vecteur dont l'orientation dépend du temps (base cylindrique), on ne peut développer davantage
le calcul car on ne connait pas I’évolution temporelle de ’angle 6.

4.12 a) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bosin(wt — kz + ).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

—> > __813y —

I‘Ot(B) = 92 €z

= Bok cos(wt — kz + @)e,.

D’apres 1'équation de Maxwell-Ampere vide de courant (5 = 6) :

= Boke_; cos(wt — kz + ) dt = Bok

sin(wt — kz 4 )& + cste.
Eo Mo EoMo Eo oW

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.

170 Réponses et corrigés



4.12 b) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bo sinh(y/copoaz) exp(—at).

D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

E‘E(E) = _atfzya = —Bo+/Eopoa cosh(y/Eopoaz) exp(—at)es.
D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :
E = 1 H(E) dt = — 1 BO\/souoozcosh(\/so,uoaz)e‘;/eXp(fat) dt
Eo b0 Eoo
By

cosh(y/Zofoaz) exp(—at)és + cste.

- VEOHO

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.

Ce champ électromagnétique (E, §) est le méme que celui de la question b) de ’entrainement précédent, en posant

D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a :

— = 10rBy _, cBo
roi(B) = ror T ks

sin(wt)e,.

D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :

1 — 3

= B
rot(B) dt = — —=2

E= S
€olto copok?rs

=13 03 cos(wt)e; + cste.
wr

e_;/sin(wt) dt

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0. Contrairement
aux cas précédents, on ne retrouve pas le champ de la question c) de l’entrainement précédent : ces champs
électromagnétiques (E, B) ne sont solutions ni d’une seule équation de Maxwell, ni de I’ensemble (équation de
propagation!) donc il ne s’agit pas de champs électromagnétiques qui se propagent.

4.13 a) Le solénoide étant invariant par rotation autour de I’axe (Oz) et par translation le long du méme axe,
la norme du champ électrique ne dépend que de 7.

_, 0B
4.13 b) L’équation de Maxwell-Faraday est rot E = T On calcule d’abord le rotationnel de E. Le champ
magnétique étant porté par (Oz), il reste : rot £ = = g e
r Or
0B di
On calcule la dérivée du champ magnétique par rapport au temps pour r < R : T ,uond—ze_; .
di 2 dir
Enfi Eg=— ——d By = — =,
nfin, on a rFy pon-; - donc Eo pon 45
4.13 ¢) Le champ magnétique étant nul a I'extérieur du solénoide, on a :
10rE, C
Zgre 0 donc FEog = —
r Or r
avec C' une constante. Il reste a déterminer cette constante. Par continuité du champ électrique en »r = R, on a :
¢__ ngﬁ donc C=- ng}i
R~ M@ I T
N 2
Ainsi E=—- — ——és.
insi, on a poT g 5 €6
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- — E —>
4.13 d) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est ¢ E.dl =— / 9B -dS.

Nous sommes donc amenes 4 caleuler la circulation de E sur le contour délimitant la surface 3 que 'on va choisir
et & calculer le flux de B & travers cette méme surface.

Pour que le calcul de la circulation soit simple, il faut trouver une surface dont le contour ne dépend pas de r, ainsi
le champ électrique sera constant sur ce contour.

Pour que le calcul du flux soit simple, il faut dans un premier temps trouver une surface dont la surface élémentaire
ne s’exprime pas en fonction des Varlables de B : B étant constant ici, la question ne se pose pas. Dans un deuxiéme
temps, on choisit une surface telle que B et le vecteur normal & la surface soient colinéaires afin que le produit
scalaire se calcule facilement : on choisit une surface perpendiculaire & €.

On souhaite donc une surface de rayon constant 7, perpendiculaire & e, : il s’agit donc d’un disque de rayon r et
d’axe (Oz).

4.13 ¢) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est 55 E-dl = —/ a5 ds.

On choisit comme surface X le disque de rayon r et donc comme contour I le cercle de rayon r. La circulation de
E donne :

yg E-dl= 2nrE(r, t).

B —
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : // o «dS =nr uonj— Finalement, E = —uon%%e

0B -(Té.

4.13 f) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est ¢ Edl=— //

On choisit comme surface X le disque de rayon r et donc comme contour I' le cercle de rayon r. La circulation de

E donne
?g Edl= 2rrE(r,t).
2 o di . - di R? -
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : dS =7R pom - Finalement, F = —Hon g 5 €
4.14a) Ona
= — EOBO . —
II= —Eo cos(wt — kz + p)ex A Bosin(wt — kz + ¢)e, = cos(wt — kz + p) sin(wt — kz + p)ez

Ho 1o
L’énergie se propage dans une direction orthogonale & celles des champs électrique et magnétique.

=
I

iEo cosh(Bz) exp(—at)ez A By sinh(8z) exp(—at)e, = _EoBo cosh(8z) sinh(8z) exp(—2at)e,
Mo Ho

L’énergie se propage dans une direction orthogonale a celles des champs électrique et magnétique.

4.15 a) Pour une onde plane progressive, on a la relation de structure :

FoFAE_@rE 1| g 1Ty
w C C 1 Ez C 0

On en déduit : B = _Boy cos(kz—wt+12)es + %cos(szwt+¢1)e_;
c c
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4.15 b) Le vecteur de Poynting est donné par :

-2 -2 Ez 7Ey 0 2 2
E E
ﬁ’:E/\B:L E, A E, :L 0 :Qe‘z’.
Mo Ho € 0 0 Mo € Ei —‘y—E; Mo €

E:EO exp[i(?- ?fwt)] :EO expli(kz — wt)],

e+ Eo, el V2 ey ; @ est amplitude complexe du champ électrique.

—>x 1 —i _ —i —
4.15e) On en déduit le conjugué : B = — (EOx e ikzmwitv) o> g e ilkzmwitya) e_;).
c

4.15 f)  Le produit vectoriel E A E* vaut :

* i - —> i(kz—w —> 1 —i(kz—w —> —i(kz—w —>
E/\ E = (EOI el z—wityn) €z + Foye (. t+2) ey) A (f(EoI e ik 1) ey — Eoye (& tH2) ez)>
c
=—e+—e;=
c
1 = =« FE2.+E2 _
On en déduit le vecteur complexe — E A B o Oy
2 po 2p0c

<1—_[>> [/ (Eos cos(kz—wt + 1)) + (Eoy cos(kz —wt +12))* _,
o 2/.L()C

Ef. + Eby _,
€, )= —¢€..
Ho €

—>x

= > est identique : on peut donc choisir I'une ou 'autre des deux méthodes.

La valeur moyenne du vecteur <

4.16 a) On intégre la densité volumique d’énergie électromagnétique dans tout le volume V séparant les deux

B EOE2 B Q2 B Q2 B LQ2
£= ///v 7 4= //v 32057 17~ 2205219 = 2557

armatures :

- E E 20567 25 dQ _,
4.16 b) Onall = A =2 25 dt = — R Q—Qer.
o Lo 2e0S2 7 dt

4.16 ¢) On cherche le flux sortant du vecteur de Poynting & travers la surface ¥ du cylindre de rayon R et de
hauteur L formé par les deux armatures du condensateur, soit :
> — R dQ LwR? _dQ L dQ
Mm-ds =- — X 2rRL = — — = ——— Q.
#Z 02l <" 2052 Y dt | 208 ¢ dt
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a(LQuﬁ)
416d) Ona 28— 205 L dQ

B L aQ
o= o 3,500 W= 59y = ¢

4.16 e) Ona%Jrqb:O.

En utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, qui dit # i.ds

ds = /// div ﬁdT, et en utilisant que £ = /// edr,
bl v %
on obtient : o 5
// —ed7+///divﬁd7:0 done L 4 aivil = o,
v Ot v ot

ce qui correspond au théoreme de Poynting en I’absence de courant de conduction.
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Fidl o5 Tndiction

Réponses

Bl @) ottt €, BB C) et dS =rdfdr
— 2 3
BuL D) o 5.5d) . oo 27TBO<R_R)

2 3a

— a?
5.1d) .o €y 5.5 €) t QWBOE
Bl e) e g(e‘y’ +e2) BuB a) e B R? cos(wt)

BB D) .t [0]
2
Bl f) ——(e, +e2) 2
2 "7 BuB C) e fBgR
B2 ) ot @
V3
5.2 D) i aucune 56 d)..o TBWRZ
B2 €ttt @ 5.6 €)oo
5.2 d) o (a) 3 (a)
B8 ) i oui BT D) @
BB D) e oui NI o
a a
B8 C) e non 5.7¢). i MOQF ln( d >
BB d) i non _ ;
wolN“a +a
............................................................. 1
5.3 ¢) oui 5.7 d) o ( 7 )
BB ) non
Bud @) oo [0] 58a) ©
5.4Db) BBD) i Bowsin(wt) =
504 C) i —B(?
) B9 A) ot (©)
54 d) . |—B(a— (z. — )/
5O D) (a)
B )« [0]
5o ) BuLO &) oo ©
B 8] o @ —aBI
s 5.10b). ..o T
5.5a) ... ’wR B, cos(wt) ‘ 3 L1 ) (©
55D) 7a* B 0S(W) | K11 a). e —Ri?
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d
BATD) oo m“d%) | BT @
iE BeL8 &) ettt M)
3 B ) — 4Py
dt BABD) .o
BuL28) . s By !
. L — 1 — -
5.2 D) m dt
120C) i jaBe, di  (Ba)?
512 ¢) 518 d) i d—z+(a) =0
m
5.12d) o
= di (Ba)® 1
18¢€) ..., — —|i=
BuL2 ) ittt 5.18 ) Rdt+<m +5)i=0
BuLB A) e
d?i di (Ba)® 1
5.18 f) ..... L— +R— + +=]i=0
513 D). —i?aBe_z’ ) dt? dt ( m C
BuLO A) ot
B13C) e z?aBe_; ) ®
t
5.14a) ..o 519b) ...l g;0+Ba(t+7—e 7'7')
5.14Db) .
Bel4 C) oot B:208) oo ®
514 d) .. 5.20 D) ..o b
5oA4€) i O 520a). oo @
B4 ) o (@] 5:2Lb) i
B4 ) oo @]  522a) ®
dv B2€2 5.22 b) ...................................
515 A). e — v=0
dt R t
Bu22 C) e -B-S
B A5 D) e (© T
BS
5.16 1) dv(t) B2/2 0 = BIE B5.22 d) . -
e AU b)) v v v oo 0o 0000 v dt mr —_ m,,,
5.22 €) . 300 mV
E
BAB D) TBO| B220) ®)
d2i(t)  rdi(t) B2 5022 8) oo
5.17a)........ =t Tt =0
BSt
5.22 1) . -
BT D) e (a) T
BS
BT C) oo Ba22 1) . -
0 © ) !
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5.22 ) i 300 mV d
j) = 523 D). i mvd—: + kav + av?
523 8) it Ei — Ri®
dE, dFE
5.23C). i, 5 +d—t"+7>f+PJ
Corrigés
5.1¢)

5.3 a) Il y a trois facons de modifier un flux : modifier la surface, modifier le champ, changer I’angle entre le

N . = =4 \ . Vs .
vecteur normal a la surface et le champ. Ici, comme BA 7 = 0 &t =0, les deux vecteurs sont colinéaires. Comme
-
le cadre tourne autour d’'un de ses cotés, 'angle entre 7@ et B varie au cours du temps.

5.3 b) La surface ou le champ est non nul augmente au cours du temps tant que le cadre n’est pas entierement

dans la zone ou regne le champ.

5.3 ¢) Le produit scalaire entre E(t) et 7 est nul.

5 3 d ) ...... Nl la Surf ace n llyangl e entre E et ﬁ ne Varle ............................................................................
5 3 e) ...... La Su rf ace var le ...................................................................................................................
580 e fant pas confondre les termes « uniforme » (ne varic pas dans Lespace) et «constant » (ne varic

pas dans le temps).
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5.4 b)

5.4 ¢)
5.4 d) y
/4 :
-—>
—
o OB
> T
z Teq+1
a
R 27 R 27
5.5 a) Onad® = / B, cos(wt)r dr x df = B, cos(wt) / rdr x df
r=06=0 =0 6=0
a 27 a 27
5.5 b) Ona® = B cos(wt)rdr x df = B, cos(wt) rdr x df
r=00=0 r=060=0
R 27 R 27 9 9 3
55d) Onad — / Bo(l—f)rdrdefBo / (r—Z)drxd&—QﬂBo[P;—?a}
r=060=0 r=060=0
a 27 a 27
/ T 7‘2 a2
5.5 ¢e) Onad = B()(l—g)rdrxd@:Bo r—; dT><d9:27TBO€.
r=0 0=0 r=060=0
5.6 a) L’angle entre la normale a la spire et le champ magnétique B étant wt, le calcul du flux s’écrit :

o= //s B-wdS= //S B cos(wt) dS = B cos(wt) //SdS = B R’ cos(wt).
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2
5.7 d) Le flux propre a travers les N spires sera w ln(d —c'l_ a) =LI.

s
5.8 b) On a @ = Byrwsin(wt). Donc, E = / Bor'wsin(wt) dr’ = Bow sin(wt) / rdr’.

r
=0 r’'=0
s s . . . R . . dv . . B a®’B%v

5.9 b) Chaque terme de I’équation doit avoir méme dimension. Or T a pour dimension , donc i a

212
_ B _ _
pour dimension L - T~2. On déduit la dimension de en divisant L - T~2 par la dimension de la vitesse L - T~ .

2 2

. . —1
a pour dimension T ".

dt

5.11 ¢) D’apres les questions précédentes, on peut égaliser les deux expressions de Bavi; on a donc :

2 dv o dv | L. 1 d? _dy1
Ri =mu fv donc fv—mvdt—i—Rz =5m +Pj—dt<

5.12 e¢) Dans le cas d’'un champ uniforme (égal a la méme valeur en tout point de 'espace), la résultante des
forces de Laplace s’exercant sur un circuit fermé est nulle.

5.13 a) Le champ magnétique B et le vecteur (ﬁ) sont tous deux portés par e;. Le produit vectoriel QR A B

, P
étant nul, on a F1, = 0.

()]
-
~
o
Na?
<
&
kel
=
o4
751
=~
=]
@
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¢
o
[e]
—
&
=
=
B
Q.
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Ry
@
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D
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(ol
@
a.
=1
a
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©
=8
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B
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Q
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o
=
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A
5
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D
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oS
~
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B
kel
o
wn
@D
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[
[e]
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I
n
D
<

—

5.14 b) D’apres I'expression du couple des forces de Laplace, on a TL=MAB: = 1Se, A Be; = —IBSe;.

|

ol

5.14 ¢) D’apres expression du couple des forces de Laplace, on a FL = ./T/l> A By = ISe, A Bey =
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5.14 ¢) Le couple des forces de Laplace produit par E; est orienté selon les x > 0, d’apres la regle de la main

droite, la spire va donc tourner autour de I’axe (Oz) dans le sens direct.

5.14 f)  Aucun couple calculé plus tot n’est orienté selon €, il n’y a donc pas de champ magnétique qui provoque

une rotation de la spire autour de I’axe (Oy).

5.14 g) Le couple des forces de Laplace produit par E{ est orienté selon les z < 0, d’apres la regle de la main
droite, la spire va donc tourner autour de I’axe (Oz) dans le sens indirect. Il n’y a donc pas de champ magnétique
qui provoque une rotation de la spire autour de I'axe (Oz) dans le sens direct.

B¢
5.15 a) L’équation électrique permet d’établir que i(t) = % En injectant cette relation dans I’équation

mécanique, on obtient :

d e,
dt R
2[2 N
5.15 b) La résolution de I’équation différentielle sur v donne v(t) = Aexp| — = t). Alinstant t =0, on a
m

22
v(t = 0) = vo, donc Aexp(0) = vo et donc A = vo. Ainsi, on a v(t) = vo exp(— ?nli t).

E
4+ —. En injectant ce résultat dans

5.16 a) On isole i(t) dans I’équation électrique pour obtenir i =
r r

I’équation mécanique, on obtient :

dw(t) B2p? BILE do(t) =~ B*¢? BIE
= t) — d t) = — .
m dt r v(®) r © dt + mr v(®) mr
. . . . . - . do(t)
5.16 b) La vitesse limite viim correspond & la vitesse atteinte en régime permanent, soit quand i = 0.
22
On a donc ﬂvnm = fB—éE. On en déduit viim = 7£.
r r B¢

N 1 di(t
5.17 a) A partir de ’équation électrique, on a v = Bi (L i) + Ti(t)> , qu’on injecte dans I’équation mécanique.

m d [ di d*  rdi  B*?
bti — —(L— i) = —BYi, et ainsi — + — — ;= 0.
On obtien Bﬁdt( dtJrrz) 1, et ainsi dt2+Ldt+ mLZ 0
2 22 -2
5.17 ¢) On calcule son discriminant A = B _ 1 110 —4x2=-4

2 "mL T 025 " 001x05

5.17 d) Le discriminant étant négatif, les racines complexes sont :

r 1 B?¢? r? r
—— 1 4524/ S
Piie=—or =\ nr T 12 oL I

B2 42 .,
- — ient i(t) = e 2L i
o il R On obtient i(t) = e 22" (a cos(wt) + B sin(wt)).

5.18 a) Avec la régle de la main droite, en utilisant 'orientation du contour, on oriente la surface pour le calcul

du flux (suivant —ez). La source de tension induite de f.6.m. e a une polarité (sa fleche tension) dans le méme sens
que ’orientation du contour.
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5.18 ¢) D’apres la question précédente, % = %(E — Bai — Ri) = —Bai — R%. Comme & = %i, on a:
2 .
du_ (@02, pai
dt m dt

Ba)? . . Ba)?
5.18 d) Le dipéle 1 est un fil, sa tension u est donc nulle, ainsi 7( e) 71— R% =0, ou R% + ﬂi =0.
A , . ol du . du i N
5.18 ¢) Le dipéle 2 est un condensateur traversé par un courant d’intensité ¢ = C'—, soit — = —. D’ou :

dt’ dt C

2 ) . 2
= _(Ba) i—R% et donc R%—!— <(B7Z) —|—1>i—0.

Q‘s.

m C

5.18 f) Le dipole 4 est une association série d’une bobine et d’un condensateur. La tension & ses bornes est donc

. 2. 2. .
u= L% + uc, avec uc la tension aux bornes du condensateur. Donc % = L% + dg—tc = L% + é D’ou :
d% i (Ba)® . _di d%i di (Ba)®>  1Y.

L@-’—a—— m Z—Ra et donc L@+RE+ m +6 1= 0.

5.20 b) Chaque terme de ’équation doit avoir méme dimension.

On pouwvait aussi exploiter le fait que [%} =T 'et[g=L-T2

27T N 27N
5.21b) Ona Iy = / iRd0& A (BE)) = —iRB d0e; = —iB2rRNE.
6=0 0=0

5.22 a) La fleche de tension de la f.é.m. e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit éind, soit

horaire, donc elle est orientée dans le méme sens que E.

5.22 b) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon —e, ; comme S est
positif, il vient que S = —Se.

5.22 ¢c) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B+ S = B—e;+(—Se;) = —B-S.
T T

d¢ _ 1d(-BtS) _BS

dt — 7 dt I

5.22 ¢) D’apres la loi des mailles, u = E+e=FE + B—S D’ou :
T

2T
u=200x10"3V + T 500 x 10~ * m? = 300mV.
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5.22 f) La fleche de tension de la f.é.m. e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit 4inq, soit

anti-horaire, donc elle est orientée dans le sens opposé a E.
5.22 g) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon €, ; comme S est
positif, il vient que S = Sé.

t —> —>
5.22 h) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B-S = B-e;+Se; = —.

3
N

1d(Bt B
5.22 1) La f.é.m. apparaissant dans le circuit est telle que e = —i—f =—— (dtS) = S.
T T

B
5.22 j) D’aprés la loi des mailles, u= E —e=E+ —S D’ou :
T

_ 2T _
w=2,00 x 10 3V+1—S x 500 x 10”4 m? = 300 mV.

d
On a donc Ei — Ri® = mvl + kzv + av? et donc :

dt
v o, o2  dE. 1 da® _dE. | d (1 2> _dE. | dE,
Ez—mvdt+kxv+av + Ri” = i +2k 1 +Pr+Py = i +dt 216:17 +Pr+Py = E + 1 + Pr+ Py
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IF'iche n° 6. Ondes électromagnétiques I

Réponses

6.1 8). e rrereeeeeerreee

14
6.1b) . 5 x 10"" Hz _ A sm(—) ( — = cos(wt — kz)
6.7a)........
6.1C) i 1x107'm +kasin(wt — kz))
6.1d) ... 1x107%0g
Ao COS(@) (za cos(wt — kz)
E2S8 6.7b)......... a’\a
6.28) i —0= —k sin(wt — Icz))e_m>
2upc
, 2
6.2b) ... 1x107°W 6.1 0 ngcos(wtsz)((z) Jrkz)x
qc)...... a
6.2C) . i ’Ampoule classique‘ (cos(@)e_y’ + asin(@)e_;)
a a
2p0(P
6.38). .. By = fo(P) 6.8a) it @
cS
6.3 D) e @ 6.8 D) —-AFE
1
— 5 _ e 6.8C) i c=
6.4a).. ... ’ wEp sin(wt — kx)e, ) JHiozo
6.4Db). . ’ kEysin(wt — kx)e, 6.9 8) o oen e
6.4C). .ot 6.9Db) . signal n° 2
6.4d). |~k Bocos(wt = Kn)eZ | 6.9¢) ..o
6.4e). . ’ —w?Ey cos(wt — kx)e; 6.10a) ...
6.5a)............ —wBy s1n(ﬂ) sin(wt — kx)eZ 6.10b)....... Stationnair@ donc
a non progressive et harmonique
6.5b).......... kBy s1n(%y> sin(wt — kx)e, 6.10c¢C)......oinn.. Progressive et harmonique‘
6.11 ..
6.5¢).......ilt. IBO cos(Ly> cos(wt — kx)e; @
a a
— 6.122) ..ot (@®>+kHE
65d).......... —w”By sm(—y) cos(wt — kx)e, —
a 6.12D) .. —w?E
2 Y
6.5€)........... —k*By sm(—) cos(wt — kx)e, w2
a 6.12C) . k== —a’
c
2
6.5f)........ _(g) By bm(%) cos(wt — kx)ez 6.12d). ... oui
k —
G ) @ 6.132) ... CL? sin(wt — kr)e,
6.6Db). ... ’ —kEq sin(wt — kx)e_y"
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k
6.13Db). ... ar cos(wt — kr)eg 6.18 a)

2 o —>
or cos“(wt — kr)e,

2
6.13C) . v (), (¢) et (e) 6.18 b) £oa cos? (i — kr)

..................... 3
A
6.1da) g=ct—(2p+ 1)1 6.18¢C) i, ’471’500(12 cos®(wt — kr) ‘
6.14Db) ... x =qa B
= [ — ksin(ﬂ) cos(wt — k2)e,
6.158) oot jwE| 619a)..... ve_ e
—= cos(—) sin(wt — kz)e?}
6.15D) i —jk.E, a a
6.15 c) —jk.E e, +ik,E_e; E—gsin(ﬂ:) [l sin("—“‘) cos?(wt — kz)eZ
.................... JRz L. Ey JRyLsp €z 6.19 b) 0 - a z
6.15 d) _ k25 - cos(’%) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e‘{}
.................................. E o
ASe) 2
6-15 ) @] 610 €) e % sin2<E)e_Z)
a
615 ) (a)
6.2008) ...t (a)
6.15 8) i (©
6.20 D) . ®
B.15 1) ot ®)
.20 C) .o ©
c
6.16a) .. ... v, =
L @)2 .20 d) ... (@
w
6.200€) ..o (©
wo 2
G168 D). Ve = ¢ 17(?) 6.20 f) .o @
B.17a) o £00EG co8* (W= KY)ET | 620 g) ... ®)
6.17Dh) ... lsoEg cos®(wt — ky) ‘ 6.20 h) @
Corrigés

6.2 a) La puissance rayonnée par le laser a alors pour expression P = // Il -dS = IIS. Le vecteur de Poynting

vaut AR 2 2
- FKEAB E . E o
I = = cos®(wt — kx)é: A ey = =2 cos® (wt — kx)é.
Mo Hoc Hoc
. E§S
En moyenne, puisque (cos”) = =, on a alors : (P) = .
2”06
2y2 . -1, -6 2 —4
6.2 b) Numériquement, on a (P) = 1} 107V m -1 10 ‘mm _ 10 W=1x10""W.

2(4r x 107"H-m™ (3 x 10*m-s™') 750
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6.3 a) La puissance moyenne de I’onde s’exprime en fonction de la norme de By :

2047 x 107" H -m™ ) (1
6.3 b) Numériquement, on a By = \/ (4m ><2 0 8m )(_IW) = 1x 107%T. Le champ terrestre est plus
Im”-3x10°m-s

intense que le champ de ’onde radiofréquence.

6.6 a) L’unique composante de E , ici suivant &7, ne dépend pas de z, donc :

divE — OFE, OE, n OF,

Ox Oy Oz =0+0+0=0.

QN (BEZ 8Ey>_, OE, O0E.\_, (0B, 0E.\_ ,
( — )ey—l— ~ ez, ce qui donne :

Cot 0z ox

ot E = (0 — 0)es + (0— aaE;)e_y’—i— (0 —0)ez = —kEo sin(wt — kx)e,.

6.6 c) On a KE = AE,e, + AEye, + AFE.e;. Ici, comme E, = E, = 0, il reste donc :

> N 9*E. 0°E., O%E.\_ 9%E, -
AE:AEZeZZ(amQ + a7 + 9.2 e, = +0+4+0)es.

Ox?
2E —>—> —
Enfin, comme on a 8722 = —(—k)?Eo cos(wt—kz) = —k*Eo cos(wt—ka), ona AE = —k*Ey cos(wt—kx)el = —k*E.
x
6.7 a) On a
divA = 04s + 04, | 94: _ ~T 4 sin(ﬂ> cos(wt — kz) + kaAo sin(ﬂ) sin(wt — kz)
ox oy 0z a a a
= Ay sin(ﬂ) (—% cos(wt — kz) + kasin(wt — kz))
a
6.7 b) On a
A 0A. 04y 24 (8141. B 8Az>e_,+ 04y  0As o
T\ oy 0z ’ 0z oxr )Y oz oy ?
_(0A. 0A, )\ — —~ [0A., 0A,\_
= < By % )eer(O 0)ey + (0 — 0)ez = < 3y e )ez.
En calculant les dérivées partielles, on trouve :
rot 4 = (EaAo cos(@> cos(wt — kz) + kAo cos(ﬂ) sin(wt — kz))e‘;
a a a
= Ao cos(%y) (ga cos(wt — kz) + ksin(wt — l<:z))e_gc>
185

Réponses et corrigés



6.7 c) Ona AA = AAze, + AAye, + AA.e;. Ici, Ay =0, il reste donc :

—o . . [(0%A,  0%A, %A, PA.  9PA.  9PA\ L,

Ad=Adue, +Ade = < 922 T o2 o2 922 ay2 =
_(o+ %A, N %A, = (o4 %A, + A, _ y . %A, N 0%A. )\ o,
o Oy 922 | Oy 022 &= 3z2 €y Oy 922 )

En calculant les dérivées partielles,

0?4, | 0*A,  (m\? Ty 2 Y
7 + 52 = (E) Ag cos(?) cos(wt — kz) — k" Ao COS(;) cos(wt — kz)
2
- _ ((W) + k2) Ao COS(LZJ) cos(wt — kz)
a a
PA. A ™\
et 0 + 92 = 7> aAo sm( ) cos(wt — kz) — k" aAo s1n< ) cos(wt — kz)

6.8 a) L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit rot £ = ~ En lui appliquant le rotationnel, on obtient :
rot(rot E) = ~5 rot B = _azt( 0c0 5 ) HOE0 =75 3t2 ,
ou l'on a utilisé ’équation de Maxwell-Ampére dans le vide. Ainsi, o = —poeo.
........................................................................................... R IS
6.8 b) Gréce a la formule du double rotationnel, on obtient : rot(rot E) = grad(divE) — AE. Or, d’apres
I’équation de Maxwell-Gauss dans le vide, on a div E=0. Donc, r?f(gf E) - AE.
6.8 ¢) Les deux formules obtenues précédemment donnent
27 2
—AFE = —,U,()&‘OW soit AL = o Ton avec = = ppep dou c= T

6.12 a) Le champ électrique n’a qu’une composante selon ¢, qui dépend de z et de 2.

Ainsi, le laplacien vectoriel s’écrit :

<z 0°By_, O°E,_, @ s : d?
AFE = Sp2 ey + 52 ——-& = Eo cos(az)@(sm(wt kx))ey + Eosin(wt — kz) —— (cos(az))ey,
2 2 N N
avec (sin(wt—kz)) = —k” sin(wt—kz) @(cos(az)) = —a’ cos(az). Ainsi, AE = (—k*—a°)E = —(k*+a*)E
82 2 — 2 2
6.12b) Ona: o Ep cos(az) = (sin(wt — kx))e, = —w” Ep cos(az) sin(wt — kx) —w FE
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2 2.2 1

w wc w
6.12 d) La relation de dispersion précédente se réécrit : i d’olt v, = —

w? —c2a?’ 1_(m)2.

La vitesse de phase v, dépend ici de la pulsation w : il y a donc dispersion.

- = — . e s . — — —>
6.13 ¢) Les vecteurs (k, E, B) sont respectivement colinéaires aux vecteurs (e, €g, €,) donc le champ est trans-

verse électromagnétique et forme un triedre direct.

6.14 a) Pour que cos(wt —kz) = 0, il faut que wt —kz = (2p+ 1)% avec p € Z et donc que z = %tf (2p+ 1)%
2 A
Or, dans le vide, k = g % d’ott z = ¢t — (2p + 1)=. La structure est analogue a une onde progressive selon z.
c

6.14 b) Pour que sin<E> =0, il faut que ™ _ qm, avec q € Z, et donc que x = ga. Ces plans sont indépendants
a a
du temps comme une onde stationnaire selon x.

6.15 b) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur I'axe . On a donc :

- E j - hgd — - vz .
divE = OE, explj(wt gxx kyy — k2z)] - kB

= kB, + kB, 2.

6.15 ¢) Seule la composante E, de E est non nulle. Donc, rot

[e1)

6.15 d) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur 'axe x. Donc,

AE = A(exp|—j(kex + kyy + k=2)]) E, exp(jwt)es
= [(=ika)® + (=iky)* + (=ik2)* exp[—j(kow + kyy + k22)] Eq exp(jwt)es = —k’E.
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2 _ 2
6.16 b) On différentie la relation de dispersion donnée : on a d(k*) = d (w2wo>’ donc 2k dk = 2—‘; dw, donc
c c

2 2
dw o2k _ ¢ N . L wo
— = ¢ — = —. On en déduit ainsi, grace a la vitesse de phase trouvée précédemment : vz = c{/1 — (—) .

dk w Uy w
= E: A § 5 2 — —> 2 —>
6.17a) Onall= = — cos” (wt — ky)ez A ez = eocEq cos” (wt — ky)ey, avec pogoc” = 1.
1o froc
E* B E 5
6.17b) On a Wem = 502 20 502 0 cos®(wt — ky) + 2M0002 cos®(wt — ky) = eoEg cos®(wt — ky), avec
pococ” =1
= E A E 2 — = —>
6.18a) Onall= = 3 COSZ(UJt —kr)es Neg = 50(:2a cosz(wt — kr)e;, avec u0€002 =1.
Ho Hocr T
E2 B2 2 2
6.18 b) On a Wem = 802 20 520a2 cos” (wt — kr) + 2#(?02 5 cos®(wt — kr) = 3 cos®(wt — kr), avec
pogoc” =1

6.18 ¢) On calcule la puissance rayonnée, avec ds =r? sin(@) dfdype, :

2 2
P= // 60:2(1 cos®(wt — kr) €+ r2sin(0) d0dp &, = // EOC;L

. cos® (wt — kr)r? sin(0) df de

2 2 ™ 27
coca cos®(wt — kr)r? //sin(@) dfdy = 5002(1 cos®(wt — kr)rQ/ sin(0) d@/ de.
0

2
T T 0

La double intégrale donne 47, donc I'expression de la puissance est :

oca’
P=dr—; cos’ (wt — kr)r® = dmegca® cos® (wt — kr).
r

6.19 a) Avec I’équation de Maxwell-Faraday, on a :

E E
9 Yer+ &e_; = —kE, sin(ﬂ) sin(wt — kz)e, + ZEo COS(E) cos(wt — kz)ez = ———
0z ox a a a

6.19b) Ona
-~ EAB E, E,B._, E,B._,
II = A = vy A (Bzez + Bze—;) = 2+ yiez
1o 1o [0 10
2
_ B [l sin’ (E) cos”(wt — kz)ez — — cos(—m) sin(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e‘;}
o Le aw a
E2 1 .
== in(ﬂ—> {f sm(—) cos”(wt — kz)ez — — cos(L) cos(wt — kz) sin(wt — k'z)ex]
140 a c a
Eg o[ TX s socEg 2 s 2
6.19¢) Ona <H> = ——sin (—)ez = (—)ez avec pogoc. = 1.
2uoc 2
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6.20 b) L’onde associée a Eg est circulaire droite et se propage selon —z.

2 TN
T Eocosacos(?g)ex om\ [cosael Eo (cosaer
5770 wi = mes(F) Gnee T emans
FEy sin a cos (? g) ey sin aey sin aey.

Le vecteur est opposé au cas initial donc d’angle o + 7 et la norme est réduite de moitié, d’ou le cas @

Bi(t=.2=0) = oexn (557 +0)| @ — &) = Boexp(i5 ) exptio) @ - )
4 T 4 2
= Eoj exp(ja) (€2 — jey) = Eolcos(a) + jsin(a)] (jez + ey)
_ [—Eo sin(a)es
B {Eo cos(a)ey,.

Le champ est déphasé de g par rapport a ’angle initial, d’ou le cas @

T
Eocos(———&—a)e‘gg> Eocos(f—i—oz>e‘gc> _E —
6.20 h) OnaE4(t: Z’Z:O) = ot _ 27r _ { osm(a)ei
4 —Ey Sin(—T i a)e_y’ —Eo sin(5 - a)e_y’ —Eq cos(a)ey.

. s N
Le vecteur fait un angle « avec le vecteur —e,, et 5 + « avec e, d’otl le cas @
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I[F'iche n° 7. Ondes électromagnétiques 11|

Réponses
T 8) oo
Tl D) non
oL ) et oui
Te2A) i k= ad
e
3
Te2B) i B=2 2,
a o«
2
Te2C) i k= p iaw
TuB8) e P (;‘ + iw)
~\¢€o
w2
7.3Db) iwp 1——2 =0
= w
i 2
Tda). ..o + lavecézw
fo xw
TAD) +i— w2 — w?
w? — w2
TedC) et +
c
T d) oo +=
TBA) Vp = ¢ >
L
w2
2
w
TBD) vy=cy/l—-L
Wp
2
T6a). oo — cos?(wt — kz)e;
o€
E2
T8 D) e ;uo(l_)
oI5 2 2
76C) i ~— (1 4+ n?) cos®(wt — kz)

E2
T6d) .o =0 (1+n?)
E? 22

T Q) 0 e e,
a) 2,uow5e €

E "

ToT D) e 720 -3
T8 [Eo|* Re(n)e,
2upc *
w? — w?
T k= ——
c

TA0 Q) oo
OF

7.10b) .o rot B = povE + — s
- 18E OF

7.10 C) ................ AFE — g? IU/O"YE
TALA) e
TALID) non
TALC) e
TAL ) oui
T128) i oui
T A2 D) oui
TL2C) i oui
TA2d) oul
TABa) i (©
TAB D) ettt (a)
TLBC) et ()
TA4A) it
TA4D) oo
TAAC) ot
715a). ... {*1—|—7’:t,n1—7‘n1:tn2

190
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_ 1 8
= ™ +n2 7.16 d) ................................. 6 et §
TASD) e e
2711
t= B oo(7
ny + ng TATA) oo R (kl)
2w
T16.8) e —
F —
7.16 b) Lo 2 ‘5| : Re(E1)
................................. —et - How
3 3 7117 b) ------------------ ‘E|2|£|2 N
Re(2)
1 2pow
TL6 C) oot 3
k
TATC) v Ir|? et |t|? Re<2>
ky
Corrigés
7.1 a) La premiére équation indique que @ et b doivent étre orthogonaux. Les deux équations suivantes

N
indiquent que @ et ¢ sont orthogonaux et de méme pour b et €.

7.1 b) Les trois vecteurs doivent étre orthogonaux et le sens de € doit respecter la régle de la main droite, ce

qui n’est pas le cas ici.

7.1 c) Les vecteurs @ et b doivent étre colinéaires et orthogonaux a ¢.

7 2 a) ...... On a aa? : le e . 8;;? :_EE ...........................................................................................
7.2 b) On peut écrire ;? = —iw’E et ?;z? = 7173E

7.2 ¢) Onaa(;T;E——wQE

7.88) B régime simusoidal orcé, Iéquation de conservation de la charge devient, en tenant compte de Ia lo

d’Ohm locale, iwp + gdivE = 0. Avec I’équation de Maxwell-Gauss, on a p (E% + iw).
- —\&o
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1
7.4 a) Siw <K = K wp, alors :
T
2 2 2 2 2 2
w wiT w?  woT w
]f2:7 1 -7? —1 P =i L =i .
- c2 [ —HwT(lin)} c2 w c? W=l fow

1+4i
V2

,on en déduit k =+

7.4 b) Si — €K w < wy, alors :
kz—w—2 1+ wiT? N 2 i wpr? | W? 7&)712,
- c? T(l—iwT) c? —iw? 72 c? w?
w 2
Il vient ainsi k = +i—1\/ -1+ —Z
w

1
7.4d) Si- < wp <K w, alors
T
2 2 2 2
E2:w72 14+i Wp T N: 1+i Wp T 12
2 wr(l—iwT) 2 —iw? 72 c?
Il vient ainsi E::I:E.
c
w? — w3

7.5 a) Si w > wp, alors k% > 0 : le nombre d’onde est réel. On a k" =0 et k' =

-
Le champ en notation réelle a pour expression £ = FEj cos(wt — K z) €». L’onde est progressive et sa vitesse de

phase vaut :

w C
V= T :
_@
w2

d
&Y En dérivant la relation de dispersion, on obtient :

7.5 b) La vitesse de groupe est définie par vy = -
K w2
vy = ¢ —=c — w—g
= FEAB nE;
7.6 a) Onalf= 22 _ nE0 cos® (wt — kz)e2
o o
= ’I’LE2 2 — nEg —>
7.6 b)  On peut écrire <H> = <cos (wt — kz)>ez =—
Loc 2uoc
ek* B eoBy | n’E§ 2 g0k} 2
7.6 = — = t—kz) = 1 t—k
c) On a wenm 3 5 ( 5 Si0c cos” (w ) 5 ( +n )cos w z)

Réponses et corrigés



2 2
7.6 d) On peut écrire (wen) = Eoon (1 + n2)<0052(wt — kz)> = Eofo (1 + n2).

. E, . E |?
78 Ona(il)= Re (E:;e‘(““”)m "‘“*) = o RellEy P n2) = S0 Reqwier

=1
2

[0

— 8 —
7.9 Le laplacien AFE se réduit ici & —. La dérivée partielle de E par rapport a z vaut —k~ E. La dérivée

0z

rd

. 2 N 2 7 P . J . =
partielle de E par rapport a t vaut —w” E. La dérivée partielle 8—7 vaut iwa B.
1 ne? ne? ne? 1
Ilvientainsi:—EZE—&——wQE:iwg OE:—Q OE.Enposanthz—g oczz—g—etavecEnon
> i N p M
c m m m ~ €o
nul, on obtient :

10E
c2 ot

— — -
7.10 a) Les équations de Maxwell s’écrivent div E = 0 et rot B = uoyE +

= —AE. On peut alors écrire :

ot (ot B) —EE(‘%) — 9t B) = gt(,mE’+ ! 8E>.

~
-
(=]
o
a
@)
]
[e}
k)
o
=.
5
@
®
@
]
@]
t+
V]
=9
@]
]
jm]
@,
]
3|
=
3|
=1
&
Il
(0]
~
Q; l
Q.
A
e
<
=
|
>
=

ot ot e ot
Donc, AE — Clza;f = oy 8?
711a)ona leE)_éa‘f#O ...........................................................................................................
7.11 b) Onaﬁﬁzﬁ#—%—?.
7.11 ¢) On peut écrire rot B = _wh cos(wt — kz)e, et ,uoe()%—zf = wcfjo cos(wt — kz)ez.

7.11 d) onadivB=28_9
Ox
7.12 a) OnadwE:a—E—O
Ox
7.12 b) On peut écrire rot E = —kEo expli(wt — kz)]e, et il —kEo expli(wt — k2)]ey
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7.12¢c) OnarotB= WCQO expli(wt — kz)]es et UOEO% = % expli(wt — kz)]es.
- B
7.12 d) Onadlvﬁz%zo.

7.14 ¢) Lanorme de E est une fonction sinusoidale de ¢. Elle décroit exponentiellement avec x mais en présentant
des oscillations.

7.15 a) La continuité du champ électrique impose :

Ei(O, t) + E’)T(O, t) = Et(O, t) donc E cos(wt) 4+ rEq cos(wt) = tEq cos(wt) donc 1+r=t.
La continuité du champ magnétique impose :

Ey

§¢(0, t)+ ET(O,t) = Et(O7 t) donc cos(wt) — 11170’ % cos(wt) = thCEO cos(wt) donc mni1 —rni = tne.

7.15 b) On déduit de la question précédente :

n1 —rng = tng = na + rns donc n1 —nz = r(n1 + n2) donc r= = n2
ni1 + ne
ot + 2
t=1—|—r=nl n2+n1—n2: n1i .
ni + no n1 + N2
7.16 a) Dans le vide, \1 = 2m et, dans le plasma, A, =4m
E 4
7.16 b) On lit sur la figure r = == = — et t = — = —.
i E;, 3
7.16 ¢) On peut écrire :
1-— 1 1
r= 1+Zz :5 donc 3—3na=1+n9 donc 2 =4no donc nz:i'

On peut aussi écrire :

t= = % donc 6 =4+ 4ns donc ng = —.
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2110 - 210 - 20w
o _ B
On en déduit <H> = 20w (51)
..... _} E22_} ................... E2t2 ...... _) ........................................................
7.17b) On éerit (HJ:JELJS Re(E1) t<Ht>:% (F2)
2 2 ky
7.17c) OnaR=|r|"et T = [t Re(k).
L3}
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: = 5 : =
Réponses
8L 8) .ttt 8TA) oo ij(nil)e
BLb) oo °
m h
8.1 C) i, [Maie X b+ Neaw X H|  8818) oo S 0]
8.1 d) e |1 X h+ neay x H | —
i
Be2 8) it nxe B8D)..oo )\T)sin(al)
8.2Db)...... 1 x (AA —e) B8 C) it 2e tan(fs)
8.2C). . i AA' -1
© AN+ (1 Ve 8.8) . eire e D _ ctan(6)
R ) P ABsin(a)
B8 )i
8.3D) e —ABsin(«) °) @
4 1
84 8) 1o 8.80) ... (smrt (1) )
SAD) 4 1
T e
BAC) o B8 E) oo e (a)
Bdd). oo 8.81) oo ®
8.5 @) . it et 9
@ @ 8.9a) . it )\—ﬂ-e(n -1)
8.5 D) L © 0
e
8I9Db).
BB a) . i @ et @ ) cos(fs)
8B D) . ®| 39 ©) rvvrers Ll cos(f — 65) |
2
8.6 C) it niasin(q) 89d) ...t %ﬁ@(n —cos(01 — 02))
BB ). ® 8.9 @) it (©
BB €) i naasin(f3)
89 f) ... 216(71 cos(f2) — cos(61))
86 f). ..o ’nl sin(i1) = no sin(iz) ‘ Ao
810 a).. ..o 2
BT A) i @ et @ ) -
810 D).t
2w , e
8.7D) e /\—O((SA)+d+e) 810 C).ue i wos(03)
2m 4
BT C) et )\—((SA)-ﬁ-d—i—ne) 8.10d) ... am_ne .
0 Ao cos(6s)
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811a)......oo. (Af=10x10"Hz|  812€)........... ®)

811b) ..o ‘Af =1,0x 107 Hz‘ B L2 1) non
—10
8.11¢) oo e 45 x 10°ps| 813 1,00 x 10710 W |
—10
T @, (D puis (3] BIBD) o 17,50 x 10710 W |
T - 813C) i 6,67 x 1077 W
812a). .o K1Sg——si (2 7)
X 0o VT | gy

8.12 b) ..................................... @ 8.13 e) ........................ 3,38 X 10716(]

K2 52 T T
812d)............. 87+ —sin(4r]) 8138) oot
) 27 in T &) @
Corrigés
8.1 a) L’air a pour indice optique mair. Du point S au point I, le rayon lumineux parcourt la distance h.
8.1 b) L’eau a pour indice optique neau. Du point I au point F, le rayon lumineux parcourt la distance H.

8.2 b) L’indice optique du vide est égal & 1. De plus, & la distance totale AA’, il faut retrancher I’épaisseur e

de la lentille pour obtenir la distance géométrique parcourue par le rayon lumineux dans l'air.
8.2 ¢) Les chemins optiques se somment : (AA") =n x e+ 1 x (AA" —e) = AA" + (n — 1)e. Cette expression
est valable quel que soit le rayon issu de A et arrivant en A’ puisque les points A et A’ sont conjugués!

8.3 a) En décomposant le chemin optique de la source S jusqu’au point A, la différence de chemin optique

demandée s’écrit : (SA) — (SB) = (SH) + (HA) — (SB). Par ailleurs, le plan passant par H et B étant une surface
d’onde issue de S, il vient : (SA) — (SB) = (HA). Dans l'air, cela donne : (SA) — (SB) = HA = ABsin(a).
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8.4 a)

En vertu du théoréme de Malus, les rayons en aval de la lentille sont
paralleles a l'axe optique. En amont, les surfaces d’onde sont des
cercles concentriques centrés sur un point (lui aussi en amont), qui

y
est donc le conjugué d’une image a l'infini sur ’axe optique, & savoir F\ 0 P :
Y

le foyer principal objet. Ainsi, £1 est convergente.

8.4 b)
Lo
A
2
Les surfaces d’onde permettent de voir qu’il y a conjugaison entre un &
objet réel et une image réelle (de méme taille, et renversée) : Lo est \\ ok
donc nécessairement convergente. F B "
B’
\
8.4 ¢)
L3
Les surfaces d’onde incidentes sont des cercles concentriques centrés 1
sur un point en aval de la lentille. De plus, en vertu du théoréme de \\ > _
Malus, les rayons émergents sont paralleles a ’axe optique. Le point
en question est donc le foyer objet de la lentille, situé aprés son centre P O F
optique : L3 est donc divergente. /—>—
A
8.4 d)
Ly
A
En vertu du théoréme de Malus, les rayons incidents, paralleles entre
eux, proviennent d’un objet & l'infini, qui est conjugué par la lentille
d’un point hors de ’axe optique : il s’agit d’un foyer image secondaire, >
situé apres le centre optique. L4 est donc convergente. 1‘:\‘\ 9 F’
Y
8.5 a) Les rayons incidents étant paralléles & ’axe optique, d’apres le théoréme de Malus, les surfaces d’onde
sont perpendiculaires a ’axe optique.
8.5 b) Tout se passe comme si F’ était une source ponctuelle émettant une onde sphérique : les surfaces d’onde
sont donc des cercles concentriques centrés sur F'.
8.6 a) Le point Hi est le projeté orthogonal de I2 : d’apres le théoréeme de Malus, ils se situent donc sur la

méme surface d’onde. De méme, H et I; appartiennent & un méme front d’onde issu de Mo (principe du retour
inverse de la lumiere).

8.6 b) On voit sur le schéma que i; + (g — a) = g ; d’ot1, directement, o = i7.
I
8.6 ¢) Dans le triangle Hy1115, on a sin(a) = ——. De plus, (H1I1) = n1H;1;, d’ott (HiI1) = nyasin(a).
a
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8.6 d) Dans le triangle HoI112, on a 6 + g + (g — iz) =m7;dou 8 =i2
. . 2Ho . .
8.6 ¢) Dans le triangle HoI1I2, on a sin(8) = . De plus, (IoH2) = n2loHa, d’ou (I2Hz) = noasin(s).
8.6 f) Les chemins optiques (HiIy) et (IoH2) étant identiques, on retrouve la loi de la réfraction de Snell-
Descartes : ni sin(i1) = na sin(iz).
L’indice de la lame étant différent de celui de P’air, C et C’ ne sont pas sur la méme surface d’onde.

27 ’ 72777 ’ 2l I/ QI 7~ 721 ’
T(8CY) = $HSA) + TH(A'B) + (BT = T(8A) +d+e).

2T (SA) + d + ne).

2 27 2 2m
8.7 ¢) On a ¢(C) = /\—O(SC) = )\—O(SA) + /TD(AB) + TO(BC) bW
8.7 d) Les points A et A" appartenant & la méme surface d’onde, les chemins optiques (SA) et (SA/) sont égaux
2—7T(n —1e.

donc le déphasage est A¢ = \
0
D’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, au niveau du point d’incidence A, I'angle réfléchi est

8.8 a)
égal a langle incident en valeur absolue. Le triangle SAM est donc un triangle isocéle qu’on peut subdiviser en
deux triangles rectangles. Ainsi, en se plagant dans celui d’hypoténuse SA et de cété h/2, le chemin optique (SA)

est tel que :
h h
A) = air A=1 -
(SA) = Pair xS X Jsin(6y)  2sin(6r)

2 h T h

la ph A) vérifie ¢1 (A) = 2% _r ,
donc la phase ¢1(A) vérifie ¢1(A) Yo Zsin(@) ~ o sm(@h)
Le chemin optique (AM) est égal au chemin optique (SA), ainsi (SM) = 2x (SA). Donc, avec le déphasage
- Ao 2sin(01) - )\0 sin(91)

induit par la réflexion, la phase est telle que ¢1 (M) = 2 X ¢1(A) +

8.8 ¢)
tan(fz) = BD/2 donc BD = 2etan(f2).
8.8 d) La distance EB est telle que EB = h _2BD = g — etan(fs)
8.8 ¢) En se plagant dans le triangle rectangle SEB, le chemin optique (SB) est tel que :
EB h _etan(f2) h ~esin(fz) h - e
sin(f1) ~ 2sin(61) cos(f2)sin(f1) ~ 2sin(f1)  mncos(6a)

(SB) = nair X SB =1 x 2005 = 55n(@n)

g )
- 2sin(f1) mncos(f:) )

donc la phase ¢2(B) vérifie ¢2(B) 3
0
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8.8 f) En se placant dans le triangle rectangle d’hypoténuse BC, le chemin optique (BC) est tel que :

ne
BC) = BC = .
(BC) =n x BC cos(03)
Le chemin optique (SC) est donc tel que :
h e ne h + (n B l) e
n/ cos(f2)

(SC) = (SB) + (BC) = 2sinf;  ncos(f) * cos(f2) ~ 2sin6;
_ Ar h + (n - l) °
2sin 6, n/ cos(f2) )

Le chemin optique (SM) est égal au double de (SC). Ainsi la phase est ¢2(M) = ~
0

8.8 g) Ona:

47 h 1 e 47 h T e 1

Ap = ¢da2(M) —p1 (M) = — - = —— T = — e
¢ = ¢2(M) — $1(M) Ao (251n01 + (n n) Cos(02)> Ao 2sin(6;) T Ao cos(92)< n)

8.8 h) Ona:

MJJL( _1) I

Ao cos(02) n Ao /1 — sin2(6s)
Or, d’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, il vient que :
e(n? -1
fo=(n-tytm_me (1) B S (et I
Ao \/n? —sin2(6,) n Ao /n? —sin2(6,)

2T ((SM) — (SN)) = 2Z (nL Ty — HiHa) = 2% (ne +d — ) — 2d = 2Te(n — 1).
A A() A[) )\0

AG = 6(N) — 6(M) = 2
0 0
8.9 b) Dans le triangle rectangle d’hypoténuse 1112, on a cos(62) = %
112
8.9 ¢) On identifie un triangle rectangle I11oHs d’hypoténuse 1112 avec un angle 6; — 62 de c6té adjacent HiHo

11 vient que HiHy = I115 cos(61 — 62).
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8.9 d) Les chemins optiques (SI;) et (SH1), ainsi que (IzN) et (HoM) sont égaux, on peut donc écrire :

2 2
A¢ = 9(N) = (M) = T((SM) — (SN)) = 3" (nhi > — HiHz).
En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a :
27 2T e
Ap = —(nliIs — 111 - =——7~Nn- - .
(15 )\0 (n 112 112 COS(91 02)) )\0 COS(GQ) (n COS(91 02))

8.9 ¢) En utilisant I'identité trigonométrique, il vient que cos(61 — 02) = cos(61) cos(02) + sin(61) sin(f2). De

plus, la loi de Snell-Descartes de la réfraction nous permet d’écrire cos(#1 — 62) = cos(6:1) cos(f2) +nsin®(62). Enfin,
en utilisant identité trigonométrique 1 = sin®(62) 4 cos®(02), il vient que :

cos(01 — 02) = cos(6:1) cos(fa) +n — n cos®(6a).

8.9 f) En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a :
_2m e _2r e _ >
A¢ = Yo c0s(03) (n —cos(61 — 62)) = Yo c0s(03) (n cos(01) cos(62) —n + cos (92))
= Q—ﬂ#(— cos(61) cos(f2) + n cos® (6 ))
" Ao cos(62) ! ? 2

8.10 a) Le rayon est d’abord réfléchi par la lame semi-réfléchissante. L’indice de réfraction de la lame est supérieur
a celui de lair, il y a donc un déphasage de w. Puis, le rayon est réfléchi par le miroir et est donc, de nouveau,
déphasé de .

8.10 b) Le rayon passe une premiere fois dans la lame, puis est réfléchi par Ms : le rayon est déphasé de 7. 1l
traverse une deuxiéme fois la lame et est réfléchi une seconde fois par la lame. Dans ce cas, le milieu de propagation
du rayon incident est le plus réfringent : il n’y a pas de déphasage supplémentaire.

8.10 d) Le rayon réfléchi par M; traverse la lame entre I; et Is aprés la réflexion par M;. Le rayon réfléchi par

Mo, traverse la lame entre I et Iz avant la réflexion par Ma, puis entre I3 et I; apres la réflexion par Mz, puis entre
I, et Is. En tenant compte du déphasage di aux réflexions, et comme [11s = I;13, il vient que :

4t ne

Ad o cos(fa) i

= 2£(3TL1112) + T — QI(TLhIQ -+ 271’) = 4£7’L1112 — T
Ao Ao Ao

8.11 b) Attention & la conversion des microsecondes en secondes : on a 1ps = 1 X 107 %s.
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2
8.11 ¢) La relation B = H se réécrit Q = i, soit 7. = )\— Ainsi, on a :

A f A ch CA)\

(820 x 109 m)” oy .
Te = 3 — —5— =45 x 107" s =45 x 10" ps.
3x10°m-s7" x50 x 107" m

8.11d) Une source posséde une cohérence temporelle d’autant plus forte que le temps de cohérence est long

(trains d’onde avec une durée importante). Parmi les trois sources, c’est le laser qui posséde la meilleure cohérence
temporelle. La source de lumiere blanche munie du filtre posséde la moins bonne cohérence temporelle.

8.12 a) La tension uy vérifie :

wn = Ky (s(t)) = B2 /OTs(t) a=5 /OT So cos(wt) dt

T T w

K180 [sin(wt)} T

1 . T .
= KISOE sin(wT) = K1SO% sm(27r%>.

T
8.12 ¢) La valeur maximale du signal u; est K 502—. Ce signal est exploitable lorsque
T

T K150 _ - , 100
Ky Sp—— > 2120 t T t <
L il s [T 0 ot fs

100
1x107%s

Ainsi la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A est f = =1 x 10" Hz = 100 GHz.

8.12d) La tension uy vérifie :

T 2 T 2 T T
Uz = K2<s2(t)> = % / s2(t)dt = KQTSO / cos” (wt) dt = K2250 (/ dt —I—/ cos(2wt) dt)
Jo 0 0

Jo
K32 T
= 22;_90 <T+ Esin(47r%)).

2
8.12 f) La valeur maximale du signal uz est K;SO (T + 42) Ce signal est exploitable lorsque
T 0

T
soit KyS3— >0 soit f < +oo.
2 8T

K»S3 (T 3) > K»S3
2T 4
Ainsi, théoriquement, il n’y a pas de limite & la fréquence du signal exploitable par le capteur B.

Iobs 107" A -
8.13a) Ona Pmin1= bt _ 310 — =1,00 x 107" W.
S1 0,3A-W

8.13d) Ona Emini=Pmin1 XxX7=100x10"""W x200x10"s=200x10"""J.

8.13 g) Le nombre minimal de photons regus par une photodiode Nyin vérifie Npin = =

AiIlSi7 on a Nmin 1 = 47, Nmin 2 = 935 et Nmin 3 = 1 104
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IF'iche n° 9. Outils mathématiques pour la diffusion|

Réponses

Corrigés

9.2 e)

1 x) t
— Z)exp| -2
L P T

t
+pr(1l —exp(—))
-

Le point B est au niveau d’un col de la fonction f(zx,y). A partir du point B, en se déplacant dans la

direction y croissant et en gardant z fixe & x = xg, la quantité f(zs,y) décroit de plus en plus. La dérivée seconde

par rapport a y est donc négative.

9.2 f)

plus en plus. La dérivée seconde par rapport a x est donc positive.

De méme, en se déplacant dans la direction x croissant & y fixe & y = yg, la quantité f(z,ys) croit de
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9.4 d) On fait varier le rayon R pour une valeur de V fixée a V4. La notation %(R, Vo) n’est pas adéquate, la

notation « d » étant réservée aux fonctions d’une seule variable.

1
@)VO =21R+2V (= 53) = 0, soit V = 7R®. OrV = nR’H,
on en déduit donc R = H par identification. On peut vérifier dans sa cuisine que cela correspond bien au choix

« standard » des industriels.

9.4e) Pour minimiser la surface, on cherche : (

2
%(l’,t) = px + A donc ’I’L(,I,‘,t) = % + A$+B

Les conditions aux limites imposent :

TL(O, t) =B = TNo B =nyp
2 donc I
n(L,t):%—l—AL—l—B =ng A L

La fonction n s’écrit alors : )
L
n(z,t) = % — %x—i—no = g:v(m—L) + no.

—d—nz dt donc d(l):d< ¢ )

n2 NeT n neT

On integre :

9.6 ¢) On a une équation différentielle sur ¢ : a—?(x, t)+ ——2 = p. C’est une équation linéaire dont la solution

t
) + p7. La condition initiale impose n(z,0) = no (1 — E) On a donc :

t de la f t)y=A —=
est de la forme n(z,t) exp( - I

A:no(lf%) —pr = A(x).

La solution est donc de la forme :
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IF'iche n° 10. Diffusion thermique|

Réponses
111 ) T @
101 D) e )
101 C) e (©)
10.1d) .o dU = Mcaa—zs dz dt
10.1€) oniiit e ()
101 6) oot (a)
10.1 ) et (©
101 h) .o f%Sd dt
10.2 ) et (a)
10.2 D) oo (a)
10.2C) cone e )
103 8) .o
10.3 D). 1/V2
10.3C) c ottt
10.3 d) et
1004 8) oo (a)
104 D)
104 C) evt e oui
1058) . cceeeenn.. T()7T22T19c+T1
105 D) ® et (©)
105 C) et (a)
10.6 2) .o )
106 D) e (©)

10.6C) v @
10.6 d) .o (a)
107 8) oo (a)
107 D) e (©)
107 C) oot ©
107 d) oo

10.7€) oo 1,1 x 10° W

Ty + Rinhy ST
10.8 oo %
10.98) . eveieeeeiii 45 % 102K - W
10.9b) oo 0,53K - W1
10.9C) ot (©
10.9d) . ceeeeeie 32x 107 K- W' |
1009 €) ot (a)

10.10¢)...... (cub , ) (cyl.,@) (sph ,@)
1010 d) v
1010 €)oo
10.11 ..o (©)
do, 0, 1
1012 a) dt * RinCeon  RenCin (Bindi +0e)
10.12b) ........... Ri(eio — B0 — Oc1 cos(wt))
th
10.13 8) e (@)
1013 D) (a)
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1014 .. Les bottes de paille 1016 C) e (©

oT 2
10.15 ) e e dU = pe=—S dz dt or o°T . p
a) pepp S de 1016 d).... | ey = Ao = W2 (T(a,1) = To)
0T
10.15 D)oo Aoz Sdrdt| 1017 a). M)
xr
1015 C) oo PprodS dz dt Runhi§ + 14 .
10.17 b) . - P T
or 0T L4+ RenhaS 14 =+ RS
10.15d) ... pess = AW + Pprod ha 2

h
oT 1 hi + RinhoS
1016 a)....ocoiniiiin dU = /,LCEde dt 10.17 ¢).. T + L T

h R
14+ 22 4 RiphaS 14+ 2 4 RynhaS
h1 hl

9*T
10.16 b) .......................... )\@Sdfﬂ dt

Corrigés

10.1 a) On utilise 'analyse dimensionnelle.

10.1 ¢) 1l faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A linstant ¢, I'énergie interne de I’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s’écrire : U(t) = p(Sdz)cT(x,t).

10.1 d) On exprime I’énergie interne a Uinstant ¢ +d¢ : U (¢t 4+ dt) = peS daT'(t + dt) puis on calcule la différence
dU =U(t+dt) — U(¢).
10.1 ¢) On considére dt suffisamment court pour considérer ;5 constant entre ¢ et ¢ + dt. Le vecteur S entrant

est orienté suivant e,.

10.1 f) Attention aux conventions de signe! Le vecteur § entrant est orienté dans le sens —e,.

10.1 g) Il n’y a pas de transfert thermique au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques

de ]_Q> et de la surface considérée.

10.1 h) On a jg(z,t)Sdt — jo(z + dz,t)Sdt = —aaj—:det dz. On peut vérifier qualitativement le signe pour

éviter les étourderies.

10.2 b) Le courant thermique ;5 = —MAgrad T est donc dirigé seulement selon é,.
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oT
10.2 ¢) La variation d’énergie interne pendant dt est dU = p(S dx)ca dt. Cette variation est due au flux

thermique ® dt = jo(z,t)Sdt — jo(x + dz,t)Sdt = —aaj—xQSdtd:c. Comme jg = —)\%, on a :
oT o*T
u(S dx)ca dt =X 902 Sdtde,
R, 9 9T A - I e . .
qui se simplifie en e D@ avec D = R On vérifie donc 1’équation de diffusion libre & une dimension sans

source.

10.4 a) Lorsque Fo < 1, il ne s’est pas écoulé suffissamment de temps pour que la diffusion ait eu lieu : le
processus peut étre considéré comme adiabatique.

Lorsque Fo > 1, suffisamment de temps s’est écoulé pour que la diffusion ait eu lieu.

10.4 ¢) Le nombre de Fourier vaut :

Fo— 13W-m™ ' K™'x1,5x1072s
7800kg-m™® x 480 J- K" -kg™! x (5% 107° m)

L’hypothése d’une transformation adiabatique est donc valide.

d*T
10.5 a) L’équation de la diffusion devient W 0, soit T'(xz) = Az + B. On utilise enfin les conditions limites
x

T(0) =Ty et T(L) = T5. Le profil de température est donc linéaire dans la barre en régime permanent.
10.5 b) L’hypothese de barre homogene permet d’affirmer que la conductivité est identique dans toute la barre.

L’hypothése de régime permanent permet d’affirmer que ]_Q) est a flux conservatif. L’hypothése des parois latérales
calorifugées permet d’affirmer que le flux n’est orienté que suivant e,.

10.5¢c) Ona ®(z) = //SJ_C;(J:) -ds =j(x)S = —/\S% = )\TS(TH —T3).

10.6 a) La contrainte est due a I'inhomogénéité spatiale d’'une grandeur intensive.

10.6 b) La réponse correspond au flux d’une grandeur, le processus tendant & diminuer 'inhomogénéité spatiale
liée a la contrainte.

L 5x 1073 m _3 1
1 V== =5x10°K-
0.72) OnaRuy=55= w1 —1, 72 = 0% 10 W
AT 10 3
10.7b) Ona AT =19°C—9°C =10°C. Le flux ® vaut donc ® = 5— = ———W =2 x 10°W.
R 5x10
10.7¢) On @:Tl_T(O):hls(Tl—T(o))eme(L) TQ:th(T(L)—Tg)
Rin1 Rin 2
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1

10.7 e Ona® = Ty — T»). Les résistances thermiques sont en série ; donc
R/
th

, L 1 _3 4
- 1 1,2 — 2 — = 1 K- .
Rip = Ren + Ring + Renj2 S + 2 X WS 9 x 10 W

10K

On a donc &' = %10 K W ~ 1,1 x 10® W. Les pertes sont presque deux fois plus faibles que dans le cas du
>< .

premier modele : des conditions limites peu réalistes peuvent conduire a surestimer fortement les pertes thermiques.

10.8 Par substitution, on élimine ¢ : on a 71 — T'(L) = Renh2S(T (L) — T2) puis on isole T'(L). Ainsi

_ T1 4 Rinh2STs
"~ 1+ RmheS

10.9 d) La résistance de la brique et celle de I'isolant sont en série ; d’ott Rmur = Rb+ Ri = 5,74 X 1007 K-wW L
Les résistances Rmur et Rf sont en parallele. La résistance équivalente du mur est alors :

Rmuer
Rmur + Rf

Req = =316x 107" K- WL

AT 15K
T Req 3,16 x107'K-W!

10.10 ¢)

=47,5W.

Il faut calculer les surfaces d’échange pour les différents igloos afin d’identifier le dénominateur des

intégrales. En notant r la variable d’espace, on a Scub. = 57‘2, Seyl. = ar? + 2mr X r = 3nr? et Seph. = 272,

, . . d 171 1
10.10 d) Toutes les résistances thermiques sont de la forme R, = & [f — } = ¢ .
ar?  ala a+e aala +e)
a
On peut alors facilement calculer les résistances thermiques pour les différents igloos en identifiant pour chacun la
valeur de « et a. D’ou :

Ren, cup. = = 0,2W-m*10-’1<r£11 x1mx11lm 55 x10,2K'W_1 - %K'W_l

Rin en. = 200w m*lo.é{r?l Xx07mx08m 52,11>< 02 W= 13,4K W

B, oon = o oW m*lo.é(?l X 08mx0,9m 44761>< 02 W= E:9K W
10.10 e) On a AT = Runc¢p = oW _ 11,2°C

8OW. K1 7
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10.12 a) La loi des noeuds en termes de potentiels appliquée en N donne :

dei 1 d0, 91 1
C; =¢i + —=— (0 — 0i d = ——(Rinohi + 6e).
oh dt di+ R ( ) one dt + RinCin RthC’th( i + 0c)
1
10.12 b) Si 6; est une constante, ’équation différentielle se simplifie en : ¢;(t) = R—(Hio — B0 — Be1 cos(wt)).
th

Le chauffage est donc en opposition de phase avec la température extérieure.

10.13 b) Les résistances thermiques des isolants (&) et () s’écrivent respectivement :

1 5 1 /1 1 7 1 /1
» = In(2)=— (=1 - (L) = — (=) -1 .
Ra=351 n(l) 27TL<)\a n(S)) ot Rv=oT n<5) zwL(Ab[nm n(5)})

Les deux résistances étant en série et comme on cherche la température a 'interface entre ces deux isolants, la
formule du pont diviseur de tension appliquée au potentiel donne :

GM:20°C+LX80°C:2O°C+ 80°C :20°C+L
R, + Ry Ab In(5) 1
AW In(7) — In(5) T3 -
a In(5)
=20°C + Lcl =20°C + % =20°C+ M =~ 25,2°C.
14+3+——— 1+ 107
In(7) 4 0,07
In(5)
10.14
Isolants Epaisseur pour r =7 Déphasage (pour 7 =7) Energie grise surfacique
e (cm) AT Es (kWh-m™?)
Fibre de bois 26 17 h 00 78
Bottes de paille 36 14 h 30 3,6
Laine minérale 21 4h 30 50
Vermiculite 35 19 h 20 84
Polystyréne expansé 22 4 h 40 140
Polyuréthane 16 4 h 30 160

10.15 a) 1l faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A linstant ¢, Iénergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s’écrire : U(t) = p(Sdx)cT (z,t).

10.15 b) Le transfert requ en z est j:;(l‘ft) . Se, dt. Le transfert requ en = + dzx est j_q;(m +dz,t) - S(—ez)dt, le
signe étant di & lorientation de S. Le flux total recu est la somme des flux précédents :

. 2
O(z + dz, t) = [jo(a,t) — jo(z + dz,t)]Sdt = —((g—j(x +da,t) daS dt = Agxf

Sdxdt.
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10.16 d) La surface latérale vaut pdz : attention a ’algébrisation.

La variation d’énergie interne de ’élément de volume de section S et de longueur dz est due aux flux thermiques
conductifs suivant ’axe (Ox) et conducto-convectifs en radial :

2
8—T5dm dt = Aa—Tde dt — h(T(z,t) — Teqr)pda dt,

AU = pe ot ox?

10.17 a) Le premier graphique correspond au premier modéle ne prenant pas en compte les pertes conducto-
convectives.

10.17 b) A partir de la premiere et de la troisitme ligne du systéme, on obtient :

_hl

hiS(Ty —T(0)) = hoS(T(L) — T>) donc T(L) = .

(Th — T(0)) + T>.

En injectant cette expression dans la deuxieme équation, on trouve :

h h h h
T(0) [1 + i} - (—lTl + TQ) = Ruh1S(Ty — T(0)) donc T(0)|1+ le + Rthhls] = (Rmhls + h%)T1 + Ty
2 2

ha ha
h
Rnhi S + hfl 1
donc  T(0) = 7 2Ty + 7 Ts.
1+ 2=+ RuhiS 1+ -+ RS
h2 h2
10.17 ¢) On fait de méme pour obtenir T'(L) : & partir de la 17 et de la 3¢ ligne, on a : T'(0) = T1 — %(T(L) —T>).
1
On injecte dans la deuxieéme équation :
ha ha
Ty + 12T, — {1 n ﬂT(L) — RuhaS(T(L) — To),
1 1
soit :
h
1 3o+ RwhaS
T(L) = - T+ 1h Ts.
1+ th + RinhoS 1+ h*Z + RinhoS
1 1
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I[F'iche n°11. Tables et diagrammes thermodynamiques|

Réponses
11.10) .. [0 % 10_4g_mL—1‘ 1164) dar T _ ] 1maid).
11.1b) ® ds 1111 ¢€). ..
11.6 D). M| 11.12a) (a)
1S ) B (a)

16 oo 1z
11.28) e, ) © ) Ok ks
112D) oo 116 d) . (a) 11.12¢) ......
11.20) ceneai 117 @] 112d)........

11.2d).oen 11.8a). 0o @et (@] TLIZe) O
11.2e)..connn . oo 11.126). e vp = 40%
1120|1017 x 10w kg | 1112
8) @
11.2g)...... 7,6672m° - kg | 11.8¢c)........ ® @@
11.13a). .o M)
11.2h). oo © M8d. © et (@
11.13Db) o, @
113 8) e, 11.8¢)..... (800 K! kg!|
. 11.13¢)....... 2,45m? - kg ™!
11.3b) ..ot 11.8 f) ... ’_5000J.K_1.kg_1‘
11.3 C) .............. 11.8 g) ...... ’ —1650K]. kg_l ‘ 11.13 d) ................. @
113 d) ..o, 2V 11.13¢).......
) S 19a) () ? i

1lda). ®) 11.14 a)..... |2675,6k] - kg |

11.9Db) o (@
114 D)o ® 11.14b)......

11.9¢) et @
11.4C) e @ 1114 ¢) e (©)

11.10 ) .......... ¢
115 8) e 0] ) @@ 11.14d).... | -2031k] - kg "]
11.5b) o _Po|  11.10Db).... OJOLICI ETRY: ) ©

Vo
11.5C) i 11.10¢) oo OLIOITRT: D) e D)
1L.5d). oo —7%2 110 d) e @] 1116 A) it O
R
11.5€)..ciiniiin... 11.11a)........ In(10)Moc, 11.16 b)...........
-, 1116 ¢)..oevnnnn. .. isent

11.5€) .o AL b) .o c)

11.58) e TR 1116 d) ooooeenne.
11.50). .o 1116 €)...eennnnn.
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1117 a) .o To ILITH) . s 11.19b) ..o (©
1117 8) i
1117 D) o, o) amarwy

1117 ¢) e —= 1118 a). ... (©)

11.17d) 1118 D) ..o Ol EEETRTY: .
1117 €)oo 11.19a) ...... 2680k kg '] 11.19g)....ceiiiiin.... @

Corrigés

11.1a) Ona (T = 200°C,p = 200kPa) = 1,0805m” - kg ™' = 1,0805 x 10° mL - kg~ ' = 1,0805 x 10° mL - g~

~1,1x10°mL g~ donc p = % = ﬁ =0,9090---x10%g - mL™ ' ~9,1x 10" *g - mL".
, L X

Remarque : La division ci-dessus « se pose a la main ». Il est aussi possible d’utiliser le développement limité autour

de 0 de (14+2)° =1+ o & Vordre 1 ,ﬁz(pro,n*l X107~ (1-0,1)x107° =9 x 107*,
, L X

11.1 b) Par lecture de la table, on a Ti. (200 kPa) = 120,21 °C.

11.1 ¢) Par lecture de la table, on a 100°C < T (200kPa) = 120,21 °C : le fluide est donc monophasé sous

forme de liquide.

11.2d) A 100°C, on a :

Psat = 0,10142 MPa = 0,10142 x 10° x 1Pa = 0,10142 x 10° x mmHg = 760,8 mmHg.

133,3

11.2e) Onav=1,03 cm?® - g71 = 1,03 x 107°m?® - kgfl. Or, par lecture de la table, le volume massique du li-

quide saturant est v (60 °C) = 1,017 x 107*m® - kg™ et celui de la vapeur saturante est vg(60°C) = 7,6672 m® - kg™ '

11 vient que v¢(60°C) < v < vg(60°C) : le systeéme est alors diphasé, c’est-a-dire un mélange de vapeur et de liquide.

11.2 h) Le volume massique vaut v = 1030 cm?® ~g71, soit v = 1,030 m® -kgfl.

3 —1 3 . ot . <12
Or, vy = 7,6672m" - kg~ ~ 7v =~ 7 x 10°v donc il est numériquement raisonnable de considérer que vy — V] = Vg
et v — v &= v, doll g ~ v/vg. La réponse est donc la @

11.4 a) La transformation est isotherme donc PV = nRT est une constante.
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11.4 b)

e Lors de la transformation (A) isobare, le volume augmente donc @ ne convient pas. Dans le cas de @, la
transformation (C) isochore a lieu au volume minimal, ce qui est en contradiction avec la fiche synoptique ot

le volume prend sa valeur maximale pendant cette transformation (V = 3V4) : la @ ne convient donc pas.

cste
e Pour la transformation (B) isotherme, la pression et le volume vérifient la relation P = A donc, en échelle

linéaire, la représentation graphique de P = f(V') est une branche d’hyperbole, ce qui ne peut que correspondre

11.4 ¢) Le sens de rotation est horaire : le travail total regu au cours du cycle est négatif, le cycle est moteur.

11.5 h) La courbe isobare est de pente nulle donc il s’agit de la courbe @.

La courbe isochore est de pente infinie donc il s’agit de la courbe @.
Il reste deux courbes & identifier : la courbe isotherme vérifiant piso—7 = — et la courbe isentropique vérifiant
v

B . . . .

Piso—s = —, Ol A =nrT = povo et B = povg sont des constantes. L’identification des courbes se fait par un calcul
v

de dérivée au point My de coordonnées (po, vo) :

dpisofT _ A _ 7@ dpisofs) _ B _ @ _ (dpisofT)
(T o) = =5 = o (T ) = v = b = (T ).

2
V5 Vo Vo

Au point My, la courbe isentrope est donc la courbe la plus pentue : la courbe @ est la courbe isentrope et la
courbe @ est la courbe isotherme.

11.6 a) En combinant la 2¢ identité thermodynamique et la seconde loi de Joule, il vient : ¢p dT = T'ds + v dp.

Le long d’une courbe isobare, dp = 0. L’équation différentielle en T'(s) s’obtient en réorganisant les variables s et T’
, , ., dT . dT
de telle sorte qu'une dérivée — apparaisse : — — — = 0.
ds ds ¢
s . s . drr T . . st . R . N .
11.6 b) L’équation différentielle P 0 est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
s ¢

constants et sans second membre dont la solution est de la forme T'(s) = Aexp <S> Le choix (arbitraire) de la
Cp

constante d’intégration A est ici fait de telle sorte que la courbe isobare passe par un état de référence (so, 7o) :

A=T exp(—zo)7 d’ou T'(s) = To exp(s ; 50).

P P

Conseil : Tester la vraisemblance en remarquant que, d’une part, T(s = so) = To et, d’autre part, dim(s — so) =
dim(cp) : l’argument d’exponentielle est bien sans dimension.

T T\ /A=)
11.6 d) Graphiquement, 77 < T5, soit Lo Or, B2 _ (—1> avec v > 1, c’est-a-dire que 7 <0
/(=) e n r b
T T\ 7/
Ainsi, L implique que (—1) > 1. Autrement dit, 2 > 1 donc p2 > p1.
T2 TQ pl
11.7 Le transfert thermique correspond géométriquement a l’aire du cycle parcouru dans le diagramme

entropique. Il est compté positivement si le cycle est parcouru dans le sens horaire (moteur) et négativement si le
cycle est parcouru dans le sens trigonométrique (récepteur). Attention ici, I’entropie est donnée en kJ - K™ donc
Qascpa = (T — Ta)(Sc — Sp) = 100 - 1,5 x 10* = 1,5 x 10° J.
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11.8 a) Une enthalpie massique est indiquée en J - kgfl, et non en J. Le point A est a droite de la courbe de

saturation et en dessous du point critique donc le fluide est a I’état gazeux. Les courbes isenthalpes (dh = 0) sont
quasi horizontales, c¢’est-a-dire presque confondues avec des courbes isothermes (d7 = 0) : le modele du gaz parfait
peut étre considéré comme valide au point A car la relation dh = ¢dT n’est pas mise en défaut au point A. Enfin,
le point A passe par la courbe isobare 0,05 bar représentée en pointillés.

11.8 b) Le point B est & gauche de la courbe de saturation et en dessous du point critique donc le fluide est &

I’état liquide. Une lecture graphique, réalisée a ’aide d’une regle graduée, puis I'application d’une « regle de trois »,
conduit & évaluer 'abscisse du point B comme étant égale & 600J - kg™ ' - K™ ',

11.8 ¢) La grandeur x représente le titre massique en vapeur dans le mélange. Le point E se situe & équidistance

(le long de la courbe isotherme passant par le point E) des courbes isotitres z = 0,6 et z = 0,8. Ainsi, zg = 0,7.

Comme le titre en vapeur est de 0,7, celui en liquide est de 0,3.

11.8 d) En passant de I’état E & I’état F (situé sur la courbe d’ébullition), le systéme passe d’un état diphasé a
un état de liquide juste saturant : la vapeur saturante se liquéfie. De plus, cette transformation est isotherme; or,
I’eau étant un corps pur, elle est également isobare.

11.8 f)  Par lecture graphique, sp = 800J - K" -kg™'. Ainsi, sp — sg = 800 — 5800 = —5000J - K" - kg™ ".

11.8 g) L’incrément des courbes isenthalpes est de 200J - kg_l. Aussi, le point E étant situé a équidistance (le

long de la courbe isotherme passant par le point E) des courbes isenthalpes 1800 et 2000kJ - kgfl, il vient que
hg = 1900kJ - kg™ *. De méme, hr = 250kJ - kg™ ', d’olt hr — hg = 250 — 1900 = —1650kJ - kg™ *.

11.9 a) Pour une phase condensée incompressible indilatable (domaine liquide, & gauche de la courbe de satu-
ration), dh = ¢, dT donc, & T constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc &tre verticale dans cette

zone.

Pour un mélange liquide-vapeur d’un corps pur (zone sous la courbe de saturation) & I’équilibre, si T" est fixée alors
p est fixée aussi. Une courbe isotherme doit donc étre horizontale dans cette zone.

Pour un gaz parfait (domaine vapeur, a droite de la courbe de saturation, et pour une faible pression), dh = ¢, dT'
donc, a T' constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc étre verticale dans cette zone.

11.9 b) On peut procéder par élimination :

e Il ne s’agit pas d’isobares car nous aurions alors des droites horizontales.
o Il ne s’agit pas d’isenthalpes car nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isothermes car, dans la zone gaz a faible pression (domaine de validité de I'hypothése gaz
parfait), nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isotitres car certaines courbes sont en dehors du domaine liquide + vapeur.
Il s’agit donc nécessairement d’isentropes.

11.9c) Ces courbes n’existent que dans le domaine « Liquide + Vapeur » et se rejoignent toutes au point

critique, il s’agit donc d’isotitres.

11.10 a) La pression est de 100 bar donc 100 x 1,00 x 10° Pa = 1,00 x 10" Pa.

La température est indiquée en °C donc la réponse @ ne convient pas. Le point A est & gauche de la courbe de
saturation et en dessous du point critique donc le fluide est a I’état liquide.
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11.10 b) Par lecture graphique, la pression est de 10°bar = 1 bar # 1Pa donc la réponse @ ne convient pas. Le

point B est sous la courbe de saturation donc la réponse @ convient. La valeur de x indiquée correspond au titre
massique en vapeur. Sa valeur est de 0,4 donc le titre en liquide est 1 — 0,4 = 0,6.

11.10 c) Le long d’une isotherme, on a dT" = 0; avec la seconde loi de Joule, cela implique : dh = 0.

Les courbes isenthalpes sont donc des portions de droites paralleles & ’axe des ordonnées (puisque h est la grandeur
en abscisses).

11.10 d) Le modeéle du gaz parfait est une bonne approximation lorsque les courbes isothermes (d7° = 0) sont

également des courbes isenthalpes (dh = ¢, dT = 0), ce qui tend a étre le cas en zone (a).
s . s R A e PR R T s
11.11 a) L’équation d’état donne p = M—T donc, en différentiant a v fixé, il vient dp = Vo dT. L’utilisation de
v v

la 279 loi de Joule puis la division par pln(10) permet d’écrire :

dp 1 R 1 dh .. d(In(p)/In(10)) R 1 . dlog(p) A R
e S B T - 2 don Loslp) A4 A=— v
p In(10) Mo pIn(10) ¢, SOt dh cpMv1n(10) p ou dh D avee In(10) Mvcy

une constante pour une transformation isochore (v = cste).

11.11 e) La courbe isobare est de pente nulle; donc il s’agit de la courbe ®.
Du fait de la seconde loi de Joule, la courbe isotherme est également une courbe isenthalpe, c’est-a-dire de pente
infinie. Ainsi, la courbe isotherme est la courbe @.
dlo A
Pour une courbe isochore, il a été montré que %@ = — avec A une constante.
p

Ainsi, dans un diagramme (log(p), k), il apparait que la pente n’est pas constante; elle tend vers l'infini lorsque h
tend vers 0 : la courbe @ est donc la courbe isochore et, par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

11.12 a) L’échelle des abscisses étant linéaire, il est possible d’utiliser la position du point B par rapport a la

courbe de saturation pour déterminer si le fluide contient plus de liquide ou plus de vapeur. Ici, le point B est plus
proche de la courbe de bulle (isotitre = 0 en trait plein) que de la courbe de rosée (isotitre z = 1 en trait plein)
donc il y a davantage de liquide que de vapeur.

11.12 ¢) L’enthalpie massique de la vapeur saturante de 1’état représenté par le point B correspond & labscisse
du projeté de B sur la courbe de rosée : hy g = 2650kJ - kgfl.

11.12 d) L’enthalpie massique du liquide saturant de 1’état représenté par le point B correspond & ’abscisse du
projeté de B sur la courbe de bulle : h,g = 420kJ - kg™t.

11.12f) Ona
hg —hip  1320—420 900 _ 900 _ 9000
hes —his 2650 —420 2230 2250 2250

ce qui est cohérent avec le fait que le point B soit placé sur la courbe isotitre = 0,4.

x 107" = 0,40,

TrB =
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11.12 g) Pour rappel, 'enthalpie massique du liquide saturant d’un mélange diphasé correspond a ’abscisse du

projeté de cet état sur la courbe de bulle tandis que I’enthalpie massique de la vapeur saturante correspond a
I’abscisse du projeté sur la courbe de rosée. Dans le diagramme (log(p), h)7 la distance entre ces deux projetés est
hy — hi = Avaph.

Graphiquement, il apparait que hy diminue et que h; augmente avec la pression, d’ott une enthalpie de vaporisation
Avaph qui diminue lorsque la pression augmente.

11.18 b) IL’équation d’état des gaz parfaits est PV = nRT avec n la quantité de mati¢re et V' le volume.

Or, n =m/M (m est la masse) donc il vient PV = mTR/M, soit Pv =T avec v =V/m.

3
11.13 ¢) Onay= L = 240X 10" X (262 278 g asm® kgl
p 100 x 10

11.13 d) De maniére générale, les points M(z, y) le long d’un segment défini par les points My (z1, y1) et Ma(z2, y2)

vérifient y = y1 + (x — xl)u.
o — I1

11.14 c¢) Par extensivité et additivité de l'enthalpie, h; = zhg + (1 — x)he avec x le titre massique de la vapeur
saturante. Ici, z =90% = 0,90 et 1 — z = 10 % = 0,10.

11.14 d) On a ¢ = Ah = hy(P = 1,0142bar) — h; avec h; I'’enthalpie massique initiale du mélange et

hi = 10% x he(P = 1,0142bar) + 90 % x he(P = 1,0142bar) = 10% x 419,2 + 90% x 2 675,6 = 2450kJ - kg~ *.

Ainsi, le transfert thermique massique est ¢ = 419,2 — 2 450 = —2031kJ - kgfl.

11.15 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV” = cste. De plus, le gaz est
parfait donc l'injection de 'équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit & TV~ = cste.

11.15 b) Lors de la transformation (D) isentrope, le volume décroit de 3V4 & Vi. De plus, le volume et la tem-

7 .z . e s . -1 . . , ;.
pérature ne sont pas reliés par une relation linéaire (TV"™" = cste). Ainsi, seule la réponse @ vérifie ces deux
conditions.

11.16 a) L’équation d’état des gaz parfaits donne p = @T.

\%
.. . R , . Op R .
Or, ici, V = m X vg = nMwvy. Ainsi, p = M—T, d’ou T Mo = cste : une courbe isochore est une courbe de
Vo Vo

pente constante (et positive) dans un diagramme (p, 7).

11.16 e) La courbe isobare est de pente nulle donc il s’agit de la courbe @. La courbe isotherme est de pente
infinie donc il s’agit de la courbe ®. La courbe isochore est une courbe de pente constante (finie et non nulle) donc
il s’agit de la courbe ®. Par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

11.17 h) La courbe isotherme est de pente nulle donc il s’agit de la courbe @.La courbe isentrope est de pente

infinie donc il s’agit de la courbe @.

T T
Il reste deux courbes & identifier : la courbe isobare de pente =% et la courbe isochore de pente =0 Le rapport
Cp Coy
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—1
. . T T c .
entre la pente de la courbe isochore et celle de la courbe isobare est O (22 = 2 =~ > 1:au point My, la
Cy Cp Cy
courbe isochore est plus pentue que la courbe isobare donc la courbe @ est la courbe isochore et la courbe ® est la

courbe isobare.

11.18 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV = cste. De plus, le gaz est

parfait donc l'injection de ’équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit a P = cste.

11.18 b) Lors de la transformation (A) isobare, la température augmente donc la réponse @ est a rejeter. La

. . . . . . C nRT
transformation (C) étant isochore, la relation entre la pression et la température est une relation linéaire P = ——,

ce qui correspond & une portion de droite. Pour la transformation (D) isentropique, la pression et la température

L. cste . o . . . , .
vérifient P = ———, ce qui ne peut pas étre une portion de droite puisque v > 1; la réponse @ ne convient pas.

11.19 a) Le point I se trouve & Dintersection de la courbe isobare 250 mbar = 2,5 x 10" bar et de la courbe

isotherme 100 °C. La courbe isobare de 2,5 x 107! bar est la droite horizontale située & peu pres a mi-chemin entre
la deuxiéme et la troisitme graduation en partant de la graduation associée & 10 'bar. La courbe isotherme de
100°C correspond a la courbe en pointillés étiquetée « T = 100 °C ».

Par lecture graphique de I’abscisse du point I, on a h; = 2680kJ - kg™ '.

11.19 b) Le point I se trouve a droite de la courbe de saturation (et bien en dessous de 'isobare critique, une

droite horizontale passant par le sommet de la courbe de saturation). Ainsi, le fluide est initialement une vapeur
seche.

11.19 c) Le point I passe par une courbe isentrope qui est ici représentée a ’aide de tirets. La valeur associée n’est

pas indiquée, mais les deux courbes isentropes voisines indiquent 7kJ - K™' - kg™" et 9kJ - K~' - kg™ *. L’incrément
du réseau des courbes isentropes est de 1kJ - K" kgf1 donc s; = 8kJ - K™ ' - kgfl.

—1

11.19 d) Le point F est a l'intersection de la courbe isentrope sp = s1 = 8kJ - K t. kg™ et de la courbe isobare

pr = 1 bar, c’est-a-dire la droite passant par I'ordonnée 10° bar. Par lecture graphique de I’abscisse du point F, on
a hp = 2980kJ - kg™! donc w = 2980 — 2680 = 300kJ - kg™*.

11.19 ¢) Le point F passe par la courbe isotherme comprise entres les courbes isothermes de 200 °C et 300 °C.
L’incrément étant de 50 °C, cette isotherme est associée a 250 °C donc T = 250 °C.

11.19 f) L’entropie finale est désormais spr = (1 + 6%)sp = (1 + 0,06) x 8 = 8 + 0,48 ~ 85kJ-K ' - kg™ ".
Or, il n’y a aucune courbe isentrope tracée pour cette valeur d’entropie massique. Il faut interpoler la position du
point F’ dans le diagramme (10g(p),h). Pour cela, il suffit de tracer un segment horizontal le long de la courbe
isobare de 1bar qui relie les courbes isentropes de 8kJ-K™' - kg™"' et 9kJ- K™ -kg™'. La position du point F’
est approximativement au milien du segment tracé. Le point F' passe par la courbe isotherme de 400°C donc
T = 400°C.

11.19 g) L’élévation totale de température s’exprime comme Tr — T tandis que celle due & la compression
(réversible) est Tr — T1. L’élévation de température due aux irréversibilités est donc Ty — Tr. Sa proportion
Tr — Th

T F v 100.

Twr —T1

relativement a 1’élévation totale est donc
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IF'iche n° 12. Thermodynamique industrielle]
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Corrigés

12.1 a) La transformation est adiabatique donc ¢ = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0. Finalement, Ah = w; et As = 0.

12.1 b) Il n’y a pas de piece mobile donc w; = 0 et donc Ah = ¢; on a As = s¢ + Sc.

12.1 ¢) La transformation est adiabatique donc ¢ = 0 et sc = ¢/T = 0; il n’y a pas de piece mobile donc w; = 0
et ainsi Ah =0. On a As = sc.

12.1 d) La transformation est adiabatique donc ¢ = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0 et ainsi Ah = w; ; As=0.

12.3 a) On a Ah+ Aep + Aec = ge + wi. Ici, Aep =0, g = 0 (adiabatique car isolée thermiquement) et w; = 0
(tuyere indéformable). On en déduit : Ah + Aec = 0 (donc h + ec = cste).

12.3 d) La vitesse d’éjection est alors co = 383 m - st
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12.4 a) La premicere phase étant isentropique, les températures sont liées par la loi de Laplace :

1—v
TYpy " =cste =Typy " donc Ty =T <£;> ,

ce qui conduit au résultat en prenant la puissance 1/ de l’ensemble.

12.5 b) Les travaux w2 et wa sont nuls. Les travaux regus pendant le cycle sont wy et ws.

12.5 ¢) La deuxiéme phase est isobare, d’out : g2 = Ah = ¢p(T3 — T3).

12.5 ¢) Le transfert thermique est nul pour cette transformation (isentropique). Le premier principe pour les
systémes en écoulement permanent s’écrit donc ici : Ah = wy. d’olt : w1 = ha — h1 = ¢p(T2 — T1) > 0.

12.5 g) Les échanges énergétiques étant algébriques, le rendement du cycle est défini par p = _w_ + ws
qc q2
c (T27T1 +T47T3) Ty —T1
12.5 h Le rendement du turbopropulseur est alors : p = ——2 1-—
) prop P Cp(T3 — TQ) T3 — T2

12.6 a) Le compresseur a pour effet d’augmenter la pression et la température du fluide : ici, il s’agit donc de
I’étape 1 — 2.

12.6 ¢) Le domaine de la vapeur est a droite du diagramme, celui du liquide & gauche, la liquéfaction correspond
donc a I’étape 2 — 3.

12.7 a) La compression étant réversible, et en 'absence d’échange thermique, la compression est isentropique
donc ssrév = sg = 2,50kJ - K ! ~kg71.
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12.7 b) L’état de sortie « S,rév » du compresseur se trouve a l'intersection entre I'isentrope passant par E et
I'isobare a Ps = 10 bar, comme schématisé ci-dessous.

20,00 R290 st caomass: thamasrame prpasez st :

DTU, Department of Energy Engineering
s in [kJ/(kg K)I. v in [m~3/kg]. T in [2C]
M.J. Skovrup & H.J.H Knudsen. 23-10-21

ZRE
8,00

6,00

4,00

Pressure [Bar]

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k)/kg]

12.7 ¢) D’apres le premier principe industriel, on a wyey = hs ey — by = 650 — 540 = 110kJ - kg_l.

12.7 d) La donnée de la température permet de placer le point S sur le diagramme. D’aprés le premier principe
industriel, on a w = hs — hg = 680 — 540 = 140kJ - kg *.

12.7 f)  La compression est adiabatique, il n’y a donc pas d’entropie échangée. Toute la variation d’entropie
correspond & une création, d’oil Serese = Ss — S = 2,60 — 2,50 = 0,1kJ - K~ - kg_l.

12.8 a) La machine produit du travail (W < 0) grace & un fluide chauffé (Q. > 0) puis refroidi (Qr < 0) : ainsi,
onaW<0; Qr<0; Qc>0.

12.8 ¢c) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source
froide Q¢ > 0) que l’air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Q. < 0) :ona W >0; Qf >0; Q. < 0.

12.8 ¢) La machine recoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source

froide Q¢ > 0) que l'air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Qc < 0) :ona W >0; Qf >0; Q. <O0.

12.8 g) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source
froide Q¢ > 0) que l'air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Qc < 0) :ona W >0; Qf >0; Q. < 0.

12.9 a) Le fluide d’une centrale est chauffé dans la chaudiére (source chaude), passe par la turbine pour produire

un travail puis est refroidi dans le condenseur (source froide).

12.9 b) Le fluide d’un réfrigérateur refroidit la source froide en se réchauffant grace a 1’évaporateur, puis le fluide
est refroidi dans le condenseur en contact avec lair extérieur (source chaude).
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12.9 ¢) Le fluide d’une pompe & chaleur réchauffe la source chaude en se refroidissant grace au condenseur, puis

le fluide est réchauffé dans 1’évaporateur en contact avec lair extérieur (source froide).

DTy + Di2To
D '

3,0kg-s7' x 353K + 7,0kg - s7* x 293K
3,0kg-s ' +7,0kg-s?

12.10 ) On a DT = D171 — Dm2T5 done T =

= 311K =38°C.

12.10f) OnaTl =

12.11 a) La turbine est isolée thermiquement et horizontale, donc ¢¢ = 0 et Aep, = 0. Les températures sont

identiques en entrée et sortie, donc d’apres la loi de Joule Ah = 0. Le premier principe s’écrit donc Ae. = wi.

12.12 a) Le transfert thermique ge est nul, et on peut supposer e = cste et e, = cste (la vitesse est négligeable

et la variation d’altitude est faible).

12.12 ¢) La deuxiéme identité thermodynamique s’écrit :

dh =T ds + vdp,

avec ici ds = 0 car I’écoulement est isentropique. On a donc Ah = v(p2 — p1).
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IF'iche n° 13. Bilans en mécanique des fluides|

Réponses
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Corrigés

13.1 a) Comme le membre de gauche est homogene a une énergie massique, on voit que le terme p est en trop
dans le membre de droite.

13.1 b) Le membre de gauche est homogene a un débit massique (en kg/s) fois une énergie massique (en J/kg),
ce qui revient a une puissance. Le terme de droite étant également une puissance, I’équation est homogene.

AP
13.1 ¢) Il manque un p au dénominateur dans le terme de droite : — Dy, —.

13.1 d) Le terme de gauche est homogeéne & une longueur : il mesure directement la perte de charge en hauteur.
L’équation est homogene.

13.2 a) La perte de charge correspond au terme ghpe sauf que, en Pétat, elle correspond & une perte d’énergie
massique. Pour obtenir une perte de pression, il faut multiplier par po. Ainsi, APy = poghpc.-

gAz = wy — ghpe donc Wy = g(Az + hpe).

13.83 b) Le fait que s < S permet de qualifier I’écoulement de quasi stationnaire car, par conservation du débit

volumique, la vitesse de la surface libre de ’eau dans le réservoir est trés faible devant la vitesse de sortie ; autrement
dit, on a h € vp.

13.3 ¢) On néglige toute perte de charge, ce qui revient a dire que ’écoulement est parfait.

13.83 d) Le fluide est de I'eau liquide, qu’on peut considérer comme une phase condensée incompressible et
indilatable, c’est-a-dire de masse volumique uniforme.

13.4 a) Le récipient est ouvert sur I'extérieur en A et en B, la pression est donc égale & la pression atmosphérique
en ces deux points.

13.4 d) A partir de 'égalité des deux débits volumiques, on peut écrire va = 8%3. Comme s < S, on en déduit
que va K UB.

13.4 e) Avec les résultats des questions précédentes (égalité des pressions et vitesse négligeable en A), la relation
de Bernoulli devient : 2
gzA = 7]3 + gzB.
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13.5 a) La cote z reste constante, les contributions de pesanteur gz se compensent.

D2
13.6 a) Le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de la canalisation. Soit D, = Uﬂ’T, d’ou

-3 \2
X (10 x 107" m)” _ 55x107*'m® s =0,55L-s "

13.6 b) La vitesse en A avant la pompe étant négligeable et celle en B valant U, on a Av? = U2
Avant la pompe et apres le robinet, la pression vaut Py, pression atmosphérique, donc AP = 0.

Le point B est situé a la distance L au-dessus de A donc Az = L. Dans le terme de droite, w,, est le travail massique
fourni par la pompe et ghpe = Aeper est la perte d’énergie massique due aux pertes régulieres le long du tuyau de
longueur L.

1 1. L
La relation de Bernoulli s’écrit donc : §U2 + gL = wy — Aeper = Wy — 555[]2-

13.6 ¢) La relation de Bernoulli donnée est un bilan d’énergie massique. Il faut le multiplier par une masse et

le diviser par un temps pour obtenir une puissance, c’est-a-dire multiplier par un débit massique.

1 1. L 1 L
13.6 d) On déduit de la premiére question : w, = §U2 + gL + §§5U2 =gL+ §U2 (1 + 55)
Or, on a P = Dnw, = pDyw,. Donc :
_ L2 1.L 2]7 [ 1 2( E)}
P—/LDU[2U +gL+2§DU = uD, gL+2U 1+£D .

L’application numérique donne P = 3,6 x 10> W.

13.6 ¢) Il faut que la puissance soit supérieure & P = 3,6 X 10° W, on prend donc la pompe ayant une puissance

immédiatement supérieure.

4 . 10m
13.7b) Ona AP = ZpU%— == x1x10°kg-m™> x (0,5 x 0,05 =3,1 x 10? Pa.
) na 5 §D g-m ( m-s ) 50 % 102 a
oy R D, 4D,
13.8 a) Comme le diamétre de tout le circuit est constant, on a : Uy = Uy = <5 = D

13.8 b) Réécrivons la relation de Bernoulli entre le début du tuyau vertical et un point en aval du robinet en la

rendant homogene a une pression :

1 1
3(U* = U®) + Po = Pt gu(L = 0) = =S uU% (ks + k).

1
Donc, on a P, = Py + guL + guUZ(kl + k2).
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- —_—
13.9 a) La force volumique associée & la résultante des forces de pression s’écrit f, = — grad P. La pression

étant uniforme, la résultante des forces pressantes est nulle.

13.9 b) Les forces pressantes étant nulles, elles ne travaillent pas.

1
13.9 f En régime stationnaire la variation d’énergie cinétique est = Dy, (vs —vi) dt. Le théoréme de la puissance
2

1
cinétique donne alors EDm(vg - vf) = -P.
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