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Mode d’emploi

Qu’est-ce que le cahier d’entrainement ?

Le cahier d’entrainement en physique-chimie est un outil destiné a renforcer ’acquisition de réflexes utiles
en physique et en chimie.

1l ne se substitue en aucun cas aux T'D donnés par votre professeur ; travailler avec ce cahier d’entrainement
vous permettra en revanche d’aborder avec plus d’aisance les exercices de physique-chimie.

Pour donner une analogie, on pourrait dire que ce cahier d’entrainement est comparable aux exercices de
musculation d’un athlete : ils sont nécessaires pour mieux réussir le jour J lors de la compétition, mais
ils ne sont pas suffisants. Un coureur de sprint fait de la musculation, mais il fait également tout un tas
d’autres exercices.

Pour vous aider & mieux vous entrainer, nous avons ajouté quelques exercices sur des themes qui ne figurent
pas au programme, en prenant soin de rappeler, dans ce cas, les équations en jeu. Il faut voir ces exercices
comme des occasions supplémentaires pour s’entrainer a manipuler des mathématiques au service de la
physique.

Ce cahier a été congu par une large équipe de professeurs en classes préparatoires, tous soucieux de vous
apporter l'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Le cahier est organisé en fiches d’entrainement, chacune correspondant a un théme issu de votre programme
de deuxiéme année.

Chaque fiche est composée d une suite de petits exercices, appelés entrainements, dont le temps de résolution
estimé est indiqué par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.




Les pictogrammes
Certains entrainements sont accompagnés d’un pictogramme.

D Ces entrainements sont basiques et transversaux.

m Les compétences qu’ils mettent en jeu ne sont pas forcément spécifiques au théme de
la fiche et peuvent étre transversales.

Ce pictogramme a été choisi car le bulldozer permet de construire les fondations, et que c’est sur des fondations
solides que l’on batit les plus beaux édifices. Ces entrainements sont donc le gage pour vous d’acquérir un socle solide
de savoir-faire.

Ces entrainements vous entrainent au calcul a la main.
( ) Dans ces entrainements, les calculs doivent étre faits sans calculatrice.

Comment utiliser ce cahier ?

Le cahier d’entralnement ne doit pas remplacer vos TD. Il s’agit d’un outil & utiliser en complément de
votre travail « normal » en physique (apprentissage du cours, recherche de TD, recherche des DM).
Un travail personnalisé.

Le cahier d’entrainement est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez vos entrainements en fonction des difficultés que vous rencontrez, des chapitres que vous
étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur.

Ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Pratiquez 'entrainement a un rythme régulier : une dizaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’un objectif du type « faire dix fiches par
jour pendant les vacances ».

Un travail efficace.

Utilisez les réponses et les corrigés de fagon appropriée : il est important de chercher suffisamment
par vous-méme avant d’aller les regarder. Il faut vraiment persévérer dans votre raisonnement et
vos calculs avant d’aller voir le corrigé si vous voulez que ces entrainements soient efficaces.

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
pas a écrire a l’adresse cahier.entrainement@gmail. com.

Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi l’identifiant de la fiche, écrit en gris en haut
a gauche de chaque fiche.
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GALL Fiche d’entrainement n°1 Généralités

Opérateurs vectoriels

Prérequis

Notation avec et sans le symbole nabla V des opérateurs :
e gradient : grad( )= f

e divergence : d1v(z) =V.
o

e rotationnel : rot(f) = VA A

Expressions de ces opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes.

Dans toute cette fiche, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes ayant la dimension d’une longueur.

Sur P'opérateur gradient

[Entrainement 1.1 — Quelle écriture pour le gradient ? o

Le gradient est un opérateur vectoriel qui s’applique & des fonctions scalaires. Pour un systéeme de coor-
données cartésiennes (x,y, z) décrivant I'espace, la définition du gradient d’une fonction f(x,y, z) est :

of
ox
d = = —_— = —€; _— ——€,
grad(f) = V() 9y G + ayey + 95°
of
0z
On consideére la fonction V(z,y, z) = zyz. Quelle est la bonne expression du gradient de V' ?
@V(V):zye_;—l—zxe_y)—i—yxe_z’ @grad(V):zye_y’—&—zx@’—Fyxe_;
Yz Yz
@ grad(f;) = | zz @ 6(‘/) = | zz
Yz Ty
“.;,L [Entrainement 1.2 — Calcul de gradients en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On rappelle 'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

— of . O0f_, Of_
gd(f(e.y.2)) = g+ o+ Gl

Développer les expressions suivantes :

a) grad (J;y +yz +zx + ﬂ) ........

b) grad(3z® +2a(y —z) +b%) ........
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c)

grad(ach + 2z + 22+ a3) ........

d) grad (2acy + 8a%e?/(20) — 6c2> ......

¢)

4
grad (8x2y + ba” _ 5b22) .........
Y

[Entrainement 1.3| — Calcul de gradients en coordonnées cylindriques.

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

grad(f(r,0,2)) =

Développer les expressions suivantes :

a)

e)

2
grad (32 T 27“0) ..............
a

[Entrainement 1.4] — La bonne formule.

TR

On introduit deux systémes de coordonnées pour décrire un plan : des coordonnées cartésiennes (1, z2)
et des coordonnées polaires (p, «).

Parmi les formules suivantes de gradient a deux dimensions d’une fonction scalaire g du plan, identifier la
seule écriture valable :

- dg _, Og _,
@ grad(g(xlax2)) = 79611 + 8733926952

3331

- dg _, 09 _,
®) Vglor,22) = =0 + 5

e
6562 o 81’1 i
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%L |[Entrainement 1.5 — Valeurs et projections d’un gradient. 00

On munit 'espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne 'expression de 'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

V(f(2,y,2)) =

of , Of_, 0f_,
fiem+iey+ff

es.
0z

dy

On considére la fonction g(x,y,2) = (x —2)* + (y + 1)% + 2% — 1, on note M(z,y, z) un point quelconque

de l'espace et A le point de coordonnées (—1, 1, 2).

a) Calculer g(A) ............

b) La quantité 2z correspond & :

(a) grad() - & (c) grad(g)-e2

(B) grad(g) - ¢

e) La quantité $g(M ) correspond au vecteur :

¢) La quantité 2y + 2 correspond a :

(a) grad(g) - (©) grad(g) - &2
(B) grad(g) -

<&l

d) La quantité 2z — 4 correspond & :
(a) grad(g) - ex (¢) grad(g)-ez
(b) grad(g) - &,

2(x —2) 2(y—1) 2(x —2)
(a) |2(y—1) (b) | 2(z+2) (© |2w+1)
2z 2z 2z
f) Calculer H@’g(A)H ..............................................................
c.;)k [Entrainement 1.6| — Enquéte sur une fonction. 000

On considére une fonction f(z,y, z) inconnue telle que grad(f) = 2zye, + z%€, + a’e;.

a) Quelle est 'unique relation valable ?

@ Yevd _,, ® )

ox

b) Quelle primitive est solution de la réponse précédente ?

@ f(x,y7z) = ny —i—g(w,y)
@ f(m7yvz) = x2y+g(y7z>

(©) flx,y,2) = 2%y +ya®

¢) Que vérifie la dérivée partielle par rapport & y de la réponse précédente ?

dg
@@*yfo
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d) En s’appuyant sur les réponses précédentes, quelle est la bonne expression de g 7

@g:a2y+Cste @g:a22+Cste @g:a2—|—Cste

e) Quelle est expression de la fonction f(z,y, z) telle que f(0,0,0) =07
@f:x2y+a22; @f:y2z+a2x @f=x22+a2y

Sur 'opérateur divergence

%& [Entrainement 1.7| — Calcul de divergences en coordonnées cartésiennes. 00

On munit espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, 2).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.~ 0A, O0A 0A,
div(4) = o + 8yy+ 5

Développer les expressions suivantes :

a) div(3x26_§ + 2aye, — sze_z’) ...........................

b) div(2zye, +8a%e el — 6b°;) ..o

d) dIV(ZEL 4 2€3) et

e) div(z?ye, —yz?(€) — €2)) -oriiii

%L [Entrainement 1.8 — Calcul de divergences en coordonnées cylindriques. L)

On munit espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 9, z).

On donne I'expression de 'opérateur divergence dans ce systéme de coordonnées :

o 10(rA,) 104, 0A,
v === e T

Développer les expressions suivantes :

2
a) div (—e_,ﬂ> —270€q + 32?2) .........................
a

6 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



gla

gla

[Entrainement 1.9 — Bataille de divergences. L)

Quel est le champ dont la divergence au point A(—1,—1,1) est maximale ?

2> 2> 2> 2> 25> | 25>
@xex—&—yey—i—zez @zem—i—xey—}—yez
2> 2> | 2> 2> 2> | 2
@yez—&—xey—i—zez @yex—l—xez—&—zey
[Entrainement 1.10 — Choix du systéme de coordonnées. 00

On munit Pespace d’un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y,z) et d’un systéme de coordonnées
sphériques (7,6, ¢). On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, + ze, = re, et on donne l'expression
de lopérateur divergence en coordonnées sphériques :

1 0r?A, . 1 O(sinfAy) n 1 04,

r2 or rsind 96 rsinf dp

Développer les expressions suivantes :

div(4) =

a) div(ze, +ye, + z€2) ..... b) div(rey) ..o,

On munit I'espace de dimension 2 d’un systéme de coordonnées cylindro-polaires (r, ).
On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, = re,.
¢) La divergence de ce champ (définie dans 'entrainement , en tout point, vaut :

@ 1 (b) 2 © 3 (@ 4

Sur P'opérateur rotationnel

[Entrainement 1.11] — Calcul de rotationnels en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).
On donne 'expression de 'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

S (PA0AN\ L (A AL (04, 0A.)
oy 0z )" 0z ox )Y Ox oy ) 7

Développer les expressions suivantes :

a) 5‘5(33@26—{ +2by€y — 2C2€2) i

b) E‘E(Qxye_; + 8% 8y —6C%E2) i

— 6zt
c) rot (é%xzye:,C + ;sey) .................................

A) TOL(—@E 4+ 282) « e

e) B‘E(nye_; — Y (E) — €2)) e

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 7
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&

[Entrainement 1.12| — Calcul de rotationnels en coordonnées cylindriques. o

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

rot(A) = (1 0A. 3Ae>e_r,+ <3Ar B 8Az>€_5+ (187349 3 8A,.>e_z,.

r 00 0z 0z or r or a0

Développer les expressions suivantes :

—

2
a) rot(—r—e_; — 2rfeqp + 3ze_z’> ...........................
a

Sur la représentation graphique

[Entrainement 1.13| — Exploiter une carte de champ. 00

On considére un champ ¥'(M) dérivant d’un gradient de potentiel @, c’est-a-dire tel qu’en tout point M :

T(M) = grad (M)

La figure dessous représente les lignes de champ (en traits pleins) et les équipotentielles (en tirets). Le
systéme est invariant par translation orthogonalement au plan de la figure. Les valeurs du potentiel ®(M)
sont données pour chaque équipotentielle en UA (unité arbitraire).

3
B O

On admet que le champ est tel que div v = 6, c’est-a-dire a flux conservatif. Autrement dit, le long d’un
tube de champ de section S la quantité vS' est conservée.

a) Par rapport aux équipotentielles, les lignes de champ sont orientées :

@ parallélement @ orthogonalement @ aléatoirement

8 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



¢) Le vecteur ¥(C) est orienté dans le sens du vecteur :

(@) AB ®) BA

C
d) Estimer graphiquement v(€)

(D)

en calculant un rapport de longueurs .......

Sur les opérateurs Laplaciens

L |Entrainement 1.14] — Opérateur Laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (scalaire) dans ce systéme de coordonnées :

0? o? 92
A @9) = 55+ 51 + -

Développer les expressions suivantes :

c) (b2 ln( )+ 3z ) .................................................

L |Entrainement 1.15] — Opérateur Laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (vectoriel) dans ce systéme de coordonnées :

A(A(x,y,2)) = A,em + AAE, + AALE

2
ﬁ-|-bz—|—c2

. e , - . a
On dispose d’un vecteur A dont les coordonnées cartésiennes sont les suivantes : y? — baz

b21n< ) + 322

Développer AR

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 9



Bilan sur les opérateurs

%{ [Entrainement 1.16] — Scalaire ou vecteur ? ]

Les différents opérateurs rencontrés peuvent étre des opérateurs :

@ scalaires s’appliquant a des scalaires @ vectoriels s’appliquant a des scalaires

@ scalaires s’appliquant a des vecteurs @ vectoriels s’appliquant a des vecteurs

a) Quel cas correspond a opérateur « gradient » 7 ... ... . i

b) Quel cas correspond a l'opérateur « divergence » 7 ........ ..o

c) Quel cas correspond a l'opérateur « rotationnel » 7 ....... .. ... . i

d) Quel cas correspond a l'opérateur « laplacien »appliqué a un champ scalaire? ..........

e) Quel cas correspond & lopérateur « laplacien »appliqué & un champ vectoriel 7 .........

Autres entrainements

%L [Entrainement 1.17| — Calcul de gradients en coordonnées sphériques. 00

On munit Pespace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).

On donne l'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

grad(f(r,0,¢)) = Eer + ;@69 + m%ew-

Développer les expressions suivantes :

¥

- b
a) grad (r + 2a0 + 6) .....................

b) grad((rsin(0 —©))?) «oooiiiiiii

c) gﬂi(rz\/@sin ) o

d) grad(tan(0)) «....oeeeii

10 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



%L |Entrainement 1.18| — Calcul de divergences en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.= 19?4, 1 O(sin(0)Ayp) 1 04,
div(4) = 2z o 7 sin(6) a0 * rsin(0) dp

Développer les expressions suivantes :

—> —> 6 —>
a) div <rer + 2a sin Oeqg + aew) ......
'

b) div(r’sin(0)\/@(e; +é +é;)) -....

€) div(r€g) «eiiiii

&,L |[Entrainement 1.19| — Calcul de rotationnels en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de l'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

or 00

rsin(d) dp  r Or

Développer les expressions suivantes :

-, . 6b_,
a) rot (re‘; + 2afeq + ew) ..........
¥

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 11



Réponses mélangées
Z — — 2r
—4ce2c e, — 2xe, @ (—E —20>er —2¢y + 3es @ @
2 el + Pa” 50 g 2y 4rsin /¢ + 2r cos 0/ + ! 921 + 42 esz
r3 T3 0 a 14 14 2/p b
o 2a_, —6b = 6b _, 6b_, 2a6_,
er+—ae —_— 0,80 UA/m €y — —69~|—i6¢
r rsin Op? rotand 7‘(,0 r
0r3 _, 1 (z+y+ ) —i—(m—i—z—i— ) R
28— + 7 ot+-e (3 0 28
at z —>
oty z)ez
sin®(0 — @)
_ape> 372 cos(f — ) sin(0 — @) 9 @ @ _3" i1
—LCOS(H— )sin?(0 — ) “
sin 6 ® v
2sin 6
@ Te, ae, ae, T 1 ” T —y)e,
2p
2y
a zsinf _, zcosf _, sinf _,
2b2 @ @ ——z e, + 2 €9+ - e, @ 0
60-2%
—> b2 r —>
2€y @ 6 — ; @ 1/tan(9) ﬂer 65C + 2a — 2b 3
— — —> —> — 6 —> —>
2e, z2e, — 2xy(e, +e2) — z%e;. 2 16zye, + (813 — y%)ey — 5b%e;
(2zy + 2°)es + (2yz + 2°)e,
3 2V17 z(2y — x
+(2xz + 312)€_z> @ @ 2y )
r 4a cos 0 6 a
3 _ z
@ ® © FgH-rREeE 3+ —- 5o
1 — — 2b) — 6 4
meg @ 2ye, + 2xe, + 4?62/( )es 16 16zy — y_

» [Réponses et corrigés page [282
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MCA2 Fiche d'entrainement n°?2 Mécanique

Loi du frottement solide

Avant toute chose

[Entrainement 2.1 — Les mots justes. L)

Pour chacune des situations exposées, indiquer si entre les deux solides en jeu il y a :

@ adhérence @ roulement @ glissement

a) Une brosse est frottée contre un tableau & feutre pour Peffacer ................. ... oo ...

b) Une roue d’un vélo qui se déplace en ligne droite sur une route ................cocoviienan...

¢) Une roue d’une voiture qui dérape dans un virage sur lequel elle s’engage trop vite ...........

d) Un livre est posé sur le tapis roulant d’une caisse de supermarché ............................

Vitesse de glissement

[Entrainement 2.2 — Bagages sur un tapis roulant. 00

Etudions ’évolution de différents bagages placés sur un tapis roulant dans le référentiel Rq 1ié au sol.
La vitesse du tapis roulant s’écrit :

T)’(tapis)R0 =Wy avec vy =3,6km-h7L.

La vitesse et la quantité de mouvement des différents bagages en translation sur ce tapis s’écrivent :
T)’(bagage)Ro = VU ;
7P (bagage), = p1ia.
Rappelons la définition de la vitesse de glissement a 'instant ¢ d’un bagage sur le tapis :
¥ glissement (bagage/tapis) = (v1 — vo) .

Les affirmations suivantes sont-elles « vraies » ou « fausses » 7

a) La valise de Sam (m = 20kg et v; = 1 m s~ ') glisse sur le tapis roulant ............

b) La valise de Paul (m = 15kg et p; = 8,0N - s) glisse sur le tapis roulant ............

¢) Le sac d’Assia (m = 8kg et v; = —1,0m - s~ ') ne glisse pas sur le tapis roulant .....
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Phase d’adhérence et limite de glissement

[Entrainement 2.3 — La bonne relation. o

Un solide immobile sur le sol parfaitement horizontal subit une force de tangentielle (colinéaire a l'axe
(Ox)) lui permettant d’étre a la limite de glissement. Ainsi, nous pouvons écrire la relation suivante :

Ry

Le bilan des forces sur ce solide conduit & considérer le p01ds du solide P la réaction normale du sol sur
le solide RN7 la réaction tangentielle du sol sur le solide RT et la force de tangentlelle F. La situation est
représentée sur le schéma ci-dessous.

| =

Sachant que le solide est de masse m = 1kg, que lintensité de pesanteur vaut ¢ = 10m-s~2, que le
coefficient de frottement statique vaut ps = 0,5, identifier la seule relation correcte.

(a) Rt & = —5N (¢) F-& = 10N
() Rx-& =5N (@) Rr-& = 10N
[Entrainement 2.4 — Quelle force appliquer ? o

Un solide de masse m = 350g est placé sur un plan incliné
faisant un angle a = 20° par rapport au plan horizontal.

La force F = F - €, permet de maintenir le solide & la limite
de glissement vers le haut. Ainsi, nous pouvons écrire la relation
suivante :

| =

|

avec le coefficient de frottement statique us = 0,5 et R = —Rre, + Rney (Rt > 0 et Ry > 0).
On prend g = 10m - s 2.
a) Quelle est 'expression de F'?

@ mg cos(a)(1 — pg tan()) @ mg cos(a)(1 + ps tan(a))

@ myg cos(a) (tan(a) — ) @ mg cos(a) (s + tan(a))

b) Calculer F' ...
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%L [Entrainement 2.5 — Fixe ou mobile ? 000

Un cube de masse m = 200 g est posé sur un table fixe dans le référentiel d’étude. Un opérateur exerce une
action mécanique sur ce dernier afin de le mettre en mouvement.

Y parviendra-t-il 7

Afin de répondre & cette question, nous allons seulement exprimer la force de réaction modélisant I’action
de la table sur le cube :

D’apres la loi de Coulomb, le cube ne glissera pas sur son support si :

7] <

A

avec ugs = 0,6 le coefficient statique de frottement.
Des mesures donnent HI_%)H = 3,50N avec a = 25°.

a) Calculer la composante tangentielle 7' de R

b) Calculer la composante normale N de B oo

¢) Vrai ou Faux : Le cube glisse sur la table .................

[Entrainement 2.6| — Cone de frottement. )

L’ouverture du céne de frottement d’un contact solide/solide, noté «, dépend du coefficient de frottement
statique g et des normes maximales Ry et Rt des réactions normale et tangentielle ou aucun glissement
ne se produit. La relation exacte est la suivante :

Rt

ts = tan(a) = B

On considere différents couples de solides et pour chaque couple on mesure une grandeur différente. Quelle
est la situation de plus grande ouverture de cone de frottement ?

(a) Ry =2Rr (c) ps =038
(b) a=30° @gazg
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Phase de glissement

[Entrainement 2.7 — Une luge tractée (I). [
z
Un enfant assis dans une luge est tracté par un adulte. L’en- N F
semble {enfant 4 luge} de masse m évolue suivant la direction
(Ox) et est soumis & l'ensemble des forces représentées sur le Y g
schéma ci-contre. s
T
P
Comment écrire la réaction R totale du sol sur la luge ?
(@) R=N (O R=N-T
®) R=T () R=N+T
[Entrainement 2.8 — Une luge tractée (II). L)
Un enfant assis dans une luge est tracté par un adulte. L’en- ~

semble {enfant 4 luge} de masse m évolue suivant la direction
(Oz) et est soumis & l’ensemble des forces représentées sur le N
schéma ci-contre.

Comme la luge glisse sur la neige, la loi de Coulomb impose :

=

7] = (1% d

il

avec fq le coefficient de frottement dynamique neige/luge.

Le bilan mécanique permet d’écrire les deux relations suivantes :

N =mg — Fsin(a) (1)
mi =T+ Fcos(a) (2)

avec T = Reéo et N=R-c..

a) Exprimer T en fonction de fq, m, g, Fet o ...,

b) Quelle est alors I’équation différentielle régissant le mouvement ?
@ I = —fag+ %(cos(a) + fasin(a)) @ ¥ = fag + E(cos(a) — fasin(a))
@ = fag+ E(cos(a) + fasin(a)) @ ¥ = —fag + %(cos(a) — fasin(a))

c) Que devient ’équation du mouvement pour a =07 ................
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B |[Entrainement 2.9] — Fin de la phase de glissement. 000

Un solide de masse m, 1lié a un ressort, glisse sur un support horizontal et fixe dans le référentiel d’étude.
L’équation différentielle régissant I’évolution de ce solide lorsque ce dernier se déplace suivant les x crois-
sants, s’écrit :

.k
i+ —a=—fg
m
avec m =300g, k=20N-m™!, f=0,2et g=10m-s 2.
A Dinstant initial, le solide n’a pas de vitesse initiale et sa position est repérée par z(t=0) =z = —9,0cm.

k
Nous pourrons poser wy = 1/ —.
m

a) Quelle expression de z(t) est correcte ?

@ <:co + frgg) cos(wot) — %

@ xo cos(wot)
@ _fmg + xo cos(wot)

@ <x0 — fT:g> cos(wot) + % k

b) Quelle est la vitesse du solide ?

(a) - (aco + f?:g>wo sin(wot) iz
@ - (l‘o — fT;g>w0 sin(wot)ua

—Towo sin(wot )i,

©
@ Towo sin(wot )ty

¢) Déterminer l'expression littérale la vitesse de glissement du solide sur son support.

d) A quel instant t; (en ms) la phase de glissement s’arréte-t-elle? ........

e) Déterminer la position x; (en cm) du solide & 'instant ¢1 ..............

[Entrainement 2.10] — Calcul du coefficient de frottement. )

La masse m glisse sur une table, entrainée par la masse M = —m. masse (m)

Lorsque les deux masses se sont déplacées d’une distance h = 15 cm,

leur vitesse est v = 82 cm - s 1.

Une étude énergétique conduit a la relation suivante :

1 1
imv2 + §M1)2 = Mgh — famgh

) masse (M)
avec g = 10m -s™~.

a) Déterminer l'expression de fg en fonction de g, het v ..............

b) Déterminer la valeur numérique de fq ...
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|[Entrainement 2.11| — Palet glissant sur un tapis roulant. 0

Un palet de centre d’inertie G et de masse m glisse sur un tapis roulant. La position et la vitesse de ce
palet par rapport au sol fixe sont données respectivement par OG = z(t)e, et U (G,t) = v(t)e,

La vitesse du tapis par rapport au sol est Uapis = voé, tel que vg = 1260m - h™'.

Les courbes suivantes donnent 1’évolution de la position et de la vitesse du palet au cours du temps.

2 (mm)

0.2

0.1 B

B o

—0.2

v (cm/s)

20 /
10 ,/

N\

\02 0.4 0.6 0.8 1.0 /2 1.4 1.6 1.8 2.0
—10 \\
—20 /

v
P

—40

a) Quelle est 'expression de la vitesse de glissement du palet sur le tapis ?
@ @) —vo)ez © (vo - v(t)E
(®) (w(t) +vo)er

b) Déterminer la date t; pour laquelle le glissement s’arréte .................

¢) Déterminer la position du palet 1 en pm aladate t; ....................
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De I’adhérence au glissement

[Entrainement 2.12] — Déplacement d’une armoire. 000

Une armoire, trop lourde pour étre portée, est déplacée dans une piéce par glissement sur le sol qui est
parfaitement horizontal. R
Au cours de la manceuvre, on enregistre I’évolution au cours du temps, de la norme de Rr.

>
Le vecteur Rt est la composante tangentielle de la force exercée par le sol sur ’armoire. Nous noterons
Rt sa norme.

450
350

Rt (N)250
150 ’ M~
50 /,_// !

0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12

Déterminer par exploitation graphique :

a) L’instant ot démarre la phase de glissement ............. ... ...,

b) La durée pendant laquelle 'armoire glisse ..............c.coiiiiiiiiiiiiiia..

¢) La force tangentielle maximale en phase statique .....................c.cooi....

d) La force tangentielle en phase dynamique ......... ... ..o,

On cherche & exploiter ces données pour évaluer le coefficient de frottement statique et dynamique sol/ar-
moire que 1’on note respectivement ps et pg. On estime que 'armoire pese entre 70 kg et 90 kg et on rappelle
les lois de Coulomb : Rt < pugsRn en phase d’adhérence; Rt = uqRn en phase de glissement.

e) Quel est ordre de grandeur de ps le plus probable ?

f) Quel est ordre de grandeur de pq le plus probable ?

(a) 0,2 (b) 0,5 (c) 0,9

Fiche n° 2. Loi du frottement solide 19



Réponses mélangées

2
@ fa(Fsin(a) —mg) @ % (8 — 7%) —75pm 1,6 ms 175N Faux
. F m . _
32N @ 5s = —fag+ o 7s @ - (mo + %)wo sin(wot)uy

Faux  (a) 08 (o) 3%4ms (a) (0 Faux (b)) 350N
(@ -15N 28N Vi 30em (@) (@) @ ()

» [Réponses et corrigés page [291|
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EMP1 Fiche d’entrainement n°3 Electromagnétisme en régime permanent

Electrostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique.
Intégrales curvilignes, de surface et de volume.
Champs scalaires et vectoriels. Gradient. Théoréme de Gauss.
Constantes utiles
— Charge élémentaire : e = 1,60 x 10~ *° C;

— Permittivité diélectrique du vide : g9 = 8,85 x 10”2 F - m ™.

Distributions de charge : symétries, invariances, charge totale

L |[Entrainement 3.1] — Calculs intégraux de longueurs, surfaces et volumes. (]

On rappelle les déplacements élémentaires dans chacun des trois systémes de coordonnées :
—
e en coordonnées cartésiennes : d¢ = dze, +dye, +dze;
N
e en coordonnées cylindriques (ou cylindro-polaires) : df = dr €, +rdf €y + dz e,

e en coordonnées sphériques : d/ = dr €, + rdf g + rsin(0) de €y

a) Exprimer 1’élément de circonférence dC d’un disque de rayon R ...........

b) Gréace & un calcul intégral, retrouver la circonférence d’un cercle de rayon R.

d) Gréce a un calcul d’intégrale, retrouver la surface d’un disque de rayon R .

e) Gréace a un calcul d’intégrale, retrouver le volume d’une boule de rayon R .

[Entrainement 3.2 — Charge totale d’une distribution linéique. (]

Dans chacun des cas suivants, déterminer la charge totale des distributions linéiques suivantes a ’aide de
la relation : Q = /)\(M) dly.

a) Pour une tige de longueur ¢ chargée avec une densité linéique de charge uniforme Ag.

b) Pour un anneau de rayon a dont la densité linéique de charge, non uniforme, est A(M) = go#/a avec g
une constante et 6 ’angle qui repére le point M sur ’anneau.
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%& [Entrainement 3.3| — Feuille d’aluminium chargée. 0

Soit une feuille d’aluminium de format A4 a laquelle 1000 électrons g =21,0cm

ont été arrachés. La feuille porte alors la charge électrique Q. L — 29.7cm

a) Exprimer la charge @ en fonction de la charge électrique élémentaire e .................

b) Exprimer la surface S de la feuille en fonction des longueurs Let £ ....................

¢) En déduire la valeur de la charge surfacique moyenne o = /S portée par la feuille ....

LB |[Entrainement 3.4 — Quadrupéble électrostatique. L)

On considere la distribution de charges ci-dessous.

_,

o
b
0]

© ©

a) Quels sont les trois plans de symétrie de la distribution ?

B |Entrainement 3.5 — Autour d’une sphére chargée. 00

Tous les résultats devront étre domnés en écriture scientifique.

a) Quel est le volume en m® d’une sphére de rayon R = 25¢m? ....................

b) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulomb, si celle-ci est chargée avec une densité volumique
uniforme de py = 50,0nC - m™3?

¢) Quelle est l'aire de la surface de la sphére en m?? ...,

d) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulomb, si celle-ci est chargée avec une densité surfacique
uniforme o = 8 uC - m~27?
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[Entrainement 3.6] — Tube chargé localement. 00

Un tube conducteur d’axe (Oz) possede une densité surfacique de charge o(f) = ¢ cos(f), avec oy une
constante et  'angle des coordonnées cylindriques (r, 6, 2).

a) Comment s’exprime l'aire d’un élément de surface dS du tube?

(a) drdz (b) Rdfdz (c) Rsin(0)d6dz (d) Rdrdf

b) Comment s’exprime la charge totale @) portée par le tube?

(a) Q= /0/ 0)drdz Q= /9 /ZO )R d6 dz

c) A T'aide du calcul d’une intégrale, déterminer la charge totale Q .......................

Entrainement 3.7| — Autour d’un cylindre chargé. z 000
y g

Soit un céble cylindrique d’axe (Oz), de hauteur h et de rayon
R, doté d’une densité volumique de charge p.

a) Laquelle de ces formules permet de calculer laire de la sur-
face latérale du cylindre ?

(a) mR*h (¢) 4nR*h
(b) 27 Rh (d) 4w Rh

b) Sans négliger les effets de bords, déterminer les invariances de cette distribution de charge si,

r 3
pour 0 < 2 < h, p=po(5) -

avec po une constante homogene a une charge volumique.

. . . N N> . . . N N>
@ invariance par translation parallélement a e, @ invariance par translation parallelement a e

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz) @ aucune invariance

3 0
¢) Méme question si, pour 0 < z < h, p = po(%) sin<2> ..................................

a3
d) Méme question si le cylindre est de hauteur infinie avec p = pg (—) ......................
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De la distribution de charge au champ électrostatique

|[Entrainement 3.8 — Superpositions et symétries. 00

Sur le schéma ci-contre figurent, en M; et Ms, les champs
électrostatiques /| et I, respectivement générés par les deux
charges ¢ = +e et g2 = +e.

a) Exprimer le champ électrostatique total E au point M;
en fonction des vecteurs de la base.

b) Exprimer le champ électrostatique total E au point Ms
en fonction des vecteurs de la base. M,

Le plan (My, €,,€2), nommé P, est un plan de symétrie de la
distribution de charge.
G

¢) Quelles propositions sont correctes ? €,
(a) E(Ms) = —2¢; + 8¢ (c) EML) e P
() E(Ms) = 227 + 87, (d) EMp) L P 0 0

[Entrainement 3.9] — Symétrie d’une distribution volumique de charge. o

Le champ électrostatique créé par la distribution volumique ci-contre est noté E. Le plan (IT;) est un plan
de symétrie de la distribution. Le plan (Il3) est un plan d’antisymétrie de la distribution.

Yy (IL2)

@

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) de la distribution, le champ
électrostatique appartient (resp. est perpendiculaire) & ce plan.

P

A @
=

z (ITy)

->x

0O

a) Quel vecteur unitaire est normal au plan (II1)? ... ..o

b) Quel vecteur unitaire est normal au plan (TI3) 7 ...

¢) En un point M(z,0,0) de 'axe (Ox), identifier ’expression correcte parmi celles proposées.

(@) EM)=T (®) EM) = E(M)ez (© EMM) = E(M)e; (@) EMM) = EM)e2
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&0

&1

[Entrainement 3.10| — Invariances d’une distribution volumique de charge. L)

La grille infinie représentée ci-dessous est constituée de tiges infinies selon €, et est chargée uniformément

négativement.
ey

Soit M un point de I’espace repéré par (z,y, z).

Sachant que les composantes du champ électrique E possédent les mémes invariances que celles de la
distribution de charges, lesquelles de ces expressions sont valides si ’étude des symétries a déja été menée ?

(a) E(z,y,2) = Ex(y)és + Ey(y)ey (c) E(x,y,2) = Ey(2,y) + Ey(z,y)
() E(z,y,2) = Ex(z,y)e + Ey(z,y)e, @D IEN(2,y,2) = | E|(2,y,0)
[Entrainement 3.11] — Homogénéités. o

Dans les expressions suivantes, p, o et A sont des densités de charge volumique, surfacique et linéique. Le
potentiel électrostatique est noté V et a, ¢, h et r sont des longueurs.

a) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & une charge électrique.

@ dra®p @ \ma? @ pra’h LES

b) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & un champ électrostatique.
o 2 pr

— Vo —Wi)e 9 —

® 2 ®G-ne @ @

[Entrainement 3.12] — Tracé d’une composante du champ. o

La composante radiale du champ électrostatique créé au point M par une sphere de centre O, de rayon R,
dotée d’une densité volumique de charge pg, est donnée en fonction de la distance r = OM par

3po R?
por et E.(r>R) = Po >
EoTr

E.(r<R)= 300

Laquelle de ces courbes décrit I’évolution de E,. en fonctionde 7?7 ......... ...,
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[Entrainement 3.13] — Calcul d’un champ électrostatique par intégration. 0000

Un disque, d’axe (Oz) et de rayon R, posséde une charge surfacique uniforme o. On note P un point du
disque tandis que M est un point de ’espace qui appartient & laxe (Oz).

a) Comment s’exprime l'aire élémentaire d.S centrée sur P(r,0)?
(a) dS=rdrdz (c) dS = dxdz
(b) dS = rsin(f) drdg (d) dS =rdrdg

b) Quelle est expression du produit scalaire PM - e.?

(a) PM-& =PM (c) PM-& =
@m‘e_;:dz @PT\/E-@:T

c) Quelle est 'expression de la distance PM = HWH ?
(a) PM =22 +r? (c) PM =+/dz? + dr?
(b) PM =v/22 412 (d) PM =dr +dz

Le principe de superposition énonce que le champ électrostatique en M est la somme des champs électro-
statiques créés par chaque élément de surface d’aire dS et de charge dQ = o dS. L’expression du champ
créé par une source ponctuelle permet alors d’exprimer la composante axiale £, = F - e, du champ créé
par le disque sur 'axe (Oz) par :

B _// Udsmws_;_/r_R/G_z”crrdrdG z
z = P47T€O PM3 - 0 90 dmeg (T2+Z2)3/2'

d) Calculer lintégrale précédente a 'aide du changement de variable u = 2,

e) Simplifier expression obtenue en d) si z < R afin de retrouver expression du champ créé par un plan
infini uniformément chargé.

f) Sachant que (1 +¢)® =14 ae 4 l'ordre 1 en € quand £ — 0, simplifier 'expression obtenue en d) si
2> R afin de retrouver I'expression du champ créé par une charge ponctuelle Qo = 7R%o.
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Flux électrostatique

c'%k [Entrainement 3.14] — Signe d’un flux électrostatique a travers une surface. o

Le flux ¢ = // E-dS du champ électrostatique E & travers une surface orientée (S) dépend de lorientation

de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).

E E E E E

(S) (S) (S) (S) @ (S)
(2) ® © (@ ©

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ... .

b) Que vaut ¢ dans le cas @? ...........................................................

[Entrainement 3.15 — Flux électrostatique a travers une calotte sphérique.

Une charge ponctuelle g, placée au centre O d’un repére sphérique, crée le champ

q -

électrostatique E = yP— €r avec (1,0, ) les coordonnées sphériques du point
TEY T

M.
La calotte sphérique représentée ci-contre (en deux dimensions) est la portion

de sphere de rayon R qui intersecte le demi-céne d’axe de révolution (Oz) et de o 2
demi-angle o > 0.

a) Comment s’exprime un élément de surface dS de la calotte sphérique ?
@ dS = R?cos(ip) dpdf @ dS = Rcos(f) dfdp
(b) dS = Rsin(p) dedf (d) dS = R*sin() df dep

b) Comment s’exprime le flux ¢ du champ électrostatique E A travers la calotte sphérique ?

T+o 2 s 27

@ ¢ = / E-R? cos(p) dp doe, @ ¢ = / E - R?sin(0) d0dy @,

p=m—a JO=0 O=m—oa J =0

a T a 2w
p=—a J6=0 O=—a Jp=0

¢) Calculer la double intégrale. Ecrire le résultat obtenu sous la forme ¢ = K (1 — cosa), avec K une

constante a exprimer en fonction de g et 9. ...

d) Reéaliser 'application numérique de ¢ danslecasotla=metg=e. .............
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[Entrainement 3.16] — Avec le théoréme de Gauss. 00

Une distribution volumique, de charge volumique inconnue, crée un champ électrostatique dont I’expression

— > 1 T > R L.
en repérage sphérique est E(M) = E, €, = % - (1 + f)e_r/“ €, ol q et a sont des constantes positives.
TEY T a

a) Exprimer le flux électrostatique ¢(E) a travers une sphere de rayon r en fonction de E(r) et r.

b) Exprimer la charge Q = 50¢(E) (théoréme de Gauss) située a l'intérieur de la sphere de rayon r.
- ( ’r) 7T/a ( T) 77‘/@
2 (140 14 =
® L(1+3)e © a1+ D)o
C —-r/a —r/a
® afa+7)e @ e

¢) Quelles sont les valeurs limites de @ pour r - 0 et r — +00? .............

Circulation du champ électrostatique — Potentiel électrostatique

|[Entrainement 3.17| — Signe d’une circulation électrostatique le long d’un chemin. o

Les lignes du champ électrostatique E produit par une charge ponctuelle ¢ négative C
convergent vers cette charge. La circulation C = / E-dlle long d’un chemin orienté

dépend de 'orientation de ce chemin.

Pour chaque chemin orienté, indiquer si la circulation C est positive, négative ou nulle. D
a) A—B . b) B—C . c) C—D . d) D—A .
[Entrainement 3.18 — Orientation du champ au sein d’un condensateur plan. o

Le schéma ci-contre représente un condensateur plan dont les armatures sont portées aux potentiels
Vi =—6V et V5 = 3V. Deux surfaces équipotentielles sont représentées en pointillés.

a) Donner orientation du vecteur grad V' ?

— —> — —>
ex ®-a ©= O« .

b) Donner 'orientation du vecteur champ électrostatique E?
@ & ® -& © —& @&

Vi=-6V Vo=3V
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[Entrainement 3.19] — Circulation et différence de potentiel. 00

Soit un segment orienté allant d’un point A & un point B de coordonnées cartésiennes respectives (a,0) et
7 7172 . 7 s . 5 . =7 —> —
(2a,2a). Le vecteur-déplacement élémentaire en repérage cartésien s’exprime comme d¢ = dze, + dye,.

a) Laquelle des relations suivantes est valable le long du segment AB?

(a) dy =du (b) dy = 2dz () dz =0 (d) dy=0

Soit un champ E= Ey (1 — e*z/“)e_x’, avec a > 0.

b) Sachant que le champ électrostatique est orienté dans le sens des potentiels électriques V' décroissants,

déterminer sans calcul lequel de V(2 = a) ou V(x = 2a) est le potentiel le plus élevé .......

¢) La circulation électrostatique sur le segment AB est reliée a la différence de potentiel électrique par

Exprimer V(A) — V(B) en fonction de Eg et @ ........cooovviniien. ..

[Entrainement 3.20] — Approximation dipolaire. 000

Soit un dipole électrostatique constitué de deux charges ponctuelles opposées +q et —gq, séparées par une
distance AB = a. D’apres le principe de superposition, le potentiel créé par ce doublet en un point M

s’écrit ) )
q
M) = _— .
V(M) 4eg (AM BM)

a) Laquelle de ces propositions donne 1’expression de AM = ||KK/T|| au carré en fonction de a et 67

@ AM? =72 + (%)2 — arsin(f) @ AM? =72 + (%)2 — ar cos(0)
@ AM? =72 4 (%)2 + ar cos(d)

On se place dans "approximation dipolaire, c’est-a-dire loin du doublet de charges : r > a.

b) Réaliser un développement limité de 1/AM a lordre 1 en a/r ......

¢) Meéme question pour 1/BM .. ...

d) En déduire l'expression du potentiel V(M) dans I’approximation dipolaire.
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(@) |[Entrainement 3.21| — Effet de pointe. 00

Un individu porte une charge négative, ce qui modifie localement les propriétés du champ électrostatique.
La figure ci-dessous représente qualitativement les lignes de champ en trait plein tandis que les (surfaces)
équipotentielles sont illustrées en pontillés. L’échelle du schéma, est 1 division <+ 40 cm.

a) Comment sont orientées les lignes de champ électrostatique ?

@ vers I'individu
+300V
@ sortant de I'individu
.................................................. j:200 V
b) Quel est le signe des valeurs de potentiel électrostatique des
+100V
équipotentielles représentées? ...................
ov
¢) Evaluer 'ordre de grandeur du champ en A .

d) Indiquer par une analyse de la carte de champ, et sans aucun calcul, laquelle de ces propositions est
vraisemblable :

(a) E(B) > E(A) ©
@) IE®)| > [IEA)] @ IE®)]

Toujours plus d’électrostatique

[Entrainement 3.22| — Charge totale et charge moyenne. 000

La charge totale d’une distribution occupant un volume V' s’exprime comme @ = /// pdV avec p la
(V)

charge volumique et dV' le volume élémentaire dont les expressions en repérages cartésien, cylindrique et
sphérique sont respectivement dV = dz dydz, dV = rdrdfdz et dV = r?sin(6) dr d de.

Déterminer la charge totale et la charge volumique moyenne p,, = Q/V des distributions ci-dessous.

On notera que py est une constante homogéne a une charge volumique.

a) Un pavé, d’épaisseur 2H selon la direction €, (—H < z < +H) et de base d’aire A a une charge

2
volumique p(z,y, z) = po <1 - :12>

2
b) Un cylindre, de rayon R et de hauteur H, a une charge volumique p(r, 0, z) = po (1 — ;2)

2

c¢) L’espace (infini) a une charge volumique p(r, 6, ¢) = po— exp(—%) ou R est une constante homogene
T

a une distance.

30 Fiche n° 3. Electrostatique



[Entrainement 3.23] — Analyse dimensionnelle.

Laquelle de ces expressions n’est pas homogene & un potentiel électrostatique V' (ou une tension U) si C est
une capacité de condensateur, ¢ une charge électrique, T une température, R la constante des gaz parfaits,
N34 la constante d’Avogadro, E, un champ électrostatique et d une distance ?

@Uqu

(b) V = RT/qNa

(c)U=E.d

[Entrainement 3.24] — Calcul de divergence de champ électrostatique. o

Le champ électrostatique et sa divergence en repérage cylindrique sont respectivement

E = E,& + Egég + E.&, et

) ) - o
Exprimer la divergence du champ E; = —e; avec « une constante ............
r

c‘;x [Entrainement 3.25 — Tracé d’une composante du champ — Bis repetita.

—

divE =
r

19(rE,)

10Ey OE,

o Troee os

Une distribution de charge & symétrie cylindrique, d’axe (Oz), de rayons caractéristiques Ry et R, produit
en un point de coordonnée radiale » un champ électrostatique de composante radiale donnée par

avec « et o deux constantes positives.

Laquelle de ces courbes décrit ’évolution de E,. en fonction de r?

ET(T < Rl) = —
E.(Ry <r<Rp)=

3
aRy

3€0T
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[Entrainement 3.26] — Orientation du champ créé par une charge ponctuelle. o

Sur le schéma ci-contre, on trouve 3 surfaces équipotentielles générées

par une charge ponctuelle placée au centre. L7 S
— N &
a) Donner 'orientation du vecteur grad V' ? ’ N

—> — — —> , ,
€ —€pr —€p €r , , PRSEREN \ \
’ \ \

b) Donner orientation du vecteur champ électrostatique E? . ' - /

@ ®-a @©-@ & 0.5V

|[Entrainement 3.27| — Un potentiel, une courbe. o

Les expressions des potentiels électrostatiques V,, V;, et V. données ci-apreés rendent compte de situations
physiques volontairement non détaillées ici. Les fonctions V,, V;, et V. sont définies pour des valeurs de r
strictement positives. Enfin, A\, o et p sont des constantes positives.

L(3R2 —r%) sir<R

—A r 6eg o
Va(r) = In{ — , Wi = t Ve =Vy— —
") 2meo n(?’o) b(r) R sir>R ’ (@) ="V g
3eg T
\%4 \%4 1%
roux \ rouzx roucx

‘ courbe (2) - courbe (3)

‘ courbe (1)

Attribuer & chaque potentiel électrostatique une courbe.

a) Vo oo, b) Vo oo, ) Ve oo,

|[Entrainement 3.28] — Energie électrostatique au sein d’un condensateur. o

Soit un condensateur sphérique dont I’armature interne est une sphére de rayon R et 'armature externe

une sphere de rayon R + h. Le champ électrostatique entre les deux armatures est E = —%e_; , avec
TEQT

—Q@ la charge portée par 'armature interne.

L’énergie électrostatique stockée entre les armatures du condensateur est
R+h T 27 D)
ol
&= / / / 0 2 sin @ dr d de.
r=k Jo=0Jp=0 2

Exprimer £ en fonction de R, h, Q et €9 «.vvvreeeinii ..
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Réponses mélangées

2rR

@et@ @

négative 0 6x107°C

Q = p047TR33 Pm = 0 0

4mr?E(r)

© ® ©
Courbe@

7,9 x 107t m?

g
@ qetO 2—&_0

(an—:;_’_e—?;ae—;)a (076_:;_ e_g;a e_;)
et (0,¢,,¢y)

mR? 0

@) Q=powR*H/2, pm = po/2

6,5 x 1072 m? nulle @ et @ Courbe @ @ —2e, + 8¢, Courbe @
0
@ @ positif 1x10°V-m~% rdrdf %:,{2) @ 212 qo

1,8%x 1078V -m

®) et ()

Q* h P
Rd0 %R(R——Fh) an(1+e 2—6 1)
@ %(1—0080&) @ @et@ @
ra

nulle

Ml +1000xe  33x1077C &y

©«® (Vi)
©

Qo — s 1 acos(0)
PP 5ey positive @ " (1 + o )
@ @ Q=4poAH/3, pm = 2p0/3
1 a cos(f)
r <1 2 ) @ @ @
Vi @ (0.z.8) et (0,5.2)

PO O @@

%lﬂ'R?’
Lx/

2,57 x 10715 C-m™2

» |Réponses et corrigés page [296|
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H ! ™ o P
EMP2 Fiche d’entrainement n° 4 Electromagnétisme en régime permanent

Magnétostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique. Intégrales curvilignes, de sur-
face et de volume. Champs scalaire et vectoriel. Théoréeme d’Ampere.

Constantes utiles
— Charge électrique élémentaire : e = 1,602 x 107 C
— Masse de Délectron : me = 9,11 x 103! kg

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H-m™!

Distributions de courant et densités de courant

[Entrainement 4.1] — Dimension de densités de courant. o

La dimension d’une intensité électrique est notée I, celle d’'un temps T, et celle d’une longueur L.

— —
a) On note j une densité volumique de courant, js une densité surfacique de courant et I 'intensité d’un
courant. Quelles sont les relations correctes ?

@i1- |73 ©®©7-[ @ [fv @ [7d

[Entrainement 4.2] — Densité volumique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru par un courant d’intensité

I://7°CT§7

- b_, .y . ) -2 >
ou j = jo—e, est le vecteur densité volumique de courant, avec jg et b constants, et dS = dSe; un élément
r

de section orientée.

4
D —
a «
I -

34 Fiche n°® 4. Magnétostatique



gla

[Entrainement 4.3] — Densité surfacique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru
par un courant d’intensité

> = 4
I= /[ js-df, ax 2
N . — .z . Y
ol js = js,0es est un vecteur densité surfacique de courant constant et df =
dze, un élément de longueur orientée.

Exprimer I en fonction de la longueur ¢ du conducteur et de la constante js o.

Symeétries et invariances

[Entrainement 4.4 — Vent solaire. ]

Le vent solaire est un flux de particules chargées, majoritairement constitué de protons et de noyaux
d’hélium. Le Soleil est considéré comme ponctuel et placé a 'origine O d’un repére sphérique. En premiere
approximation, le vent solaire est assimilé a un courant de particules radial et stationnaire.

a) Si’émission est isotrope, quelle est expression simplifiée du vecteur densité de courant en M(r, 8, o) ?
(2) J (M) =j.(r,0)& (©) (M) = ji(r,0)&

() J (M) = ja(r)es (@) 7 M) = j(r)er

|[Entrainement 4.5 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (I). L]
Soit un solénoide d’axe (Ox), parcouru par un courant station-
naire d’intensité I. Y
On rappelle qu’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) d’une ©ePe®
distribution de courant est un plan pour lequel les courants de
la. distribution sont répartis de maniére strictement identique ____ solénoide pl
(resp. opposée) de part et d’autre du plan. 0]
Parmi les propositions ci-dessous, quelles sont celles qui sont O
correctes ?
@ Le plan (zOy) est un plan de symétrie de la @ Le plan (zOz) est un plan d’antisymétrie de
distribution. la distribution.
@ Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie de @ Le plan (zOz) est un plan de symétrie de la
la distribution méme si le solénoide n’est pas distribution seulement si le solénoide est infi-
infiniment long. niment long.
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B |Entrainement 4.6 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (II). 00

On consideére la situation suivante, ou deux fils infinis sont parcourus par des courants de méme intensité
I et de méme sens (de l'arriére vers avant).

P Y Py

~®

@)

P3 Py

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (respectivement d’antisymétrie) de la distribution, le
champ magnétostatique est perpendiculaire (respectivement appartient) a ce plan.

a) Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions correctes ?

@ Le vecteur €, est normal & ce plan.
@ Au point O, le champ B est selon +e,.
@ Au point P, le champ B appartient a ce plan.

@ Au point P3, le champ B appartient a ce plan. |:|
b) Le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions incorrectes ?

@ Le vecteur e, est normal & ce plan.

(b) B(P4) = By(P4)é; + B.(Py)eZ

@ Au point Py, le champ B est selon +e,.

(d) B(0) = B(O)e2

c) Quelles sont les propositions incomplétes ou incorrectes ?
@ Le plan (20z) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
(®) B(O)=T0
@ Le champ B est toujours perpendiculaire au plan (zOz).

(@) B(Py) = —B(Py)
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%L |[Entrainement 4.7| — Couche épaisse infinie parcourue par un courant. 00
Soit une couche infinie suivant les axes (Oz) et (Oy), située entre les plans d’équations z = d et z = —d,
parcourue par un courant de densité volumique uniforme j = jo€a-

z z
Vue de coté d ><M Vue de face d XM
0 . 3 0 o
7 ; z 7 4
I _EY © ¢
—d —d

a) Exprimer I'intensité I du courant qui traverse la surface ¥ orientée suivant e, ...

b) Quelles sont les invariances de cette distribution de courant ?

@ invariance par translation parallelement a I'axe (Ox)

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz)

@ invariance par translation parallelement & I’axe (Oy)

@ aucune invariance

¢) Le champ magnétostatique au point M est suivant le vecteur e,.

Sachant que les composantes du champ magnétostatique possedent les mémes invariances que la distribu-

tion, déterminer ’expression correcte.

(a) B(M) = ey (b) B(M) = By(2)e, (©) B(M) = B,(y, 2)e,
Champs magnétostatiques
c‘;x [Entrainement 4.8 — Théoréme de superposition. o
Deux solénoides longs, parcourus par des courants stationnaires d’in-
tensités I et I, sont positionnés perpendiculairement entre eux et a I Y
égale distance d’un point O. En ce point, le champ magnétostatique N
produit par le solénoide (1) est supposé s’écrire Bl(O) = ponilie,, et (1 Bi1(0)
avec ni le nombre de spires par unité de longueur du solénoide (1). 777777 0 ¥
a) Par analogie avec 'expression fournie pour le solénoide (1), écrire G20 : K
le champ magnétostatique produit par le solénoide (2) au point O. i I
solénojde (2
................................... |
b) D’apres le théoréme de superposition, comment s’écrit alors le champ total produit au point O 7
@ B(0) = po(nily + nols)eZ @ B = po(nily — nolz)(eg + €y)
@ B(0O) = po(nily — nolo)ez (d) B(0) = po(ni L1y — nolsey)
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%& [Entrainement 4.9 — Analyse dimensionnelle et champ magnétique. o

— —

Sacll»ant que la force magnétique s’exprime comme F' = ¢U A B, avec U une vitesse, g une charge électrique
et B un champ magnétique, déterminer laquelle des expressions ci-dessous est homogeéne a la norme B
d’un champ magnétique si m est une masse et R un rayon.

qu mR qR mv
® -5 - - @ &
LB |Entrainement 4.10] — Graphes et expressions d’un champ magnétique. o

On donne les graphes associés aux champs magnétiques créés par divers dispositifs, chacun étant parcouru
par un courant d’intensité I.

Bir) @ B(r) @ Bir) ® Bir)y @

| |
| |
| ! |
| | : |
‘ T ‘ r ——— ‘ r
a a a a

Le champ magnétique d’un conducteur cylindrique de rayon a parcouru par un courant volumique uniforme
est donné par
polr pol

= pour 0 <r <a et B =— pour r >a.
2mwa? 2mr

Quel graphe correspond au champ magnétique créé par ce conducteur cylindrique? ........

LB |[Entrainement 4.11 — Champ magnétostatique quadrupolaire. L)

En repérage cartésien et dans le plan d’équation z = 0, les composantes du champ magnétostatique créé
par un quadrupoéle sont B, = ky, B, = kx et B, = 0, avec k une constante non nulle.

a) Quelle carte de champ correspond a lexpression du champ donnée ci-dessus? ..........

b) En ce qui concerne la carte de champ @, quelle est la proposition valide 7

(a) B(M) = B(N) (b) B(M) < B(N) (©) B(M) > B(N)
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Circulation et flux magnétostatiques

&,L |[Entrainement 4.12| — Circulation d’un champ magnétostatique sur un chemin. 00

La circulation C = B.dl du champ magnétostatique B le long d’un chemin orienté (I') dépend de
()

lorientation de ce chemin. Pour chaque cas, exprimer C le long du chemin ABC en fonction du pas d du

quadrillage. Sur chaque ligne de champ, la norme B du champ est supposée uniforme.

d d
*d 1 *d
B i
A B
4 ¢ B
B e
a) e, b) C) e
L |[Entrainement 4.13] — Courants enlacés. o

Pour chaque cas, exprimer l'intensité I, des courants enlacés par le contour (C) en fonction de l'intensité
du courant I. Attention aux signes!

-

" _(O) -
(o) | — R
PR L Ny S G
OR ) [ ® )
\\_/7)

\

(©)

c.;)k [Entrainement 4.14] — Signe d’un flux magnétostatique a travers une surface. o

On sait que le flux ¢ = // B-dS du champ magnétostatique B & travers une surface orientée (S) dépend

de lorientation de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).
@ ® © @ ® ®

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ...,

b) Que vaut ¢ dans le cas (d)7 ..ottt
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|[Entrainement 4.15 — Flux a travers une spire carrée. 0

Soit une spire carrée de coté a, orientée dans le sens ABCD. On note z A B
I’abscisse du coté BC Dans le demi-espace tel que = > 0, régne un champ
magnétostatique B uniforme perpendiculaire au plan de la spire. Qmn ©

sl

Exprimer le ﬂux magnétostatique & travers la spire orientée, de normale 77,

D C
défini par ¢ // B.mdS. i i
O =z

a) Powrz <O ... b) Pour z € [0, a) ¢) Pourz>a ...

|[Entrainement 4.16| — Théoreme d’Ampeére et flux d’un champ non-uniforme. 00

Un fil conducteur est bobiné en IV spires jointives sur un tore circulaire de z
rayon moyen R a section carrée de coté a. La normale de chaque spire est
orientée suivant le vecteur eg de la base cylindrique. L’intensité du courant
parcourant la bobine est notée I.

Le champ magnétostatique créé par cette bobine a lintérieur du tore
s’écrit : B = B(r)eg

a a .
a) Soit un cercle de centre O, de rayon R — 3 < r < R+ — et orienté suivant le vecteur egy.

Quelle est I'intensité du courant enlacé par ce cercle ?

a a
@ I @ NI (© EI ENI

b) Le théoréme d’Ampere s’écrit : B. dl = polent, avec Ioy l'intensité du courant enlacé par le contour

fermé choisi. En déduire I’expression de la composante B(r) du champ ........

¢) Exprimer le flux gb // B .dSey A travers la surface d'une spire ......

[Entrainement 4.17| — Flux magnétostatique au sein d’un circuit magnétique. 00

Dans le circuit magnétique représenté ci-contre, de perméabilité re-
lative p, = 4000, chaque colonne possede une section carrée de coté

= 20cm. Celle de gauche est bobinée, formant un solénoide de
N = 1000 spires jointives et de longueur £ = 10 cm.

Le circuit est alimenté par un courant d’intensité I = 200mA. Le
champ magnétostatique produit est guidé dans le circuit selon les
lignes fléchées en pointillés et a pour intensité B = uou,NI/L.

a) Calculer avec un chiffre significatif la valeur du champ magnétostatique au sein du solénoide.

b) Le flux magnétostatique a travers (S) s’exprime comme ¢ = NBS. Calculer ¢ ...........

c) Sachant que le flux ¢o traversant (S2) vérifie 492 = ¢, calculer le flux ¢ traversant (S7) .
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Dipo6le magnétostatique

c.;)k |[Entrainement 4.18 — Spire circulaire et développement dipolaire. o

Le champ magnétostatique créé en un point M(0,0, z) par un courant d’intensité I parcourant une spire

5 B HOIRz —
de rayon R et d’axe (OZ) est B(M) = m@z.
z

a) Quel est le moment magnétique associé a cette source de champ magnétostatique ?
() M =nR*I (B) M = porR*IE; (©) M=rRIE;

[Entrainement 4.19) — Champ créé par un dipodle. L]

La carte de champ d’un dipole magnétique de centre
O et de moment magnétique m est représgptée ci-
contre. Le champ magnétostatique est noté B.

En s’aidant de la carte fournie et en étudiant la situa-
tion pour certains arlgles particuliers, identifier ’ex-
pression correcte de B en un point M quelconque loin
du dipdle.

@ B(M) = L2 (25in(0); - cos(0)7)

47r3
®) B(M) = Zi:; (25in(0)&; + cos(0)ey) @ BM) = Z;’Z (2cos(0)ér, + sin(0)&7)
|[Entrainement 4.20 — Equilibre d’un aimant. L)
., m
Un aimant tres fin, de moment magnétique ni, est posé sur une pointe en B—’T —_—
un point O différent de son centre de gravité G. L’ensemble est plongé dans oxt
un champ magnétostatique Bex; vertical uniforme. L’aimant subit le couple —g’l o)\ G

magnétique de moment T' = 71} A Bexs. A 1équilibre, il est & Phorizontale.

a) Exprimer la projection du moment T suivant laxe (0z) coviiiii

b) Le moment du poids par rapport & 'axe (Oz) s’écrit —dMg, avec M la masse de aimant et d = OG.
En supposant qu’il n’y a pas d’autre moment, exprimer la distance d a 1’équilibre.
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|Entrainernent 4.21) — Moment de force magnétique. o

On rappelle qu'un dipole de moment magnétique m, balgnant dans un champ magnétostatique extérieur
uniforme B subit des forces magnétiques de moment T=mAB.

ey
Pour chaque situation suivante (boucle de courant ou aimant droit), les vecteurs m
et B sont dans le plan (Ozy). Indiquer la direction et le sens du moment T'.
e e
B —>
B3 m
w7 B
I N T
B
I m
m
a) ... b) ..... [ I d) ...
[Entrainement 4.22| — Force exercée sur un dipole. o
Un dipdle de moment magnétique m dans un champ magnétostatique By non uniforme subit la force
— ey ey ey d s
F = —grad(E,), avec E, = — * Bext. En coordonnées cylindriques, on a grad(f(r)) = d—fe,,.
r
a) Déterminer I'expression de I pour un dipdle qui serait de méme direction et de méme sens qu’un

N I
champ d’expression Beyi = /;Leg (fil rectiligne infini d’axe (Oz)).
T

b) Vers quelles zones le dipole est-il alors attiré ?

@ celles de champ plus faible @ celles de champ plus intense

Toujours plus de magnétostatique

I[Entrainement 4.23| — Encore une analyse dimensionnelle (I). 0

Quelle expression est homogene a la norme B d’un champ magnétique si I est une intensité électrique, pg
la perméabilité magnétique du vide et R un rayon ?

I 21 R Lol 27 g
P Ol OF =~ @ T
I[Entrainement 4.24| — Encore une analyse dimensionnelle (II). 0

Quelle expression est homogeéne a une norme B de champ magnétique si I est une intensité électrique, N
un nombre de spires, S une surface et L une inductance 7

LI LS NS NL
@B:NS @B:m @B:ﬁ @B*IS
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[Entrainement 4.25 — Moment magnétique élémentaire : magnéton de Bohr. 000

Dans le cadre du modele classique de Bohr, I’électron (charge —e, masse m)
de l'atome d’hydrogene décrit un cercle (rayon r, période de révolution T')
centré sur le noyau atomique (origine O du repeére). L’orbite est supposée dans
le plan z = 0. Le vecteur vitesse v indique le sens de rotation de ’électron.
La constante de Planck est h = 6,63 x 10734 J - 5.

a) En considérant que I'électron définit une boucle de courant circulaire (une spire), comment s’exprime
Pintensité I correspondante (voir schéma pour l'orientation) ?

(a) I=eT (b) I =¢/T (c) I =—eT (d) I =—¢/T

— —
b) De loin, le systéme est équivalent & un dipole magnétique de moment magnétique m = IS, avec S le
vecteur surface de la spire. Donner ’expression de m en fonction de e, T, r et e,.

2Mme =

¢) Le moment cinétique de I’électron par rapport au noyau (point O) est & = S. Montrer alors que

m = ~7, avec 7y le rapport gyromagnétique de 1’électron & exprimer en fonction de e et me.

N h s s
d) La quantification du moment cinétique ||| = nh, avecn € N* et i = 70 conduit & définir un moment
7T

magnétique élémentaire pup (magnéton de Bohr). Indiquer alors la ou les propositions correctes.

eh —24
: us = hy (:) = : up =928 x 107" N-m
. 2me
|[Entrainement 4.26] — Energie magnétique d’un cible coaxial. 0000

Un cylindre long et creux de rayon R; est parcouru en surface par un courant d’intensité I. Ce courant
« revient » par un cylindre de rayon Re > R;, coaxial au premier et d’épaisseur négligeable. Cet ensemble
forme un céble coaxial de longueur ¢ et d’axe (Oz).

Le champ magnétostatique produit est, en coordonnées cylindriques :

0 pour r < R,
= I
B= 208 pow Ri<r<R
T
0 pour 7 > Ro
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a) Exprimer le flux propre @, c’est-a-dire le flux du champ magnétostatique a travers une tranche du
cable de surface S = ¢R5, en fonction de I, ¢, Ry et R.

L @
b) En déduire I'expression de I'inductance propre par unité de longueur A = — = —2 du cable en fonction

¢ I
de R1 et R2.

2

On rappelle que la densité volumique d’énergie magnétique a pour expression wy, = Y et que l'énergie
Ho

magnétique s’exprime alors comme W, = [// Wy, dT7.

c) Déterminer I'expression de ’énergie magnétique Wy, correspondant & une portion de longueur ¢ du
cable ainsi formé en fonction de I, ¢, Ry et Rs.

L 2W,
d) En déduire l'expression de l'inductance propre par unité de longueur A = = = du cable en

¢
fonction de Ry et Rs.

Réponses mélangées

b R
@ @, @ et @ 2]055 0 -1 —Bazx g—;:_ In R—j 4 x 10> Wb
@ mjﬁ;xt @ ot @ AT +er _2; NQO_f In % 0 3 x 102 Wb
2 ,U()NI(Z R+a/2 /1,0I2€ R2
—Ba © @ o m(R — a/2> (@et(e)  —2Bd Pl
NI
—ponalaey ;237 @ @ ®, (©) et @ Jsot ®) +e:
m

®et(©) 4arR%(R) ® (@.@Qet@D ® (© SBd 0
@  4adg, @  1x10'T @ 4Bd Q) & —%@iej @

2mz3

I
wlnz BB Qe @ T ® @ mbe

» [Réponses et corrigés page [303
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EMV1 Fiche d'entrainement n°5 Electromagnétisme en régime variable

Equations de Maxwell

I?rérequis
Equations de Maxwell. Opérateurs différentiels.
Constantes utiles
— Permittivité du vide : €0 = 8,85 X 10 2 F - m™*
— Perméabilité magnétique du vide : po = 1,26 x 10T -m-A"!

— dans le vide : oo = —, ou c est la célérité de la lumiere dans le vide
c

Pour commencer

|[Entrainement 5.1 — Equations de Maxwell et dimensions.

On munit I'espace d’un repére cartésien (x,y, z) et on note ¢t la dépendance temporelle.

— —

On s’intéresse aux équations de Maxwell auxquelles obéissent les champs électrique F et magnétique B
=

dans un milieu caractérisé par une densité volumique de charge p et une densité volumique de courant j .

a) Parmi les quatre équations suivantes, laquelle n’est pas une équation de Maxwell ?

@ div(E) = €0 @ rot(B) = po j +eoko 5,
RN OB >
@rot(E):—E @8—?+le(]):0

On s’intéresse aux relations entre les dimensions qui découlent des équations de Maxwell.

On considére les dimensions suivantes : L pour une longueur, 7" pour un temps, M pour une masse et [

pour une intensité du courant électrique.
-
-

On rappelle 'expression de la force de Lorentz : F= qﬁ +qv A B.

b) Donner la dimension d’une charge électrique ¢ .............c.cooiiiii...

¢) Donner la dimension d’un champ magnétique a 'aide de I'expression de la force de Lorentz.
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[Entrainement 5.2 — Courants et ordres de grandeurs. 0

-

L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit aussi, en introduisant le courant de conduction j conq €t le courant
—

de déplacement j qepi :

— = > - . , . =B - oE
rot(B) = uo(j cond + J dépl), qui est équivalente &  rot(B) = 10 J cond + €0k, -

On admet la loi d’Ohm Tcond — oF et on considére un champ électrique E= Eq cos(wt + ¢)é,.

a) Comment s’exprime lordre de grandeur de la b) Laquelle des conditions suivantes permet d’ob-
I 7 conall ) tenir a > 1 dans un conducteur (ol o a pour ordre

quantité a de grandeur 10°S - m™1)?

o el .
® 2e0 © 20w (a) f < 10°Hz (¢) f < 10" Hz
® 7 (b) f < 10°Hz

On considére une onde électromagnétique de pulsation w = 1,0 rad - MHz.

¢) Calculer « si cette onde se propage dans un métal de conductivité o = 1,0 x 107S-m~" .

d) Calculer « si cette onde se propage dans de 'eau de mer avec 0 = 1,0 x 1074S-m=t ...

e) Calculer a si cette onde se propage dans du verre avec o = 1,0 x 107 S.-m™* ..........

[Entrainement 5.3 — Transposition réels «+— complexes. o

On considere les deux champs électriques suivants :

E, = Eyexpli(wt — kz)]e;, — iEg expli(wt — k))&
et Ey = —FEycoslwt + kz)éy — Egsinfwt + k2.

— —
a) Exprimer le champ F; associé & E.

—

b) Exprimer le champ Eg associé a Fs.
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Champs et opérateurs

c‘;x [Entrainement 5.4 — Voir la divergence. o

Le théoreme de Green-Ostrogradski affirme que pour un champ de vecteurs Z7 on a

Mdiv(Z).dT:#SZ-ﬁ

ou V est le volume délimité par la surface S fermée.

Ce théoreme indique que si le flux élémentaire d¢ du champ de vecteurs A A travers une surface infinité-
simale fermée dS autour d’un point M est non nul, alors la divergence de ce méme champ de vecteurs au
point M est non nulle. En particulier, si d¢ > 0 (flux sortant) alors div A(M) > 0.

On consideére le champ de vecteurs suivant :

> > > > > > ——> ——> ——> —> —> > M \ i / v g e — ~ N \ T f 77

f;:$4+4+4+4+4»44» —_— — > > N\ x—l f v K'e—«—e—;:lge—f—‘\ ~ N P T 4 77
| | | I ] N l I

1 | 1 ! 1 | | | 1

- | | | I | !
4+ b > > > > > > ——> #4+AF+—a~+ > > b A € € C e — € € % ﬁ > > o
|l ‘ | g | ! 2T
1 L 3 PINE! 5 | 6

%4»4»%4»%—»@74‘—»%—»—»%/77 7 Z— —'&‘ KKK(—(—(—(—%%(/ Ve /L/ JL \J\ N

> > > > > > > ] 7 T Nox NS v i v Now

Dans chacune des zones, en estimant le flux du champ de vecteurs a travers chacune d’entre elles, indiquer
si la divergence du champ de vecteurs est nulle, positive ou négative.

Q) ZONE 1 oo
D) ZONE 2 oo
C) ZONE 3 oo
A) ZONE 4 oo
€)  ZOME D oo
£)  ZOMe B ...
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%& [Entrainement 5.5 — Voir le rotationnel.

Le théoreme de Stokes affirme que pour un champ de vecteurs Z, on a

//r—ogz.cﬁzﬂ.@
S T

ou S est la surface délimitée par le contour I' fermé.

Ce théoreme indique que si la circulation élémentaire dC du champ de vecteurs A & travers un contour
fermé I' délimitant une surface infinitésimale d.S est non nulle, al_o)ri le rotationnel de ce méme champ de
vecteurs au point M est non nul. En particulier, si dC > 0 alors rot A(M) > 0.

On considére les champs de vecteurs suivants :

e R T T T
A T
L T R
e L I R R
SR L R R R B
T L R N A
A N A R
®z

_ > > > > > > > > > > > —>

—_ > > > > > > > > > > —>  —>

e e e e e e e I I
I I

i 1D

|

-4 — D s — — — ——> —

ON¢

Dans chacune des zones, en estimant la circulation du champ de vecteurs sur chacune d’entre elles, indiquer

si la composante du rotationnel selon e, du champ de vecteurs est nulle, positive ou négative.

........ e) Zone b
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Conservation de la charge et potentiel électrique

ol [Entrainement 5.6] — Conservation de la charge. 00

On note p la densité volumique de charge et 7 le vecteur densité volumique de courant.

-

OF
On rappelle les équations de Maxwell-Ampeére : ot B = 1o ] + ppeg— et de Maxwell-Gauss : div E=2

ot €0
A div 4
On rappelle aussi le théoréme de Schwarz : pour tout champ A on a dw(a@t > %

a) Développer div(;(?t E) a laide de I’équation de Maxwell-Ampere.

¢) On rappelle que pour tout vecteur A div(E‘E Z) = 0. Quelle équation obtient-on ?
- Op - Op - Op
@dwg—a—O @dwg—ka:O @uodWJ—!-at 0 @,uodWJ—— 0
L |[Entrainement 5.7| — Piége électrostatique. 00
On considere une région de l'espace, vide de charges, dans laquelle régne un potentiel :
Vo
V(z,y,z) = ?(:E2 + 297 — 322),
ou Vp (en V) et a sont des constantes positives.
a) Donner Punité de @ .......o.oiii
o’V 9%V 9*V
L’opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes est donné par AV = + + .
o0x2  Oy? 022
b) Déterminer expression de AV ... . i
¢) L’équation de Poisson AV = L esteelle vérifiée ? L.t
€0
d) L’allure de V(x,0,0) en fonction de 'abscisse  est une portion :
@ de cercle @ d’hyperbole @ d’exponentielle @ de parabole

e) Calculer le champ électrique E=— grad V en O, origine du repéere ...........
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Théoremes de Stokes-Ampere et Green-Ostrogradski

%{ [Entrainement 5.8 — Théoréme de Stokes-Ampére. 00

Dans le repeére (O, e,,€,,€.), considérons le vecteur fixe

—> —>
w=we,.

Rappelons que, pour tout point M de I'espace, on a
e OM = r&, + z&2 dans la base cylindrique (e;, &g, e, ) ;
e OM =z + ye, + zé, dans la base cartésienne.
On consideére par ailleurs un cylindre infini d’axe Oz et de rayon a.

On considere le champ de vecteurs défini par :

—
T=wAOM pourr<a;
ot =0 pour r > a .

a) Déterminer expression de T = we, A (T€ 4 2€2) «evvneerinaeiinaennnennn.

b) Déterminer I'expression de U = we; A (285 + Y€y + 2€2) wvveeeiiineaiiin.

En coordonnées cartésiennes, I'opérateur rotationnel est défini par :
— ov ovy, \ ov ov, \ _, ov O0vg \ s
rot v = E_ e+ T _ = ey + -4 _ T el
oy 0z 0z Oz Ox dy

— , , .
c) Calculer rot ¥ pour r < a en coordonnées cartésiennes ....................

Le théoreme de Stokes s’énonce de la fagon suivante.

Soit T' est un contour fermé et orienté, et soit X une surface quelconque s’appuyant sur I' et ori_e)zntée avec
la régle du tire-bouchon de Maxwell ou la régle de la main droite. Pour un champ de vecteurs A défini en

tout point, on a :
% A(M) . df(M) = /] I"Ot(A)(M) . ﬁ)dS(M)
I p

En appliquant ce théoréme sur un contour fermé circulaire I' de rayon r, calculer v(r) dans les deux cas
suivants :

Q) POUL 7 @ et

€) Pour T >a ...
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%L [Entrainement 5.9] — Application du théoréme de Green-Ostrogradski. 00

On considere le champ suivant : N
A(r,0,0) = (ar — br?)e;,

en coordonnées sphériques, ol a et b sont des constantes.

En coordonnées sphériques, I'opérateur divergence est défini par :

—

divA =

1 a(r?A,) n 1 O(sinfAy) 1 04,
r2  Or rsingd 96 rsinf dp

a) Calculer div(z) ....................................................

b) Quelle est I'expression de 1’élément de volume d’une boule en coordonnées sphériques ?

@ dr =rsinfdrdfde
@ dr = r?sinfdrdf de
@ dr = rsinfsinpdrdfde
@ dr = r?sin #sin @ dr df de

On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit S une sgrface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteurs A défini en tout point, on a :

#Sz-d_ﬁ_///vdiv(Z)dr.

c) A Taide de ce théoréme, exprimer le flux # A.dS du champ a travers une sphere de centre O de

sphere

rayon R.

d) Quelle est I'expression de 1’élément de surface d’une sphére en coordonnées sphériques ?
@ dS =sinfdfdy
(b) dS =rsin6dfde
@ dS = r?sinfdf dy

e) Calculer directement le flux du champ a travers la sphére de centre O et de rayon R a partir de
I’expression du champ A.
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Jouons avec les équations de Maxwell

On donne pour les quatre prochains exercices les expressions du rotationnel en coordonnées cartésiennes :

ey 0A. 04, = 0A, 04, = 04, 0A,; =
0y oz ) * 0z or )Y ox oy )~

et en coordonnées cylindriques :

o (18AZ m)a <8A,. 8AZ)_, 1(67"A9_3A,»>_,

r 00 0z

rot A = 2 o ) o o0 )

[Entrainement 5.10 — Existence ou non d’un champ électromagnétique. 000

Vérifier a l'aide des équations de Maxwell si les champs électromagnétiques suivants existent ou non.

Répondre par « oui » par « non ».

1 2
On se place dans le vide donc on rappelle que eopo = — = %
c
= — e EOk —
a) E = Eycos(wt—kx+pole, et B=——cos(wt—kr+@o)es .......ooviiiii.
w

=  Epk

b) E = Egcos(wt + ky)e, et B="——cos(Wlt 4+ KkY)Ey ...uuiiiiiii
w

E=FE, cos(wt + kz + ¢1)ez + Eo cos(wt + kz + @2)é,

Y - FEik N
B = =22 cos(wt + kz + pa)és — —— cos(wt + kz + ©1)ey
w w
[Entrainement 5.11) — Utilisation de ’équation de Maxwell-Faraday. 000
On rappelle I’équation de Maxwell-Faraday :
— > 9B
t(F) = ——.
rot(E) Y

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (sans champ statique).
- —
Déterminer I’expression du champ magnétique B associé a chacun des champs électriques E suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : Eg cos(wt — kz + p)e,

¢) En coordonnées cylindriques : ——
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B |[Entrainement 5.12] — Utilisation de 1’équation de Maxwell-Ampére. 000

BN > E
On rappelle I'équation de Maxwell-Ampere : rot(B) = o j + 80#0887'

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (pas de champs statiques).

— —
Déterminer I'expression du champ électrique E associé a chacun des champs magnétiques B suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : By sin(wt — kz + p)e,

B
¢) En coordonnées cylindriques : (27;)2 sin(wt)eg
T
|[Entrainement 5.13] — Détermination de E a partir de B. 00

Le champ magnétique créé dans un solénoide infini de rayon R, d’axe (Oz), comportant n spires par unité
de longueur et parcouru par un courant d’intensité électrique i(¢) dépendant du temps est

B = poni(t)e.

On rappelle que le champ magnétique a l'extérieur d’un solénoide est nul.

On rappelle les expressions de ’équation de Maxwell-Faraday sous forme locale et intégrale :
> 9B - - 0B
rot ¥ = et E-dZ:f// .

&)

ot

a) Par analyse des invariances, déterminer la ou les variable(s) dont dépend(ent) le champ électrique. On
adoptera les coordonnées cylindriques.

@r @0 @z @ret@

Le champ électrique E est dirigé selon ey.

En utilisant I’équation locale de Maxwell-Faraday, déterminer I’expression du champ électrique créé par le
solénoide dans les deux cas suivants :

¢) pour r > R sachant que le champ est continu .......................
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On souhaite retrouver ces résultats en passant par la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday.
Cette méthode nécessite de choisir une surface sur laquelle nous allons calculer le flux et la circulation.

d) En tenant compte de la direction du champ B et des dépendances spatiales du champ E , quelle surface
pouvons nous choisir ?

@ Une sphere de rayon r
@ Un cylindre de hauteur & et de rayon r
@ Un plan rectangulaire de dimension r X z

@ Un disque d’axe (Oz) et de rayon r

En utilisant la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday sur cette surface, déterminer I'expression
du champ électrique créé par le solénoide dans les deux cas suivants :

€)  POUL 7" < G ettt et e et e e e e e e e

£) pour > ..o

Vecteur de Poynting

[Entrainement 5.14| — Vecteur de Poynting. 000

—> 1 > >
La forme générale du vecteur de Poynting vérifie : I = —E A B
Ho

Développer les vecteurs de Poynting pour les champs électromagnétiques suivants :

a) E:Eocos(wtsz+<p)e_x’etE:Bgsin(wtsz+<p)e_y’

b) E = E, cosh(Bz) exp(—at)e; et B = B, sinh(8z) exp(—at)e,

[Entrainement 5.15 — Vecteur de Poynting complexe. 00

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant 1'axe (Oz). Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

| Bx = Eoz cos(kz—wt+11)
E| E, = Eyy cos(kz—wt+ o)
E., =0

-
Le vecteur d’onde est noté k = ke, avec w = kc.

On travaille tout d’abord en notation réelle :

> EAE
a) Déterminer I'expression du champ magnétique B = ——— ......
w
o . - EAB
b) Déterminer lexpression du vecteur du Poynting IT = .
Ho
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On travaille maintenant en notation complexe :

¢) Déterminer I'expression du champ électrique E .................

d) Déterminer I'expression du champ magnétique E ...............

e) Déterminer I'expression du conjugué du champ magnétique E T

— —>%

E AN
f) Calculer les composantes du vecteur complexe ———— ..........

2 po
Conclusion : o . S s S o
- EAB ENB 2ENB EANB
g) On en déduit que <H> = vaut : S e )7
| Y @ (BLE) @ (EAEY @ (En
|[Entrainement 5.16| — Un bilan d’énergie. (]

On considére un condensateur composé de deux disques métalliques
de surface S, de rayon R, distants de L < R et séparés par du vide.
Lors de la charge, on suppose que, dans le systeme de coordonnées (+Q)
cylindriques, les champs électrique et magnétique régnant entre les

S
T
L
deux armatures sont : .\L
- Q(t)—> B _ Mo dQ _, (_Q)

E(t) = 5075 2 et B(T‘, t) = %Ereg.

On ne considére aucun courant de conduction dans cet exercice.

On considere que I'énergie stockée dans le condensateur est essentiellement sous forme électrique. La densité

5‘()17]2
volumique d’énergie électromagnétique s’écrit alors e = 5

a) Calculer I'énergie stockée £ = /// edr dans le condensateur sachant que 1’élément de volume dr, en

%
coordonnées cylindriques, vaut dr = rdrdf dz.

-~ EAB
b) Calculer le vecteur de Poynting I = enr=R ...
Ho
¢) Calculer le flux sortant ¢ = // I - dS a travers la surface cylindrique délimitant le volume entre
cylindre

les deux armatures.

d) Les résultats précédents permettent de déduire que :

(@) E+0=0 @54—%:0 @8—54—@%7: %Jr@:o
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e) On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit 3 une sgrface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteurs A défini en tout point, on a :

#E .38 = /// div(A) dr.

En utilisant ce théoréme, quelle relation (appelée théoréme de Poynting) obtient-on ?

de 8<div ﬁ) 3(div ﬁ)
ot e Y ©er =5 =0
@%+divﬁ: @e—f—divﬁ:O

Réponses mélangées
Oui @ non Négative Nulle @ 1,1 x 10*
FEoBo

k
cos(wt — kz + ¢) sin(wt — kz + )&z @ Ey— cos(wt — kz + (p)e_?; @
w

Ho
M- L E2 =+ E2 —> — —> =
Négative 773 0; e % & —wye, + wre, ®) 0
E _
— 2% cos(kz—wt+ o) s
Positive - cosh(y/Eopoaz) exp(—at)e, 50
0o +—=cos(kz —wt+11)e,
c
1 —i(kz—w ud
: (E()x eilkzwi+iy) g ' L _dQ '
c i Negative ——Q— oui
—Eo, o ik z—wttyn) e—w’) goS U dt
L 2
_EoBo (82 sinh(82) exp(—2at)er  4mR*(a—bR?)  Négative @
1 Ho 2605
- EOg: ei(k z—wittpr) €_> M- L M
c( Y Null I-T
o) 52) s 1.z Y ule (©

—FEy expli(wt + kz)|es
+iEp expli(wt + kz)]e,
EOz ei(k z—w t+11) e—;

@ Positive @ @ @ By, ik 2—w ) e_y, oui

Eo+/Eopto sinh(y/Zopoaz) exp(—at)e, 0 1,1 x 1078

E2+E? di
= Y —uon—l Ce_é Nulle rweg 1,1 x 10*2 3a — 5br?
Lo € dt 2

. di R? R dQ N ddivE a?
0wz e lm B o%m L ai o
Swe Hol g 9 0 25052th6 Ho €IV 7 o fio —5, Y

kz—os cos(wt)e; Ey coswt — kzxle, + Eysinfwt — kxe; Positive —,ugnd—j5 geg
wr
> 9p 2E, R di R _,
po div j + po % @ —W/Cos(wt)eg dt —Hong, 5 €6 m

@ Positive By sin(wt — kz + @)e, Nulle 47 R*(a — bR?)

Eofow

» [Réponses et corrigés page [310]
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EMV2 Fiche d'entrainement n°6 Electromagnétisme en régime variable

Induction

Fiche du « Cahier d’entrainement 1' année » pour se préparer
— Champ magnétique, Induction

Prérequis
Champ magnétique. Loi de Faraday. Orientation d’une surface a 'aide de
la régle de la main droite (régle du tire-bouchon).
Flux du champ magnétique ® = B.dS.
— S —> —
Force élémentaire de Laplace dFr, = id¢ A B. Loi des mailles.

Pour commencer

c‘;x [Entrainement 6.1 — Orientation d’une surface. 00

On associe a un contour orienté son vecteur normal en utilisant la régle dite de la main droite ou du
tire-bouchon.

Pour chaque contour I'; orienté suivant, exprimer le vecteur normal unitaire 7; de la surface qu’il délimite
en fonction des vecteurs €, €, €.

A) T et A) T o
D) M3 €)  TIB et
€) M3 et £) MG
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%& [Entrainement 6.2 — Orientation d’un contour. o

On associe & un contour orienté son vecteur normal en utilisant la regle dite de la main droite ou du
tire-bouchon. Quelle représentation du contour pourrait correspondre aux vecteurs suivants ?

La réponse peut étre « aucune » !

) I C) €y e
D) —Cp d) € e
LB |[Entrainement 6.3] — Varie ou ne varie pas? Telle est la question. 00

Soit un cadre de vecteur normal 77 et un champ magnétique B.

—
Dans les situations suivantes, le flux de B a travers le cadre varie-t-il au cours du temps ?

Répondre par « oui » ou « non ».

On rappelle que le flux est défini par ® = // B-dS.
s

a)

>

- . e e 3 e A
B est uniforme et initialement B A 7 = 0. Le cadre tourne autour d’un de ses cotés ...

— —
Le cadre pénétre dans une zone ot régne B uniforme. B et 7 sont colinéaires ..........

Le champ B (t) dépend du temps et est perpendiculaire & 7. Le cadre est fixe et indéformable.

7N

-
La surface du cadre diminue. Le champ B est uniforme, colinéaire de sens opposé a 7.

58
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Flux du champ magnétique

[Entrainement 6.4] — Flux & travers un circuit mobile (I). L
Y
On consideére un circuit carré de coté £ se déplacant a la vitesse U = ve, /
et dont le c6té droit est repéré par I'abscisse x. >
Un champ magnétique uniforme B = Be;, régne dans la zone comprise = U ®§
entret=0etxz=a>/. o
On oriente le circuit tel que 7 = —e.. x'c PN z
R a
Exprimer le flux du champ magnétique ® = // B+ dS en fonction de B, x¢, £ et a si :
s
a) T <0 ..o ) £<Te<A v,
b) 0<@e<l .ovvviiiiiiii... d) a<zc<a+l ..............
En déduire la dérivée du flux par rapport au temps en fonction de B, v et £ si :
e) <0 ... g) L< <A viiiiii
f) O<me<l ..o, h) a<azc<a+l ..............
[Entrainement 6.5 — Flux a travers un disque. o
On considere le systéme de coordonnées cylindriques (r,6,z) de base f
(€r,€8,€2). Soit un champ magnétique uniforme
’ - . I
B =Bycos(wt)e, sir<a et B=0sir>a. ﬁ(t) B-T
2 -h
Déterminer le flux ® du champ magnétique a travers un disque de rayon @
R d’axe z et de vecteur normal e, si : T Yy
a) R<a ............. b) R>a ..ccoovvnnn..

—>
On considére maintenant un champ magnétique B’ défini par

—>

B’(M):Bo(l—f)e_;sir<a et B =0sir>a
a

On désire exprimer son flux ® aussi & travers le disque de rayon R d’axe z et de vecteur normal e, .

c) Quelle sera I'expression de I’élément de surface dS du disque & considérer pour calculer le flux de B’ ?
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[Entrainement 6.6 — Flux a travers un circuit mobile (II). 0

Dans une zone de champ magnétique uniforme

—

B = Bez,

on consideére une spire orientée de rayon R en rotation
autour d’'un axe A perpendiculaire & 'axe (Oz) avec
une vitesse angulaire constante w.

a) Quelle est 'expression du flux de B & travers la spire & t quelconque? ...................

Exprimer le flux en fonction de B et R pour les différentes valeurs de wt suivantes :

T 27 117
[Entrainement 6.7 — Flux propre d’un tore. 00
Soit un tore d’axe (Oz), constitué de N spires carrées "Z
z JORS 7’ 7 L R d
de coté a. Le champ magnétique créé par ce dispositif —
est tel que
o MONI —>
B(M) = e
(M) omr 0 a

pour 0 < z < aoud<r<d+a, et nul sinon.

On désire, dans un premier temps, calculer le flux de
ce champ & travers une seule des spires. Le vecteur
normal & la spire est le vecteur eg.

a) Quelle sera la surface élémentaire dS a utiliser pour le calcul du flux ¢ = // B- dSeg?
s

(a) dS =drdz (b) dS =rdfdr (c) dS =rdfdz (d) dS =dfdz

b) Quelle sera l'expression du flux a travers une spire ?

a+d a 2T a
B poNIT . puoNI
@cp_// oo drxdz @q>_// 5740 x dz
r=d z=0 0=0z=0
a a NI at+d a NI
Ho Ho
b= dr x d =
(b) // o drxdz @) @ // o—rdf x dz
r=02=0 r=d z=0

c) En réalisant le calcul intégral, calculer ® ...........................

d) En déduire 'expression du coefficient d’auto-induction L défini par ®ore = LI, 01t Piope désigne le flux
du champ créé par le tore a travers ses N spires (aussi appelé flux propre).
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Lien avec I’équation de Maxwell-Faraday

[Entrainement 6.8| LY

Soient un champ électrique E = E(r)eg et un champ magnétique B= By cos(wt)e;. Tls sont reliés par
— 0B

I’équation de Maxwell-Faraday rot £ = o

On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques :

e (104 9A)\ L, (94, OA\_, 1(0(rdg) 0A) .
YA =\T e T ez ) 0z or )% or a0 )

r

a) Quelle est ’équation vérifiée par E(r)?

@ %@ = — By sin(wt) @ %@ = Bow sin(w?)
@ _d(ifj‘)) = Bywsin(wt) @ %dgém = Bow cos(wt)

b) En déduire E(r).
On prendra E(r =0) = 0.

Systemes d’équations couplées

[Entrainement 6.9 )

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, un étudiant obtient ce
systeme d’équations a résoudre :

Ri+aBv=0
d
md—: —1Ba = myg.
a) Quelle est équation différentielle vérifiée par v ?
@ dv  a?B?%v B dv L a’B%v B
at ~ Rm Y at " Rm Y

@ dl+a232v_
a '~ r 7

b) Quelle est la dimension du coefficient ?

m
On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.

(a) T7! (T
(b) 1 (T M
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[Entrainement 6.10] — Passage en complexe. 000

On considére un dispositif dont les équations mécaniques et électriques permettent d’établir le systeme
suivant, ou u est une tension :
di
Ri + L& —aBv=u
dv
m— = —1Ba —kz — hv
dt
dz

v=—.
dt
Les grandeurs ¢, u et v sont sinusoidales donc du type z(t) = X, cos(wt + ).

Leur grandeur complexe associée est du type z(t) = X, exp(jwt + ¢) et leur amplitude complexe associée
X = Xumexp(jp) (o j? = —1)

a) Comment s’écrit le systéme apres passage en complexe ?

RI+L1—aBV-U

Jw
(@) { jmwV = —Bal — jkwY — hV.
V=jwZ

RI + jLwl — aBYV = Uy, cos(wt)
1
®) {2V = —Bal —k—V —hV
Jw Jw
V=jwZ
RI +jLwl —aBV =U
1
(©) {jmwV = —Bal —k—V — hV.
V=jwZ

c¢) En éliminant V dans les deux premiéres équations du systéme, déterminer la bonne expression de

U
I'impédance complexe Zqq = ?, parmi les expressions suivantes.

L o’B?
Ze — Pa— _—
(@) Zeq B ko — )

k
(b) Zcq:R+jLw+a232<h+j mw—))
—_— w

01232

Zeg =R+jLw+ ———
@ﬂ ! h—|—j(mw—£)

@ R+ jLw+ a?B?
27 (et j(mw— B)
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[Entrainement 6.11] — Bilan de puissance. 00

On considere le systeme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant avec la force électromotrice

induite e = — Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai et f une force exercée par un opérateur extérieur
e=FRi (EE)
dv
ml=f+ i (EM)

1
On rappelle que l’énergie cinétique de la barre est E. = Emv2 et que la puissance dissipée par effet Joule

est Py = Ri.

a) Exprimer, en fonction de R et 7, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie par 'opérateur fv en
fonction de E. et Pj.

On rappelle que (fZ(x))' =2f"(z)f(x).

Force de Laplace

[Entrainement 6.12] — Force de Laplace sur une spire rectangulaire. 00

-
Soit un champ magnétique B uniforme, et un circuit 1 rectangulaire parcouru par un courant 1.

Y Circuit 1
A
®B
S R
Vi |»
ey
P
N a Q - T
e €

Quelle est 'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion du circuit 1 en fonction de B,
a, i et des vecteurs unitaires du repére ?

e) Quelle est la résultante des forces de Laplace exercées sur le circuit 17 ....
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Qb

[Entrainement 6.13| — Force de Laplace sur une spire triangulaire. 00

Y Circuit 2
A
. = o . B
On considére un champ magnétique B uniforme et un circuit 2, triangulaire,
_—
parcouru par un courant . S

Quelle est I'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion ey A
du circuit 2 en fonction de B, a, i et des vecteurs unitaires du repere 7 R Q

e €
a) QR. ... b) RS .... c) SQ ....
[Entrainement 6.14| — Couple des forces de Laplace sur une spire. 00
z
Un circuit mobile C de surface S dans le- E;T CA‘

quel circule un courant d’intensité I est
soumis a différents champs magnétiques ‘ )
uniformes et constants produits par trois
bobines tels que :

x"://
—_—> —_—> —>
By =DBe; ; Bp=DBe; ; B;=DBe. By

On rappelle que le moment magnétique d’une spire M est défini par M =18 avec S son vecteur surface.

a) Exprimer le vecteur surface S en fonction de S et de la base (€2, €h,€2). vornnnn

Exprimer le couple des forces de Laplace FL =MAB que subit la spire C en fonction de S, I et B pour :

b) Bl C) BQ d) Bg

Les couples des forces de Laplace mettent la spire en rotation. Parmi les champs produits par les bobines,
déterminer a l'aide de la regle de la main droite celui qui provoque les rotations du circuit C données
ci-dessous.

e) La rotation de la spire autour de I’axe (Ox) dans le sens direct.

@E @EQ) @E; @aucun

f) La rotation de la spire autour de axe (Oy) dans le sens direct ?

@E @E’ @E;; @aucun

g) La rotation de la spire autour de 'axe (Oz) dans le sens direct ?

@E @E; @Eg @aucun
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Autour du rail de Laplace

Le rail de Laplace est un circuit constitué de deux rails conduc-

teurs paralleles horizontaux espacés d’une distance £ = 10 cm Yy T
sur lesquels repose une tige conductrice 7 de masse m = 10 g. T
Celle-ci glisse sans frottement sur les rails tout en leur restant
erpendiculaire. - v
perp D @ B s
On repére la position z de la tige sur 'axe (Oz). On suppose
que les rails conducteurs et la tige ont une résistance nulle.
L’ensem@}e est soumis a un champ magnétique uniforme per- z Q T
manent B = Be,, avec B = 1 T. A I'instant initial, la tige est 0
lancée & une vitesse U (t = 0) = vpe,.
Le composant D est un dip6le dont la nature sera indiquée dans les exercices suivants.
[Entrainement 6.15] — Rail de Laplace (I). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est une résistance R. On peut établir 'équation électrique (EE) et
Péquation mécanique (EM) suivantes :

Blv = Ri (EE)
dv
— = —-B#i (EM
my i (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t) ...................o...

b) Quelle est 'expression de la vitesse v(t) ?

mR BQEQ
® e~ i) © nwen(- )

[Entrainement 6.16] — Rail de Laplace (II). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est un générateur de tension non idéal (constitué d’un générateur de
tension idéal de force électromotrice E en série avec sa résistance interne 7). On peut établir 'équation
électrique (EE) et I’équation mécanique (EM) suivantes :

Btv(t)+ E=ri (EE)
mdz—(t” — _Bli (EM)

a) Déterminer 1'équation différentielle vérifiée par v(t) ................... ...

b) Quelle est I'expression de la vitesse limite vy, atteinte par la tige? .......
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[Entrainement 6.17| — Rail de Laplace (III). 00

Dans cet entrainement, le dipole D est une bobine d’inductance L = 0,5 H et de résistance r = 1 .

On peut établir I'équation électrique (EE) et 1’équation mécanique (EM) suivantes :

Boo =19 Ly (mR)
dv )
M = —DBi(t) (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par i(t) ................cooont.

b) Quelle est 'équation caractéristique associée a 1’équation différentielle vérifiée par i(t) ?

T B2¢?
(a) 2* + T =0
2+ £z + B¢ =0

r mL

L B2¢?

¢) Comment peut-on qualifier le discriminant associé & ’équation caractéristique ?
@ Il est strictement positif.

@ Il est nul.

@ 11 est strictement négatif.

d) Quelle est 'expression de i(t) ?

Les nombres « et 3 sont réels.

. /72 3252 . B2g2
a ae<7ﬁ+% - ) 56(7ﬁ7% iz )t

r 1 B2y? 1 B2y?
— =t
@e oL <acos< Iz 4mL >+Bsm< Iz 4mL t>>

@ (oz—i—ﬁt)e_ﬁt
. 1 [ B2 2 1 [ B2 2
— ¢t .
@ e <a605<2 e ‘th>+55m<z 4mL_L?t>>
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|[Entrainement 6.18 — Equations différentielles.

On consideére un circuit constitué d’un générateur de force élec-
tromotrice constante F, d’un dipole et d’une tige mobile T de
résistance R repérée par la coordonnée x sur 'axe (Ozx), plongé
dans un champ magnétique B. On oriente le circuit dans le sens
horaire.

On admet que le principe fondamental de la dynamique appliqué
ala tige T selon I'axe (Ox) permet d’écrire la relation m@ = iaB.
De plus, la force électromotrice induite est e = — Bai.

On étudie les cas ou le dipdle correspond a ces trois montages
suivants.

Dipdéle 1 Dipdle 2 Dipdle 3
C

.

a) Quel sera le montage complet en tenant compte de la force électromotrice induite e ?

di

du
¢) Exprimer — en fonction de B, a, m, R,ietde — .........

dt dt

d) Donner 'équation différentielle vérifiée par i pour le dipdle 1.

A

> <

.

¢
0
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Autres entrainements

[Entrainement 6.19] — Vitesse limite. o

L’expression de la vitesse v(t) d’une tige sur des rails de Laplace a pour expression

=20 £ o-t).

a) Comment s’écrit la dimension du coefficient 7?7

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
@) 1 (@1
(b) T (LTt

[Entrainement 6.20 — Un systéme couplé. 00

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, on obtient le systéme
sulvant : )
. di
Ri+L— +aBv=0
dt
dv

ma —1Ba = mg.

a) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par v(t)?

d>v Rdv aBv Rg

® Sra ooy
dt Ldt  Lm L

® v  Rdv  a’B» _ Ry
a2 Ldt  Lm L

@ Ev, Rdv_ @By Ry
2 " Ldt  Lm L

b) Quelle est la dimension du coefficient % ?

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
(a) 1 (oL t-1
® 11 @11
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[Entrainement 6.21] — Force de Laplace.

Soit une bobine de N spires de rayon R d’axe (Oz) et soumise a un
champ magnétique extérieur radial Bey; = Be, dans le systéme de -
coordonnées cylindriques.

a) Donner I'expression d’un élément de longueur d¢ de la bobine.

(a) dr (b) dz (c) da (d) Rde

(@) [Entrainement 6.22] — Choix du sens du courant induit. o

Soit un circuit électrique de surface S = 500 cm?, composé d’un générateur idéal délivrant une tension
FE =200mV et un résistor de résistance R = 5k¢).

N t_,
Il est plongé dans un champ magnétique tel que B = B—e, avec B =2T.
T

On prendra 7 = 1s.

Y ET() R| | |u

z xT

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens horaire.

a) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport & E ?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

b) A partir de la regle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (e, €,,€,).

¢) Exprimer le flux magnétique ¢ traversant le circuit en fonction de B, ¢, 7 et S.

d) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......
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e) Quelle est la valeur de la tension u aux bornes du résistor? ..................

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens anti-horaire.

f) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport a E?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

g) A partir de la régle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (&, €,,€,).

i) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......

j) Calculer la valeur de la tension u aux bornes du résistor .....................

[Entrainement 6.23] — Un bilan de puissance. 00

On considére le systéme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant, avec la force électromotrice
induite e = —Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai, la force de rappel d’'un ressort de valeur —kx
et une force de frottement fluide de valeur —aw :

E+e=Ri (EE)
dv
&k EM
me fo—kz—av (EM)

1
On rappelle que l’énergie cinétique de la barre est E, = imvz ; que la puissance dissipée par effet Joule

1
est Py = Ri?; que l’énergie potentielle de la barre est E, = gka ; enfin, que la puissance dissipée par

frottements est Py = av?.

a) Exprimer, en fonction de E, R et i, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie Ei en fonction des
grandeurss E., Pj, E, et Ps.

On rappelle que v = &.
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Réponses mélangées

2 2
Lgem ® m%-p Lz -iLaz  -msa g
BrR? dE, dE, ) T
@ - @2 @ T + T + P+ P;y 2 non Byw sm(wt)§
di  (Ba)”. N N a BS
& - —ibB mByL 22
@ dz,Rdt + d‘m ) B(z)e2 ey ibBe, 7By 5 . @
@ d%t) % ji(tt) T i(t)=0 7 R? By, cos(wt) non dS =rdfdr
. E. N ) 2 —
oui T + P; Se, Ei— Rz\/_ @ Buv/ 300 mV —Se,
—Bla—(ze—0) (b))  —Ri? ;BWRQ 0 (a) E-Bai-Ri
t
@ —Buxl BrnR? mv% + kv 4 aw? x —i—i t+re T —7 @
¢ dt *" Ba
N t woNIa d+a . - —
@  ibBE  -B-S o In( — > (©) 0  —iB2rRN&Z 0
R? R3 di  ((Ba)® 1 poN2%a . (d+a
9By = — 2 & ~)i= I
aucune T 0<2 3a> Rdt+< —i—c i1=0 o n( ] )
BSt
— BrR? t —  IBSé& e,
@ . mR* cos(wt) . Se @ @ 0 Se,
— N d%i di (Ba) 1. dv  B2¢? )
O —€z @—FRa*F( 5 Z—O Edl_mR’U_O oul
2 )
oui —Buvl @? ) @2) ) 7a® By, cos(wt) —%i — R%; non 0
do(t B¢ B(E - E
— 2 -7 e - -
-« 3
300 mV _ ,—aBe, —iaBe, jaBe,
@ m TR i—-aBe; iaBe, iaBe, @

» |Réponses et corrigés page [320]
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EMV4 Fiche d’entrainement n°7 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques I

Prérequis
Pour une onde plane progressive monochromatique : A =c¢/f et f =1/T.
Equations de Maxwell dans un espace vide de charges et de courants :

(Maxwell-Gauss)
(Maxwell-Thomson)

s &
< <
ol )
([
e 9

Tt E = —88—13 (Maxwell-Faraday)
. B \
rot B = MOEOE (Maxwell-Ampére)

Formules d’analyse vectorielle, en coordonnées cartésiennes :

QA  0A,  0A.
dvAd=5*%, T 5

= 0A. 04, e_,+(8Az_8Az)e_,+ 04y 0As o
—\ 9y 0z * 0z oz )Y ox dy §
RA = AA,E2 + AAE) + AALE
v v

Av= — + — + —
Y 8x2+8y2+8z2

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 x 10°m - s~ *

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H -m™*

— Permittivité du vide : eg = 9 X 107 2F .- m !

Calculs numériques

(@) [Entrainement 7.1 — Fréquence, longueur d’onde, vitesse de propagation. o

Calculer, avec un chiffre significatif, les grandeurs suivantes :

a) la vitesse de propagation des ondes electromagnétiques dans le vide ¢ =

b) La fréquence f d’une onde de longueur d’onde dans le vide A = 600nm ..........

¢) La longueur d’onde dans le vide d’une onde de fréquence f =3GHz .............

d) La période d’une onde de longueur d’onde dans le vide A\=3pm ................
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(@) |[Entrainement 7.2 — Combat de grandeurs (I). 0

On considére un pointeur LASER emmettant une onde représentée par son champ électromagnétique

— - E
E(M,t) = Egcos(wt — kz)&Z et B(M,t) = —— cos(wt — kz)e,,
C

avec Fy = 100V -m~! et une ampoule classique a filament de puissance lumineuse égale & 100 W.
Le faisceau LASER est un cylindre de section S = 1,0 mm?.

EANB
to

a) Expliciter la puissance moyenne surfacique (P) = < // -ds >, avec 11 =

On rappelle que {cos®(a)) = 1/2 si o dépend du temps .............ccccoeveiinni...

b) Calculer numériquement la puissance moyenne du LASER, ......................

¢) Qui de 'ampoule classique ou du LASER est le plus puissant en moyenne? ......

(@) |[Entrainement 7.3 — Combat de grandeurs (II). L)
On souhaite comparer le champ magnétique terrestre égal & 5 x 107° T & une onde radiofréquence repré-

sentée par son champ magnétique B (M,t) = By cos(wt — kz)e;, de puissance moyenne 1 W.

E
Le faisceau a une section S = 1m?. On rappelle que dans ce cas By = = ot Ej est la norme du champ
c

électrique de l'onde plane.

E2S
a) Exprimer By en fonction de la puissance moyenne rayonnée (P) = 5 O
Hoc€
b) Que dire du champ magnétique de 'onde radiofréquence ?
@ Il est plus intense que le champ terrestre. @ Il est du méme ordre de grandeur que le

champ terrestre.

@ Il est moins intense que le champ terrestre.

Dérivées partielles et opérateurs

L [Entrainement 7.4 — Calculs de dérivées partielles (I). 00
On considere le champ électrique suivant : E (M,t) = Ey cos(wt — kx)eZ. Calculer :
OF O°E
T d) =5 o
) ) B
OF )
b) % ............... e) W ..............
| o
By

Fiche n° 7. Ondes électromagnétiques I 73



Qv

[Entrainement 7.5 — Calculs de dérivées partielles (II). 00

On considére le champ magnétique suivant : B (M,t) = By sin(ﬂ) cos(wt — kx)e,. Calculer :
a

o
a Bp TCTTTTTTeTereeTeeereeereseeiii
0B
D) o
) ox
) oB
C) o
dy
B
A) o
) ot?
o ¥}
gl CCCTCTTTTeTtTeeeereeeeseseeseiii
2—)
o .
Oy?
|Entrainement 7.6| — Calculs d’opérateurs vectoriels (I). 00

On considére le champ électrique suivant : E(M ,t) = Eg cos(wt — kx)e,. Calculer :

a) div B

D) TObE o

c) R o

|[Entrainement 7.7| — Calculs d’opérateurs vectoriels (I). 00

On considére le champ Z(M ,t) dont les composantes sont données par
A, =0
A, =4 cos(%y) cos(wt — kz)
A, = a4 Sin(%) cos(wt — kz).

Calculer :

a) div A
D) TOL A o
c) A
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B |[Entrainement 7.8 — Equation de propagation. 00

On cherche dans cet entrainement a démontrer 1’équation de propagation des 0n_d>e5 électromagnétiques
dans le vide. On rappelle pour cela la formule du double rotationnel d’un vecteur A :

rot(rot A) = grad(div A) — AA.
a) En utilisant ’équation de Maxwell-Faraday puis celle de Maxwell-Ampére, on montre que

BRI PE
rot(rot E) = g

Quelle est 'expression de o ?
1
@Oé:MOEO @a: @04:—#060

b) En utilisant I’équation de Maxwell-Gauss et la formule du double rotationnel, établir une seconde

expression de rot(rot E)

—_— >
¢) En égalisant les expressions de r??c(rot E) obtenues aux questions précédentes, on obtient 1’équation de

: >>  10°E
d’Alembert AE = ?ﬁ

Exprimer ¢ en fonction de €y et pg

Solutions de ’équation de propagation

[Entrainement 7.9] — Représentation d’un signal. o

On considere trois signaux :

e signal n°1 :

t il
E(xg,t) =2+ cos <27rT) avec Ty =55 2
1
e signal n°2 : = SCLEL N Lemmnal
t T 5 0 N "o s~~ "¢ .
E(xg,t) =0,5cos| 2n— + — | avec T, = 4s & Tavae vaaie
T 2
e signal n°3 : 9l
t
E(zg,t) = 0,5 cos (27r + ﬂ-) avec T3 = 2,55
T 2
: . : : 0 2 4 6 8
On donne ci-contre leurs représentations graphiques
. , . t(s)
(& xo fixé, en fonction du temps).

a) A quel signal la courbe en traits pleins est-elle associée ? ..........iiei i

b) A quel signal la courbe en tirets est-clle associée ?

c) A quel signal la courbe en pointillés est-elle asSOCIEE? . ... ..eeee e,
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[Entrainement 7.10] — Caractérisation d’une onde. 00

Dans chaque cas, dire si I’onde représentée est progressive (c’est-a-dire de la forme f(z — ct) ou g(x + ct))
et/ou harmonique (dont la dépendance temporelle est sinusoidale).

a)

E(LE, to)
=
E(x,ty+ At)

E(i&to)
8
E(I7 to + At)
8

E(iL‘, to + QAt)
8

E(l'7 t() + 3At)
8

Bz,
<>
—
—
—
Bt + A1
—
—
[
——
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[Entrainement 7.11] — Onde représentée par son champ magnétique. 00

On étudie une onde électromagnétique dont le champ magnétique s’écrit :

E(M, t) = Boexp(—(t/7 — x/8)*)u,

Choisir la représentation qui convient :

o o
m::
[Entrainement 7.12] — Onde électromagnétique dans un guide d’ondes. 00

Soit une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par :
E = Eqcos(az) sin(wt — kxz)e,

ou Fy et a sont des constantes. On rappelle ’équation de propagation d’une onde électromagnétique dans
le vide, aussi appelée équation de d’Alembert :

=l

82

RE =55,

1
2

D

a) Calculer R

2—)

b) Calculer vE

PR sans utiliser I’équation de d’Alembert ............................

¢) En utilisant ’équation de d’Alembert, exprimer k en fonction de w, v et ¢ .......

w
On rappelle qu’il y a dispersion si la vitesse de phase v, = ¥ de I'onde dépend de w.

d) Y a-t-il dispersion 1617 ...t
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[Entrainement 7.13] — Onde sphérique progressive. 00

- a _
On considére le champ électrique sphérique suivant : E(r,t) = — cos(wt — kr) ég.
r
On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées sphériques :

1 <6(sin0A¢)6A9>_, 1( 1 A, 8(TAW))6_9,+1(3(1"A9)8AT>_,

rsin(6) 00 Ao Ty sin(0) dp  Or r\ Oor a0 )%

a) Calculer le rotationnel du champ E.

¢) Indiquer les caractéristiques de la structure de ce champ électromagnétique :
@ L’onde est transverse.
@ L’onde est longitudinale.
@ Les vecteurs (7;, E , E) forment un triedre direct.

On attend plusieurs réponses.

Entrainement 7.14] — Onde dans un guide d’ondes. o
I g

On consideére le champ électrique suivant :

E(x, z,t) = Ey sin<ﬂ> cos(wt — kz)e,,.
a

a) Exprimer les valeurs de z pour lesquelles le champ E s’annule.
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[Entrainement 7.15| — Onde plane en notation complexe. 00

On consideére le champ électrique complexe polarisé rectilignement suivant :

-

E=E, exp(j(wt — kyx — kyy — kzz))e_; et ¥ = kyeq + kyé, + k€.

Calculer :

a) la dérivée temporelle de B o

b) la divergence de B oo

¢) le rotationnel de B o

d) le laplacien vectoriel de E ..........................................

Attribuer alors a chaque opération de dérivation ci-dessous ’expression qui lui est associée.

@ —ik-E (b) ~k*E (© —ik AE @ jwE

OE o

€) TOtE o

) g) rotkE
) AIVE oo h) AE oot
[Entrainement 7.16] — Vitesse de phase et vitesse de groupe. 00
On considére une onde plane progressive harmonique pour laquelle la pulsation w et le vecteur d’onde k

. . . . wr—wi .
vérifient la relation de dispersion k£ = ——— ol wy < w une constante positive.

c

w
a) Exprimer la vitesse de phase v, = i’ de cette onde.
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Puissance et énergie des ondes électromagnétiques

Le vecteur de Poynting et I’énergie volumique du champ wey, sont respectivement définis par :

EAB coFE? B2
et Wem =

i = _ B
Ho 2 240

[Entrainement 7.17| — Puissance d’une onde plane progressive.

On consideére le champ électromagnétique plan progressif monochromatique suivant :

— — E,
E(y,t) = Eqycos(wt — ky)e, et B(y,t) = =2 cos(wt — ky)é,.
c

a) Calculer le vecteur de Poynting ..............................

b) Calculer I'énergie volumique électromagnétique ..............

[Entrainement 7.18 — Puissance d’une onde sphérique progressive.

On consideére le champ électromagnétique sphérique suivant :

E(r, t) = a4 cos(wt — kr)eg et B(r,t) = e cos(wt — kr)eg.
r er

a) Calculer le vecteur de Poynting .......................

b) Calculer I’énergie volumique électromagnétique ........

c) Calculer la puissance rayonnée P = // I - dS & travers une spheére de centre O et de rayon r.

[Entrainement 7.19| — Puissance d’une onde dans un guide d’ondes.

- T —>
On consideére le champ électromagnétique dans le vide suivant : E(x, z,t) = Ey sin(—) cos(wt — kz)e,.
P :

a) Calculer le champ B associé a 'aide de I’équation de Maxwell-Faraday.

b) Calculer le vecteur de Poynting. .......................

¢) Donner la moyenne temporelle du vecteur de Poynting.

1
On rappelle que (cos?(a)) = 3 si o dépend du temps. .. ...
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Réponses mélangées

2

A
—w?By sin(ﬁ—y) cos(wt — kz)e, EOC; cos? (wt — kr)e, z=ct—(2p+ 1)Z
a r
2u0(P
@ —jkzE, By = 'uzé ) —kEysin(wt — kx)e, signal n° 1
2
4regea® cos® (wt — kr) Oui kEysin(wt — kx)ez signal n°2 % cos?(wt — kr)
r
2
E2S —Ag cos(wt — kz) ((E) + k2) X
Progressive et harmonique Ty a’ ry
2poc (cos(—) —+-Ozsin(—))e_gﬂ>
a a
2 N = wo 2 2 —>
—(a* 4+ k*)E jwE vg=c\/1— (—) —w?Ey cos(wt — kx)e,
w
g0 E7 cos? (wt — ky) —jk.E e, + ik, E e (ZT sin(wt — kr)eg —k’E
N Ay sin(ﬂ) ( T cos(wt — kz)
—w’FE —k?Eq cos(wt — kx)e a a Progressive
+kasin(wt — kz))
1
1 x107°W signal n° 3 @ 0 ) c= 3x10%m-s7!

Vv Ho€o
k%Eq cos(wt — kx)e, @ Ampoule classique T =qa @, @ et @

—k?By sin(%) cos(wt — kx)e, eocE} cos® (wt — ky)e, ®) —AE

Stationnaire, donc

T 0 N _ -
. . —By cos(—y> cos(wt — kx)e, 1x107'm 0
non progressive et harmonique a a

E . (TT —

k = [ — ksm(—) cos(wt — kz)e, Ap cos(ﬂ) (Ea cos(wt — kz)
a —> w a
— cos(wt — kr)e, - . a/\a -
wr - cos(;) sin(wt — kz)e_z’] —k sin(wt — k‘z))em

2
. (TYN . — c 2 _ W 2 14
~wBosin (") sin(wt — kz)ez L —— 5x 10 H

wBosin{ — sin(w x)e ! @ X z

’l)g,— >
2 c

J1- ﬂ)

w

E—g sin(ﬂ) |:% sin(%) cos? (wt — kz)&;

© - (2)230 sin(l—y) cos(wt — kx)e, 110

_T cos(%) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e_;:|
aw

— — E2 —
kBy Sin(@) sin(wt — kx)e, —wEy sin(wt — kx)e, 1x107%g EOCTO sin? (H)ez
a a

» [Réponses et corrigés page |328|
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Fiche d'entrainement n°8

Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques 11

Prérequis
Maxwell-Gauss (M-G)
divE =2

€o

Maxwell-Faraday (M-F)

Maxwell-Thomson (M-T)
divB =0

Maxwell-Ampeéere (M-A)

— 0B o —
E=-2" tB = o J &
140 o ro Mo J + €o Ho ot
Relation entre ¢, uo et eo Loi d’Ohm locale
€0 MoCQ =1 j =~FE
Pour bien commencer
%{ [Entrainement 8.1 — Vecteurs orthogonaux ou colinéaires. o
Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs @, b et ¢ sont cohérents avec les équations fournies.
Répondre simplement par « oui » ou « non ».
=g - - —> >
a) d+b=0etd-¢=0 b) aAb=7 c) dANb=0etd-C=0
e b b
e @
a
¢ a ¢
%& [Entrainement 8.2| — Dériver des exponentielles complexes. o

Etablir une relation de dispersion liant k & w pour chaque équation différentielle.

On s’appuiera sur un champ électrique de la forme :

E(z, t) = Eyexpli(wt — kz)]e,.

a) 8—? agz = O o
PBE  PE  0E

b) at?’ +a@+ﬂg = 0 ........................
PE  O0E o -

C) Wﬂ‘aa"‘ﬁﬂ— ...........................

82

Fiche n° 8. Ondes électromagnétiques 11



[Entrainement 8.3 — Conservation de la charge.

On considére dans un plasma « dilué » une onde électromagnétique de fréquence suﬂisamrgent élevée, ce
—
qui simplifie Pécriture de la densité volumique de courant en notation complexe j = a(w) E.

En régime sinusoidal forcé, '’équation de conservation de la charge s’écrit iwp + div z =0.

a) Etablir une relation entre P aetw

N e?
b) En tenant compte de ’expression de la conductivité complexe o = - et en introduisant la pulsation
imw
2
plasma w;, = {/ ——, établir une relation liant w, wy, et p ..................
meo -
[Entrainement 8.4] — Expression du vecteur d’onde. 000
On considere une onde plane progressive monochromatique polarisée rectilignement et caractérisée par le
. . = . —> 2 wg 7
champ électrique complexe : X = Eg expli (wt — kz)]e;. On pose ag = w,Teg = 5
Mo €

Cette onde se propage dans un métal réel de conductivité a. On admet que la relation de dispersion est

k2 = ’

1+i

W
c2

Dans les différents cas, déterminer ’expression de k.

a) W =<KWy .
b) —<w<wy ...
[Entrainement 8.5 — Vitesse de phase.

2 .2
pr

wT(l—in)]'

Dans un milieu de propagation, les vitesses de phase v, et de groupe v, d'une onde sont définies par

Vp =

k/

) —<Kwp<w .......
d) " <wp<Kw ......
LY
et vg:%,

ou k' est la partie réelle positive du vecteur d’onde E Dans un plasma, la relation de dispersion s’écrit

oll wy, est une constante.

a) Exprimer la vitesse de phase v, lorsque w > w,

b) Exprimer la vitesse de groupe v, lorsque w > wy,
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Energie et puissance

B |Entrainement 8.6 — Vecteur de Poynting et énergie du champ. 00

On considere un champ électromagnétique dans un milieu d’indice réel n défini par

E = By cos(wt — kz2)ez

et B="_E, cos(wt — kz)e,.
c

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ we,, sont définis par

EAB coFE? B2
et wem = —.
Ho 2 T

ﬁ:

a) Exprimer le vecteur de Poynting ................. ... ..o

b) Exprimer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting .. ...

¢) Déterminer I'énergie volumique associée a londe .............

d) Exprimer la moyenne temporelle de 'énergie .................

%L [Entrainement 8.7 — Puissance dans un conducteur. o

On considére une onde dans un conducteur d’épaisseur de peau §, de conductivité réelle , vérifiant

E = Ege™ 7 cos(wt — %)e‘y>

et B= %exp(fg) {sin(wt - %) +cos(wt - %)}e_z’

Le vecteur de Poynting et la puissance volumique perdue par effet Joule p; sont définis par
EAB
Ho

0= et pyj=j-E.

a) Exprimer la moyenne du vecteur de Poynting.
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[Entrainement 8.8 — Vecteur de Poynting en notation complexe. L)

En notation complexe, la moyenne temporelle du vecteur de Poynting pour des ondes planes progressives
monochromatiques est donnée par

I

(1)

ot le symbole * désigne la conjugaison complexe. On considére un champ électromagnétique dans un milieu
d’indice complexe n défini par

Déterminer la moyenne du vecteur de Poynting ..................

Manipuler les équations de Maxwell

[Entrainement 8.9 — Relation de dispersion. O

On considere I’équation de propagation complexe dans un plasma

AE

1B 0]
T2 Mer

Le champ électrique qui se propage dans le plasma vaut : E = Eg expli (wt — k 2)] &, avec E =ke,.
2

— — nes —
En tenant compte de I’expression du vecteur densité de courant j = o F = - E, établir ’équation de
= iwm
2
ne
dispersion, liant k, w, c et wf, = —.
meg
|Entrainement 8.10| — Etablir une équation d’onde. 00

On considere un milieu ohmique localement neutre tel que : p = 0 et 7 = 'yﬁ . On pourra utiliser la relation
rot(rot E) = grad(div E) — AE.

a) Exprimer Iéquation de Maxwell-Gauss modifiée.
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[Entrainement 8.11] — Vérification des équations de Maxwell (I).

Nous nous plagons dans le vide (p = 0 et 7 = ﬁ) et nous supposons que E et B s'écrivent

E(z,t) = Eycos(wt — kz)e2

kE
(2,1) = 2 cos(wt — kz)és avec k=w/c.
w

sel)

et

a) Le champ électrique vérifie-t-il I’équation de Maxwell-Gauss? ...................c.o....

b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Faraday ? ......

c) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils ’équation de Maxwell-Ampere? ......

d) Le champ magnétique vérifie-t-il I'équation de Maxwell-Thomson? .....................

[Entrainement 8.12| — Vérification des équations de Maxwell (II).

Nous nous placons dans un plasma avec

2
EoW, > >
T2 E(zt),  plzt)=0 et k=

J(zt) = —i

avec w > w;, et nous supposons que

E(z, t) = Egexpli(wt — kz2)]es

= kE,
et B(z,t) = —2 expli(wt — k2)|e; avec k=w/c.
w

a) Le champ électrique vérifie-t-il I’équation de Maxwell-Gauss? ..........................
b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils I’équation de Maxwell-Faraday? ......
c) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils ’équation de Maxwell-Ampere? ......

d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
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Différentes familles d’ondes

[Entrainement 8.13] — Onde progressive ou onde évanescente. 00

Nous nous intéressons a un champ électrique de la forme
E(x,t) = Epexpli(wt — kx)|e, avec k=K +ik”

ou k” < 0.
Pour chaque relation de dispersion, déterminer si le champ électrique se présente sous la forme d’une onde
@ progressive E(m, t) = Egexpli(wt — k'x)]e;

@ évanescente E(:ﬁ, t) = Egexp(k”x) exp(iwt)e,

@ progressive atténuée E(x, t) = Egexp(k’z) expli(wt — k'z)]es
a) k= T
c
2 _ 2
w? —w
b) k*= = Pravec w > Wy oo
2,2
w? —w
¢) k= =2 Pravec w < Wy oo
ntrainement 8.14] — Courbes et expressions.
[Entrai t 8.14| — Courbes et i C)

Dans chaque cas, relier a 'expression de E fournie, la ou les courbes qui lui correspondent.
Courbe 1 Courbe 2
t

x

B Courbe 3 P Courbe 4

V’\,A x x

a) E(a:,t) = EgCoS(WE — K)o+ oottt et et

b) E(z,t) = Egcos(wt) exp(—kz)es avec k > 0 ...oooeeei

c) E(x,t) = Eycos(wt — k'z) exp(—k"z)e] avec k7 >0 ...t
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Réflexion et transmission

&4 |

Entrainement 8.15| — Coefficients de réflexion et transmission en amplitude. 000

On consideére les champs {E“ El} dans le milieu d’indice n; en incidence normale sur un dioptre en x = 0
produisant les champs réfléchis {E,, B} dans le milieu d’indice n; et transmis {E}, B} dans le milieu
d’indice ns tels que :

E;, = B, cos(wt — ky1z)éey, E, =rE, cos(wt + k1z)ey, E, = tEy cos(wt — kox)ey,

- E N - E . - tE N

B; = Ry cos(wt — kix)e; B, = _mrro cos(wt + kix)e, B, = n2tho cos(wt — kox)e,
c c

a) Les relations de continuité des champs entre les milieux 1 et 2 imposent en = = 0 que

El :E)Q et El :E

En déduire deux relations entre r, ¢, ny et ng ..............

b) En déduire expression des coefficients r et ¢ ..........

L

Entrainement 8.16| — Coefficients de réflexion et transmission. o
Un dioptre en = 0 sépare du vide d’indice
n; = 1 pour x < 0 d’'un plasma d’indice réel 7 4
ny pour x > 0. On rappelle les coefficients de 5 vide plasma
réflexion et de transmission en amplitude (r,t) = 3
= 2
o E(w=0)_m —ny g —E
Ei(l‘ZO) ni + no g 0 == B
_E(x=0)__2m g -1
7EZ'<.’1?:0)77’L1+712 <
g
et en puissance (R,T) %
<
o
R=1|r]> et T=t"2. -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 renm
ni

a) Donner la longueur d’onde dans chaque domaine ......

N

b) A laide du graphique, évaluer ret ¢ ..................

c¢) En déduire 'indice ny du plasma ......................

d) Calculer les coefficients Ret T .............c.coooa...
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[Entrainement 8.17] — Coefficients de réflexion et transmission en puissance. 000

En notation complexe, pour des o_n)des planes progressives glonochromatiques de vecteur d’onde El per-
pendiculaire au champ électrique E, le champ magnétique B associé est

> E\AE
B = =1 —,
N Re(E* A B)
et la moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donnée par H> = e(_2
Ho

—>

On rappelle la relation d’analyse vectorielle U A (VA W) = (U + W)U — (U« T)W.

a) Calculer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting ......

Ce champ, en incidence normale sur un dioptre, donne lieu a un champ réfléchi de coefficient d’ amplitude
7 de vecteur d’onde — k 1 ainsi qu’a un champ transmis de coefficient d’amplitude ¢ de vecteur d’onde k 9.

b) Exprimer les puissances réfléchie et transmise.

m) ()
m T m

¢) En déduire l'expression de R = —

Réponses mélangées

W2 w? —w? B2 1 4
k= p-w K = 5 P oui Ueali) cos? (wt — kz)e; 3 et 3
i c LoC
1 0F - 10%°E OF eoF
rOtB—MO'YE+— 2 ot @ _CTW:MO,YE 0 0(1+n2) 0052(wt—k‘z)
ny — ng |E)?r]? | /-
r=-—-——- = = R (k )
B Re(T1) VES 2 ni + no 2gw L
2w\ 2 f_2m |E]? [t Re(g ) c
niy + no 2w w2
3 5 w? — w2
K= éw p (: + 1w) oui + ! avec § = non + ?
«Q « =\ &g ) Lo QW c
E? 1 8
let3 oui let4 8040(1—1—712) non §et§ :I:i%},/w%—w2
k r+l1= 1t w?
@ Ir|? et |t|? Re<_—2> { let2 oui vg=cy/l— L
k, ny —rng =tng Wp
Ey|? _ E3 i wp
&Re(n)ez - 0&2 EQZE iwpl1—--2]=0 2m et 4m non oui
2ugc 2ppc @ = w?
E? N 1 N
oui 2#02) 5e_276w 3 @ non vy = ;wz divE =0 oui oui
_ P
w2

» [Réponses et corrigés page |334]
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OPT1 Fiche d'entrainement n°9 Optique ondulatoire

Modeéle scalaire de la lumiére

Prérequis
Optique géométrique (rayons, indice optique, lentilles, lois de Snell-
Descartes). Trigonométrie. Longueurs d’onde dans le vide et dans un milieu,
période, fréquence et pulsation.
Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 X 10°m - s~ *

Exprimer un chemin optique

Dans un milieu homogene, le chemin optique entre deux points A et B est défini comme le produit de I'indice
optique n du milieu par la distance géométrique AB parcourue par un rayon lumineux : (AB) =n x AB.

%{ [Entrainement 9.1 — De ’eau dans un verre. o
S
Un rayon issu d’une source ponctuelle arrive sous incidence normale air 'I Ih
a la surface de I’eau contenue dans un verre. Les indices optiques de
I’air et de I’eau sont respectivement notés ni, et Neau- v H
eau F

a) Exprimer le chemin optique (SI) en fonction de nay et h ..o oiintt.

b) Exprimer le chemin optique (IF) en fonction de neay et H ..ot

¢) En déduire I'expression du chemin optique (SF) ........... ...,

d) Comment se réexprime cette expression si l’air est assimilé au vide? ......

LB |Entrainement 9.2] — Points conjugués par une lentille. 00
Deux points A et A’ sont conjugués par une lentille convergente :
tous les rayons issus de A et arrivant en A’ ont des chemins m
optiques identiques. Pour simplifier, ces points sont choisis sur A _~" B[ ~ C = A’ R
I’axe optique de la lentille. L’air est assimilé au vide. e

On note e I’épaisseur maximale de la lentille et n I'indice optique
du verre.

En travaillant avec le rayon confondu avec ’axe optique, exprimer :

a) le chemin optique dans le verre (BC), en fonctionde eetn ......................

b) le chemin optique dans l'air (AB) + (CA’) en fonction de la distance AA" et e ...

c) en déduire expression générale du chemin optique (AA’) .......................
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[Entrainement 9.3] — Lentille éclairée avec un angle d’incidence non nul. 000

Des rayons, provenant d’une source S a 'infini, éclairent une lentille
sous un angle d’incidence a. Ils convergent en un point S’ du plan
focal image de la lentille. Les points A et B sont situés a gauche, juste
avant la lentille. L’indice optique du verre est n. L’air est assimilé au
vide.

a) En sachant que le plan passant par H et B est une surface d’onde pour la source S, exprimer la différence
de chemin optique (SA) — (SB) en fonction de la distance AB et de 'angle a.

b) Les points S et S’ sont conjugués donc les chemins optiques (SAS') et (SBS') sont égaux.
En déduire la différence de chemin optique (AS") — (BS’) en fonction de la distance AB et de I'angle a.

Surfaces d’onde et théoréeme de Malus

D’apres le théoreme de Malus, les rayons lumineux issus d’un point source S sont perpendiculaires aux
surfaces d’onde relatives & cette source. La surface d’onde étant le lieu des points d’égal chemin optique
par rapport a la source.

[Entrainement 9.4] — Action d’une lentille inconnue sur des surfaces d’onde. o

On consideére ici des surfaces d’onde issues d’un point objet (en tirets) et celles de son image (en poin-
tillés) par une lentille inconnue. Pour chaque situation, déterminer si la lentille est « convergente » ou
« divergente ».

£1 LS
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[Entrainement 9.5 — Action d’une lentille divergente sur des surfaces d’onde. o

L
On construit 'image par une lentille divergente £ d’une source lumineuse "//
placée a l'infini sur 'axe optique. —
Une ou plusieurs réponses sont possibles. _F.’; OF
™
a) En amont de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ perpendiculaires a ’axe optique @ des plans paralléles entre eux
@ des cercles concentriques centrés sur F'
b) En aval de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ des cercles concentriques centrés sur F' @ des cercles concentriques centrés sur F”
@ des plans perpendiculaires a ’axe optique
[Entrainement 9.6 — Une loi bien connue... 00

Une onde plane arrive sur un dioptre plan séparant deux
milieux d’indice n; et no. On note H; le projeté orthogonal
de I sur le rayon (2). De méme, Hy est le projeté orthogo-
nal de Iy sur le rayon (1). On note 115 = a.

a) Quels couples de points appartiennent a la méme sur-
face d’onde ?

Ny Iy B

@ ety @ Iy et Hy @ I et H 119

............................................ vers My,

b) Que vaut angle o ?

@g—h @h g+i1

¢) Exprimer le chemin optique (H11;) en fonction de nq, a et a.

e) Exprimer le chemin optique (IoHz) en fonction de ng, aet 8 .............. ..

f) A partir des questions c) et e), déduire une relation entre ni, sin(i1), no et sin(is).
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gla

Retard de phase

Le retard de phase, ou phase, d’'un rayonnement en un point M par rapport a sa source au point S est défini

par ¢(M) = o

3 (SM), ott (SM) le chemin optique entre les deux points.
0

[Entrainement 9.7 — Surface d’onde et déphasage. 00

Un point source S émettant un rayonnement monochromatique de longueur L A B C
d’onde A est placé au foyer objet d’une lentille mince convergente. Une lame ‘
d’indice n et d’épaisseur e est placée a une distance d de la lentille et recouvre

une partie du faisceau. On consideére que les points A et A’, & équidistance S

de S se situent juste apres la lentille. On prendra 'indice de lair égal a 1. YA B Io4

a) Quels couples de points appartiennent & la méme surface d’onde ?

@AetA' @BetB' @CetC'

¢) Exprimer la phase ¢(C) en fonction de Ao, (SA), d, n et e.

[Entrainement 9.8 — Phases et déphasage. e 000

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ay est émis
depuis une source en S. On considéere que le point d’incidence A
se situe juste avant le miroir, et on rappelle qu'une réflexion sur
un miroir métallique produit un retard de phase de 7.

Exprimer la phase ¢ du rayon 1 réfléchi par le miroir de gauche
en fonction de h et #; aux points de I’espace suivant.

2) G1(A) i b)Y 1M eerninnn

¢) Exprimer la distance BD en fonctionde eet 5 ............ ...l

d) Exprimer la distance EB en fonction de e, het 0o ...................... ...

e) Quelle est I’ expression correcte de ¢2(B), la phase du rayon de droite au point B ?
@ 2m h e @ 2m h B e @ 2T e h
Ao \2nsinf;  cosbs Ao \2sinf;  ncosfy Ao \cosby  2nsinb,

Fiche n°9. Modéle scalaire de la lumiére 93



f) Exprimer la phase de ce rayon en M, ¢2(M), en fonction de h, e, n, 6 et cos6s.

g) Exprimer le déphasage A¢p = ¢2(M) — ¢1(M) en fonction de e, n et cosbs.

n2 — sin® 6,

[Entrainement 9.9 — Déphasage dii & une lame. 000
Cas 1 Cas 2

On souhaite exprimer les différences de
phases A¢p = ¢(N) — ¢(M) entre le rayon
passant par N et le rayon passant par M
issus de la méme source a l'infini S de lon-
gueur d’onde dans le vide Ag.

L’indice de lair est pris égal a 1.

a) Pour le cas 1, exprimer le déphasage A¢ = ¢(N) — ¢p(M) selon e, \g et n.

On consideére maintenant le cas 2.

b) Exprimer la distance I;I5 en fonction de e et O ...l

c¢) Exprimer la distance HiHs en fonction de I1Is et 61 — 60y ...........o.o...

d) Exprimer le déphasage A¢p = ¢(N) — ¢(M) en fonction de e, Ay, n, O3 et ; — 0.

e) Quelle est expression correcte de cos(6; — 602) ?

On rappelle que cos(a — b) = cosacosb + sinasinb et que sin?a 4 cos®>a = 1.
@ cos 0 cos f5 — n + nsin? 0y @ cos 01 cos B +n — n cos? Oy
@ sin 6 sin 05 + n — nsin? 0y

f) En déduire une expression de A¢ fonction de e, \g, n, cosfs et cosb;.
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[Entrainement 9.10| — Lame séparatrice. 00
Cas 3

LIIIIIII LIPS

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ay est émis depuis une
source en S. Il est séparé en deux rayons par une lame semi-réfléchissante
inclinée d’'un angle 6; = 45°. On cherche a déterminer le déphasage A¢
entre les deux rayons en sortie de la lame apres réflexion sur les deux miroirs
en M; et M. On rappelle qu'un rayon subit un déphasage de m apres
réflexion sur un miroir métallique, ou sur un dioptre si le rayon incident se
propage dans le milieu le moins réfringent : d’indice de réfraction le plus
faible.

AN

a) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par M; dii aux différentes réflexions ..

b) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par Ms dii aux différentes réflexions ..

¢) Exprimer la distance I;15 en fonction de e et 0 ...l

d) Exprimer la différence de phase A¢ entre le rayon réfléchi par My et le rayon réfléchi par M; au point

I3 en fonction e, Mg, m et Og oo

Largeur spectrale et cohérence temporelle

[Entrainement 9.11| — Différentes sources. 000

Une onde lumineuse est émise par des trains d’onde successifs de durée individuelle moyenne 7. (temps de
cohérence) et de longueur individuelle moyenne ¢. = ¢ X 7. (longueur de cohérence) dans le vide. D’apres

Panalyse de Fourier, & cette onde de durée finie correspond un spectre de largeur Af ~ — (en fréquence).
TC

On consideére trois sources :
e une lampe spectrale basse pression & vapeur de mercure telle que 7. ~ 10 ps (source (D)7

e un laser de TP tel que 7. ~ 0,1 ns (source @)

e et une source de lumiere blanche munie d’un filtre ayant une bande passante A\ = 50 nm autour de
la longueur d’onde A = 820 nm (source (3)).

On rappelle que la cohérence temporelle d’une source est d’autant meilleure que son temps de cohérence
est important.

a) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

b) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

Af

A
¢) En utilisant la relation = estimer 7. en picoseconde pour la source @ ........

f

d) Classer les sources, de celle possédant la meilleure cohérence temporelle a la moins bonne.
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Photomeétrie

%{ [Entrainement 9.12] — Intensité lumineuse. ]

Un signal s(t) = Sy cos(wt) de période T est détecté par deux capteurs de temps de réponse 7 = 1 ns.
Les capteurs A et B délivrent des signaux de tension u; et us respectivement proportionnels a la moyenne
de s et au carré de la moyenne de s : on a

up = Ki(s(t)) et up=Kx(s*(t)),

ou K et Ko sont des constantes.

On consideére que les signaux u; et uy émergent du bruit de mesure lorsque leur valeur absolue est respec-
K1 SO KQSg

o x 100 2

On indique que la moyenne temporelle d’un signal f(t) mesuré pendant une durée 7 est

tivement supérieure a

b) Quelle est la valeur maximale de u; fonction de % ?

T

@ 27TK150? @ K1502§ZT,
T

® 2nKi S @ KiSoq

¢) En déduire la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A.

d) Exprimer us en fonction de Ko, Sy, 7 et T.

1 2
On rappelle que cos® a = M.

e) Quelle est la valeur maximale de us fonction de % ?
K>S

2
@ =, (T+ﬁ) © KQTSO <T+Zr>
K,S2 T
@ 2T (T+Zl7r>

f) Existe-t-il une fréquence maximale du signal exploitable par le capteur B ?
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B |[Entrainement 9.13] — Choix d’une photodiode. 00

La sensibilité d’une photodiode s est, au cours d’une mesure de durée 7, le rapport de proportionnalité
entre l'intensité du courant électrique produit Iy,es et la puissance lumineuse mesurée Ppes : On a

s = Imes/Pmes-

De plus, I'intensité du courant d’obscurité I,,s d’une photodiode correspond a l'intensité électrique mini-
male que doit dépasser le courant produit au cours d’une mesure.

On dispose de trois photodiodes détectant respectivement trois radiations de longueurs d’onde dans le vide
différentes. Les caractéristiques des photodiodes et des radiations sont données ci-dessous.

photodiode 1 | Ay = 470nm 51 =0,300A - W' | Ips1 =3,00x 10°pA | 7, = 2,00 x 10" ms
photodiode 2 | Ao = 550 x 103 pm | so = 200mA - WL | I s o = 150 pA 7o = 0,450 pis
photodiode 3 | A3 = 0,660 pm s3=300A -kW™! | Is5=200nA 73 = 50,0 ns

Calculer en watt les puissances lumineuses minimales détectables par les photodiodes.

a) Pminl b) ’ijng C) Pmin?,

Calculer en joule les énergies minimales détectables au cours d’une durée 7 par les photodiodes.

d) Eminl e) Emin2 f) Emin3

g) Sachant que 'énergie d’un photon est donnée par E = hv, oit h = 6,63 x 1073* J - 5 est la constante de
Planck, quelle photodiode permet de mesurer le plus petit nombre de photons ?

@ Photodiode 1 @ Photodiode 2 @ Photodiode 3

Réponses mélangées
T h . .
Neau X H n1sini; = ngsinig @ @ et @

)\_Osinel
K53 T . T 2T e
o (7’ + 2. Sin (47rf>) @ N cos by (n — cos(6y — 62)) @

4 1
A_”< h, (n - _) c ) 27 non AA" + (n—1)e 1,00 x 1071W
0

2sin 6; n ) cos By
¢ im_e n ! 27T((SA) +d+ ne) I;15 cos(0y — 03)
= )7 = _
cos 02 Ao cos 05 n Ao 12 ! 2
2
©=45x10°ps  S((SA) +d+e)  mxe  338x1071°)
0
h
1 —10 € n D) 1 —17
750x107°W (b s 5 —ctanby x 10 ; ®) et (o)
. . T
@ @, @ puis @ @ @ Nair X h KlSO% sm<27rf)
2 h 2
3,33 x 10710 noasin A_:sin 0 ™ 1 x(AA —e) )\—:e(n -1

Convergente Af=1,0x10"Hz Convergente 2e tan 6o ™

2
6,67 x 1077 W njasin a Convergente )\—W(n —1)e @ 100 GHz
0

Af =1,0x 10" Hz Nair X N+ Neau X H Divergente @ et @ —ABsin(a)

9 4
1% b+ Neay X H )\—:e(n cos By — cosfy) @ ABsin(a) )\_Z COZEQQ -
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OPT2 Fiche d’entrainement n° 10 Optique ondulatoire

Interférences a deux ondes

Prérequis
Fonctions trigonométriques. Signaux (fréquence, période, pulsations tempo-
relle et spatiale, nombre d’onde, longueur d’onde, phase).
Constantes utiles

— Célérité de la lumitre ¢ = 3,00 x 10°m - s~ .

Pour commencer

L |[Entrainement 10.1] — Des relations trigonométriques. 0o

On donne les relations trigonométriques suivantes :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (1) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (2)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) (3) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (4)

a) Sommer les relations (1) et (2) et isoler cos(a)cos(b) . ...

b) Réécrire la relation précédente pour a =5b ...............

¢) Soustraire les relations (1) et (2), isoler sin(a) sin(b) puis réécrire la relation obtenue pour a = b.

c.;)k [Entrainement 10.2] — Somme de signaux périodiques. o

On définit deux signaux lumineux : s1(z,t) = Sy cos(wt — kx) et sa(x,t) = Sg cos(wt — kx + ¢) avec w leur
pulsation temporelle, k leur pulsation spatiale et ¢ une phase & lorigine. La superposition s(x,t) de ces
deux vibrations peut se mettre sous la forme :

(1) = s1(@,8) + s2(2, 1) = So (£ (@,0) (1+ cos()) + () sin(p)).

On utilisera la relation trigonométrique : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Exprimer les fonctions suivantes :

a) fla,t) oo b) gla,t) ..o

¢) Pour quelle valeur de phase ¢ le signal s(x,t) s’annule-t-il ?

@ = ®v=3 ©p=n
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[Entrainement 10.3] — Valeurs moyennes (I).

Un détecteur mesure la moyenne temporelle d’un signal périodique s(t) de période 7'

Cette moyenne, notée (s(t)), est définie par

On donne les relations trigonométriques suivantes :

_ cos(a—b) +cos(a+b)

e cos(a) cos(b) e sin(a) cos(b) =

2
cos(a — b) — cos(a + b)

2

On étudie les signaux suivants :

2

e sin(a)sin(b) =

Sl(t) = Sl cos(wlt — k’ll‘) et Sg(t) = SQ Sin(w2t — k’gl‘ + (pg)

a) Exprimer la période T} de s1(t) en fonction de w;.

sin(a — b) — sin(a + b) .

¢) Exprimer la période T5 de s2(t) en fonction de ws.

e) Exprimer la période Ty de f1(t) = s2(t) en fonction de w.

f) A partir de la définition fournie, calculer (f)(t)) sur Ts.
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B |[Entrainement 10.4) — Valeurs moyennes (II). 000

Les moyennes temporelles des fonctions cosinus et sinus pour un nombre entier de périodes vérifient
(Acos(awt + b)) =0 et (Asin(awt+b)) =0

avec A, a, w et b des constantes.

On donne les relations trigonométriques suivantes :

cos(a — b) + cos(a + b)

e cos(a) cos(b) =

2
e sin(a)sin(b) = cos(a — b) ; cos(a +b)
e sin(a) cos(b) = sin(a — b) ; sin(a + b)-

Calculer la moyenne temporelle sur un nombre entier de périodes des fonctions ci-dessous.

a) <[cos(wot + 1) + cos(wot + <P2)]2>

(@) [Entrainement 10.5| — Bataille de contrastes. 00
On mesure les maxima et les minima d’éclairements de différentes figures d’interférences.

Imax - Imin

Etant donné les mesures d’intensité Innax et Imin suivantes, quelle figure présente le contraste C' =
Imax + Imin

le plus élevé?

On rappelle que 1pW =1 x 10712 W.
(8) Imax = 10,0 x 10°W - m™? et [ipin = 1,00 MW - m™~?
(b) Imax = 660mW - mm ™ et Ipnin = 0,220 kW - dm >
@ Tnax = 5,00mW - mm =2 et Lin = 2,00 mW - cm ™2
(d) Imax = 72,0pW - pm ™2 et Iiy = 3,00 MW - km >
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[Entrainement 10.6] — Signaux isophases.

Une source émet deux vibrations lumineuses s(z,t) =

00
So cos(wt — kx) et s'(z',t") = Sy cos(wt’ — ka') de

période temporelle T' (associée & la pulsation w = % et la fréquence f = T) et de longueur d’onde A

27
(associée a la pulsation spatiale k = 7) On note n € Z.

a) Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour t =t = tg

b) Pourt =1t = tg, comment s’expriment les écarts de positions Az, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

c)

Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour z = 2’ = x¢

d) Pour z = 2’ = 9, comment s’expriment les écarts d’instants At,, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

@ At, =nT

Etudes d’éclairements

(@) [Entrainement 10.7| — Fentes de Young.

L’éclairement I(z) obtenu en un point M d’un écran
a une distance D des fentes de Young est représenté
sur la figure ci-contre. Il vérifie

ou f(x) est une fonction dont nous ne tiendrons pas
compte, ou a est la distance entre les deux fentes et
ou n est 'indice du milieu et A la longueur d’onde du
signal.

2rnax

I(z) D

)1+ oo

a) Identifier, grace a la formule fournie, l'interfrange
rement consécutifs).
@ i = na _ 2mna
AD \D

b) Mesurer, a partir de la figure, Uinterfrange i

c)

En déduire a, sachant que n = 1,0 que D = 1,0m et que A = 630 nm

T

I(x)

I

I
A
LVA'l

33 20 -7.0 7,0

N

z (mm)

20 33

i (c’est-a~dire la distance entre deux maxima d’éclai-

102

Fiche n° 10. Interférences & deux ondes



(@) [Entrainement 10.8 — Doublet spectral.

On éclaire des fentes de Young verticales espacées d’une distance a, avec un doublet spectral de longueurs

A2+ M

d’onde A1 et A2 (on pose AN = Aoy — A1 et Aoy =
d’un écran a une distance D des fentes, est représenté sur la figure ci-dessous. 1l vérifie :

I(x) = Inoy {1 +C(@)cos ( izg)]

A)
avec C(z) = (%), qu’on appelle le terme de contraste.
moy
I(x)
N | || R

\\/\ A /\\A A/
A\ \ Y A VA

\\\ \\l] 1 \1// \\ ’I

\\ ,/ v y \\ //I

L Y e

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

a) Identiﬁer grace a la formule fournie, la période X du terme de contraste.

D A2
moy X = moy
@ = nad @ 2naA\
2)\2 D A2 D
“moy " X = _~moy™
@ naA\ @ 2rnaA\

). Léclairement I(z), obtenu en un point M

moy

b) On rappelle que i = . Déterminer graphiquement l'interfrange 7.

c) En déduire Apoy, sachant que n = 1,0, que D = 1,5m et a = 0,20 mm.

e) En déduire 1’écart spectral AX du doublet.
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Interférométrie

Dans cette section nous exploiterons les trois figures d’interférences suivantes.

Figure 1 Figure 2 Figure 3
y, 8 v, 8 v, 8
%{ [Entrainement 10.9| — Fentes « deux » Young. 000

On éclaire des fentes de Young en faisceau parallele conformément au schéma ci-dessous. La différence de
marche entre les deux rayons 1 et 2 est : dsm = Lsm,2 — Lsm,1 = Ls,H.

Y
Ekl fentes de Young £‘2 A
A
S T ln ’
fi S2 3\ f3
\ 61 \

On donne le développement limité suivant : sin(x) = = — % +o(z*) quand = — 0.

a) En étudiant le triangle S1SoH, exprimer la longueur SoH en fonction de 6; et a.

c) Exprimer dgy en fonction de a, y et f5 lorsque 61 < 1rad ................

d) Exprimer Uinterfrange ¢ de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que ’éclairement y est

tel que I = 21, [1 + cos(?ésM>} =21, [1 + cos(27r%)]

e) Quelle est la figure d’interférence observée sur 1’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3
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[Entrainement 10.10] — Interféromeétre de Mach-Zehnder. 000

On a positionné une lame d’épaisseur e et une lame prismatique
d’épaisseur ¢/ = e — ay, toutes deux d’indice n, au niveau des

bras d’un interférometre de Mach-Zehnder (on ne tiendra pas . ‘E“ .

compte de la réfraction en sortie de la lame prismatique). Somp o LS, {—I - M1 nap =1
Les lames séparatrices LS atténuent I’éclairement I des rayons ‘: . {_1 { v

d’un facteur 2. On rappelle que 'amplitude Sy d’un rayon est [\ ‘\ Ecran
liée a son éclairement de telle maniere que Iy est proportionnel N — > M

a Sg. La différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est : Mo @LSQ\O

dsm = Lsm,1 — Lsm,2 = Lrs, My — LaM,L8,-
a) De combien est atténuée 'amplitude d’un seul rayon aprés la deuxiéme séparatrice ?

(a) 1/2 (b) 1/4 (©) 1/8

b) Exprimer la différence de marche dgy entre les deux bras en fonction de n, a et y ..

¢) Exprimer Uinterfrance 4 de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que I’éclairement y est

tel que I = I'[1 + cos(Ap)] =T [1 + COS(QW%)} ........................................

d) Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3

[Entrainement 10.11] — Interférométre de Michelson en lame d’air. 00

Un interférometre de Michelson en configuration lame d’air repose sur I’as- J
sociation de deux miroirs M et M5 dont le schéma optique équivalent est 2
présenté ci-contre. Les rayons se propagent dans l’air, assimilé & un milieu I K
d’indice optique n. M,y

Dans ce cas, la différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est : ' ) @
dsm = Lsm,2 — Lsm1 = L1y + Lyk — Lin- S

a) Exprimer les longueurs 1J et JK en fonctionde et e ...,

b) Exprimer la longueur IK en fonction de @ et e ...l

¢) Exprimer la longueur IH en fonction de @ et TK ...,

On rappelle l'identité trigonométrique : cos? x + sin z = 1.

d) Exprimer alors la longueur IH en fonction de cos(f) et e ...,

e) En déduire l'expression de la différence de marche dgp en fonction de cos(6), n et e .

f) Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3
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[Entrainement 10.12| — Interféromeétre de Fabry-Perot.

Un interférometre de Fabry-Perot est constitué de deux miroirs séparés
d’une distance e par un milieu d’indice n. On s’intéresse aux deux rayons
ci-dessous. En sortie de I'interféromeétre, une lentille permet de les focali-
ser afin qu’ils interferent en un point M d’un écran. Au niveau de chaque
miroir, 'amplitude d’un rayon est multipliée par un coefficient r qu’on
approxime a 1/ V2 ou un coefficient ¢ = 1 + r selon qu’il soit réfléchi
ou transmis. On considérera que lair et le milieu entre les miroirs sont
d’indice n = 1, et on notera i I’angle de réflexion tels que ABD = 2i et
BEH = i.

On rappelle que ’éclairement est proportionnel au carré de Iamplitude.

a) Quel est le rapport des éclairements entre le rayons du bas et celui du haut ?

(a) 1/2 (b) 1/4 (c) 1/8

b) Exprimer la longueur BH en fonction de e et ¢ ...,

c) Exprimer la longueur BD en fonction de e et ¢ ...

d) Exprimer la différence de marche dsy = LSABDFM — LSABHCOM «« - vvvvevenenns

]
e) Quelles formes auront les franges d’interférences sachant que I(M) = 21, [1 + COS(QSM>:| ?
T

@ bandes rectilignes @ carrés évidés @ anneaux

Autres entrailnements

[Entrainement 10.13| — Grandeurs caractéristiques d’un signal.

La valeur d’un signal lumineux sinusoidal en un point # (en m) & un instant ¢ (en s) est donnée par :

T

s(x,t) = So cos (277(1{ + A) + <p> = Spcos(2n(vt £ ox) + ¢) = Sp cos(wt £ kx + @)

avec Sy son amplitude, T sa période, A sa longueur d’onde, v sa fréquence, o son nombre d’onde, w sa

pulsation temporelle, k sa pulsation spatiale et ¢ sa célérité.

Calculer la valeur des différentes grandeurs caractéristiques des signaux suivants :

t t 3 t 2
s1 = Spcos(60t — 28z) SQZSOCOS<——x+x> ; 53:Socos(ﬁt+— 7TVB:U—{—

21 32 7 12 5 23 5¢
a) Ty (s) ........ c) vo (371 ..., e) ws (rad-s7h) .
b) A1 (m) ....... d) oy (m™h) ... f) ks (rad-m™1)
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[Entrainement 10.14] — Brouillage. 00

On éclaire un interférometre de Michelson réglé en lame d’air avec une source ponctuelle émettant deux
signaux lumineux de fréquences v; et 1o, et de longueurs d’onde Ay et Ay. En sortie de 'interférometre,
I’éclairement au niveau de 'axe optique est tel que

I(z)=1I [1 + cos (27'('1/1 — x) cos (277”4—”23:)}
c ¢

avec x I’écart d'un des deux miroirs de l'interférometre par rapport a I’autre, comme illustré par l'interfé-
rogramme ci-dessous (pour lequel I’échelle est non respectée).

A/2 = 0,500 0 mm

I(x) 8\’ = 2,400 pm

V1 — UV
a) Exprimer la période spatiale A de cos (277 ! 23:).
c
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B |[Entrainement 10.15| — La bonne formule. o

On considere les figures d’interférence suivantes, pour lesquelles le repére cartésien associé est donné.

z,  Figure n°1 y? Figure n°2 z Figure n°3

Y& L» T T > Z (/O]

a) A quelle quantité est proportionnelle I'intensité lumineuse de la figure d’interférence n°17

c) A quelle quantité est proportionnelle 'intensité lumineuse de la figure d’interférence n°3?

@ 1+ cos (47;\”6 Yo >

z2 +y? + 2%
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(@) [Entrainement 10.16) — Anneaux du Michelson en lame d’air. 00

Les franges d’interférences d’un interféromeétre de Michelson en configuration lame d’air sont des anneaux
sombres et brillants (voir figure ci-dessous).

On peut schématiser les rayons lumineux en sortie de I'interférometre avec le schéma optique ci-dessous ou
r est le rayon d’un anneau brilant, o @ est ’angle d’incidence des rayons lumineux et o f’ est la distance
focale de la lentille.

L Ecran
M

a) Exprimer le rayon d’un anneau r en fonction de 6 et de f' ......................

2ne cos(0)
A

b) On rappelle que 'ordre d’interférences pour le Michelson en configuration lame d’air est : p =

avec n = 1,00 I'indice optique de l’air; e = 500 pm et A = 643 nm.

Calculer 'ordre d’interférence py dans le cas ou 'angle d’incidence est nulle .........

¢) Sion fait varier 6 entre 0 et g, cos(f) :

@ augmente @ diminue @ reste constant

d) On rappelle que l'ordre d’interférences d’une frange brillante est un nombre entier.

Quel est 'ordre d’interférences p; du premier anneau brillant visible sur 1’écran (sachant que 6 = 0 corres-
pond au centre de 'écran) ?

555 1555,5 1556
1

e) En déduire le rayon r; du premier anneau brillant en mm sachant que f’ = 50,0 cm.

f) Quel est Pordre d’interférences ps du deuxiéme anneau brillant visible sur 1'écran ?

(a) 1554 (b) 1555 (c) 1556 (d) 1557

g) En déduire le rayon ry du deuxiéme anneau brillant en mm .....................

h) Calculer le rayon 19 du dixiéme anneau brillant en cm ............. ... o
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Réponses mélangées

2
w(t—t) @ asin(6;) A? @ il 48 pm n;t/y 5,47 cm
0=t teostart)
cos(a — b) + cos(a + c e
2 6 0 — b) =
ne cos(0) o cos(a) cos(b) 5 . cos(0)
2 2 in(2
5 6,00 x 10" Hz 5 @ s 6,4 cm sin(a) cos(a) = sin(2a)
2 2 w1 ) 2
2esin? i
15552 0,76um  2necos(d)  599,8nm e T 6,00 x 1012 Hy
cos(7)
22x 107 m © f tan() © k(z' — ) 9,5 x 1073 m™1 (@
0,14 pm arctan(%) (n—1)ay @ @ 1.3cm 2,6 x 107371 @
2
@ cos(wt — kx) @ @ 2etan(6) 1+ cos(£¢1 F ¢2) IK sin(6)
A% 4+ B?
@ + —sin(wt — kx) @ 19,7 mm 1,3x 10 %rad-m~!
27
600,2 8,22 0,57 — 1,0 x 1071
, nm2 @ ,22 mm @ @ ,57 cm o X s
A* (5 9 1 — cos(2a) fix .
2 (2 il e 122 1 .
0 3 <4 + Cos(goo)> sin®a 5 e JOrad - s @
o 14cos(2a) c e Ao 1 — cos?(6)
cos”a = - e— =
2 ) cos(1) (n—1)a cos(6)

» [Réponses et corrigés page |347]
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OPT3 Fiche d’entrainement n°11 Optique ondulatoire

Interférences a N ondes

Prérequis
Nombres complexes et formules trigonométriques.

Avant toute chose

L |Entrainement 11.1] — Complexes et conjugués. L)

On considere le nombre complexe suivant :
Z,=1+¢".

a) Quelle est expression de Z7, le conjugué de Z; ?
(a) Z; =-1+¢"° (b) z; =1-¢" (c) Zy=1+e7° (@) z;=1-¢

b) En déduire Z,Z] et le mettre sous la forme d’une fonction de cos(f) ......

Reprenons 'étude avec le nombre complexe suivant :

Ly=1—- e 19,

¢) Quelle est expression de Z5, le conjugué de Z, ?
@z-1+c @G- @z=o-eF @ z=1ee

d) En déduire Z,Z5 et le mettre sous la forme d’une fonction de cos(f) ......

L |[Entrainement 11.2] — Des expressions complexes aux fonctions sinusoidales (I). (]

On considere le nombre complexe suivant :

Zl =1 +ej0.

a) Ecrire Z; sous la forme suivante :

2

0
Donner I'expression de f<> ................................................

0
b) En déduire Z,Z] et le mettre sous la forme d’une fonction de cos<2> cen
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B |[Entrainement 11.3] — Des expressions complexes aux fonctions sinusoidales (II). L4

Reprenons ’étude avec le nombre complexe suivant :

Zy=1—¢79,

a) Ecrire Z, sous la forme suivante :

0
Donner I'expression de g<2> ................................................

9
b) En déduire Z,Z3 et le mettre sous la forme d’une fonction de sin<2) e

%L [Entrainement 11.4| 00

Soit R € R. On considere le nombre complexe suivant :

1

8T 1 " Rei¢

On admet que ss* peut se mettre sous la forme suivante :

. a
s = ——m————.
- 1+ msin?(p/2)

a) Donner 'expression de a en fonctionde R ...,

b) Donner 'expression de m en fonction de R .......... ...,

B |[Entrainement 11.5| — Résolution d’une équation trigonométrique (I). )

Soit § € [—-90°,0°].
Nous cherchons I’ensemble des angles 6" avec 6’ € [—90°,90°] vérifiant 1’équation suivante :

cos(8') = cos().

L’ensemble des solutions s’écrit : ' = {a,b,c,d,...}.

a) De combien d’éléments est composé 'ensemble des solutions? .............

b) Donner le plus petit élément de ensemble des solutions ..................

¢) Donner le plus grand élément de 'ensemble des solutions .................
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L |[Entrainement 11.6] — Résolution d’une équation trigonométrique (II). LY

Soit 6 € [-90°,0°].
Nous cherchons I’ensemble des angles 6" avec 6’ € [—90°,90°] vérifiant 1’équation suivante :

sin(0") = sin(0)

L’ensemble des solutions s’écrit : ' = {a,b,c,d,...}.

De combien d’éléments est composé ’ensemble des solutions? .................

Pour continuer...

“.;,L [Entrainement 11.7| — Suite géométrique. 00

On rappelle que la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique uy, de raison g # 1 vérifie :

n 1_qn+1
Zuk:uo+"'+un=u0(1+q+---+q”)zuoiliq
k=0

Soit € R; on suppose que ¢ n’est pas un multiple de 2.

Nous souhaitons écrire les sommes s(p) sous la forme suivante :

s(0) = f(p) 2le3)
s6) = 1O )

Déterminer a et f(y) pour s(p) = 1+ € 4 7.
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Autour du réseau a N fentes

%L [Entrainement 11.8] — Pas du réseau. o

Nous disposons d’un réseau présentant 600 traits par millimetre (600 traits/mm).
Le pas du réseau a est la distance entre deux fentes successives (distance centre a centre).

Déterminer @ en 1M ......oo i e

LB |[Entrainement 11.9] — Calcul de linéature en Ipi. 0

La linéature d’un réseau est affichée en unités anglosaxonnes en Ipi (line per inch). On rappelle qu'un pied
(foot) correspond a un tiers de verge anglaise (yard), et qu’il est divisé en douze pouces (inches). Un yard
vaut 91,44 cm.

a) Donner la valeur du pouce (1 inch) en mm.

(a) 7,62mm (b) 25,4mm (¢) 39,3mm (d) 43,7mm

b) Calculer en traits par millimetre (résultat arrondi & la centaine la plus proche), la linéature d’un réseau

comportant 7 =300001pi ....... ...

L |[Entrainement 11.10| — A propos de la relation fondamentale des réseaux. 0

Un réseau de fentes de linéature n = 600 traits/mm est éclairé par une onde plane issue d’une source
monochromatique de longueur d’onde dans l'air A = 546,1 nm et on observe 'ordre 1 de diffraction par ce
réseau en émergence normale.

On rappelle la relation fondamentale des réseaux par transmission entre ’angle d’incidence 6, et ’angle de
diffraction 6 par le réseau dans l'ordre p :

sin(0) — sin(6p) = pnA.

onde incidente

onde émergente

réseau

Que vaut langle d’incidence 6y (en degrés) de 'onde éclairant ce réseau ?

114 Fiche n° 11. Interférences a N ondes



&1

gla

|[Entrainement 11.11] — Brouillage des ordres. 0000

Un réseau de fentes de linéature n = 600 traits par mm est éclairé sous incidence normale par une lampe
a vapeur de mercure émettant les raies de longueur d’onde dans lair :

[X (en nm) [ 404,7 | 407,8 | 435,8 | 491,6 | 546,1 [ 577,0 | 579,1 | 623,4 | 690,7 |

On rappelle la condition d’interférences constructives entre les ondes planes diffractées dans l'ordre p par
un réseau suivant la direction 6 (angle mesuré par rapport a la normale au plan du réseau), éclairé par une
onde plane incidente de longueur d’onde A sous incidence normale : sin(6) = pnA

emin7 Qmax]

a) En exploitant le tableau, donner en degré 'intervalle | des angles du spectre d’ordre 1 de la

lampe a vapeur de mercure diffracté par ce réseau ......................

b) Meéme question pour le spectre d’ordre 2 .......... ... ..o

¢) Méme question pour le spectre d’ordre 3 ........... . oo

d) On parle de chevauchement d’ordre quand au moins une raie d’un ordre donné s’intercale dans le
spectre d’un ordre inférieur. Choisir la bonne réponse parmi les quatre propositions ci-dessous :

@ Tout le spectre d’ordre p = 3 est mélangé a celui d’ordre p = 2.

Seules les trois dernieres raies du mercure dans 'ordre p = 3 ne chevauchent pas les raies du spectre

d’ordre p = 2.
@ Seules les trois premieres raies du mercure dans l’ordre p = 3 chevauchent les raies du spectre d’ordre
p =
[Entrainement 11.12] — Cas o1t N = 2. 00

On rappelle que I'expression de 'intensité diffractée par un réseau composé de N fentes vaut :

sin? (N %)

0 Sin2(§)

ou ¢ est le déphasage entre deux rayons traversant deux fentes consécutives.
Dans cette application, nous allons prendre N = 2.

a) Ecrire le numérateur en fonction de cos(p) ...,

b) Ecrire le dénominateur en fonction de cos(@) .............oiiii...

¢) Exprimer I en fonction de Iy et cos(p) ....oovvviiiiiiiiiiiii
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[Entrainement 11.13] — Différences de marche. 000

On dispose d’un réseau plan constitué de n traits transparents par millimetre. Il est positionné sur un
goniometre préalablement réglé a l'infini. Ainsi, il est éclairé par une onde plane et on observe les interfé-
rences ayant lieu a l'infini. Le dispositif est plongé dans le vide (indice 1).

Nous souhaitons déterminer la différence de marche § du rayon (2) par rapport au rayon (1) dans les
différents cas représentés :

Figure A Figure B
A\@ A\EB

| |
. ]
) _— 4

0 0
(2) (1)

aI| (2) / |\

Figure C Figure D
A\GB A\EB

0/

Quatre différences de marche sont proposées :

(a) 0= a(sin(@) + sin(@’)) (c) 6= a(sin(@’) + sin(ﬂ))
@ §= a(sin(&) — sin(@’)) @ §= a( i

a) Dans le cas A, quelle est Pexpression correcte de 0a 7 ....ovvniniiiiiiiiiiiiia.

b) Dans le cas B, quelle est 'expression correcte de dg ?

c) Dans le cas C, quelle est I'expression correcte de d¢ ?

d) Dans le cas D, quelle est 'expression correcte de 0p? ....ovveiniiiiiiinnen..
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%L |[Entrainement 11.14] — Différence de marche pour un réseau par réflexion. 00

On consideére un réseau par réflexion sur les points O1, et O9, de pas a = 0103, éclairé par une onde plane
) ) )
sous 'angle d’incidence 0y et on s’intéresse a l'onde plane diffractée sous I’angle d’émergence 6.

On prendra l'indice de réfraction de l'air égal a I'unité.

A
1 D 2 9

Oq

réseau Oq (02}

La différence de marche d;,; du rayon 2 par rapport au rayon 1 vaut :
@) da1 = a(sin(e) - sin(00)> (©) b1 = a(sin(eo) + sin(0)>
@ bo/1 = a(sin(eo) - sin(@)) @ do/1 = a(tan(ﬁo) + tan(9)>

c‘;x [Entrainement 11.15] — Périodicité de la fonction réseau. o

On appelle fonction réseau notée R la fonction de la variable ¢ :

_(No\\°
e [FGE))

Nsin(?)

a) Donner la période pour la variable z de la fonction sin®(z)

b) En déduire la période, pour la variable ¢, de la fonction sin? ( Z)

N
¢) Quelle est la période, pour la variable ¢, de la fonction sin2< 2¢> 7

d) En déduire la période de la fonction réseau pour la variable ¢.

@277 @%
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B |Entrainement 11.16| — Propriétés de la fonction réseau. 00

Soit la fonction réseau notée Ry de la variable ¢ définie par Ry (¢) = | ————%
N sin (—)

a) Evaluer Ry (0). On rappelle que sin(z) ~z quand © — 0 ........................

b) Exprimer en fonction de N le nombre de zéros de la fonction réseau pour ¢ € [0, 27].

¢) On consideére le graphe de la fonction réseau sur la figure ci-dessous :

Ry (9)

—
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[Entrainement 11.17] — Largeur d’un pic principal. L)

Rn(9)

On rappelle I'expression de la fonction réseau : Ry « pic principal

. (N¢> ’
sin{ —-
de la variable ¢ : Ry(¢) = | ————% | .

Nsin<¢)
2

Cette fonction admet des pics appelés pics principaux
pour toute valeur de ¢ multiple entier de 27.

La figure ci-contre montre 1’évolution de Ry autour
de ¢ = 0.

0
>

dé
a) Le premier zéro de la fonction réseau, juste apres le pic principal situé en ¢ = 0 est obtenu pour 'angle :
4

us m 21 T
@ ¢=35x5 ® o= ©o=% D o=+

b) En déduire en fonction de N la largeur d¢ d’un pic principal défini comme la variation de ¢ entre les

deux annulations de Ry (¢) de part et d’autre du pic principal ................

Entrainement 11.18) — Mesure de longueur d’onde au goniomeétre. 0000
g g

Un réseau de pas ag = 1,67 pm placé sur un goniometre, est éclairé par une onde plane en incidence normale
issue d’une lampe a vapeur de thallium. Le spectre ne comporte qu’une seule raie de couleur verte dont on
souhaite mesurer la longueur d’onde A.

On reléve §' dans les différents ordres d’interférences observés vérifiant la formule du réseau :

pA = agsin(6’).

Ordre p -3 -2 -1 0 1 2 3
0" en (rad) | —1,30 | —0,70 | —0,33 | 0 | 0,32 | 0,70 | 1,27

Afin de déterminer la longueur d’onde A, nous allons tracer agsin(f’) en fonction de p et réaliser une
régression linéaire.
L’équation proposée pour la régression linéaire que vous ferez a l'aide de votre calculatrice se met sous la
forme :

y=ax+b.

a) Identifier les grandeurs & et y ..o

b) Apres avoir effectué une régression linéaire a ’aide d’un tableur (& la calculatrice ou & I'ordinateur),

déterminer la valeur de @ en pim ....... .. ...

¢) En déduire la longueur d’onde Aennm ...
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Déviation angulaire induite par un réseau

[Entrainement 11.19] — Définition de la déviation.

Un réseau plan est éclairé par une onde plane et des interférences sont observées a l'infini. L’angle de

déviation D que le réseau fait subir au faisceau incident est défini sur chacun des schémas ci-dessous.

Figure A Figure B
6’ DA V‘ 0/ DB
0 /‘
Figure C Figure D

4\69

|
\
W\/ﬂi/ Dy

Trois expressions de D sont proposées :

(@) D=0+¢ (b) D=6-¢

b) A quelle expression de D correspond la déviation Dy pour la figure B ?
c) A quelle expression de D correspond la déviation D¢ pour la figure C?

d) A quelle expression de D correspond la déviation Dp pour la figure D? ... ... ...

@Dze’—e

a) A quelle expression de D correspond la déviation Da pour la figure A7
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Autres entrainements

c.;)k [Entrainement 11.20 — Suite géométrique. 000

On rappelle que la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique uy, de raison g # 1 vérifie :
n 1— anrl
I—gq
k=0
Considérons la somme s(6) suivante :
§(0) =14+ ejo"asin(Q) _|_ej47“asin(9) + ej6T"asin(9) + ejST"'asin(G) + ejmT"'asin(O).
Nous souhaitons écrire s(f) sous la forme suivante :

sin(asin 6)

s5(0) =g(0) ————=.
5(6) = g )sin(ﬁ sin 6)
a) Déterminer « en fonction dea et A ...
b) Déterminer 8 en fonction de a et A ...l
c) Déterminer g(0) ...........c.o i
%L [Entrainement 11.21| — Largeur & mi-hauteur d’un pic principal. 0000
Rn (o)
On rappelle I'expression de la fonction réseau Ry de + pic principal

. (N¢>
sin| —-
la variable ¢ : Ry(¢) = | ———%

Nsin(?)

Cette fonction admet des pics appelés pics principaux
pour toute valeur de ¢ multiple entier de 2w. Sur le
graphique suivant, nous avons fait le choix de montrer
I’évolution de R autour de ¢ = 0.

0

>

5¢

On écrit la largeur a mi-hauteur A¢, /, d’un pic principal sous la forme Ag; /o = a%. En considérant que

N > 1, calculer la valeur de « avec deux chiffres significatifs.
3
x

On rappelle le développement limité & ’ordre 3 de sin(z) au voisinage de 0 : sin(z) ~ z — 5
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|[Entrainement 11.22| — Hauteur du premier pic secondaire. 0
- (NoY\?
sin[ —
2
(P '
Nsin( —
1n < 9

On considére la fonction réseau Ry de la variable ¢ : Ry (¢) =

On donne le tracé de cette fonction sur la figure ci-dessous :

Ry (9)

<+ pic principal

~ premier pic secondaire

27 4
N N

a) Estimer a partir du graphe la valeur de ¢ correspondant au premier maximum secondaire de la fonction

TESCAW - e v ettt et et et e e e e

b) Estimer la valeur de la fonction réseau au premier maximum secondaire . ..

Réponses mélangées

0 4R 2 .
4cos?| = — ] 2038 @ -0 [46,8°; 79,4°] 534nm
2 (1-R) N

16 ©  [a1sus] fe)=o%  a 4sin2<g) N1

®» 167m © (© ©® @ 1910 (o) Fes?

™ 0,534 pm a=5 215(1 + cos(yp)) 0 ga @ 1 — cos®(y)
2j ei% @ 1 [29,1°,56,0°] 1 ®  2(1—cosb) 2 (0
r=pet 1 . 1 — ol
y = agsin(8) 2(1 + cosb) 5 (1 —cos(y¥)) 1_R? flo)=¢ 0,05

a=3  2m % 1200 traits/mm 0w © © o 3%

» [Réponses et corrigés page [356]
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THMO Fiche d'entrainement n° 12 Thermodynamique

Outils mathématiques pour la diffusion

Prérequis
Expression des surfaces usuelles (disque, sphere,... )
Expression des volumes usuels (parallélépipede, cylindre, sphere,... )

Pour bien commencer

c.;x [Entrainement 12.1] — Calculs de volumes. O

Dans chacun des cas suivants, exprimer le volume du solide en fonction des données.

|
|
b T
|
S L
> N
a ul N N
c
Volume a)
/
/
7/
b/
Ao L
[\«
c
Volume b)
\
\
T
I
I
1
!
/
/
h

Volume d)

a) b) c) d)
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%& [Entrainement 12.2| — Signe des dérivées partielles. o

On consideére la fonction de deux variables f(x,y) repré- \
sentée ci-contre. On étudie le signe des dérivées partielles

au niveau des points A et B.
a) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f A
0 ,
par rapport & x au point A, notée a—f(A) ? x N B y 2
............................................ >
£
b) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f =
0]
par rapport & y au point A, notée a—f(A) ?
Y
(e )
............................................ .

On s’intéresse maintenant au comportement de f au voisinage du point B. Pour chacune des questions
suivantes, choisir la bonne réponse.

c) e)

2 2
® %(B)>O © %(BKO ©), %<B)>0 © %(BKO
® Zm)=o ® G40
d) f)

2 2
@%(B)>0 @%(BKO @%(po @gyé()<0

B |[Entrainement 12.3] — Volume d’un céne. )

Le volume d’un cone de hauteur h et dont le rayon de la base est r vaut V(r,h) =

ov
a) Quelle est I'expression de W(T’ ) I S P

b) Quelle est Pexpression de —— (7, h) 7 ..o

On souhaite comparer 'influence d’une méme variation d¢ de h ou de r sur la valeur du volume V.
oV

V
- - ?
ah (T7 h’) > a,r (T7 h’) °

@h/3<r ®h<r @2h<r @3h<r

¢) A quelle condition sur h et 7 a-t-on
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%L [Entrainement 12.4| — Fabrication d’une casserole. L)

Les questions de cet entrainement ne concernent pas le manche de la casserole et ne concernent donc que
la partie principale de la casserole. L’épaisseur de la tole utilisée pourra étre négligée.

A

__________
- -
-

Un industriel souhaite fabriquer une casserole a partir de plaques de métal d’épaisseur constante.
a) Pour cela, quelle surface de tole S(R, H) doit-il utiliser ?

(a) S(R,H) =2rR*>+ nRH

(b) S(R,H) = nH?+ 2rRH
(¢) S(R,H) =nR*+2rRH
(d) S(R,H) =2nH? + nRH

b) Que vaut le volume utile V(R, H)?
(a) V(R,H) =2rR*H
(b) V(R,H) =nR*H

¢) Exprimer S(R,V) la surface de tole que I'on doit utiliser pour fabriquer la casserole en fonction du
rayon R et du volume V.

Le fabricant souhaite fabriquer une casserole de volume V = V[, donné, tout en minimisant la quantité de
tole utilisée.
d) 1l cherche donc une géométrie qui vérifie :

ds
() @(Rﬂfo) =0

e) Déterminer Uexpression de Vj en fonction de R, puis celle de H en fonction de R permettant de
minimiser la surface de tole utilisée.

(a) Vo =R (b) Vo = 2R’ (¢c) H=R (d) H=2R
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B |[Entrainement 12.5| — Quelques équations différentielles (I). 00

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions aux limites.

Les quantités ng, n1, jo et p sont des constantes.

9*n n(07 t) =T
a) (1) =0 avec On gy gy
Ox

0*n _
b) @(m,t)—O avec {n(L,t) Loy T

92 n(0,t) =n
C) a_xz(x’t):p avec { E ) _ O

B |[Entrainement 12.6] — Quelques équations différentielles (II). 000

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions initiales (7, ng, n., p et L
sont des constantes) :

on n
a) E(az,t) = avec N(2,0) =10 e
on 2
b) E(w,t) = T avec n(z,0)=ng ...
) Py ="y (2,0) = no(1 -2
C E Z, ; p avec nlx, = TLO( z) ...........

Réponses mélangées
2

@ et @ @ n(x,t) = joxr + no @ % positif n(x,t) = e ; "0+ ng
T t
e mo(1-7) e (-7) .
3 . ix(x — L) +ng
+pr 1—exp<—;)>
TR + 2% @ abc @ @ @ abesin(a) @

t
mh negatif  n(z,1)=no exp(—) ® a-—"
T 1 + 0

7r2h cos(a)

NeT

» [Réponses et corrigés page 364
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THM2 Fiche d'entrainement n° 13 thermodynamique

Diffusion thermique

Prérequis
Premier principe > et deuxieme principe de la thermodynamique
Loi de Fourier : 5 = —\ grad T

Dans toute la fiche, les caractéristiques du matériau homogene et isotrope étudié seront notées :
e D, le coefficient de diffusivité thermique (m? - s™1),
e /1, la masse volumique (kg -m™?),
e ¢, la capacité thermique massique du matériau (J- K% -kg™1),
e )\, la conductivité thermique du matériau (W-m=*-K™1).
Pour évaluer les ordres de grandeur caractéristiques du phénomeéne, on notera :
e 7, la durée caractéristique (s),
e [, la longueur caractéristique (m).

Etude de flux thermique

L |Entrainement 13.1] — Bilan thermique en géométrie cartésienne. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

dx

x r +dx

On note S la section du conducteur et ¢ le périmetre de la section.

a) Le vecteur densité de flux thermique 55 = —Agrad(T") a pour unité possible :

@an*l-K*l @))JS-HF2 @W~m73 @)V\/-rrf2

— oT _, —
@ Jjo = —/\Eez @ Jjo = —)\%ex
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On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre x et x + dzx.
c) L’énergie interne U(t) de la tranche considérée a 'instant ¢ est :
@ eSdaT(z,t)+C @ peS daT(x,t) + C
@ eSdtT(x,t) + C @ peS diT'(z,t) + C

ol C eSt Une COnSTaANLE ... ... i i

d) En déduire la variation d’énergie interne dU entre ¢ et ¢ + dt.

On souhaite maintenant évaluer les transferts thermiques entre la tranche et ’extérieur.

e) En z, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + d¢ s’écrit :

(&) —jo(z,1)Sdt () jolz.t)Sdt © 0

f) En z + dz, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢ + dt s’écrit :

(@) -olz+dz,t)Sdt  (b) jo(z +dw,t)Sdt ©0

¢) Au niveau de la paroi latérale, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t 4+ dt s’écrit en notant ¢ le périmetre de la section :

() jo(x,t)¢dxdt (©) o (e) —jo(z +dx,t)¢dxdt
(b) —jg(x,t)tdzdt @ ol +da,t)ededt

LB |[Entrainement 13.2| — Equation de la chaleur. 0o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5. On se place en coordonnées cartésiennes.

L

Ty D S

M

0] L

Initialement, ’ensemble de la barre est a la température Tj.
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a) Le champ de température est de la forme :

(a) T =1T(z,t) (c) T =T(x) (e) T =T(y,1)
@ T:T(x’yat) @ T:T(‘T,y) @ T:T(Iayazvt)

b) Le vecteur de densité volumique de courant thermique j?g) est de la forme :

() jo = jo(z, )& (D) jg =jo(z)er
(©) jq = jau(x,v)eEx + jou(z,y)e, (D jo =jo(z,y,z,t)es

oT
¢) L’équation de la chaleur — = DAT s’écrit ici :

ot

@ % _p?T or _ [T 9T
ot Oy? ot or? = Oy?
oT o°T d?T
2 _pl - D=
@ ot Ox? @ 0 da?
La diffusion : un processus lent
L |Entrainement 13.3] — Etude qualitative. 0

L’équation de diffusion caractérise ’évolution temporelle du profil de température dans un matériau.
En raisonnant en ordre de grandeur, cette équation fait le lien entre un temps caractéristique 7 et une

A
longueur caractéristique de diffusion L : L = v D7 ou D = — est le coeflicient de diffusion thermique.
e

Par combien est multipliée la longueur caractéristique de diffusion lorsque 1’on double :

a) la conductivité du matériau? ...... ... ...

b) la capacité thermique du matériau? ... ... ..o

Par combien est multiplié le temps caractéristique de diffusion si on double :

¢) lalongueur du matériau L7 ......ooiuiuini

d) la masse volumique [17 .. .. .ot
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%& [Entrainement 13.4] — Nombre de Fourier : transformation adiabatique ? o

Le nombre de Fourier Fo = est un nombre sans dimension utilisé couramment en transfert thermique,

72
A

avec D = — (m?-s7!) le coefficient de diffusion thermique, At (s) la durée étudiée et L (m) la longueur
c

caractéristique d’étude.

Il se définit également comme le rapport entre la durée At d’un processus sur un temps caractéristique de
diffusion, c’est-a-dire au temps nécessaire au transfert thermique pour diffuser sur une distance L.

a) Un processus peut étre considéré comme adiabatique dans quel cas?

@Fo<<1 @Fo>>1

On considére la compression du mélange {air 4+ carburant} dans un cylindre d’'un moteur 4 temps en
acier. Avec un régime moteur d’environ 2000 tr - min~!, la durée de la compression est de 1,5 x 1072 s. On
considere que I’épaisseur du cylindre est de 5 mm.

On donne Aucier = 13W -m™' - K71 f1acier = 7800kg - m ™3 et cCacier =480T - K1 - kg™t

b) Exploitant les données ci-dessus, calculer la valeur du nombre de Fourier ...........

¢) L’hypothése d’une compression adiabatique habituellement utilisée est-elle valide ? ..

En régime permanent : utilisation des résistances thermiques

%L [Entrainement 13.5| — Champ de température en géométrie cartésienne. o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5.

On se place en coordonnées cartésiennes et on étudie le régime permanent.

L

Ty T S

2

a) Le champ de température vérifie e 0. Exprimer T'(x).
x
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b) Quelle(s) hypothese(s) de ’énoncé assure(nt) que le flux thermique ®(x) = // j_é ds soit uniforme,
5
c’est-a-dire ne dépendant pas de x 7

@ barre homogene @ parois latérales calorifugées

@ régime permanent

¢) En déduire le flux thermique ®(z) traversant une section S de barre située a 1’abscisse .
AS AL
(@) T(Tl —1Ty) © ?(Tl —Ty)

(b) %(T2_T1) D %(TQ_Tl)

L |Entrainement 13.6] — Analogie thermique — électrique. (]

Une inhomogénéité spatiale de température 77 — T se traduit par un transport d’énergie caractérisé par le
flux ®. Ceci est analogue au transport de charges caractérisé par une intensité I causé par une inhomogénéité
de potentiel électrique Vi — V5. Ainsi un conducteur électrique élémentaire de section S, de longueur ¢ et

L

de conductivité électrique ~ est caractérisé par une résistance R = o permettant grace a la loi d’Ohm
v

Vi — Vo = RI de déterminer I a partir de V; — V5.

Le flux thermique ® est proportionnel a 77 — T, en régime permanent. En utilisant ’analogie électrique,
on peut définir une « résistance thermique ».

a) La contrainte imposée au conducteur thermique 77 — T4 est ’analogue de celle imposée a un conducteur
électrique :

(a) v ) Vi-Vs 1 OR:

b) Quelle grandeur, parmi la liste suivante, est I’analogue électrique du flux thermique @ ?

O ®) Vi - V2 ©1 @ R

¢) Pour caractériser le conducteur thermique on introduit une « résistance thermique » analogue de :

@~ ® Vi— Vo ©1 @ R

d) Quelle grandeur, parmi la liste suivante, est I’analogue électrique de A ?

OF OREAE OF @ R
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(@) |[Entrainement 13.7| — Conducto-convectif en une dimension (I). 0

Soit une vitre (surface S =1 m?, épaisseur L = 5 mm) fabriquée en verre, B vire | Tt
de conductivité thermique A = 1W-K™1 . m™!. Celle-ci sépare I'extérieur * / n
(& la température 71 = 9°C) de lintérieur (a la température T = 19°C)

i X T Rm| T2
d’une maison.

La situation est étudiée en régime permanent. La conduction thermique

-
envisagée est telle que la résistance thermique de la vitre est Ry, v = S 0 L
a) La résistance thermique de la vitre vaut :

(a) 5x107°K- W™ () 5x107°W-K™! (©)2x10°K- W™ (D) 2x10°W-K™!

On rappelle que le flux thermique est relié a 'inhomogénéité de température par la relation AT = Ry, ®.

b) Le flux thermique ® & travers la vitre vaut :
(a) 5x107°W (b) 5x 1072 W (c) 2x 10°W (d) 2x10°W

c) En réalité la température n’est pas totalement uniforme dans l’air & proximité des surfaces de contact
avec la vitre. Les transferts thermiques a U'interface avec les thermostats sont régis alors par la relation
de Newton : & = hyS(Th —T(0)) et ® = haS(T(L) —Tz) ol hy et hy sont les coefficients de transfert
conducto-convectifs dans les deux couches limites.

Les résistances thermiques Ry, ; correspondantes sont de la forme :

h; S 1
(&) Runi = g (®) Runi = - (©) R = S

7

d) Les résistances Ryp v, Rn,1 et Rin 2 sont-elles en série ou en parallele 7 .

e) Evaluer le flux thermique ®' & travers la vitre en tenant compte des pertes conducto-convectives si

hi=ho=5x102W - Kl m 2

LB |[Entrainement 13.8) — Conducto-convectif en une dimension (II). 0

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T3
et lintérieur d’une maison (température Ts).

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis

par la relation de Newton. Avec une convection plus importante a Ext vitre Int
lextérieur due au vent, on peut considérer que T(0) = T7. V./)
T R T
Les températures et le flux thermique vérifient alors le systéme : ! Vth 2
¢ =hoS(T(L) — T5) 01 x
T1 — T(L) == Rthqb

Quelle est Pexpression de T (L) 7 «.ooveiiniiiiiiiiiiiii,
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[Entrainement 13.9] — Isolation thermique d’un mur.
€p €
<> <>
S¢=1,2m?
Stot = 7,5 1’112
Vue en coupe Vue de face

Un pan de mur de surface totale Syor = 7,5 m? est composé d’un mur de brique d’épaisseur e, = 20 cm, de
conductivité thermique A\p = 0,70 W -m~! - K~! et d’un isolant en fibre de bois d’épaisseur e; = 12 cm, de

conductivité thermique \; = 0,036 W-m~! . K1
Une fenétre de surface Sy = 1,2m? de résistance thermique Ry = 0,70 K - W1 est percée dans le mur.

La température intérieure est Ti,, = 20 °C, la température extérieure vaut To = 5 °C.
e
L . , s o
La résistance thermique d’une surface S plane d’épaisseur e est R, plan = S

Quelle est la valeur de la résistance thermique :

a) Ry dela brique? ............ b) R;delisolant? .............

¢) Parmi les montages suivants, lequel correspond & la situation étudiée ?

d) Quelle est la résistance thermique globale Ryp tor dumur? ..........................

e) En considérant que les échanges thermiques ne peuvent se faire qu’a travers cette paroi, quelle puissance

thermique ¢ doit développer le systéeme de chauffage pour maintenir cet écart de température ?

(a) 475 W (b) 475 W (c) 4,75kW
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(@) [Entrainement 13.10| — Igloo de survie. 00
Un alpiniste, surpris par le mauvais temps, décide de construire un igloo de survie.

Le volume de son igloo doit valoir 1 m?®:; il le construit avec des blocs de neige d’épaisseur e = 10 cm et de
conductivité thermique Apeige = 0,2W -m ™! K.

I1 hésite entre 3 formes d’igloos : un igloo cubique, cylindrique dont la hauteur est égale a son rayon et un
igloo hémisphérique.

a Rcyl
\ /
D
Igloo cubique Igloo cylindrique Igloo hémisphérique
- 1 3/ 3
Pour les calculs numériques, on prendra : — ~ 0,7 et {/ — =~ 0,8.
I 27
Pour que le volume intérieur des igloos soit de 1 m?,
a) quel doit étre le rayon de l'igloo cylindrique ? b) quel doit étre le rayon de I'igloo hémisphérique ?

¢) On souhaite déterminer la résistance thermique de chaque igloo. Associer a chaque igloo 1’expression
de sa résistance thermique.

0,8 0,9 1,1
[ / dr [ dr [ / dr
@ /] 3mar2 @ ) 2mar? @ ] 5a2
0,7 0,8 1

d) Aprés avoir calculé chacune des intégrales précédentes, quel igloo présente une résistance thermique

1
approximative de —K - W™17?

e) L’alpiniste dégage une puissance thermique de ¢ = 100 W.

En déduire la différence de température entre l'intérieur de 'igloo hémisphérique et I'extérieur en régime
permanent.
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[Entrainement 13.11] — Analogie électrique d’une habitation (I). 0

L’objectif de cet entrainement est d’approfondir I’analogie entre les phénomenes de conduction thermique
et d’électricité en étudiant une habitation dans sa globalité.

On constate que :

e le flux thermique ¢ est 'analogue de 'intensité du courant électrique (flux de charge électrique) ;

e la température 6 est I’équivalent du potentiel électrique;;

e un matériau ayant une capacité thermique Cyy, peut étre modélisé par un condensateur électrique;

e tout comme la résistance électrique traduit une relation de proportionnalité entre la différence de
potentiel et le courant électrique, la résistance thermique traduit la relation de proportionnalité entre
la différence de température et le flux thermique : Af = Ry, .

Une habitation est isolée de 'extérieur ol régne une température 6.(t) par une enveloppe isolante de
résistance thermique Ryy. A lintérieur de I’habitation, un systéme de chauffage apporte un flux thermique
¢; permettant d’atteindre une température intérieure 6;(¢). L’intérieur de la maison posséde une capacité
thermique Ciy,.

Parmi les circuits ci-dessous, lequel correspond a la situation étudiée? ..................

Rth

Ct h Rt h

A @ = On

777
Circuit () Circuit (b) Circuit (c)
L [Entrainement 13.12] — Analogie électrique d’une habitation (II). 00

a) Etablir Péquation différentielle sur 6; dans le cas du circuit @ de 'entrainement précédent.

Du fait de ’alternance jour—nuit, la température extérieure 6, peut s’écrire

0c(t) = Oep + Oo1 cos(wt).

b) Quelle doit étre 'expression du flux ¢; fourni par le systéme de chauffage pour maintenir une tempé-
rature intérieure constante égale a 6;y ?
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(@) [Entrainement 13.13] — Une résistance thermique en géométrie cylindrique. 000

T=20°C

T=20°C
Vue en coupe

Un mince tuyau métallique d’une longueur L et de rayon 1cm transporte de la vapeur a 100 °C. Celui-ci
est couvert par deux couches d’isolants :

e une couche (a) intérieure d’une épaisseur de 4 cm et de conductivité thermique 0,1 W - m- K

e une couche () extérieure d'une épaisseur de 2cm et de conductivité thermique 0,3 W - m~ ! KL

La température extérieure est de 20 °C.

1
La résistance thermique dans le cas d’'un flux radial est de la forme Ry, = 3L In(ra/r1).
T

a) Parmi les deux montages électriques ci-dessous, lequel correspond au systéme étudié ?

Ry,
L =
100°C 20°C 100°C 20°C

7}7 Montage (@) 7}7 7}7 Montage (b) 7}7

b) Quelle est la température a l'interface entre les deux isolants ?
(a) 25,2°C (b) 30,2°C (c) 30,2°C (d) 35,2°C (e) 40,2°C

In(7)
In(5)

On prendra ~ 1,21
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Plus de diffusion thermique

[Entrainement 13.14)] — Choix d’un isolant. 00

La résistance thermique surfacique » d’'un matériau traduit sa capacité a résister a un flux thermique. Elle
dépend de I’épaisseur du matériau e et de sa conductivité thermique A, selon la relation

r=-e/\

Le déphasage thermique A7 définit le temps que met un front de chaleur pour traverser une épaisseur
donnée de matériau. Cette grandeur dépend de la masse volumique et de la capacité thermique massique

du matériau, selon la relation
e
AT =ey/—
T V 2w’

ou w est la pulsation excitatrice associée au front de chaleur.

La prise en compte du déphasage thermique est notamment utile pour le confort 1’été, en décalant au cceur
de la nuit plus fraiche I'arrivée de la chaleur recue par les parois extérieures durant la journée. Dans le cas
de Dalternance jour-nuit w = 7,3 x 10 % rad - s~ 1.

La consommation totale d’énergie primaire non renouvelable, communément appelée « énergie grise »,
permet de quantifier assez bien I'impact environnemental global d’un produit. L’énergie grise surfacique
&g d’un isolant peut se calculer par la relation & = pef ol £ est I’énergie grise massique.

Isolants Conductivité thermique Masse volumique  Capacité thermique  Energie grise massique
A(W-m™ - K™ w (kg -m™?) c(W-m ' K™ £ (kWh - kg™ ")
Fibres de bois 0,037 150 2000 2
Bottes de paille 0,052 100 1550 0,1
Laines minérales 0,030 30 900 8
Vermiculite 0,050 300 950 0,8
Polystyrene expansé 0,032 20 1300 32
Polyuréthane 0,022 35 1000 30

Un maitre d’ceuvre doit choisir un isolant pour fabriquer un mur avec comme contrainte d’avoir
2 -1
r>270m* - K-W

et un déphasage
AT > 8h.

Apres avoir calculé ’épaisseur nécessaire pour vérifier la contrainte sur r et le déphasage correspondant, le
maitre d’ceuvre choisira l'isolant ayant ’énergie grise surfacique la plus faible parmi ceux qui vérifient les
contraintes ci-dessus.

Quel isolant choisira-t-i17 ... ... e
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B |Entrainement 13.15| — En présence de source. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

On a alors o _)\g(?

On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre z et = 4 dz :

dx

VH

T T +dz

Le conducteur thermique est le siege d'une production algébrique volumique d’énergie de puissance pprod
(effet Joule, réaction chimique, etc.).

a) Donner lexpression de la variation d’énergie interne dU de la tranche dz du conducteur entre les
instants ¢ et ¢ + dt.

¢) Donner 'expression de I’énergie produite dans la tranche entre t et t + dt.

%& [Entrainement 13.16| — Transfert conducto-convectif latéral. o

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

— dT _, T (12 . .
On a alors jo = —A——e;. On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et

) dx
compris entre z et  + dz.
La paroi latérale du volume de section S est en contact avec un thermostat & la température Toyi. Le
flux thermique surfacique au niveau de la surface latérale vérifie la loi de Newton, i.e. est proportionnel a
T(xz,t) — Text (facteur de proportionnalité noté h). On note p le périmetre de la tranche de section S.

a) Donner 'expression de dU en fonction de la variation de température ........

b) Exprimer le transfert thermique algébriquement regu par la tranche dii aux transferts conductifs.
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¢) Quelle est I'expression de 1’énergie algébriquement regue au niveau de la paroi latérale dans la tranche
entre t et t +dt?

@ h(T(x,t) — Toxt)pda dt @ —h(T(z,t) — Toxt)pda dt @ 0
(b) (T (2,t) = Tex)S da dt () W(T(2,t) = Tex)S da dt () —h(T(2,t) — Texe)p

d) En déduire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par T ...................

L |Entrainement 13.17] — Conducto-convectif a 1D (3). 000

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T}
et l'intérieur d’une maison (température T3).

Ext vitre Int

4
v Ru| T3

7

0 L

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis par la relation de Newton. Si ’on
prend en compte les effets conducto-convectifs aux deux interfaces, on obtient le systéme :

¢ = h1S(Ty — T(0))
T(0) = T(L) = Reno
¢ =h2S(T(L) — T3).

a) Le profil de température est de la forme :

T, T,

Rth Rth
T2 T2

T1 Tl ‘
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Réponses mélangées
T
dU = ,uca—Sd:c dt (¢)  PproaSdrdt

@ Les bottes de paille @ @ N
@ (cub.,@) (cyl.,@) (sph.,@) @ 1,1 x 103 W @ 0,8m
orT or 0*T D 7
AU = peg -8 d dt (a) NC28_t = Aoy — hg(T(1) = Tex) © —a—fs dz dt
T(z) = T +T )\aTZde dt 2 %1073 1/V2 en série @
orT o*T
® @ © @ V2 @ g =rggtpma 05K W
Rughi S + L .
2 T + i Ts @ Oui @ 4 @

h1

1+_+Rthh15 1+—+Rthhls
h2 h2 1
@ 11°C 4,5 X 10_2 K- W_l @ R—th(aio - ee() — 961 cos(wt)) 2
ho
oT aQT — + RiphaS
dU = peg-Sdedt A5 S dads — T T 7
¢ * 1+ 22+ RuhaS 1+ h—f + RnhaS
de; 0; 1
0,7 — = Rino; + 6
© O I G R T By, Tt o)
T, + Rinho STy -
_ = Sphérique

32x1071K- w1

1+ RenhoS

®@ ®t© @

» [Réponses et corrigés page |366|
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Fiche d'entrainement n° 14 Thermodynamique

Transferts thermiques

THM3

Prérequis
Loi de Fourier : 7¢n = —Agrad T

Vecteur densité de courant thermique

[Entrainement 14.1) — Dans un calorimeétre. o

Un systéme S; est constitué d’un vase parfaitement calorifugé contenant initialement une masse m; d’eau
a la température 73 = 20°C. On y ajoute ensuite une masse mo d’eau a la température T, = 80°C
(systéme S5). On attend que 1’équilibre thermique soit réalisé.

a) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme S17 ................

b) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme So 7 ................

¢) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme S; U Se? ...........

[Entrainement 14.2| — Une dalle en béton. 000

On considére une dalle en béton d’épaisseur e = 20 cm et de conductivité thermique A = 1,2W -m™* . K1
séparant deux pieces d’une habitation.

X
e ®
¢ &
) 1
0 ] B e_y) e_z)

La température de la face inférieure contenant A est Th = 8°C et celle de la face supérieure contenant C
est Tc = 18 °C. La température en un point M(z, y, z) du béton ne dépend que de x en régime stationnaire.

Le vecteur densité de courant en M est 7, (M) = —)\d—ex.
x

a) Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies ?
@ Tul(A)-a2>0 @ Fu(A)-5 >0
@ Tn(B)-ez <0 @ Tm(B)-éy=0
@ Tth(c)f_x»:() @ 7th(c)'€_z; 0

b) Calculer || Ten(B)|| «or et
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[Entrainement 14.3] — Tuyau en cuivre. 0000

On considére un tuyau cylindrique en cuivre d’axe (Oz) et de conductivité
thermique A = 400W - m~! - K1 séparant deux fluides de températures
différentes.

En régime stationnaire, la température de la face interne contenant A est
Ta = 20°C et celle de la face externe contenant C est T = 10°C. Le profil
de température est alors, en coordonnées cylindriques,

Tc — TA r
Too T, (7).
1n(—> a
a
Les distances a ’axe sont a = 2 cm et ¢ = 4 cm.
Le vecteur densité de courant thermique en un point M est noté 7, (M).

N 1
On donne grad f(r,0,2) = g—fe_; + ;%6_9) + Z—J:_z’ en coordonnées cylindriques.

T(r) =T+

a) La direction de 7, (A) est b) La direction de 7, (C) est
Oz ®= O Oz ®= O

c) Donner le sens de 7 (A). d) Donner le sens de 7 (C).

e) Calculer | 7w (A)]| -...... f) Calculer || Tw(C)|| .......

Transferts thermiques conducto-convectifs

On considére une paroi solide fixe de température 7, en contact
avec un fluide en mouvement de température différente 7. - T,

Les transferts thermiques de la paroi vers le fluide peuvent étre
modélisés par la loi de Newton donnant le vecteur densité de Ty
courant thermique conducto-convectif

Jee =Ty = T§)posy e

ou h est nommé coefficient de transfert conducto-convectif.

La puissance transférée par la paroi ¥ au fluide est Py, ; = // TeerdSTposy.
b

On rappelle que la résistance thermique Ry, est le rapport entre la différence de température 77 — T entre
deux isothermes et la puissance thermique P;_,o transférée. Elle vérifie :
T — T

R, = .
th Py
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%L [Entrainement 14.4 — Unité ? L)

En quelle unité s’exprime A7 ....... ...

[Entrainement 14.5| — Puissance échangée par conducto-convection. 00

a) La résistance thermique conducto-convective associée a une interface de surface S est

© Vis
1
5 @75

b) Un toit plat d’immeuble a une surface de 50m?. La température de l'air extérieur est de 25°C et le
coefficient de transfert conducto-convectif est h = 20 USI.

La puissance cédée par conducto-convection par le toit a I'air extérieur vaut 40 kW.

Calculer la température de la face du toit en contact avec I'air extérieur.

[Entrainement 14.6] — Ailette de refroidissement. 000

Une tige conductrice cylindrique de rayon a, de section S = ma?, de longueur L > a, de conductivité
thermique A est en contact en x = 0 avec un corps solide de température Tj stationnaire. Cette tige est en
contact avec l'air de température T, stationnaire.

dz
( (L O
To T,

a) L’élément de volume Sdx de la tige situé entre x et x + dx regoit une puissance de la part de l'air
égale a

(a) W(T, — T(x))S () MT, — T(x))2madx
@ MT(x) —To)S @ MT(z) — Ty)2ma dx

A
b) En posant b = 1/ i, on montre que T'(z) = T, + (To — T,)e /"

Exprimer la puissance thermique Py recue par la tige en 2 = 07 en fonction de A, a, b, Ty et T,.
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Rayonnement thermique

Un corps noir de température T émet un rayonnement de puissance surfacique ¢ donnée par la loi de
Stefan p = oT?, oti 0 = 5,67 x 1073 W - m~2.K~* est la constante de Stefan.

[Entrainement 14.7| — Le Soleil rayonne. 000

On utilisera la loi de Stefan donnée en haut de la page.

Le Soleil de rayon Ro = 696 x 10% km, rayonne comme un corps noir de température Ts = 5772 K.

a) Calculer la puissance surfacique pg a la surface du Soleil ........................

b) Calculer la puissance Pg émise par le Soleil ........... ...

c) La puissance radiative traversant une sphére de centre S (centre du Soleil) et de rayon r > Rg ne
dépendant pas de r, la puissance surfacique radiative ¢(r) est

® o ® o2 ©w(%)  @wls)

d) La distance Soleil-Terre est Dgt = 150 x 10° km. La puissance surfacique du rayonnement solaire recu
par la Terre est (en W - m™?)

(a) 1,4 x 10" (b) 1,4 x 107 (c) 14 x10° (d) 1,4 x 10"

([Entrainement 14.8] — Radiateur convecto-radiatif. 000

On utilisera la loi de Stefan donnée en haut de la page.

On étudie un radiateur de chauffage central dont la température de surface est Ty = 60 °C en contact avec
Pair ambiant de température T, = 20°C. On note S I'aire de 'interface radiateur-air.

Le radiateur et I’air rayonnent comme des corps noirs de températures respectives Ts et T,. Seuls les
échanges thermiques entre le radiateur et l'air sont pris en compte.

a) La puissance cédée par le radiateur a l’air par rayonnement est
() o(T,; - T)S () o(Ty +T))S

@ U(T;1 - Tf)S @ nulle

b) Ennotant h = 10W -m~2 - K~ le coefficient de transfert conducto-convectif entre le radiateur et air,
la puissance cédée par le radiateur a ’air par conducto-convection est

(a) (T, - 1T.)S (c) h(Ta+Ts)S
(b) MTs —Ta)S (d) nulle

c¢) Calculer la surface S d’un radiateur fournissant une puissance totale de 1,0kW a ’air.
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Equation de la diffusion thermique

c.;)k |[Entrainement 14.9| — Dimension du coefficient de diffusivité thermique. o

Dans un matériau solide de diffusivité D, le champ de température T'(M,¢) en un point M & un instant ¢

oT
vérifie I’équation de la diffusion thermique 5= DAT.

Quelle est la dimension physique de D7 ... ... .. i

c.;,k |Entrainement 14.10| — Echelles de longueur et de temps associées. 00

Les variations du champ de température T' (M, ¢) au sein d’un matériau homogene de diffusivité D sont
caractérisées par une longueur caractéristique L et une durée caractéristique 7.

a) Quelle proposition est correcte ?
L

@r=5 ® =173 ©Or=5 D=1

Un ceuf de poule a une longueur comprise entre 5 et 6 cm et une masse entre 60 et 70 g alors qu’un ceuf
d’autruche a une longueur entre 15 et 20 cm et pese environ 1,6 kg.

b) Sachant que la cuisson & la coque d’un ceuf de poule dure 4 minutes, cuire un ceuf d’autruche a la
coque nécessite environ

@ 12 min @ 36 min @ 72 min @ 400 min

[Entrainement 14.11] — Prise en masse d’un mur de béton. 0000
(8)

Un mur de béton est coulé entre une paroi rocheuse de tem-
pérature stationnaire 7 = 20°C et un coffrage métallique

maintenu a la température 77 = 10°C. uocle béton

coffrage
Le mur de béton est d’épaisseur L = 1,0m et de conductivité
thermique A = 1,2W - K~' . m™!. La prise en masse du béton
est le siege d’une réaction chimique exothermique dégageant |
une puissance volumique p,,. 0

X

|

|

L

, . . . , NET . , . sy . crs . d*T Dov

En régime stationnaire, la température T'(z) & ’abscisse  vérifie ’équation différentielle o
x

a) Exprimer le profil de température T'(x) dans le béton.

b) La température est maximale & 'abscisse z1 = 3L/10. L’expression de p, est

(a) 3AL(Tp — Ty) (c) BAL(T, — T1)
®) %(To—Tl) ©) %(TO—Tl)

€)  CAlCULET Py o eve ettt e
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[Entrainement 14.12| — Fusible en régime stationnaire. 0000

Un céble métallique cylindrique d’axe (Ox), de rayon a, de section S = ma?, de longueur L, de conduc-
tivité thermique A et de conductivité électrique v, est parcouru par un courant électrique d’intensité I

L
stationnaire. Les deux extrémités en = = :|:§ sont maintenues & la méme température Tj.

Lorsque ce cable est latéralement calorifugé, la température T'(z) & l'abscisse x vérifie, en régime station-

naire, I’équation différentielle
d’T B I?

dz? — AyS%

a) Exprimer le profil de température T'(x) dans le cable.

b) Quelle est 'abscisse du lieu ou la température est extrémale ?

¢) Donner 'expression de cette température extrémale.

On note 7in(z) le vecteur densité de courant thermique de conduction & l'abscisse x.

d) Quelles propositions sont vraies ?
@ jth<_2>'e:r>0 @ Jth<2>'em>0
@ jth<_2)'ew<0 @ Jth<2>'ew<0

Associations de résistances thermiques

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) sont en association série lorsque la puissance thermique traverse
le conducteur (1) puis le conducteur (2) avec une surface de jonction isotherme. La résistance thermique
équivalente Ry, est alors la somme des résistances thermiques de chaque conducteur. On a

R, = Ring + Rinya-

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) en association paralléle ont des faces communes & la méme tempéra-
ture : ils sont donc soumis a la méme différence de température. La conductance thermique Gy, équivalente
est alors la somme des conductances thermiques de chaque conducteur. On a

1
G = Ro= Gin,1 + Gen 2
th
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(@) [Entrainement 14.13] — Mur de béton. 000
On considére un mur en béton d’épaisseur e = 30 cm, de hauteur h = 2,5m et de longueur L = 10 m.

Les deux faces verticales isothermes de ce mur sont en contact avec l'air et sont & des températures
différentes T et T5.

Lorsque |T7 — T»| = 10 K, la puissance thermique traversant le béton est P = 1,0 kW.
On rappelle que la résistance thermique d’un matériau de méme géométrie que ce mur est

e
R =
AS’

ou e est ’épaisseur, S Daire des sections isothermes et A la conductivité thermique du matériau.

La résistance thermique Ry, est le rapport entre la différence de température Ty — T, entre deux isothermes
et la puissance thermique P;_,o transférée; on a

a) Calculer la résistance thermique de conduction du mur ..........................

b) Calculer la conductivité thermique A; dubéton ............. ... ...

On isole ce mur avec une plaque de polystyréne de conductivité Ao = 4,0 x 1072 W - K~ . m™! afin que la
puissance thermique traversant le mur isolé soit divisée par 5 pour le méme écart de température |17 — Tz

c¢) Calculer I'épaisseur d’isolant nécessaire. ..............coiiiiiiiiiiiiiiiiiia..

[Entrainement 14.14] — Ouverture dans un mur. 000

On considére un mur de surface S, et de conductance thermique G,,. On souhaite percer ce mur afin
d’installer une fenétre de surface Sy et de conductance thermique Gy. On rappelle que la conductance
thermique est I'inverse de la résistance thermique : G = AS/e pour un matériau de conductivité thermique A,
d’épaisseur e et de section S.

a) La conductance thermique G, du mur percé (mur seul apres installation de la fenétre) est
Sm — 5S¢ Sf — Gy

b) La conductance thermique G du dispositif (mur et fenétre) apres installation de la fenétre est

(@) Gm + Gy @ G (1—S)+G

@ G Gf @ GmSerGfo

Fiche n° 14. Transferts thermiques 147



Réponses mélangées

®»  oow-m? 0 (b
1,5 m? nul @ négatif
I2
@ ©® @ hige

60W - m—2

1,0x1072K-W!

L

(

2o
NSYTEY

Meéme sens que e,

4,0cm To

®)
)2—1:2) et ®et(o)

Meéme sens que ¢,

3,8 x 1026 W

1,4 x 10°W -m™2

2,9 x10°W-m™2 © (©
2

629MW-m~?  W.K'm™? AT (-7) (9 LT 12W-K.m!
@ @ g—z\x(L —x)+ (Th — To)% + 1o 65°C positif @

» [Réponses et corrigés page |372]
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THM4 Fiche d'entrainement n° 15 Thermodynamique

Tables et diagrammes thermodynamiques

Prérequis
Notions d’additivité et d’extensivité de fonctions d’état. Transition de phase.

Tables thermodynamiques

(@) [Entrainement 15.1| — Table & double entrée — Table de vapeur séche. 00

La table ci-dessous liste les propriétés de la vapeur d’eau seche.

Le volume massique v est exprimé en m? - kg~ !, I'enthalpie massique h en kJ - kg™*

senkJ - K1 kg™t

et I’entropie massique

p en kPa T en °C

(Tsat en °C) 100 | 150 | 200 | 250 | 300
100 v] 1,696 0 | 1,936 7 | 2,1725 | 2,406 2 | 2,638 9
(99,606) | R |2 675,77 |2 776,59 | 2 875,48 | 2 974,54 | 3 074,54
s| 73610 | 76147 | 7,8356 | 8,034 6 | 8217 1
200 v 0,969 89 | 1,080 5 | 1,198 9 | 1,316 2
(12021) | h 2 769,09 | 2 870,78 | 2 971,26 | 3 072,08
s 7,280 9 | 7,508 1 | 7,710 0 | 7,894 0
500 v 0,425 03 | 0,474 43 | 0,522 60
(151,84) | h 2 855,90 | 2 961,13 | 3 064,60
s 70611 | 7,2726 | 7,461 4

a) En arrondissant le volume massique v a deux chiffres significatifs, calculer la masse volumique p en
g-mL™! de la vapeur d’eau soumise & une pression de 200 kPa et & une température de 200 °C.

b) Que vaut la température de saturation Ty,¢ pour une pression de 200 kPa ?

(a) 200°C (c) 99,606°C

(b) 120,21°C (d) 151,84°C

¢) Quel est I'état d’équilibre du systéme & une température de 100 °C et soumis & une pression de 200 kPa ?
@ état liquide
@ état vapeur
(¢) état diphasé
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B |[Entrainement 15.2] — Table 4 unique entrée — Table de vapeur saturante.

Les propriétés de I’eau sous forme diphasée sont données dans la table de vapeur saturante ci-dessous :

T Psat Liquide saturant Vapeur saturante

(°C) (MPa) @ &) ® @ @ ®

20 | 0,002 339 | 83,9 | 0,296 5 | 0,001 002 | 2 537,4 | 8,666 0 | 57,757
40 | 0,007 385 | 167,5 | 0,572 4 | 0,001 008 | 2 573,5 | 82555 | 19,515
60 | 0,019 946 | 251,2 | 0,831 3 | 0,001 017 | 2 608,8 | 7,908 1 | 7,667 2
80 | 0,047 414 | 335,0 | 1,075 6 | 0,001 029 | 2 643,0 | 7,611 1 | 3,405 2
100 | 0,101 420 | 419,2 | 1,307 2 | 0,001 043 | 2 675,6 | 7,354 1 | 1,671 8

Les colonnes @, @, ® sont respectivement exprimées en kJ - kg™, kJ - K= - kg™ ! et m® - kg~ !.

A Taide d’une analyse des unités, attribuer chaque colonne & une de ces trois grandeurs : volume massique
v, enthalpie massique h et entropie massique s.

d) Exprimer la valeur de la pression de saturation psy & 100°C en millimétres de mercure (mmHg) en

sachant que 1 mmHg = 133,3 Pa

e) Le volume massique de l’eau contenue dans un ballon d’eau chaude a 60 °C est de v = 1,03 cm? /g. Quel

est ’état du systeme : liquide, diphasé ou vapeur ?

Déterminer, par une lecture de la table a 60 °C, la valeur du volume massique de liquide saturant v; et celle
du volume massique de vapeur saturante vg.

f) O

P . . , . , v — U]
h) Le théoréme des moments donne la fraction massique de vapeur d’'un mélange diphasé : z, =

Vg — U]
g

En raisonnant en terme d’ordres de grandeur, laquelle des propositions ci-dessous correspond a une ap-
proximation raisonnable de I’expression de x, si v = 1030 cm?® /g a60°C?

@ v/ @ v/ vg @ v/vg

Diagramme de Clapeyron P-v et diagramme de Watt P-V

[Entrainement 15.3] — Schéma synoptique d’un cycle thermodynamique. o
Soit n moles de gaz parfait qui décrivent le cycle ci-contre.
Attribuer aux transformations trois des quatre adjectifs ‘P;l (A) ‘};2 = B
. . . . . . 1 > 2
suivants : isobare, adiabatique, isochore, isotherme. T P = cste T, = °on
A
a) Transformation (A) .................... (D) | 5 = este T = este | (B)
b) Transformation (B) .................... Py V= st Ps
Vi = Vs |« (_CC)S v o= 31
T. T3 = 1T
¢) Transformation (C) .................... : i 2

d) A Taide de la relation PV = nRT, exprimer V5 en fonction de V;
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[Entrainement 15.4) — Un cycle dans le diagramme P-V. 00

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans l’entrainement 15.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV"” = cste.

a) Laquelle de ces relations est valable pour la transformation (B)?

@ g — cste @ PV = cste @ P7V?Y = cste @ TV = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.
P @ » ® © » @

D A

-V -V -V -V

¢) Sachant que le travail des actions de pression recu au cours du cycle est W = (p —P dV, déterminer
cycle
laquelle de ces affirmations est correcte.

@ W > 0 donc le cycle est récepteur. @ W =0 car la transformation est un cycle.
@ W < 0 donc le cycle est récepteur. @ W < 0 donc le cycle est moteur.
[Entrainement 15.5| — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme p-v. 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique
réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées Py O)
ci-contre dans le diagramme (p,v) d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point My

ayant pour coordonnées la pression pg et le volume massique vg. po - @ ®
. M
Pour un gaz parfait, v
e ’équation d’état massique est : pv = rT avec r = R/M la @
constante massique des gaz parfaits ;
e une des lois de Laplace dans le cas d’'une transformation adia- | U
batique réversible est pv” = cste avec v > 1 le coefficient adia- )
batique.
0
Exprimer la pente 8—p au point My pour chaque courbe iso en fonction de pg, vg et 7 :
v
a) 180-p ..., C) 180V ...,
b) iso-T ..., d) i80-8 ...,

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer I'adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.
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Diagramme entropique T'-s

%{ |Entrainement 15.6| — Courbes isobares d’un diagramme T — s. 000

La 2°™¢ identité thermodynamique est : dh = T'ds + v dp. La seconde loi de Joule énonce que dh = cp dT.

a) Etablir Iéquation différentielle vérifiée par T'(s) le long d’une courbe isobare.

b) En déduire 'expression de T'(s) vérifiée le long d’une courbe isobare parmi les relations suivantes :

@) Tocos(ws + ) ® T exp(s— ) ok exp<5° ) @) Tocos(s/cy)

Cp

Cp

La suite vise a déterminer la position relative de deux ©
courbes isobares. Pour cela, la compression isentropique T |rreererers
d’'un gaz parfait, passant d'un état (1) & un état (2), est
représentée par un trait plein dans le diagramme T — s ci- Ty beeeeeens
contre. Les courbes en pointillés représentent deux courbes HO)
isobares p;1 et ps.

S1 = Sg

¢) La transformation vérifie une des lois de Laplace : p' =777 = cste. En déduire laquelle des relations
suivantes est une expression de po valide ?

T \"7 v/(1=7) v/(v=1)
1—v 71 T1 T1
OF (T2> (b) p1(T2> ©) m (TQ)

d) Sachant que v > 1, que dire de la position relative d’une courbe isobare haute pression (HP) relative-
ment a une courbe isobare basse pression (BP)?

@ Les HP sont au-dessus des BP. @ Les HP sont en-dessous des BP.

(@) [Entrainement 15.7| — Estimation d’un transfert thermique. o

Les transformations étudiées ici sont réversibles si bien qu'un trans-
F

fert thermique recu entre un état I et un état F est Qip = / TdS. 7 (K)

I
Estimer le transfert thermique recu lors du cycle donné ci-contre. R C
(a) Qapcpa = 1,5 x 10°J (d) Qapepa =225 x 10°J 400 A
(b) Qaepa = —1,5x10°J (e) QaBcpa = 2,25 x10°J < =
(¢) QaBepa = —1,5 x 10*J () Qamcpa = —2,25 x10°J q
1 2 3 S (kJ-K™h)
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B |Entrainement 15.8) — Diagramme entropique de I’eau. 00

7009

Température T (en kelvin)
H H U ul [e)] [e)]
o ul o (0] o ul
S © o o o o

w
(S
o

300

0.05 by

=

4000
Entropie massique s (en J/K/kg)

6000 8000 10000

Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule : dh = ¢, dT. Pour un liquide, cette loi s’écrit

sous la forme dh = ¢dT.

a) Quelles sont les propositions vraies au point A ?
@ La pression est de 0,05 bar.
@ L’enthalpie massique est de 2800 J.

b) Quelles sont les propositions vraies au point B ?

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ Le corps pur est un mélange de liquide et de
vapeur.

¢) Quelles sont les propositions vraies au point E?

@ Le titre massique en liquide est de 0,7.
@ Le titre massique en vapeur est de 0,7.

@ Le corps pur est sous forme gazeuse et le mo-
dele du gaz parfait est valable.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ La température est de 450 °C.
@ L’entropie massique vaut 600J - kg™ - K1

@ Le titre massique en liquide est de 0,3.
@ L’enthalpie massique est de 1,9 x 103 J - kg~ *.
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d) Quels termes est-il possible d’associer a la transformation d’un systéme passant de I’état E & 1’état F ?

@ vaporisation @ fusion @ liquéfaction @ isobare

e) Quelle est la valeur de I’entropie massique au point F? ...................

f) Déterminer a l'aide d’une lecture graphique la valeur de la variation d’entropie massique d’un systéme
passant de ’état E a I'état F.

g) Déterminer a l’aide d’une lecture graphique la valeur de la variation d’enthalpie massique d’un systéme
passant de ’état E a I'état F 7

Diagramme des frigoristes P-h

[Entrainement 15.9] — Réseaux de courbes. 000

Différents réseaux de courbes sont tracés dans les diagrammes P-h ci-dessous.

107} 10%{ 10
- - -
8 8 3
1 1 - 1
2 10 2 10 2 10
L L L
a a a
c 10° c 100 c 100
K] o o
wn 0w "
g10 010 1 810
j < <
o o o
1072 H : [ 1072
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg)

La 1° et la 2°™¢ identités thermodynamiques sont respectivement du = T'ds — pdv et dh = T'ds + v dp.
Les phases condensées incompressibles et indilatables, dont I’équation d’état est v = cste, et les gaz parfaits
vérifient les lois de Joule qui, écrites en relations différentielles, donnent du = cy dT" et dh = ¢, dT".

Pour chacun des trois diagrammes, choisir quel adjectif parmi la liste suivante correspond au réseau de
courbes tracé :

@ isobare @ isotitre @ isenthalpe

@ isotherme @ isentrope

a) Diagramme @ .................. c) Diagramme ® ..................

b) Diagramme @ ..................
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B |[Entrainement 15.10 — Diagramme des frigoristes de ’eau.

1 T T A H RN
I L : iy - =

! 1O i) o FOIA T S —1

102 ilo il o e Ll A oo flwiiif o A\, e

= : o - / P

lv—l N = 1 L

1 I | I e ey e renifen Y AR EEEER? Y e

H : ~ . : ~ ] / . .

—_ = . . 1 ) B —
(- I N/ N S Y S A FZPNURNY SRR A I
© 11X L ! ] ’ I
o 10 = : 1 : :
1 : fl {2 :

c 1 AT 4 [ F — Y /SRN—— 7 2 R F —
] T I ) 7 ’ R
~ | ' ! / / IR
x BRI L
c 100 . : ...... ." ......... JEREEED ;’ ........ fpnnnninn .
2 = ! ! / i
") : [ A B | © R
& Y T R Y
: /A i I .

& 10-1 c'» ....... I#.... O’) x o Joeens X eeeen oo i
v I & 1 % = :

e e e N = :

< Y A A B :

o (@] 1 (o] / H

) — f m Il /L/o / :

- I Il :
10 s H P H 9 + 9 =
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

a) Au point A, quelles sont les propositions vraies ?

@ La pression est de 1,00 x 107 Pa.
@ La température est de 275 K.

b) Au point B, quelles sont les propositions vraies ?

@ La pression est de 1 Pa.
@ La température est de 100 °C.

c)

Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule :
propositions valides en phase vapeur si le fluide est assimilé & un gaz parfait :

@ Les courbes isothermes sont des segments ho-

rizontaux.

@ Les courbes isothermes sont des demi-droites

verticales.

d)
considéré comme un gaz parfait.

En déduire dans quelle(s) zone(s) (a), (b), (c)

Enthalpie massique h (en kJ/kg)

@ Le corps pur est sous forme gazeuse.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ Le corps pur est sous forme de mélange di-
phasé contenant du liquide et de la vapeur.

@ Le titre massique en liquide est de 0,6.

: dh = ¢, dT'. En déduire quelles sont les

Les courbes isothermes sont confondues avec
les courbes isenthalpes.

Les courbes isothermes sont confondues avec
les courbes isobares.

(d) représentée(s) sur 'abaque le gaz peut-il étre
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[Entrainement 15.11] — Courbes iso d’un GP dans le diagramme (log(p), h). 000

Quatre courbes iso ont été tracées dans le diagramme (log(p), h)
ci-contre. Le fluide étudié est assimilé a un gaz parfait qui vérifie
I'équation d’état pvM = RT et la 2°9° loi de Joule dh = cpdT.

dlog(p) _ A ©

a) Le long d’une courbe isochore, la pente est —an

avec A une constante. Exprimer A en fonction de R, M, ¢, et v. @

log (p) y 0] ®

Par une étude qualitative des pentes des courbes, déterminer N
I’adjectif adapté a chaque courbe parmi la liste suivante : isobare,
isotherme, isochore, isentrope.

[Entrainement 15.12| — Vaporisation de I’eau. 00

Le diagramme des frigoristes de l’eau est donné ci-dessus, dans l’entrainement 15.10.

a) A Taide d’une analyse visuelle, c’est-a-dire sans lecture de valeurs ni calculs, utiliser la position du
point B sous la courbe de saturation pour déterminer laquelle de ces propositions est valide.

On rappelle que ’échelle des abscisses est linéaire.

@ Il y a davantage de liquide que de vapeur. @ Il y a autant de vapeur que de liquide.

@ Il y a davantage de vapeur que de liquide. @ Il n’y a que du liquide.

A T'aide de lectures graphiques, attribuer les valeurs de 2650, 1320, 420 et 1000kJ - kg~! aux enthalpies
massiques caractérisant ’état du fluide au point B.

b) Enthalpie massique (moyenne) hg du fluide diphasé : ................... ... ...

c) Enthalpie massique hy, g de la vapeur saturante : ............... .. oo,

d) Enthalpie massique hy g du liquide saturant : ........... ... ... oo

e) Quelle est I’écriture correcte du théoréme des moments donnant le titre en vapeur xzp désigne le titre
vapeur a ’état B?

he —hg B — B B — hg hig —hB
rp = g = ———— g = —— = x
@ B vB—hlB @ b vB_hlB @ B hlB—hv,B @ B hB—hvB

f) En déduire la valeur du titre vapeur au point B en prenant 2230 ~ 2250 .........

g) Par analyse de la forme de la courbe de saturation, comment évolue ’enthalpie de vaporisation
Ayaph = hy — hy lorsque la pression augmente 7

@ elle reste constante @ elle diminue @ elle augmente
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Encore plus de tables thermodynamiques

[Entrainement 15.13| — Volume massique d’une vapeur séche. 000

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur séche de l’entrai-
nement 15.1.

a) Si R est la constante des gaz parfaits exprimée en J - mol~! - K~ et M la masse molaire, quelle est

l'unité usuelle de r = R/M ?

b) Laquelle des expressions suivantes est ’équation d’état des gaz parfaits « massique » si v est le volume
massique, p la pression, T la température et r la constante massique des gaz parfaits?

@pvr:T @pv:T/r @pv:r/T @pver

c) A T'aide de I’équation d’état massique des gaz parfaits ot r = R/M =0,46kJ - kg™ ' - K~ pour l'eau,
estimer la valeur du volume massique de la vapeur seche a 260 °C sous 100 kPa.

. . PR , v inconnu a 260 °C,
L’objectif de ce qui suit est d’évaluer le vo-

lume massique d’une vapeur seche a 260 °C
a partir des valeurs connues du volume
massique a 250°C et 300°C. Pour cela, v(300)
il est supposé que la représentation gra- v(250)
phique du volume massique en fonction de
la température est une droite passant par
les points 250 °C et 300 °C. *

valeur a estimer

250 260 300

d) Quelle expression permet d’estimer la valeur du volume massique de la vapeur séche & 260°C sous
100kPa ?

v(300) — v(250)

(a) v(260) = v(250) + 200 350 X (300 —250)
(b) v(260) = w x (260 — 250)

(c) v(260) = v(250) + % x (250 — 260)
(d) v(260) = v(250) + W x (260 — 250)

e) En déduire une estimation numérique de la valeur de v(T' = 260°C,p = 100kPa).
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Entrainement 15.14)] — Transfert thermique avec changement d’état. 00
q g

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur saturante de
Uentrainement 15.2.

a) Quelle est 'enthalpie hy de la vapeur saturante soumise a une pression 1,0142 bar ?

b) Quelle est 'enthalpie hy du liquide saturant & une température de 100°C? ......

De 'eau, contenant initialement 90% de vapeur, subit une liquéfaction totale sous une pression de 1,0142 bar
au sein d’un condenseur sans parties mobiles.

¢) Quelle relation permet de calculer I'enthalpie initiale h; du mélange diphasé ?
(&) hi =10h; + 90 hg (c) hi=0,10h; + 0,90 hy
(b) hi =0,10hy — 0,90 hy (d) hi =0,90h; +0,10hy

d) Calculer le transfert thermique massique g regu par le fluide en utilisant le 1°" principe industriel qui
établit que ¢ = hy — h; avec hy 'enthalpie massique du fluide apres liquéfaction totale.

Et encore plus de diagrammes thermodynamiques

[Entrainement 15.15] — Un cycle dans le diagramme (V,T). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans ’entrainement 15.3.

Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV7 = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ % — cste @ TV = cste @ TV~ = cste @ TV = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

' @ Y ® ' ©

> T > T > T
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Entrainement 15.16] — Courbes iso d’un GP dans le diagramme (p,T). L)
g

p y ® @
Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique

réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées
ci-contre dans le diagramme (p,T) d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point M. Po Mo ®
Pour un gaz parfait,

e ’équation d’état est : pv = rT;

e une des lois de Laplace dans le cas d’une transformation isentro- 1 T

pique : T7p!~7 = cste avec v > 1 le coefficient adiabatique. ZL
0

op
or

@ Elle décroit avec T. @ Elle est constante avec 1. @ Elle croit avec T'.

a) Que dire de la pente de la courbe isochore v = vy passant par le point Mg ?

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes, déterminer I’adjectif adapté a chaque courbe parmi la
liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

b) @ . c) @ . d) ©®. e) @ .

[Entrainement 15.17] — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme (7}, s). 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique réversible (donc isentrope) et une
courbe isobare ont été représentées ci-dessous dans le diagramme (7', s) d’un gaz parfait.

T
Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point My i © e ®

ayant pour coordonnées la température T et ’entropie massique sg.

Pour rappel, le coefficient adiabatique est défini comme le rapport de
la capacité thermique (massique) par la capacité thermique a volume T, - Mo @

c
constant : y = £ avec y > 1.
v

De plus, pour un gaz parfait, les points de la courbe isobare vérifient
la relation T'(s) = The®/°» quand ceux de la courbe isochore vérifient 1

la relation T'(s) = Te®/ v avec T, et Ty, des constantes. S‘
0

T
Exprimer la pente — au point My pour chaque courbe iso en fonction de Ty, ¢, et ¢, :

Os

a) S0P ..ol C) SO~V ...l

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer I'adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

e) @ . f) @. g) ®. h) @ .
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[Entrainement 15.18) — Un cycle dans le diagramme (P, T). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans I’entrainement 15.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV" = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ PT = ese ® Pricse  @©POT st @ Lo

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

P ® P ® P ©

T T T

[Entrainement 15.19] — Compression : irréversibilités et élévation de température. 000

Du fluide R718 se trouve a l'entrée d’un compresseur sous une pression de 250 mbar & 100°C (état I).

a) En placant le point I dans le diagramme des frigoristes de l'entrainement 15.10, déterminer la valeur

de I'enthalpie massique initiale Ay . ... ..o

b) Dans quel état se trouve le fluide a ’état I?

@ liquide saturant @ vapeur saturante @ vapeur seche @ mélange diphasé

c) Quelle est la valeur de 'entropie sy du fluide & Pétat 17 ...,

d) Le fluide est comprimé de maniére adiabatique et réversible (s; = sg) jusqu’a la pression pp = 1bar

par le compresseur qui fournit le travail w = hp — hy. Calculer w en kJ -kg™! ..............

e) Quelle est la température finale Ty du fluide aprés compression réversible? ............

f) Le fluide est désormais comprimé & pr = 1bar de maniére irréversible si bien que son entropie a aug-
menté de 6%. En placant le point F’ entre deux courbes isentropes, déterminer la valeur de la température

g) L’augmentation de la température du fluide est due & sa compression, mais aussi aux irréversibilités
qui ont lieu lors de celle-ci. Laquelle de ces relations permet d’évaluer la proportion de 1’élévation de
température strictement due aux irréversibilités par rapport a I’élévation totale de température Ty — 117

On rappelle que, pour une quantité Xos = X1+ Xa, la proportion relative de X1 au sein de Xt s’exprime
comme X1 /Xt

Tpr — Ty T — Tp Tp — T Tp — T
@ Ty —T1 @ T3 @ Ty @ Ir — 11
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Réponses mélangées

800J - K~ ' - kg* @ isotherme isentrope @ et @ @ isobare
2,45m? /kg isochore 2V, % - % =0 @ et @ ) @ @
ep=40% (D), (© et (@ —71‘;—2 (@ 2650k kg Z—;) ©
Z—: @ @ isentrope 00 @ —5000J - K~ ! kg™* @
isochore @ @ isochore isochore @ isentrope @ isochore
isotherme isotherme —2031kJ - kg~ ! @, @ et @ @ et @ isentrope
26756k kg™t 0 (o) 400°C (@) (B 200C (@ ®» (0
isobare 91x107*g - mL~! @ @ isotherme 2680kJ - kg™? @
®  ®et(c) isotherme 1320kJ - kg™ ! 419,2kJ - kg ! 420kJ - kg~ !
isobare 1,017 x 1073 m? /kg @ isobare —1650kJ - kg™* m
300kJ - kgt (a) et (©) (a) 760,8 mmHg ®) 0 2,45m3 /kg diphasé
—Z—z (®)  7.6672md/kg  S8kJ-K!'.-kg'! isobare () @ (b

» |Réponses et corrigés page [376|
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THM5 Fiche d'entrainement n° 16 Thermodynamique

Thermodynamique industrielle

Fiche du « Cahier d’entrainement 1 année » pour se préparer
— Thermodynamique

Prérequis
Lois de Laplace. Principes sous forme industrielle. Diagramme (P, h).

Dans l’ensemble de la fiche, on se place en régime permanent.

Principes industriels

B |

Entrainement 16.1 — Composants des machines thermiques. 0

En négligeant les variations d’énergie mécanique, les premier et second principes industriels par unité de
masse s’écrivent
Ah = q+ w; et As =S¢ + S¢, (1)

ou ¢ est le transfert thermique massique, w; est le travail indiqué massique, s, est l’entropie massique
échangée et s, est 'entropie massique créée. Rappelons que ’entropie massique échangée avec un thermostat
de température Tj constante est égale & s, = q/Tp.

Pour chacun des composants suivants, on souhaite savoir comment ces deux principes se réécrivent.

Chotsissez la bonne réponse d chaque fois.

a) Un compresseur fonctionnant de maniére adiabatique réversible avec des piéces mobiles.
@Ah:wi;As:O @Ah:O;As:sC
@Ahzwi;As=se @Ah:q;As:strsc

b) Un échangeur thermique dans lequel le fluide se liquéfie (condenseur).
@Ah:wi;ASZO @Ah:O;ASZSC
@Ah:wi;As:sc @Ahzq;Aste—i-sC

¢) Un détendeur idéal calorifugé et sans piéce mobile.
@Ah:wi;As:O @AhzO;As:sc
@Ah:wi;As:se @Ah:q;Aszse—Fsc

d) Une turbine idéale réalisant une détente adiabatique réversible au travers de parties mobiles.
@Ah:wi;ASZO @AhzO;ASZSC
@Ahzwi;ASZSe @Ah:q;As:strsc
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(@) |[Entrainement 16.2] — Comparaison des différentes formes d’énergie d’un systéme. 00

Un gaz de capacité thermique massique & pression constante ¢, = 1kJ- K~=!. kg™, allant & la vitesse
v=10m-s~ !, traverse une turbine. La température du gaz diminue de 10 °C entre I’entrée et la sortie, ot
la différence d’altitude est de I'ordre du metre. Toutes les énergies considérées sont massiques, c’est-a-dire
exprimées par kg d’air.

a) Estimer la variation d’enthalpie du systéme constitué des gaz a l'intérieur de la turbine.

(a) 10J - kg™ (b) 50J - kg™ (c) 10kJ -kg™! (d) 50kJ - kg™

b) Meéme question pour son énergie cinétique dans le cas extréme ou la vitesse de sortie est nulle.

(a) 10J - kg™ (b) 10kJ -kg™" (c) 50kJ-kg™" (d) 50J - kg™*

¢) Méme question pour son énergie potentielle en prenant le champ de pesanteur terrestre g = 10m - s~ 2,

(a) 10J - kg™ (b) 50J -kg™* (c) 10kJ -kg™* (d) 50kJ -kg™"

d) Comparer les termes et indiquer celui qui prédomine.

@ la variation d’enthalpie Ah @ la variation d’énergie potentielle Ae,,

@ la variation d’énergie cinétique Ae, @ les trois sont comparables

|Entrainement 16.3| — Etude d’une tuyere. 00

L’air d’un réservoir R se détend dans une tuyere horizontale, isolée thermiquement du milieu extérieur, et
ne contenant aucune pieéce mobile. L’air est assimilable & un gaz parfait de masse molaire M = 29 g - mol !,
1 yR

M -1

L’air entre dans la tuyere avec une vitesse c¢; supposée négligeable, sous la pression p; a la température
T1 = 273 K. Il en sort animé d’une vitesse co sous la pression po a la température 7o = 200 K.

d’indice adiabatique v = 1,4 et de capacité thermique massique ¢, =

a) Quelle est la forme du premier principe par unité de masse pour le systeme étudié ?
(a) A+ Aec = w; (c) Ah+Ae. =0 (e) Ah=gq
(b) Ah+ Ae. =g (D) Ah = w; () Ah=wi+¢

b) En utilisant la deuxiéme loi de Joule, déterminer I’expression de la variation d’enthalpie massique Ah
de lair a la sortie de la tuyere en fonction des températures 71, Ts, de la masse molaire M de 'air, de
et de la constante R des gaz parfaits.

¢) En déduire 'expression de la vitesse co d’éjection de l'air & la sortie de la tuyére en fonction des
températures 77, To, de la masse molaire M de lair, de v et de la constante R des gaz parfaits.
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Modele du gaz parfait : exemple d’un turbopropulseur

On considere un gaz parfait décrivant le cycle de Joule ci-dessous dans lequel la premiere et la troisieme
phases sont isentropiques.

La deuxiéme phase (combustion) et la quatriéme phase (refroidissement) se font sans travail indiqué.

On néglige les variations d’énergies cinétique Ae. et potentielle Aep,.

p
A
T, 2°0¢ phase Tj
PLE------+~
Pof------domooo
Vo
. [Entrainement 16.4 — Températures. o

a) En utilisant la loi de Laplace sous la forme T7p'~7 = cte, exprimer le température T.

on=n(2)”
(1=v)/~
® 1= (

(I=v)y

©
Lﬂ
A
VVV

b) En utilisant maintenant la forme TVY~! = cte, exprimer T}.
\%
@n=n(g)"
Vs
T, =T,""
@ 1=1; Vi

on-n(t)”
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[Entrainement 16.5 — Rendement. 000

Le cycle précédent est utilisé dans une machine, fonctionnant sans travail indiqué pendant la deuxieme et
la quatriéme phase. La premiere phase est une compression, la troisiéme phase une détente. On les suppose
isentropiques, donc adiabatiques réversibles. Les travaux sont algébriques, de signe positif lorsqu’ils sont
réellement recgus par le fluide.

a) Indiquer si le cycle est moteur ou récepteur.

b) Quelle est I'expression du travail indiqué total regu lors de ce cycle ?

@w1—|—w3 @—wl—wg wg—w4
@—w1+w3 @w2+w4 @—wg—w4
@’w1—’w3 ®—YU2+IU4

¢) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source chaude ?

(a) ep(To = T1) (©) cp(Ty — Ts)
(b) cp(Ts —T2) (d) cp(Ty —Ty)

d) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source froide ?

(@) (T2 = T1) (©) ep(Th — Th)
(0) ep(Ts = 1) (d) ep(Ty = Tu)

e) Quelle est 'expression du travail indiqué w; regu dans la premiére phase ?
@ Cp TQ - T1 @ Cp(T4 - Tg)
@ Cp T3 - T2 @ Cp(Tl — T4)

f)  Quelle est expression du travail indiqué ws requ dans la troisiéme phase ?

(a) cp(To —T1) (©) ep(Ty — Ts)
(b) cp(Ts — T») (d) ep(Ty — Ty)

Fiche n° 16. Thermodynamique industrielle 165



Exploitation de diagrammes enthalpiques

L |Entrainement 16.6] — Efficacité d’une pompe a chaleur. 00

Considérons une pompe a chaleur dont le cycle est représenté ci-dessous.

20,00 R134an-1cw 1475 B, ASHRAE Trarsacsrs 1968 Vol 842

10
10,00
9,00 30
8,00
7,00
6,00 20
5,00 1g
4,00
o
3,00
-10
2,00 /

Pressure [Bar]

-20

1,00 /rL
s=100 1,20 1,40 1 60 20 0 20 40 60 80 100

160 180 20b 220 240 260 280 300 320 340 380 400 420 440 460 480 500
Enthalpy [k]/kg]

a) Le fluide recoit du travail dans le compresseur, ce qui a pour effet d’augmenter la pression ainsi que la
température a une température supérieure a celle de la source chaude.

Quelle transformation du cycle correspond au compresseur ? .....

b) Calculer numériquement le travail massique algébrique Weompr regu par le fluide dans le compresseur.

¢) L’échange avec la source chaude a lieu dans le condenseur, ou le fluide se liquéfie totalement.

Quelle transformation du cycle correspond au condenseur? ......

d) Calculer numériquement le transfert thermique algébrique gconq regu par le fluide dans le condenseur.

e) Calculer lefficacité de la machinee = ————— ..............
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[Entrainement 16.7] — Rendement isentropique d’un compresseur. 000

20,00 R290 rot-.c oy Tharmasyramic Prpars m st

DTU, Department of Energy Engineering 50,
R L. s in [KJ/tkg K)1. v in [m~3/kg]. T in [2C] 40
Dans cet entrainement, on considére M.J. Skovrup & H.L.H Knudsen. 23-1021 | 80
un compresseur adiabatique destiné a P 20 S
: 8,00 o
augmenter la pression d’une vapeur : 10 ol
R 6,00
de propane de 1 & 10 bar. = 0 , .
. e .. 8 )
Le fluide est dans I’état initial E indi- 5 *% -10 / o7 & '
, . . . s z
qué sur le diagramme des frigoristes 2 22 20 / ° 20
ci-contre en entrée du compresseur, £ oo 30 " x>
, . . i
on note S son état de sortie. Les va- 5 o0
leurs lues sur le diagramme seront tool P SN
données avec deux chiffres significa- 0,80 |54 ’ Y.
o . , 240 | e
tifs; les entropies y sont données en 060 / \
kJ-K! kg™t
: g - -40 20 0 20 40 60

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k)/kg]

a) On suppose la compression réversible. Donner la valeur de sg ey en sortie

b) Déterminer graphiquement la température du fluide Ts ¢y en sortie ..........

c¢) Calculer le travail massique wyg, fourni a la vapeur .................. . ...,

d) En réalité, la compression est irréversible, et la valeur de la température réelle en sortie du compresseur
est Tg = 65 °C. Déterminer le travail massique w réellement fourni lors du processus.

w
e) Calculer le rendement isentropique du compresseur = —— .................

f) Calculer entropie massique créée lors de la compression .....................
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Autres entrainements

%{ [Entrainement 16.8 — Machines thermiques.

On donne ci-dessous le schéma conventionnel d’une machine ditherme, les énergies regues par le fluide étant

algébriques.

source @ fluide

QC source

froide caloporteur chaude

Tw

piéces mobiles

a) S'il s'agit d’un moteur, indiquer le signe de chaque transfert énergétique W, Q¢ et Q..

(@) W>0; Qr>0; Q<0
) W>0; Q<0; Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
() W<0;Q>0;Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0; Q<0; Q>0

b) Comment le rendement est-il alors défini ?

@ _W/Qc @ _QC/W
(b)) +Qi/W (@) +W/Qr

c¢) Méme question pour un réfrigérateur.

@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0; Q<05 Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
@W<O;Qf>0;QC>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

d) Comment Defficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ +W/Qf
(b) +Qe/W () —Q1/W
@ _QC/W @ +W/Qc
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e) Meéme question pour une pompe a chaleur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
() W>0; Q<03 Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0
() W<0; Q>0; Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0; Q<05 Q>0

f) Comment efficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W () +W/Qr

g) Méme question pour un climatiseur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0;Q<0; Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0

h) Comment Pefficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W (D) +W/Qx

c‘;x |[Entrainement 16.9] — Echangeurs thermiques.

(D) W<0;Q>0;Q >0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

Les machines dithermes possédent deux échangeurs thermiques : un condenseur, dans lequel le fluide se

liquéfie, et un évaporateur, ou il se vaporise.

a) Le fluide caloporteur d’une centrale thermique doit céder de I’énergie & I’environnement extérieur avant
de retourner vers la chaudiere. L’échangeur est-il un évaporateur ou un condenseur ?

b) Le fluide caloporteur d’un réfrigérateur doit recevoir de I’énergie de la part du compartiment réfrigéré.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?

¢) Le fluide caloporteur d’une pompe & chaleur doit céder de 1’énergie dans une maison.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?
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Qb

[Entrainement 16.10] — Mélangeur. 000

Un mélangeur calorifugé a deux entrées et une sortie fonctionne avec deux liquides identiques, de ’eau par
exemple, de capacité thermique massique a pression constante ¢, constante. Le premier fluide a un débit
massique Dy, et une température T tandis que le second a un débit massique D5 et une température
Ty < Ty. En sortie, le débit massique du mélange est Dy, et sa température 7.

a) Exprimer la conservation du débit massique avec les données de 1’exercice.

b) En ne considérant que le sous-systéme « fluide 1 » qui regoit de la part du fluide 2 le transfert thermique
@21, déduire du premier principe industriel la relation entre go_,1, cp, 11 et T

c) Méme question pour le sous-systeme « fluide 2 », en fonction de g1_y2, ¢p, To et T

d) L’échange thermique est supposé parfait entre les deux liquides : D1 ga—y1 + D2 ¢12 = 0. En déduire
I’équation reliant les différents débits et températures.

e) Exprimer la température T en sortie ..................

f) Faire 'application numérique avec T3 = 80°C, To = 20°C, D,,; = 3,0kg - s~ let Dpo =7,0kg-s7! et
exprimer la température en degré celsius.

[Entrainement 16.11] — Etude d’une turbine. 00

A Tentrée d’une turbine horizontale, isolée thermiquement, de I’air possede une pression p;, une température
T1, et une vitesse c¢;. A la sortie, il a mémes pression et température, sa vitesse est négligeable.

a) Simplifier le premier principe par unité de masse pour les écoulements en régime permanent.
@Aeczwi @Ah—i—AeC:O @Ah:qe

@Ah—l—AeC:wi @Ah:wi (1) Ah =w; + qe

¢) Déterminer la valeur numérique du travail échangé pendant 1 heure avec un débit de 0,5kg-s~' en

prenant ¢; = 100m - s~ L.
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[Entrainement 16.12| — Etude d’une pompe. 000

De I’eau liquide est refoulée a ’aide d’une pompe d’un point A vers un point B. Les vitesses a I'entrée et a
la sortie sont négligeables de méme que la variation d’altitude. En amont, 'eau est a pression p; = 0,10 bar
et en aval a p, = 20bar. On suppose la compression adiabatique réversible.

a) Indiquer les hypothéses & prendre en compte dans I'expression du bilan enthalpique.
@ ge = 0, ec = cte, e, = cte @ Ah =0, e. = cte, e, = cte
@ w; = 0, e. = cte, e, = cte @ ge =0, w; =0, e. = cte, e, = cte

b) Pour des écoulements en régime permanent appliqués & la pompe étudiée, comment s’exprime le premier
principe pour une unité de masse de fluide ?

(a) Ah+ Aec = w; () Ah+Ae. =0 (e) Ah=gq
@Ah+AeC=q @Ah:wi @Ah:wi-HI

¢) En utilisant la deuxiéme identité thermodynamique dh = T ds+wv dp , exprimer la variation d’enthalpie
Ah de 'eau en fonction des pressions pi, p2 et du volume massique v de 'eau.

d) En déduire l'expression du travail indiqué massique wj, en fonction du volume massique v et des
pressions p; et ps.

e) Déterminer numériquement ce travail, en kJ -kg™' ...........

Réponses mélangées

1 AR
T -T) =g (@ M#(TQ—E) @ @  100J-K ! kg!

MWkl kg™ @) © @@ @© ® 223 © (@
@ @ (@  10kJ-kg'  Dui+Dwme=Dn  38Bm-st ()

(@) 2,50k] - K™t kg™! 50kJ - kg* évaporateur —200kJ - kg™*
DTy + D15

@ 9 x10°J T = — b5 condenseur @ @
m
1- ;:4 — ;1 condenseur v(p2 — p1) 50°C @ @ @
3 =12

@ 1-2 (@ 4  Dm(T-T)+Dum(T-T)=0 ()
@ o’ (@ (@ (@& (@ 1,9kJ-kg'  38°C

w1 + ws 2 yR
A Ah = v(p2 — p1) co = Mm(ﬂ —T3) (T —T) = qis2
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» [Réponses et corrigés page [383
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ELC1 Fiche d'entrainement n° 17

Signaux

Prérequis
Continuités imposées par les bobines et condensateurs.
Comportement des bobines et condensateur & HF et BF.

Pour bien commencer

Electronique

L |[Entrainement 17.1] — Un peu de calcul intégral. 00
Calculer les intégrales suivantes si T' = 27 /w est une constante homogene & un temps.
Iy I
a) T /0 cos(wt)dt ......... c) T /0 tcos(wt)dt ........
1 T
b) = cos?(wt)dt ........
) 7] cosn
Régimes transitoires
L |Entrainement 17.2] — Premier/second ordre. L)
Soit les deux courbes s1(t) et so(t) respectivement & gauche et & droite sur la figure ci-dessous.
s1(t)y 52(t)
v L— | v L—
-4 // 4 /
e TR |
N y 7 /
2 1 | t1t2-3 4 5 8§ 9 to2 1 123 a4 5. ) t
Parmi les propositions suivantes,
ds s FE ds s FE d?s 5 )
@dt 7—_7— dt+’7'_7' @@—FWOS:UJOE
ds s d®s  wpds 9 9 d®s  wods 9 9
22— — + —=—twis =wiE — — —=— twis =wyFE
b 5 +-=0 @ @t gaq tebs=u ® a2 g THE=
ou (1,wo, Q, F) € (Ri)4, laquelle correspond &
a) s1()7 b) $a(t)? oo
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%& |Entrainernent 17.3| — Stabilité d’un systéme linéaire continu invariant. 00

Qualifier de « stable » ou d’ « instable » les systémes décrits par les équations différentielles suivantes. Les
signaux s, r et v sont les signaux de sortie des systemes étudiés tandis que le signal e est un signal d’entrée.
Toute autre notation renvoie a des constantes strictement positives.

d?s 9 ds
a) @ = OS ............ b) Ta + S=—€ ..... ...
d2
c) ditg — WA = =GOSO SI 0 > /2 L
d%s  wy ds .
d) @ + 6(1 — H()A)a +w§s = w%e S1 H()A g 1 ..............................
d%v 1 L\ dv 1 R L
— 4+ —|RC——|—+—(1-— =0si R tR< — ... ...
°) dt2+LC< r)dt+LC( r)” SAoreatsie
[Entrainement 17.4] — Continuité (I). 00

On consideére le circuit ci-contre. L’interrupteur K est ouvert
depuis tres longtemps. On le ferme a 'instant ¢t = 0.

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit a ET
I'instant ¢t = 07, I'instant ¢ = 07 et lorsque ¢t — +o0.

Etudiant ®) :

i(07) =E/R
ir(07) =0
ic(07) =E/R
uc(07) =0

b) A t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ................

Etudiant @) : Etudiant ® : Etudiant © :

]

z:(0+) =0 i(0") =E/R z:(0+) =0
1.3(04“) =E/R ir(0%) =0 ;R(0+) =E/R
ic(07) =-E/R ic(0Y) =E/R ic(0t) =0
uc(0t) = B uc(0%) =0 uc(0) = E

¢) A t=+o0, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ...............

(Etudiant @ : w ( Etudiant ® : w (Etudiant © : w
Z:(OO):E/(R+T) i(c0) =FE/R i(co) =FE/r

ir(c0) = 0E/(R+?") if;g(o)o) = ]/E/R ZS%(O)O) = é/R

ic(o0) = ic(00) = 0 ic(o0) = B/r — E/R
uo(o0) = 1 uc(o0) = 0 uc(o0) = E
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[Entrainement 17.5| — Continuité (II). 0000

On consideére le circuit ci-dessous.

L’interrupteur K est ouvert depuis tres longtemps. On le ferme a l'instant ¢ = 0.

1 19

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit :
e alinstant t =07,
e & instant t = 0"

e et lorsque t — +o00.

a) A t =07, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

:
]
j

Etudiant © :

i(07) = E1/2R
i1(07) =0
i2(07) =0

Etudiant ® :

i(07) = E1/R
i1(07) = E1/R
i2(07) = E/R

Etudiant @ :
i(07) = E1/2R
i1(07) = E1/2R
i2(07) =0

b) A t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

(Etudiant @ : - (Etudiant © : w
N (Etudiant ® : W -
i((07) = F1/R i((07) = F1/2R
=R () = 1 /2R O B ok,
0w(0) = —5— i1 (0%) = By /4R nw(0) = —p—

— CinHY -
22(0+):2E23RE1 ZQ(O )—E1/4R Z2(0+):2.E24]%-E1

c) A t = +o00, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ..........

- - /Etudiant ©: h
(Etudiant @ : w (Etudiant ® : w B E
. 1 2
_ E) + By , Ei+ E» i(00) = —p—
i(o0) = 3R i(00) = SR . ob — B,
i1(00) = E1 /3R i1(00) = E1 /2R i1(00) = —5—
ZQ(OO) = EQ/?)R ’LQ(OO) = E2/2R 22(00) _ 2E2 - El
- 3R J
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Reégimes oscillants forcés

(@) |[Entrainement 17.6| — Qui est-ce (I) ? [

Un étudiant a mesuré la tension et l'intensité électrique traversant un dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-dessous.

=
~
=
—
H;>
N

<
[

e .

= —
!

o v

ot ~

E)

»n

~

+
'
—_

Un peu étourdi, il a oublié si ces courbes correspondent a celles mesurées aux bornes d’un condensateur
ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Quelle est lamplitude de l'intensité ? b) Quelle est 'amplitude de la tension ?

c) Quelle est la fréquence des SIgNAUX? . ... .o.ieit i

d) Comment est la tension par rapport a Uintensité électrique ?

e) Le déphasage de la tension par rapport a l'intensité vaut :

_g @ +g @ -7 @ +

f) Le dip6le étudié est alors :

@ une bobine d’impédance jLw

@ un condensateur d’admittance jCw

g) Le cas échéant déterminer la valeur de la capacité ou de 'inductance de ce dipéle.

1
On prendra — =~ 0,32.
™
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(@) |[Entrainement 17.7| — Qui est-ce (II) ?

Un étudiant a mesuré la tension et
I'intensité électrique traversant un
dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-contre.

Un peu étourdi, il a oublié si ces
courbes correspondent a celles me-
surées aux bornes d’un condensa-
teur ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Comment est la tension par rapport & l'intensité électrique ?

@ en avance

b) Le déphasage de la tension par rapport a l'intensité électrique vaut :

© -n

Vs ™
) ® +3

¢) Le dipéle étudié est donc :

@ une bobine d’impédance jLw

@ en retard

@ +n

d) Le cas échéant déterminer la valeur de la capacité ou de I'inductance de ce dipdle.

1
On prendra — =~ 0,16.
2w

[Entrainement 17.8] — Caractéristiques d’un montage RL (I). LY

On considere 'association de dipéles ci-contre.

a) L’impédance de cette association est de la forme : U

@ 7= Rk

T (b) Z=R+jLw

1
=R+ —

@ - jLw

On note Uy et Ij les amplitudes respectives de la tension u(t) et de I'intensité électrique i(¢). On note ¢ le
déphasage de la tension par rapport a Uintensité électrique (c’est argument de Z).

b) Les grandeurs L et R vérifient le systéme :
R? 4+ (Lw)® <Uo>2 =
(LRw)? Iy
L ta (77 + ) @
= tan( =
R 2 Y

O,

- (%3.))2 - (%)2

@ | & @)2
)

— = — =t
Riw ) g (e
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B |[Entrainement 17.9] — Caractéristiques d’un montage RL (II). 000

La tension u(t) et l'intensité électrique
i(t) de I’association série d’une bobine et
d’un conducteur ohmique sont mesurées
expérimentalement (courbes ci-contre).
L’impédance de ce montage est

Z=R+jLw.

On peut montrer que R, L et w vérifient
le systeme :

R? 4 (Lw)? = <U°)2

ou Uy et Iy sont respectivement les amplitudes de la tension u(t) et de l'intensité électrique i(t) tandis que
 est le déphasage de la tension par rapport a l'intensité électrique.

a) La pulsation des signaux est :

(a) 898 x10°rad-s" (D) 8,98 x 10°rad-s™'  (c) 8,98 x 10" rad -s™"

b) Quelle est la valeur du décalage temporel dt entre lextinction de la tension et celle de Iintensité
électrique 7

¢) Le déphasage ¢ de la tension par rapport & Uintensité électrique vaut :

@ grad @ —g rad @ %77 rad @ —%w rad

En résolvant le systeme, déterminer :

d) la valeur de la résistance R ....... e) la valeur de l'inductance L .......
B [Entrainement 17.10] — Equivalents. 00
On considere les trois fonctions de transfert suivantes :
. . 1+ 2jx . 2 + 3jx
H =—— H =——— e H =
o) = T m gy H2Uo) =75, ot Hs()

. 1\’
1+5J(x—>
x

Pour chacune des fonctions de transfert, trouver un équivalent de la forme Az"™ au module des fonctions
de transfert, ot A € R et n € Z sont deux constantes a déterminer.

a) |Hy(jz)| pourz —0 ..... d) |Ha(jz)| pour z — oo ...
b) |Hi(jz)| pour z — oo ... e) |Hs(jz)| pourz -0 .....
¢) |Ha(jz)| pourz —0 ..... f) |Hs(jz)| pour z — oo ....
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Analyse spectrale

c'%k [Entrainement 17.11) — DSF d’un signal triangulaire. 00

L’oscillogramme d’un signal triangulaire u(t), d’amplitude U et de période T, est représenté ci-dessous.

AN/
: : : — t (en ms)
ARYE

R

Par lecture graphique, déterminer les propriétés du signal :

¢) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale f du signal? ..................

T T
d) Laquelle des propositions ci-dessous décrit le signal triangulaire sur 'intervalle {—2, 2] ?
1+4¢/T) sitel0,T/2]
@) u(®) { 1—4t)T) site[-T/2,0] (© ult) =

i [ 1—2t/T) sitel0,T/2]
U( [~
U(1—4t/T) site0,T/2]
®U( ={ U(l+4t/T) site[-T/2,0] @u(t):{

U(

U(l+2t)T) site|-T/2,0]
U1 +2t) sitel0,7/2]
U(

)
)
)
) 1-2t) site[-T/2,0]

Le signal triangulaire peut se décomposer en série de Fourier :

u(t) = ag + Z an cos(2mnft) + b, sin(2anf t),

n=1

avec ao la moyenne de u(t), a,, et b, les coeflicients des harmoniques définis par :

T
ap, = %/0 u(t)cos(n2mft) dt = —/ )sin(n2nft) d

€) QUE VAUL G0 7 ottt

Ici, il est admis que, pour tout n € N, b,, = 0 et
4 [T/2
ap, = —/ u(t) cos(2mfnt) dt
T Jo

f) A T’aide d’une intégration par parties, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes :
@ an = 0 si n pair @ an—Osinimpair
@ 8U 1 si ai @ a si n impair
an = — —5 si n pair - -
T 22 p n p
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¢) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal triangulaire ?

an an an

[y 8U £y SU Y

'Y = e =1

8U | 2 | a2 |
w2 | 1 |
4 ao 1

ao; T ® e eo:n —f—r—f—'—f—.—f—‘—»n ao; ‘
0 3 5 7 9 0 3

0123456789

B |[Entrainement 17.12| — Spectre d’un signal carré. 00

L’oscillogramme d’un signal carré s(t), de moyenne sg, d’ampli-

tude Sy, et de période T, est représenté ci-contre. 0.3 is(t) (en V)
Par lecture graphique, déterminer les propriétés du signal :
a) T ......... ) Sm oeeinnn.
— t (en ms)
-20 0 20
b) SO e

d) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale v du signal? .........................

Le signal carré peut se décomposer en série de Fourier :

oo
S(t): Z @eQO/t?

n=—oo

avec ¢, les coefficients complexes des harmoniques définis par :

L
T

Cn =

T
/ s(t)e™ ™2™t At pour n € Z.
0

e) A laide de la définition de la valeur moyenne, déterminer la valeur de [

f)  En remarquant que s(t € [T/2,T]) = 0, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes

pour n # 0 :
@cﬂ:OSinimpair @cﬂ:OSinpair
25m1 . . 25m 1 | .
@ ¢, = —— — si n impair @ ¢, = ——— — sin pair
— im n — m
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g) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal carré? ....

® ® ©

|en | len len |
x A [y
50 @ S0 @ T
2S5m
™
25m
™
n n
01234567289 0123456789 0123456789
(@) [Entrainement 17.13] — Fréquence d’échantillonnage. L)

L’acquisition du signal s(t) ci-dessous est effectuée en I’échantillonnant en N points équidistants répartis

sur un intervalle [0, tmax]-

Signal s(t)

T T T T
0.00 025 050 075 100 125 150
Temps t (s)

a) Quelle est la fréquence f dusignal? ... .. ... i

On effectue cette acquisition sur trois durées t,,. différentes.

Les spectres ainsi obtenus, similaires mais pas parfaitement identiques, sont représentés ci-dessous.

1.50 <
15+
15+ 1.25+
] o © 1,004
2 101 g 107 £
£ £ £ 0751
g 0.5+ 5 0.5 E 0.504
0.25 o
0.0 0.0+ 0.00 -
v T T T ¥ T T T T T T T ¥ T v T T
0 2 4 6 8 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
fréquence f(Hz) fréquence f(Hz) fréquence f(Hz)
(@) N =500 Thnax = 30,05 (b) N =500; Tpax = 40,0 (©) N =500; Thax = 52,05

N
Quelle est la fréquence d’échantillonnage f, = T dans les conditions expérimentales du spectre :
max
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D’apres I’analyse de Fourier, un signal périodique se décompose en une somme de signaux sinusoidaux dont
les fréquences sont des multiples de la fréquence du fondamental, fréquence du signal.

e) Lequel des spectres (@, @ ou @) vérifie cette propriété? ........................

f) Comment s’appelle leffet responsable des différences entre ces spectres? ............

g) Quelle condition doit étre remplie pour ne pas observer ce phénomene ?

@) fe=f
®) fo=2f

=
@ fe = nf avec n 'harmonique qu’on souhaite observer.
@ fe = 2nf avec n 'harmonique qu’on souhaite observer. |:|

LB |[Entrainement 17.14] — Filtrage numérique. 00

\%

Un filtre, d’entrée e(t) et de sortie s(t), posséde une fonction de transfert est H = avec Hy > 0 un

0
1+i2

wo
terme identifié au gain statique et wy la pulsation caractéristique du filtre.

a) A T’aide d’une analyse qualitative de la fonction de transfert, déterminer la nature et Pordre du filtre :

@ passe-bas d’ordre 1 @ passe-haut d’ordre 2
@ passe-bas d’ordre 2 @ passe-bande d’ordre 2
@ passe-haut d’ordre 1 @ coupe-bande d’ordre 2

Une chaine d’acquisition permet de numériser respectivement les signaux analogiques e et s en des signaux
numeériques e, et s, définis par

en=c(t=t,) et s,=s(t=t, ou t,=nT,

avec T, la période d’échantillonnage et n le numéro d’un échantillon.

¢) En approximant la dérivée par un taux de variation entre ¢,1 et ¢, (schéma d’Euler explicite), laquelle
des relations de récurrence proposées ci-dessous permet de calculer la suite s,, pour tout n si sg est connue ?

@ sp = (1 = Tewo)Sn+1 + TewoHoepn41
(b) snt1 = (1 = Tewo)sn + TewoHoer,
@ Snt+1 = 8n + TewoHpen 11

@ Sn+1 = Sn + TewoHopen,
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B |[Entrainement 17.15 — Démodulation d’amplitude. 00

Le signal u(t) modulé en amplitude est émis sous forme d’onde radio contenant les fréquences f,, fp + fm
et fp — fm. Une antenne capte ce signal, mais également du bruit contenant les fréquences fa, fv, fe, fa et
fe- Le spectre du signal uy(t) généré par Pantenne est tracé ci-dessous.

Bruit  Antenne
amplitude ¢ ¢ TRiii K7
1t fa fo4fm ; "”” Filtre Mélangeur Filtre
107 . Ip ,d Onde radio passe-bande passe-bas
T A w a1 U3 tal==1 1
T * 1 o
L 5 f (en kHz) Pré-amplificateur °
0 100 200 300 400 500 GBF

Le signal uq (t) capté est envoyé successivement au travers de :
e un pré-amplificateur de gain A = 10,
e un filtre passe-bande idéal de bande-passante [175kHz, 225 kHz],
e un mélangeur produisant un signal us(t) = kuz(t) x us(t) avec k = 0,1 V! et uj(t) = Uy, cos(27 f,t),
e un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f. = 60kHz.

Les spectres des signaux us(t), us(t), us(t), us(t) et us(t) sont représentés ci-dessous. Les titres des axes
ont été retirés pour plus de clarté.

100 + 100 10 +

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Spectre D Spectre E

100 100

| |
T T T

300 400 500

| | | | |
T T T T

500 0 100 200

| | | | | | | | |
T T T T T T

0 100 200 300 400

Attribuer un des spectres proposés ci-dessus & chaque signal :
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LB |[Entrainement 17.16| — Figure de battements, modulation d’amplitude. 00

Une station de radio émet un signal modulé en amplitude :
u(t) = Up cos(27 fpt) x (1 + mcos(27 ft))

avec fr, la fréquence du message sonore transporté par la porteuse, de fréquence f, et d’amplitude Uy,
avec un taux de modulation 0 < m < 1.

Numériquement, f,, est trés grande devant f, ; ainsi, u(t) peut étre vu comme un signal oscillant « rapi-
dement » a la période T}, entre les enveloppes

uy(t) = +Up[1 + mcos(27 fint)] et u_(t) = =Up[1 + mcos(27 fimt)],

des fonctions oscillant « lentement » a la période Ty,.

I

— =
N O
| 1

O =~ oo
f

o)
f

=SS
p——
———

AN >|_‘arrl‘lph’£ude (en V)

0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 0,24 0,28
t (en ms)

o

N

A Taide d’une lecture graphique de 'oscillogramme, déterminer la valeur des grandeurs suivantes :

a) T .. b) T, .. c) Uy .. d) m ...

En déduire les fréquences caractéristiques du signal u(t) modulé en amplitude :

) Fo e £)  for e

Réponses mélangées

d
0 D C 10V 20 ms 7mH 120 @ @ d_j + wos = Hywpe

® et (© ;:co 0 333Hz 06 (b 2 @ (©
@ 10kHz @ 41‘0 Repliement de spectre 12,5 Hz @ 0,1V

01V (b 1kHz 256mH  (a)  instable  (B)  0,75A 0,005 ms
2

stable @ @ 3 zt B @ 0 @ 50 Hz instable

stable (@) 2V (®  167Hz 4272 0lms A

(@) © 1ms 50 Q2 instable (@) 0,1V 1Hz 9,61 Hz

@et(@ 200kHz (@) (© ® (© E  16uF 4V (0

» [Réponses et corrigés page [388
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ELC2 Fiche d’entrainement n° 18 Electronique

ALI

Prérequis
Modele de ’ALI idéal de gain infini. Impédances complexes.

g

=e

Impédance d’entrée d’'un quadripdle : Z, =

Régime de fonctionnement

&,L |[Entrainement 18.1] — Circuit en régime linéaire. o

Pour chacun des circuits ci-dessous, choisir la phrase qui convient.

@ L’ALI fonctionne vraisemblablement en régime linéaire.
@ L’ALI fonctionne vraisemblablement en régime saturé.

@ On ne peut pas répondre.

a) c)

R
> oo
- . Ry > 00
.l+ —
Ry S
b)
R
= e S
+
. =
c N .
(C— R,
Ry
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Loi des noeuds et pont diviseur de tension

%{ |[Entrainement 18.2] — Intensités sens dessus dessous. o

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) Exprimer la loi des nceuds au point D en fonction des
intensités i1, iz et 4}.

I
uy
-
Cl P
[ % B : . . .
W b) Exprimer la loi des nceuds au point D en fonction des
> 0o tensions u1, ug, u}, des résistances Ry, Ry et de la capacité
U2 U1 S (1 du condensateur supérieur.
E A
; |77_| | +
2 g, Dun g e
Ue ——
2 . .
iz’z ¢) Indiquer la relation entre les intensités iy et .

[Entrainement 18.3] — Montage a plusieurs ALIL 00

On consideére le montage amplificateur d’instrumentation suivant, dans lequel tous les ALI sont considérés

comme idéaux :

> 00
O Bis & ¢ B
| L |
R .
7 Alg
i .
1 12 VA _DOO
U1 §
i3
- +
R/ Vs
14
7777

a) Pourquoi n’est-il pas intéressant d’écrire la loi des nceuds en B ?
@ L’intensité de sortie de ’ALI est nulle. @ La sortie de I’ALI est reliée a la masse.
@ L’intensité de sortie de I’ALI est inconnue.

b) Exprimer la loi des nceuds en termes d’intensité au point A en fonction des courants donnés sur le

schéma.
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c)

En appliquant la loi d’Ohm, quelle égalité obtient-on ?

VB—Va  Va vi—vs  Vo—Va
@) =z —+5 =0 © —F—+—F =0
Va—Vg  Va Va—Vg  Va

® =5t =0 Ol I

)

schéma.

Exprimer la loi des nceuds en termes d’intensité au point C en fonction des courants donnés sur le

En utilisant la loi d’Ohm, quelle égalité obtient-on ?

@VC_VS+VB_VC:0 @2VC=VB+VS

Ve -V, Vo — V& Ve — V& Ve — W Ve -V,
@C A Yo Vs _ @c s Ye—Vs Ve Va _

R R

2R R R R R

L |[Entrainement 18.4 — Oscillateur de Wien.

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) Le pont diviseur de tension du cadre

L 3 de gauche permet d’écrire une relation
o ! entre u; et us. Ecrire cette relation.
> 00 1 R C :
—+ L i !
P R E!
I i [ L
5 i2 i | .
X . b) Ecrire la loi des nceuds en A.
U2 1 :
— U, | R C |ue
L o !
) ¥ IR
Rl rt : . . .
L ! ¢) Exprimer i en fonction de u, et R.
7777 | 777!
Exprimer l'intensité i3 en fonction de ue et C' ......................

Ecrire la loi des mailles vérifiée par la partie de droite du montage encadrée en pointillés.

due du, ds
Dériver cette relation et donner la relation liant — S gy, —=

at’ dt "

dus d?ue du
En déduire une équation différentielle liant R, C, —, —=, —
dt > de2 7 dt

Fiche n°18. ALI

187



%& [Entrainement 18.5 — Montage sommateur inverseur. 0

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

Ry R3

— i3
y Z'2
o B -
s s A
uy +
Ug
7777

a) Exprimer la loi des nceuds au point A en fonction des intensités iy, is et i3.

b) A laide de 'expression précédente, déterminer une relation liant les tensions uy, us et us ainsi que les
résistances Ry, Ry et R3.

LB |[Entrainement 18.6] — Montage soustracteur. 00

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

Rs

13

Uy
Ug
u2 R4 s

7777 7777

a) Donner la relation entre les intensités i1 et 43 ......ooveiiiiiiiii...

b) Donner la relation entre les intensités 4o €t 4g ...o.ovvniniiii i,

¢) Exprimer le potentiel V. en fonction de Ry, Ry et ug, & 'aide d’un pont diviseur de tension.
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[Entrainement 18.7] — Impédance d’un dipdle. 00

On considere le montage suivant dans lequel AL est idéal et fonctionne en régime linéaire.

13

ieﬂ

B | poo
i

Ve Rl

7777

On se place en régime sinusoidal forcé de pulsation w.

a) Exprimer la loi des noeuds au point A en fonction des courants donnés sur le schéma.

¢) En écrivant la loi d’Ohm en notation complexe sur Ry et Cy, en déduire une relation entre ve, Vg, Vo,
ie, Cl, RQ et w.

On cherche désormais a établir I’expression de I'impédance d’entrée du montage. Pour cela, il faut simplifier
I’équation obtenue.

d) Quelle(s) relation(s) supplémentaire(s) est-il alors intéressant d’utiliser ?

@ La loi des nocuds en B @ VB = vy
@ La loi des nocuds en C @ Vs = Vo

e) Pourquoi n’est-il pas intéressant d’écrire la loi des noeuds en B?
@ Le point B est relié a la borne ©.
@ Le courant 73 est nul.

@ Le courant 73 est inconnu.
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Filtrage

%{ |Entrainement 18.8| — Etude d’un montage intégrateur. 000

On consideére le montage intégrateur ci-dessous. L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) A laide d’une des propriétés de PALI idéal en régime
linéaire, exprimer le potentiel V_.

b) Exprimer une relation entre u. et us a I’aide d’une loi des
noeuds en notation complexe au point A.

Us ¢) En déduire 'expression de la fonction de transfert du

montage H = =.

Ue

d) Donner ’équation différentielle qui relie ue(t) et us(t) ..............

e) On envoie un signal créneau (en pointillés) en entrée du montage intégrateur.

Parmi les courbes de sortie (en traits pleins) suivantes, laquelle est compatible avec ce montage ?

e ) —
------ 2 T )

)
? |,

—

T

U
f) Exprimer 'impédance d’entrée Z, = = du montage ...............

|6
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%L |[Entrainement 18.9| — Etude d’un montage dérivateur.

On considere le montage dérivateur ci-dessous. L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

W
_—
ur,
u
<

A > oo
»—»—{ }—4»»— —
le i

Ue

d) Exprimer ’équation différentielle qui relie uq(t) et us(t)

°)

C

On envoie un signal triangulaire (en pointillés) en entrée du montage dérivateur.

a) A Daide des propriétés de 'ALI idéal en régime linéaire,
exprimer le potentiel V_.

b) Exprimer une relation entre u, et us a I’aide d’une loi
des noeuds en notation complexe au point A.

¢) En déduire l'expression de la fonction de transfert du
U

montage H = =.
Ue

Parmi les courbes de sortie (en traits pleins) suivantes, laquelle est compatible avec ce montage ?

- ()
. — us(t)
LA oy
. . A
| K s
K LN IS N
N K N Y N A
. . ’ . ’ .
. . ’ . ’ .
0 . . . 0 .
[2 L} L L} L K
. " . "
. S
[} ’ st ’
. h . h
. x . x
. ’ . ’
A D A D
— . S
(% (%
"

u
f) Exprimer 'impédance d’entrée Z, = =
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—.-ug(t)
— us(t)
L k(Y
al M Y M
i . . . LA
K | o A
N N I N A
. . ’ . ’ .
. . ’ . ’ .
D Y . . 0 .
. . . s . )
s T T
. ’ . ’
[} ’ st ’
. h . h
. x . x
. ’ . ’
AR AR
Al Al
3 3
=== u(t)
. —u(t)
s oy
DEY K LK
DY LAY LAY
Y .| DA
Y N DA
. . ’ . ’ .
. . ’ . ’ .
. . . . . .
[2 \' K
0
. ’ . ’
) . st .
. h . h
. x . x
N e '
. ’ . ’
. .’
(% (%
' "
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[Entrainement 18.10] — Etude qualitative 4 hautes et basses fréquences (I). 00

On considére le méme montage que dans 'entrainement 18.7, ou I’ALI est considéré idéal et fonctionne en
régime linéaire.

a) En modélisant le condensateur par un interrup- b) En modélisant le condensateur par un interrup-
teur ouvert ou fermé, a quel dipdle le montage est-il teur ouvert ou fermé, a quel dipdle le montage est-il
équivalent a basses fréquences 7 équivalent a hautes fréquences ?

® n ®oc ® n ® o0
® B ® B

[Entrainement 18.11] — Etude qualitative & hautes et basses fréquences (II). 00

On considére maintenant le montage déphaseur suivant ou ’ALI est toujours considéré idéal et fonctionne
en régime linéaire.

R A R a) En modélisant le condensateur par un interrupteur ouvert

e — ou fermé, quelle relation lie vg et v, a basses-fréquences ?

> oo
R LTI

Ve + b) En modélisant le condensateur par un interrupteur ouvert

v. ou fermé, quelle relation lie vs et ve & hautes fréquences ?

—| - s

[Entrainement 18.12] — Montage déphaseur. 00

On considére un filtre déphaseur, contenant un ALI, pour lequel on donne I'expression de la fonction de

transfert : )
v 1-jRCw

ve 1+4+jRCw’

a) Quelle est la fonction de transfert équivalente a basses fréquences? .......

b) Quelle est la fonction de transfert équivalente a hautes fréquences ?

¢) Exprimer le gain du montage ...

d) Exprimer le déphasage du montage en fonction de R, C et w

On donne R = 80012 et C = 100nF.

e) On envoie une tension de la forme v.(t) = FE cos(wt) de fréquence f = 21 = 2,0kHz et E = 1,0V.
™
Donner I'expression de la tension de sortie vy.

192 Fiche n°18. ALI



Autres entrainements

|[Entrainement 18.13| — Impédance d’un dipdle. 00

On revient a nouveau sur le montage ci-dessous ot I’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.
On donne 'expression de 'impédance d’entrée du dipdle :

14+ jRChw
Ry Z(w) =Ry—————.
B > 00 = 1+ jRCiw
o 1 - \
A C a) A quel dipdle le montage est-il équivalent & basses fré-
+ quences ?
Ve 4 Ry e,

b) A quel dipole le montage est-il équivalent a hautes fré-
quences 7

¢) On peut mettre en évidence deux pulsations caractéristiques wy et wy dans cette impédance.

Donner leurs expressions en fonction de Ry, Rs et C1.

On considere que Ry et Ry sont telles que wi < ws.

d) A quel dipéle le montage est-il équivalent & pulsations intermédiaires (w1 <w <K wa)?

@ une résistance et une bobine en série @ une résistance et un condensateur en série

@ une résistance et un condensateur en parallele @ une résistance

Réponses mélangées

ih=ip+i, 0 (D) 2—112%22-‘1-01% 12:% i1 +ig = i3
®) } 1 ipti=0 (@) is= cd;: —2arctan(RCw)
us(t)z—Lde;e. Ry  LCW* (9 2—11+Z—22=—;—Z %zﬁ
%ZR% %—l—% wlzﬁetwgzﬁ ue(t)—i—RC%(t):O
jo% 1 —ie+%+jw01(ve—vc):0 iy =iy detic+iz=0
E sin(wt) @ Vg = Ve 0 @ 1 R VDR;IVA =ih = C’g%
2
® © w=-v (@ d(;f = RCGId;e + Sd(;e - %ue ®) et (@)
ic+i1 =0 Us = UR + Uc + U = Ri1 + uc + Ue %+j0w%:0
Vo= Rfl-%l-gR?,m + R1}j-1g3us ® © R jCwu+ JZ;W =0 iy =iyt
~Rew V+:R2T4R4u2 i1=is  is+ig=0 ii=-i, () (a)

» [Réponses et corrigés page |393]
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ELC3 Fiche d'entrainement n°19 Electronique

ALI saturé

Prérequis

Modele de PALI idéal de gain infini : courants de polarisation nuls, tension différentielle nulle
en régime linéaire. Stabilité des systémes linéaires (équation différentielle du deuxiéme ordre).
Conditions suffisantes de saturation de ’ALI : absence de rétroaction ou rétroaction positive.

Constantes utiles
— Gain de PALI : po ~ 10°
— Tension de saturation de PALI : Viat = 15V

— Vitesse limite de balayage : % ~ 10V /ps
lim

Avant toute chose

[Entrainement 19.1] — ALI en régime saturé. o

Parmi les montages suivants, indiquer si ’ALI utilisé est en régime saturé de maniére certaine.

a) c)

P _>0oo
R Py
e + 5 +
. s
|
| |
R/
b T
~ _|> o0
e + <
7777 7777
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Utilisation du modele du premier ordre

%L [Entrainement 19.2] — Modéle du premier ordre.

Pour étudier la stabilité d’'un montage a ALI, il faut passer par
son modele du premier ordre. On donne I’équation différentielle
reliant le potentiel de sortie s et ceux des deux entrées vy et v_ :

° 4
T—+s=
a

a) Ecrire la fonction de transfert définie en régime harmonique par W=

fo(v4 — v-)

b) Identifier le type de filtre associé; c’est un filtre...

@ passe-bas
@ passe-haut

¢) Quelle est I'expression de la pulsation de coupure de ce filtre w.? ................

d) Quelle est 'expression du gain statique de ce filtre Hy ?

v—1 D>OoO

v:_'_

S
1)_;'_*’0_.

Us

@ coupe-bande

@ passe-bande

e) Quelle est la fonction de transfert équivalente du filtre a basse fréquence ?

f)  Quelle est la fonction de transfert équivalente du filtre & haute

fréquence ?

g) Parmi les diagrammes de Bode suivants, lequel correspond & celui de p?

’ w 7] s o. . . .
On a noté x = — ; labréviation « Asy » correspond au diagramme asymptotique.

We
Gap Gap Gap

100 o= iy === Asy
K N — Réel

0 80

80 60

70 40

60 20

0 2 log(z) 2 -1 0
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[Entrainement 19.3] — Stabilité de I’ALI d’un comparateur simple. 000

On rappelle, pour les besoins de 'exercice, la fonction de P

transfert entre le potentiel de sortie s et ’entrée différen-
tielle v4 —v_ de PALIL : +

S Mo e
vy —v- 1 4jwr’

H:

a) Etablir 'équation différentielle reliant s & e en régime linéaire.

On considére une entrée nulle avant ¢ = 0 et constante de valeur Fy pour ¢ > 0.

b) Quelle est 'expression de s en régime permanent ?

c) Cet ALI peut-il fonctionner en régime linéaire? ............ ... ..

[Entrainement 19.4] — Stabilité de I’ALI d’un comparateur a hystérésis. 000

On rappelle, pour les besoins de I’exercice, la fonction de P

transfert entre le potentiel de sortie s et I’entrée différen- R
tielle vy —v_ de 'ALIL : +

— = —. | —
vy —v— 14wt L
- R

a) A l'aide d’une loi des nceuds appliquée a l'entrée non-inverseuse, déterminer laquelle de ces relations
est valide.

b) Exprimer la tension différentielle e = vy —wv_ ... oo

¢) Etablir ’équation différentielle reliant s & e en régime linéaire.

d) Cet ALI peut-il fonctionner en régime linéaire? ............. ... ...
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[Entrainement 19.5 — Stabilité de I’ALI du montage « résistance négative ». 000

On rappelle, pour les besoins de 'exercice, la fonction de transfert entre le potentiel de sortie s et entrée
différentielle vy —v_ de 'ALI :

S _ Mo
vy —vo 14jwur’

H:

On consideére le montage suivant :

v |
=y

a) A laide d’une loi des nceuds appliquée a lentrée inverseuse, déterminer laquelle parmi les relations
suivantes est valide.

@v_:e+s
@U_:e;s

b) A Daide d’une loi des nceuds appliquée a D'entrée non-inverseuse, déterminer laquelle de ces relations
est valide.

@3’1)+=8

vy —8 vy —e
9 —0
® —F—+273

@ vy =e+s

¢) Exprimer la tension différentielle e = vy —wv_ ..o oo

d) Etablir I'équation différentielle reliant s & e en régime linéaire.

e) Cet ALI peut-il fonctionner en régime linéaire 7
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Exploitation de caractéristiques

[Entrainement 19.6)] — Condition de basculement (I). 00

On consideére le montage comparateur simple.

On rappelle que la saturation haute d’'un ALI est caractérisée par un potentiel de sortie s = Vg, et une
tension différentielle ¢ = vy — v_ positive. De méme, la saturation basse d’'un ALI est caractérisée par un

potentiel de sortie s = —Vj,; et une tension différentielle £ négative.
> 00
+
s
e

a) Exprimer vy en fonction de e

b) En saturation haute, quelle condition sur e assure de rester dans cet état de saturation ?

d) Laquelle des deux caractéristiques suivantes correspond & celle du montage comparateur simple ?

s . S

<
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[Entrainement 19.7| — Condition de basculement (II). 00

On considére le montage comparateur a hystérésis a double seuil. On rappelle que la saturation haute d’un
ALLI est caractérisée par un potentiel de sortie s = Vi, et une tension différentielle e = vy —v_ > 0. De
méme, la saturation basse d’un ALI est caractérisée par un potentiel de sortie s = —V;,; et une tension
différentielle ¢ = vy —v_ < 0.

> 00

Uref +

a) Exprimer v en fonction de R, R, s et e

b) En saturation haute, quelle relation lie les parametres R, R', e, Viat €t vper ?

c) En saturation basse, quelle relation lie les parametres R, R, e, Viay et vygr?

d) Laquelle des deux caractéristiques suivantes correspond a celle du montage comparateur & hystérésis a
double-seuil 7
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[Entrainement 19.8] — Association caractéristiques/chronogrammes. 00

On considére des montages a ALI fonctionnant en régime saturé. Les relations entre leurs tensions d’entrée
e et de sortie s sont représentées sur les caractéristiques suivantes :

L S

(4)

L S

Associer un chronogramme a chacune des caractéristiques données ci-dessus.

S

()
—elt)

;6 ‘6
2) (3)
L S s
A _ A _
4 e Y e
(5) (6)
s(t)
—e(t)
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Approche expérimentale

(@) |[Entrainement 19.9| — Etude expérimentale du comparateur & hystérésis. 00
On considére un montage comparateur a hystérésis dont le
circuit est donné ci-contre. On rappelle que I’ALI bascule P
d’une saturation a I'autre lorsque la tension d’entrée atteint R .
une valeur limite +£Vj;,, telle que : +
R e °
‘/lim - E‘/sata 1
| |
R/

ou Viat est la tension de saturation positive de ’ALIL

On connait R = 100 et on cherche & mesurer la valeur de R’.

Une premiére acquisition donne le chronogramme suivant :

e FEchelle verticale :

> pour e(t) 1 carreau <+ 5V
> pour s(t) 1 carreau <+ 15V

e Echelle horizontale : 1 carreau <+ 10 ps.

a) Quelle est la valeur de la tension de saturation de ’ALI?

b) Pour quelle valeur de la tension d’entrée 1’état de saturation bascule-t-il ?

¢) En déduire la valeur de R’ ... ... i

Une deuxiéme acquisition donne le chronogramme suivant :

e FEchelle verticale :

> pour e(t) 1 carreau <> 1V

e s(t)

> pour s(t) 1 carreau <> 15V

e Echelle horizontale : 1 carreau < 10 ps.

d) Pourquoi 'ALI reste-t-il bloqué en saturation haute ?
@ La tension d’entrée n’atteint jamais la valeur +Vg,;.
@ La tension d’entrée n’est pas suffisante pour saturer en courant de sortie.

@ La tension d’entrée n’atteint jamais la valeur +Vjy,.
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(@) [Entrainement 19.10, — Chronogrammes. 00

On considere le montage amplificateur inverseur ci-contre pour Ry
lequel les résistances valent Ry = 1,0k et Ry = 10k(). |_|I |
La loi entrée-sortie du montage est donnée par : Ry > 00

5__R -

€ Ry e +

S
Ce montage est alimenté par une tension e sinusoidale d’ampli-
fré .
tude U et de fréquence f A T
On consideére les chronogrammes suivants :
s(t) s(t) s(t)
t t t
(1) (2) (3)

a) Lequel de ces signaux ne présente pas de saturation ?
Associer les chronogrammes précédents aux parametres d’alimentation donnés ci-apres.
b) U=10V et f =1,0kHz ¢c) U=20Vet f=10kHz d) U=1,0V et f =10MHz

On rappelle que plus un signal présente de discontinuités de tensions, plus son spectre est riche en hautes
fréquences.

Associer les spectres suivants aux chronogrammes donnés précédemment.

e) f) g)
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oui mon (1) (2 @ G @ @ G
% A+ R = okt +RR_;;;0R§ = HO%IR,; —jﬂo% e>0 non (1)
% + <% —i—,l); = —MO% @ 900 2 , (2) (6) non (2) oui
(5) vy = % © e< vrff% + ‘/satg (3) (1) = _362_ é
(1) e<0 15V e> 'UréfR‘_;#R - Vsat% vy =e @ 1 fng @
© $+§=”7°€ 2V (@  ou % @ % po o

» [Réponses et corrigés page |398|
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ELC4 Fiche d'entrainement n°20 Electronique

Oscillateurs électroniques

Prérequis
Propriétés de I’ Amplificateur Linéaire Intégré (ALI) idéal en régime linéaire.

Equations différentielles et complexes

La pulsation d’un signal sinusoidal est notée w. Les grandeurs wg, 7, R, L, C et A sont des constantes.

[Entrainement 20.1| — Des équations complexes aux équations différentielles. 00

Pour chacune des équations complexes suivantes, exprimer I’équation différentielle associée.

a) jwu+ _ 0 ¢) jRCwu+ w%g +uwlu=A
T
jw d) 1 LWo ey w A
L N\2 —u—j—u+j—u=
b) 7@+Wgﬂ+(Jw)Q:0 woT Jw* onf
[Entrainement 20.2| — Des équations différentielles aux équations complexes. o

Pour chacune des équations différentielles suivantes, exprimer 1’équation complexe associée.

Conditions d’oscillations

[Entrainement 20.3| — Type de filtre. L)
a) Pour réaliser un oscillateur quasi-sinusoidal, quel filtre faut-il utiliser préférentiellement ?

@ passe-haut @ passe-bande @ peu importe

@ passe-bas @ coupe-bande @ aucun ne convient

b) Avec 'aide de quel autre montage ce filtre doit-il étre bouclé ?
@ comparateur a Hystérésis @ passe-bande @ amplificateur
@ passe-bas @ filtre passe-haut @ aucun ne convient
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%L [Entrainement 20.4] — Stabilité. L)

On considére des systémes décrits par les équations différentielles suivantes. Les constantes wg, T et () sont
réelles positives. Indiquer dans chaque cas si ’équation décrit un systéme stable ou instable.

du wu d’u wo du

- — =0 R - 2 =
Y Tty ) qEtga Twe=0
@ stable @ stable
@ instable @ instable

du u d’u  wo du
b) —+-=0 - = 2y =
@ stable @ stable
@ instable @ instable
B [Entrainement 20.5] — Critére d’oscillations sinusoidales (critére de Barkhausen). 00

On consideére un oscillateur constitué d’un filtre passe-bande et d’un amplificateur bouclés I'un sur 'autre.
Hy

A w  wo)
(- %)

La fonction de transfert de 'amplificateur est Hy, = A et celle du filtre est Hy =

d®u  w du
L’équation différentielle associée s’écrit alors : — + —0(1 — HyA)— +wiu = 0.

a2 " Q dt

a) Pour que des oscillations apparaissent, indiquer ’état que doit avoir le montage bouclé.

@ stable @ instable

b) Indiquer la condition pratique de démarrage des oscillations.

(a) HyA>1 (b) HoA=1 (c) HA<1

¢) Que vaut alors la pulsation des oscillations si celles-ci sont quasi-sinusoidales ?

@ wo(l —H()A) @ M @ wo

d) Quelles sont les conditions pour que le systéme soit le siege d’oscillations parfaitement sinusoidales ?
@H0A>letw:w0 @H0A<1etw:w0 @HoAzletw;éwo
@HgAzletw:wo @H0A>1eto.)7éwo ®H0A<1etw7éw0
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[Entrainement 20.6] — Chaine de rétroaction. o

On considere le montage ci-contre. - =
Pour chaque affirmation, répondre par « vrai » ou « faux ». B —

b) Ue=AuUs € U =DBUe «vorvniiiii

Le critéere de Barkhausen correspond a la limite de la convergence et de la divergence des oscillations.
On en déduit un gain de boucle AB qui doit alors étre égal a I'unité.

¢) Parmi les propositions suivantes, indiquer celle qui est correcte.

(@) |AlB] =0 et arg(A) +arg(B) =0 [27]
@ |A||B| =1 et arg(A)+arg(B)=0 [27]
(© Bl =1 et arg(4) x arg(B) =0 [27]
(@ [AI[Bl =0 et arg(A) x arg(B) = 0 [2]
Oscillateur a pont de Wien
%& [Entrainement 20.7| — Oscillateur & pont de Wien. 000
a) Pour observer des oscillations avec ce | 33 |
circuit, comment I’ALI doit-il fonctionner ? | +> o© g | ' R ; Cl A 1
1 ] ! 1 :
! T ' E,
@ en régime linéaire S : ;:I—’—{ | ' |
| ! 12 . H
@ en régime saturé 3 - X © |
@ alternativement en régime linéaire et | 1 s | R C e,
saturé : Ry ¥ !
S ¥ |
it 777!

b) Le pont diviseur de tension du cadre de gauche permet d’écrire une relation entre u; et us.

, Ri+R
Ecrire cette relation en posant A = % ...........................
1
c) Quelle est 'impédance équivalente Z; du systéeme {R — C'} série situé entre S et A ?
RZ¢ 1 1 1
R+ Zco _=e — -
@ =le4 @ R+ Zc @ R Zo @ R+ Z¢
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d) Quelle est 'impédance équivalente Z du systeme {R — C'} série paralléle situé entre AE et la masse ?

RZc i, 1 1
(a) R+ Zc @R+@ @R‘L@ @R+@

u
e) En utilisant des impédances équivalentes Z; et Zy, déterminer le rapport == en fonction de Zc et R.

e

f) Parmi les équations suivantes, déterminer celle qui est vérifiée par us.

@ |67 - gz + 30— )| =0 © [0 - i - 23— 2)]w =0
® {U”)Q*Rzlcgéwc(?ffl)}%o © {(jw)2+R2102+1j%“’0(3A)}%0

g) Transposer I’équation complexe précédente et en déduire une équation différentielle portant sur us(t).

%L [Entrainement 20.8] — Conditions d’oscillations. 00

Pour loscillateur a pont de Wien précédent, on donne ’équation différentielle suivante :

d2us+3—A%+ 1 B
az " RC At T ReC2™S T

0.

a) Indiquer la condition théorique pour obtenir des oscillations sinusoidales.

(a) A=3 (b) A<3 () A>3

b) Dans ce cas, indiquer la fréquence de ces oscillations sinusoidales.

@ 5\ " ge O =r vy © 3rre
(3—A) 27(3 — A) 1
® Srre @ — e O 7
¢) Si A < 3, indiquer le comportement ultérieur. d) Si A > 3, indiquer le comportement ultérieur.
@ oscillations amorties @ oscillations amorties
@ saturation @ saturation
@ oscillations sinusoidales @ oscillations sinusoidales
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Oscillateurs a relaxation

[Entrainement 20.9] — Multivibrateur astable. 000
Dans le circuit ci-contre, 'amplificateur linéaire intégré (ALI) est supposé idéal.
a) A priori, quel est le régime de fonctionnement de PALI? R
1 ble d d

@ régime linéaire @ impossible de répondre —

@ régime saturé |~
..................................... +

Yi
Supposons que I’ALI fonctionne en régime saturé, avec a I'instant
.. uc| —— ¢ w
initial t = 0, us = Vgas.- —_ R, s
. L. R

b) Exprimer la tension u; en fonction des résistances Ry, Rs et o
de la tension de saturation Vg ..... 7797

¢) Ecrire la relation entre I'intensité i et la tension ue .......................

d) Ecrire la relation entre U'intensité 4, les tensions uc et Vi et la résistance R.

e) Déduire des deux relations précédentes, I’équation différentielle liant R, C, uc et Viat.

@%_ﬁ_%at duc  uc _ Ve
dt RC  RC dt RC  RC
@dLCchf,Vsat duc | uc _ Ve

dt RC  RC dt RC  RC

f)  Quelle est la solution de I’équation homogene (sans second membre), avec A constante ?

@ uc = Aexp(—RCt) @ uc = AeXp(_RtC>
@ uc = Aexp(RCt)

t
@ uc = AeXp(m)

g) Que dire de la solution particuliére de I’équation ?

@ Elle est nulle. @ C’est une variable.
@ C’est une constante. @ On ne peut pas savoir.

h) Supposons qu’a I'instant initial ¢ = 0, le condensateur soit déchargé. Indiquer son comportement.

@ Il se charge. @ Il se décharge. @ Rien ne se passe.
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i) Comment évolue la tension différentielle d’entrée e = V. — V_ si le condensateur se charge ?

@ Elle n’évolue pas. @ Elle augmente. @ Elle diminue.

j)  Que va-t-il se passer pour amplificateur linéaire intégré au bout d’un certain temps ?

@ Il va claquer. @ Il va basculer en saturation @ Il va passer en fonctionne-
négative. ment linéaire.

Oscillateur a résistance négative

[Entrainement 20.10| — Résistance négative. 000
On utilise le dipdle suivant dans lequel 'amplificateur linéaire intégré est idéal.
;. e P . U,
a) En supposant le régime linéaire, déterminer le rapport — Ry
. L. s L
en fonction des résistances Ry et Rs.
i > oo
(I _
i +
b) Donner la relation entre ue, us €t 4o
—
..................................... U, L
N Rs Us
¢) En supposant le régime linéaire, en déduire 'expression de Ro /H’
ue en fonction de i, ainsi que des résistances Ry, R et Rs.

d) A quelle condition le régime reste-t-il linéaire ?

@ lus| < Viat
@ lus| > Viat
@ |te| < Vsat
@ [tie| > Viat

e) Supposons que le régime est linéaire tant que |us| < Vias. Que peut-on en déduire ?

Ry
(:) e > =———=Via
el Ro+ Ry >

f) En supposant le régime en saturation haute, déterminer u, en fonction de ie, Ry et Vias.
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On donne les caractéristiques suivantes

Caractéristique @ Caractéristique @ Caractéristique @
Ry
Ro + Ro

Viat, indiquer celle qui correspond au dipdle

g) Sachant que méme en régime de saturation, |ue| <

PrECEAEnt. . ... e
On donne les caractéristiques i, = g(ue) suivantes.

le ’ S
/\"\/ Ue
Caractéristique @

Caractéristique @ Caractéristique @

h) Indiquer celle qui correspond au dipole précédent .........................
Dans quel mtervalle de tension ce dipdle se comporte-t-il comme une résistance négative ?

Ry

i)
@ Ue < RO +R Vsat @ |Ue| <55 Ro + Ry Vsat
Ry Ry
e Vsa
@ |’u > Ry + Ro ¢

Réponses mélangées
O :VS“R“C J7w1+L26’2§'—(jw)2g':A © @ Vi d—:f+§:o
By AP R
RO +whu— 5 = A
Caractéristique (1) (b) C:; %i—;‘ +wiu + %‘ =0 li—? +wlu+ ((1127;‘ =
@ @ ® w-f © w-Riri - fe @
(B+ Z—;)Z_; e OO, Z—: = % Faux  Caractéristique (3)
® © ® g gy tmen ©
» [Réponses et corrigés page 403
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MCF1 Fiche d'entrainement n°21 Mécanique des fluides

Cinématique des fluides

Prérequis
Débit volumique. Débit massique. Conservation du débit.
Constantes utiles

— Masse volumique de I’'eau : peau = 1,00 X 10° kg - m®

— Masse molaire de l'eau : Meay = 18,0g - mol !

Autour du débit

&,L [Entrainement 21.1] — Premiers calculs. o

On préleve pendant 3 minutes et 34 secondes de I'eau a un robinet a I'aide d’un récipient. Le volume prélevé
est alors de 15,4 L.

a) Calculer le débit volumique associé, en m® - h™' ... ... .............. ..

b) Calculer le débit massique associé, en kg - W=l .

[Entrainement 21.2] — Bataille de débits. o

gv

Parmi ces trois écoulements, quel est celui dont le débit volumique est le plus grand ?

@ 100 kg d’eau durant 50 min @ 18 m?® d’eau durant 2 jours
@ 0,2 mol d’eau durant 3,0 ms

[Entrainement 21.3] — Fluide mystérieux. L)

Un fluide inconnu s’écoule dans une canalisation de section circulaire de diameétre d = 6 mm.

On mesure un débit massique D,, = (75 £ 5) g-s ' et la vitesse de I"écoulement est estimée & v = 2m -s~ .

On rappelle que 'expression du débit massique D,, dépend de la vitesse v du fluide, de la masse volumique
p du fluide et de la surface S de la section de la canalisation est D,, = pSv.

Les masses volumiques des fluides possibles sont données a température ambiante dans le tableau ci-
dessous :

Fluide miel | eau | glycérine | huile
Masse volumique (g - cm_3) 1,4 1,0 1,3 0,9

Quel est le fluide en circulation dans la canalisation ?

@ la glycérine @ le miel ou la glycérine
@ I’huile ou 'eau @ aucun des fluides du tableau
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[Entrainement 21.4] — Débit dans une gaine rectangulaire. 0

Considérons de 'air circulant de maniére incompressible dans une gaine rectangulaire de largeur l; = 30 cm
et de hauteur k1 = 50 cm. Le débit volumique d’eau mesuré est de 4700m?® - h™1.

a) Calculer la vitesse moyenne de l'air dans la conduite ......................

En sortie, la gaine rectangulaire se réduit : ses dimensions sont alors lo = 20 cm et ho = 30 cm.

b) Calculer la nouvelle vitesse moyenne de lair ...................... ... ..

|Entrainement 21.5| — Ecoulement dans une conduite cylindrique. 00

On considere un fluide incompressible, de masse volumique p, en écoulement dans une conduite cylindrique
de rayon R et d’axe (Oz). L’écoulement peut étre décrit par un champ de vitesse de type « Poiseuille
cylindrique »

— 72 —>
ou Vj est une constante. On note v la norme du vecteur vitesse.

a) Quelle est la formule correcte pour calculer le débit massique & travers une section droite de cet
écoulement ?

2m R ™ R
@ Dm:/ / pv x 12 drdf @ Dm:/ / pv x rdrdf
o Jo o Jo
2m R
(b) Dm:/ / pv X rdrdf
o Jo

b) Exprimer dans ce cas le débit massique, en fonction de p, Vo et R .........

Champ de vitesse de différents écoulements

On notera, en coordonnées cartésiennes, un champ de vitesse sous la forme :

U(x,y, Z,t) = Ux(xayvzat)e_z) + 'Uy(xvyv Zat)e_z;+ UZ(xa:%th)e_z)'

|Entrainement 21.6| — Ecoulement stationnaire ou non ? o

Un écoulement stationnaire vérifie la relation suivante :
o (z,y,2,t) _3
ot -

Sachant que w, 7 et vy sont des constantes, lequel parmi ces écoulements n’est pas stationnaire 7
(a) T(x,y,2,t) = wyes (o) V(x,y,2t) = vosin(wt)e,
— —> — Y
sy Yy < t) = IR t) ==
@v(myz ) = voey, @v(a:yz ) ¢y
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%L |[Entrainement 21.7| — Caractére divergent d’un écoulement. L)

Un écoulement incompressible vérifie la relation suivante en tout point :

=0.

PR vz (z,y, 2, t vy (x,y,2,t ov,(x,y, z,t
div(7 (z,y, z,t)) = (8;/ ) + u 8yy ) + <8i/ )

On considére I'écoulement uniforme suivant : ¥ (z,y, z,t) = voé,.

a) Calculer la divergence de cet écoulement ...................ciiiiiiiii..

b) Est-ce que I’écoulement est incompressible? ......... .. ... . oo

¢) Un écoulement caractérisé par son champ de vitesse ¥ = kze, + kye, (k # 0 constante) est-il incom-
pressible 7

d) Un écoulement caractérisé par un champ de vitesse de la forme ¥ = kze, (dit écoulement de Couette
plan) est-il incompressible ?

L |[Entrainement 21.8) — Caractére rotationnel d’un écoulement uniforme. 00

Dans un écoulement irrotationnel, le rotationnel du champ de vitesse est nul en tout point. On a

avz(‘raywzat) . 8Uy(1',y, Z7t)

dy 0z
(0P (2,2, 1)) = | LelB 2D @ h 20
ovy(x,y,2,t)  Ovg(z,y,2,t)
Ox Jy

On étudie I’écoulement uniforme défini par ¥ (z,y, z,t) = vo€,.

a) Calculer le rotationnel de ce champ de vitesse ...,

b) Est-ce que I'écoulement est irrotationnel 7 ......... ... ..o i

Si I’écoulement est irrotationnel, alors on lui associe un potentiel des vitesses ¢(z,y, 2, t).

0o(x,y, z,t)
T
U(xaywzat) :*M((b(ft,y,Z,t)) = 7%
qu(m,g?iz,t)
B 0z

¢) Donner expression de ¢ pour I’écoulement uniforme précédent, sachant qu’a lorigine, ¢(0,0,0,t) = ¢o.
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Remarque
Les entrainements qui suivent utilisent le rotationnel et le potentiel des
vitesses, introduits dans I’entrainement 21.8.

%L [Entrainement 21.9] — Caractére rotationnel d’autres écoulements. 00

a) Un écoulement est caractérisé par son champ de vitesse v = kze, + kye, ou k est une constante.
Calculer le rotationnel de ce champ de vitesse.

b) Si 'écoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses & l'origine vaut ¢(0,0,0,t) = ¢o.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

¢) Un écoulement (dit de Couette plan) caractérisé par son champ de vitesse de la forme ¥ = kze, est-il
irrotationnel ?

d) Si I’écoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses a lorigine ¢(0,0,0,t) = ¢g.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

%{ [Entrainement 21.10| — Accélération d’une particule de fluide. 00

L’accélération d’une particule de fluide @y (t) se calcule avec la dérivée particulaire du champ de vitesse

N Do wm(t ov(z,y, z,t N —\
am(t) = DN;( ) = ( 8:;/ ) + (v(%y,z,t)-grad) v(x,y, z,1).

On étudie un écoulement uniforme de la forme ¥ (x,y, z,t) = voé,.

a?(x7 y7 Z7 t)

a) Calculer laccélération locale de la particule 5

b) Calculer l'accélération convective de la particule (T)’(x, Y, 2, 1) grad) T(z,y,2,t).

¢) En déduire laccélération de la particule ........... ... . . i
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|[Entrainement 21.11 — Ecoulement avec cisaillement. 00
Un écoulement avec cisaillement a un caractere rotationnel : ;()?(U(m)) = wey, # 0.
a) Exprimer le champ de vitesse T(z) de I’écoulement sachant que T(0) = 0
b) L’écoulement est-il incompressible ? ... ... ... i
[Entrainement 21.12| — Accélération convective d’un écoulement de Poiseuille plan. = ©QOQO©®
On étudie un écoulement de Poiseuille plan caractérisé par un champ de vitesse de la forme
- 2\ >
U (z) = v (1 - (Z) )617
ou L est une longueur constante.
On donne les quatre propositions suivantes.
2z Z\2 2z Z\2
2 — 2 —
@”0m<1(L) > © U0L2(1<L) )
2z z\2
2z Z\2 _2(1_(> )ﬁ
2 4~ (= — Vg (&
® i3z (1- (7)) @ ~ig(1-(7) )=
=2
: s T (TP(2)
a) Laquelle de ces expressions est égale a grad( 5 ) /S
b) Laquelle de ces expressions est égale & 10t T(2) A T(2)? «evereneneiai e
¢) En déduire laccélération convective de la particule & l’aide de la formule suivante :
— ATy 7 T;2(2;) 7 - —
(v (2) - grad) U (2) = grad 5 +rot U(2) A U(2).
[Entrainement 21.13| — Potentiel des vitesses. 000
2
x
Le potentiel des vitesses d’un écoulement est ¢(z,y, z,t) = 5 + ¢g, avec T et ¢g constants.
T
a) Retrouver le champ des vitesses T (2, y,2,8) «.ovoevn...
b) Calculer le rotationnel du champ de vitesse ...........
¢) L’écoulement est-il incompressible? ...................
d) Calculer 'accélération de la particule ..................
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Pour aller un peu plus loin

[Entrainement 21.14| — Tornade. 00

Le champ de vitesse de I'air au sein d’une tornade peut s’écrire, en coordonnées cylindriques :

—> .
wreg sir<a

N

v(r)=9 K_, .
—ep Sir=>a
r

avec w et K deux constantes._)On rappelle ’expression de la divergence et du rotationnel en coordonnées
cylindriques pour un champ A(r) = A,.(r)e, + Ag(r)eg + A.(r)e; ne dépendant que de 7 :

ot Tot A — _8‘42(7")6—5 lwe—;

or or r or

19(rA.(r))

divA =

a) En utilisant la continuité de la vitesse en r = a, déterminer la constante K ......

b) L’écoulement est-il incompressible? ....... ...

c) L’écoulement est-il irrotationnel pour r = a? ...... .. .o i

r=q 1 —_—>
d) Exprimer le vecteur tourbillon 2 = 5 TOL U POUT 77 K veeee e eieiee e

[Entrainement 21.15| — Dérivée particulaire. 000

La dérivée particulaire d’un champ scalaire ou vectoriel ¥ s’exprime :

Dv oV -
— =—+(7-V)W
or ~ o (TY)
2z — 3z
On s’intéresse au champ de vitesse suivant : ¥ (z,y, 2,t) = 0 K exp(—t/T).
3z — 2z
iers > DU
Calculer le vecteur accélération @ = 5 T RAARRRRCRLLIC IR AR ERRRRRLRREE
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|[Entrainement 21.16] — Un écoulement particulier. 0000

. . . , o B o
Le champ de vitesse d’un fluide s’écrit, en coordonnées cylindriques, ¥ (r,0) = ——e, + —ég, avec a et 3
r

deux constantes. On rappelle I'expression de la diverggnce et du rotationnel en coordonnées cylindriques
pour un champ scalaire ®(r,6) et un champ vectoriel A(r) ne dépendant que de r :

@(@(r,e))za‘g—@aJr%g—?e—g : div(Z(r)) :%W ; BE(Z(T)) :%W@.

a) L’écoulement du fluide est-il incompressible? ............. ... ... .. ...,

b) L’écoulement du fluide est-il irrotationnel 7 .......... .. ... ..o,

¢) Si lécoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses & 'origine est ®(1,0,0,¢) = 0.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

d) Calculer accélération particulaire a, & ’aide de I’expression de ’accélération convective
p

—_— — >/ V? —
(7- grad) v = grad(%) +rot(V) A T

Réponses mélangées

2 2

. —1 ~ ﬁ + a” _, . — .

oui 22m-s 0 —— € oui —wzre, @ @ oui
r

322w 5z K exp(—t/T)

0 Bln(r) — ab oui 2,59 x 10%kg - h™* T 0 K exp(—t/T)
2z — 3x
——— —5zK exp(—t/7)

-
[i} ngORQ ®» ® Z& owi 0 0  259x10'm?.h!
x—}

72
non non non —€, oui —voy + dg @ oui impossible
T
N - — k k
0 oui 87m-s ! wa? 0 we, 0 @ —5332 - §y2 + ¢o

» [Réponses et corrigés page |408|
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MCF2 Fiche d'entrainement n° 22

Dynamique des fluides I

Prérequis

La loi des gaz parfaits : pV = nRT = %RT‘
A

Constantes utiles
— Nombre d’Avogadro : Na = 6,02 x 10?3 mol ™"

— Constante des gaz parfaits : R = 8,314J - K~ ' - mol !

Généralités

LB |[Entrainement 22.1] — Libre parcours moyen.

Mécanique des fluides

Considérons un gaz parfait a la pression p et a la température 7. Les particules composant ce gaz sont de
diametre d,, = 0,3nm. Le « libre parcours moyen » noté ¢, distance moyenne parcourue par une particule

entre deux chocs, admet comme expression :

fo 1
N V2md2,n* ’

ou n* est la densité volumique de particules dans le gaz.

a) Considérons les deux conditions suivantes pour b) Calculer le libre parcours moyen des particules
le gaz : composant le gaz dans le cas @ en nm.

@ p=3baret T = 280K

@p=2><105PaetT=5O°C ..................

En comparant les densités de particules, estimer
dans quelle condition le libre parcours moyen est le

plus grand.
LB |[Entrainement 22.2] — Forces volumiques.
.
Une force volumique se définit par la relation 7\,01 =
-

, ol d? est la force agissant sur le volume dr.

On considere : jle vecteur densité volumique de courant (on a i = // 7 . dTé) ; 1 la masse volumique; p

S

densité volumique de charges; o densité surfacique de charge; P la pression.

Quelle(s) expression(s) ne correspond(ent) pas a une force volumique ?
Vous aurez le souci de vérifier I’homogénéité des relations écrites.
(&) 1g (© FAE

(®) p(E + T A B) @ 7B

e

@ —grad(P)
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(@) [Entrainement 22.3| — Forces pressantes de I’atmosphére. L)

a) Donner 'ordre de grandeur de la pression atmosphérique en Pa.

b) L’exprimer en N - cm ™2,

B |[Entrainement 22.4] — Echelle mésoscopique et ordre de grandeur. 00

On considére un systéme constitué d’un litre d’air dans les conditions ambiantes usuelles (on prend p =
1bar; T = 15°C). L’air est assimilé & un gaz parfait, vérifiant I’équation d’état

NRT
Ny’

ou n est la quantité de matiere et N le nombre de particules.

pV =nRT =

N
a) Déterminer la densité volumique n* = v de particules de ce systéme (en m~3).

(a) 2,5 x10¥ m™*
(b) 2,5 x 10°°m™~?
(c) 4,8 x10*m™
(d) 48 x 10! m™®

b) Evaluer le nombre de particules Ny contenues dans le litre d’air.

(a) 2,5 x 10%
(b) 2,5 x 10%°
(c) 4,8 x 10%
(d) 4,8 x 10°°

¢) On assimile une « particule de fluide » & un cube d’air de coté d = 0,1 mm.

Evaluer le nombre de particules Ny contenues dans cette particule de fluide.
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Fluide et forces de pression

[Entrainement 22.5| — Forces de pression sur un barrage vertical. o

On considére un barrage assimilé a un mur vertical de hauteur A et de largeur L muni d’un repére ortho-
normé direct.

Il est en contact a gauche avec de lair a la pression uniforme py = 1 bar, a droite avec de ’eau au repos de
masse volumique .

La pression dans P’eau est donnée en fonction de laltitude z par la relation p(z) = pg — pgz. Dans ce cas,
Porigine de I'axe ascendant (Oz) est prise & l'interface eau/air.

Le barrage est défini sur l'intervalle z € [—h, 0].

La force de pression qu’un fluide exerce sur la surface S du barrage s’écrit :

F,=F,@ = (//Sp(M)dS>1_[: <//Sp(y,z)dydz)a’,

oll ¥ est un vecteur unitaire, perpendiculaire & la surface du barrage, orienté du fluide vers le barrage.

barrage

|

air eau

Vue de dessus

a) Exprimer la résultante des forces de pression Fl) de l’air sur le barrage.
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[Entrainement 22.6| — Force de pression dans une vague. L)

On souhaite exprimer la résultante des forces de pression dans une vague.

On consideére une vague modélisée par un écoulement unidimensionnel, le long de 'axe (Ox). La vitesse de
I’eau, de masse volumique p, est supposée de la forme ¥ = v(x,t)e,.

La largeur de I’écoulement est supposée constante et égale & L. Le fond marin est situé a la cote zfona = f ()
et la surface libre de 'eau est située a la cote zg,,,,. = h(x,t). L’air ambiant est a la pression standard py
et le champ de pesanteur est uniforme, de norme g.

H po = 1 bar g

/—\_/\/ h(z,t)

r z+dx

a) On suppose que la pression dans le fluide est de type hydrostatique, c’est-a-dire que la pression p(M)
en un point M vaut pg + ug X AH, ou AH est la hauteur de la colonne de fluide au-dessus du point M.

Donner Pexpression de la pression p(z, z,t) en un point de l'eau, en fonction de p, g, h(x,t) et z.

b) On considére désormais une tranche de fluide située entre x et = + dx.

Donner Pexpression du volume élémentaire dV de ce systéme, en fonction de L, dz, h(z,t) et f(x).

¢) On rappelle que 'expression de la résultante des forces de pression dF agissant sur un volume élémen-
taire est dF' = — grad(p) x dV.

En déduire I'expression de la résultante des forces de pression dF). selon (Oz), qui s’exerce sur une tranche
d’épaisseur dz.
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Pression dans I’atmosphere isotherme

%{ [Entrainement 22.7| — Masse volumique d’un gaz parfait. 00

Considérons n moles d’air assimilé a un gaz parfait, a la pression p et a la température Tj.
On donne la masse molaire de I’air : My, = 29g - mol ™!,

a) On considére un systéme élémentaire composé dn moles d’air. Exprimer sa masse volumique p en
fonction de dn, M,;, et de son volume dV.

b) En utilisant la loi des gaz parfaits exprimer p la masse volumique du gaz en fonction des grandeurs
Maira b, Ret TO-

c) Evaluer la masse volumique p de lair, au niveau de 'océan a Ty = 15°C.

Le résultat sera exprimé en kg -m™>.

%L [Entrainement 22.8 — Calcul de pression. 000

Un fluide de masse volumique p posséde une pression dépendant de Daltitude z. L’axe (Oz) est un axe
ascendant et p(z = 0) = po.

d
L’équation vérifiée par p(z) est d—p +pg=0,avec g=10m -s 2.
z

e Le fluide est de l’eau, situé dans la région z < 0.

a) Quelle est la masse volumique py de 'eau en kg - m=3?

b) Déterminer 'expression de la pression p(z) dans l'eau pour z € [—H,0].

e Le fluide est un gaz parfait de masse molaire M occupant tout 1’espace. La température est
uniforme et sera notée Tj.

¢) A laide de la loi de gaz parfait, écrire p(z) en fonction de Ty, p(z), R et M.

d) Déterminer p(z) en tout point de 'espace ................ccoovin...

e Le fluide est un gaz parfait de masse molaire M occupant tout ’espace. La température est
non uniforme et dépend de z : T'(z) =Ty — az.

e) Déterminer p(z) en tout point de 'espace ..........................

222 Fiche n° 22. Dynamique des fluides I



%L |[Entrainement 22.9| — Analyse du résultat. 000

Dans le modele de 'atmospheére isotherme, la pression varie avec l'altitude z selon la loi

p(z) = poe /|

RT,
ot H="2x~ 8,4km et py = 10° Pa.
Mg

a) A quelle altitude zy exprimée en km la pression est-elle diminuée de moitié par rapport a celle au

niveau de la Imer 7 ...

b) Etablir une expression approchée de p(z) valable pour des altitudes vérifiant z < H.

¢) Vous étes sur la plage, les pieds dans I’eau. Vos pieds sont a la pression po.

A
Estimer =P entre vos pieds et votre téte, en pourcentage ..............
Po

Force et écoulement dans une conduite

c‘;x [Entrainement 22.10 — Calculs de débit. 000

On considere un écoulement laminaire d’un fluide dans une conduite cylindrique de rayon R. La conduite
est immobile et d’axe (0z). La vitesse vaut ¥ = v(r)e;.

L’expression générale du débit volumique, a travers une section droite de cette conduite, est

Qv://ﬁ’-d_s).

Nous souhaitons évaluer le débit dans le sens des z croissants.

a) Exprimer 7 -dS en fonction de v(r) et dS ..ot

Lorsque la situation est invariante par rotation autour de ’axe (Oz), il est souvent tres efficace de raisonner
sur une surface élémentaire qui respecte cette invariance. On choisit donc une surface dS qui correspond a
la portion de section droite située entre r et r + dr.

b) Exprimer dS en fonctionde ret dedr ....... ...

¢) On suppose que ’écoulement soit uniforme : v(r) = constante = U.

Exprimer alors le débit volumique Qy .......ovuiiniii i

d) On suppose maintenant que 1’écoulement vérifie : v(r) = —(RQ - r2).

Déterminer alors le débit volumique Qy . .onvvvveeii e
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%& |[Entrainement 22.11] — Ecoulement laminaire dans une conduite. 00

On étudie un écoulement visqueux et laminaire d’un fluide de viscosité dynamique 1 dans une conduite
cylindrique de rayon R. La conduite est immobile et d’axe (Oz).

a) Le champ des vitesses est supposé du type ¥ (r) = v(r)e,.

Laquelle des propositions suivantes, concernant la vitesse au niveau de la paroi v(r = R), est-elle correcte ?
@ Elle est égale a la vitesse au centre de I’écoulement v(r = 0).
@ Elle est égale a la vitesse de la paroi, ¢’est-a-dire nulle : on a v(r = R) = 0.

@ Elle est de signe opposée a la vitesse au centre de ’écoulement : on a v(r = R) <0
lorsque v(r = 0) > 0.

@ Elle n’est jamais nulle : on a v(r = R) # 0.

b) On considére désormais le systéme constitué par le fluide a l'intérieur d’un cylindre de rayon ro < R et
de longueur L. La force F'(rg) exercée par le fluide extérieur (située dans la région r > rg) sur le systéme

a pour expression
dv
F =nS x| — ,
(TO) 77 (dr>r—7'0

ou S est la surface de contact sur laquelle se répartissent les contraintes de viscosité.

EXprimer S .o

¢) On admet que lexpression du champ des vitesses est v(r) = A(R2 - 7“2).

Déterminer I'expression de la force F(rg) en fonction de A, ro, Letn .........

d) Donner l'expression de la force Fy exercée par tout le fluide contenue dans la conduite, sur la conduite.
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Forces et aéronefs

[Entrainement 22.12| — Description du vol rectiligne.

On étudie un aéronef de masse m se déplagant en mouvement rectiligne.

On définit les quatre angles suivants :

e L’angle € est 'angle entre la corde (c’est-a-dire axe de l'aile) et 1'axe longitudinal de lavion. Cet

angle est constant par construction de ’avion.
e L’angle ¢ est 'angle entre I’axe de I’avion et ’horizontal. Cet angle est appelé ’assiette.
C’est un parametre que le pilote de I'avion contréle lors du vol.

e L’angle ag est I'angle que fait la trajectoire du centre d’inertie de I’avion avec le sol horizontal.

e L’angle i est I’angle entre la corde et le vent relatif (vitesse de ’air par rapport a I’avion). Cet angle

est appelé I'incidence.

Les questions suivantes s’appuient sur les deux figures ci-dessous :

N axe de l'aile .
ur - xe de 'avion

s
us

<4— trajectoire

hélice

queue Uy
\/ <+— horizontale
- il
wvion M€
FIGURE 1 — Divers axes pour un vol rectiligne
axe de l'aile .
xe de 'avion
trajectoire
queue
horizontale
- aile
avion

FIGURE 2 — Quatre angles

a) On considére qu’il n’y a pas de vent. Identifier, sur la figure [I} le vecteur donnant la direction du vent

relatif (vitesse de 'air par rapport & Pavion) ...,

b) Identifier, sur la ﬁgure Pangle @ ...

c¢) Identifier, sur la ﬁgure Pangle € ..o
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d) Identifier, sur la ﬁgure Pangle & ...

e) Identifier, sur la ﬁgure Pangle g «.vvone e

f)  Quelle relation lie les quatre angles €, ¢, ag et ¢7 ... ...l

[Entrainement 22.13| — Un avion. 000

On étudie un aéronef équipé d’un moteur a hélice, autrement dit un avion.

—>
€l
—
p

=
\ ‘ €
o |
—
F e
Flll
5
P
L’avion est soumis a quatre forces :
—
e La force motrice F},, = —F,, €, due & 'hélice, qui est colinéaire & 'axe longitudinal de I’avion.

e Le poids P =m7.

— 1 . . .

e La force de portance F,, = iuSva%L, ou p est la masse volumique de I'air au repos, S est la surface
alaire, C}, est le coefficient de portance, v est la norme de la vitesse du vent relatif et €, le vecteur
unitaire qui correspond a une direction perpendiculaire au vent relatif.

— 1 N . .
e La force de trainée F} = inCtUQ €, ou pu est la masse volumique de lair au repos, S est la surface

alaire, C; est le coefficient de trainée, v est la norme de la vitesse du vent relatif et € le vecteur unitaire
qui correspond a la direction du vent relatif.

On considére un vol en palier (c’est-a-dire a altitude constante), dans une atmospheére globalement au repos
(c’est-a-dire sans vent).

a) Donner I'équation reliant les quatre forces qui s’exercent sur I'avion, lors de ce vol en mouvement
rectiligne uniforme.

b) Quelle relation lie Cp et mg? ..ot

¢) Quelle relation lie Cp et Fiy? oot
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[Entrainement 22.14] — Un planeur. 000

On étudie un planeur, ou un avion en panne moteur. La norme de sa vitesse est notée v.

On suppose qu’il n’y a pas de vent. On note p la masse volumique de lair et S la surface alaire du planeur.

On admet que le pilote permet & son planeur d’avoir un mouvement rectiligne uniforme descendant faisant
un angle ag par rapport a I’horizontal.

Le planeur est soumis a trois forces :

e Le poids ?’), selon la verticale descendante, de norme mg.
e La force de portance F},, perpendiculaire & la vitesse du

planeur, de norme Fi j:;
1 2
Fp = iﬂSva ;
Qo
ot C,, est le coefficient de portance.
e La force de trainée F: , opposée a la vitesse du planeur, de AR N
P v

norme 1
Ft = 5,“150151}27

ou C} est le coefficient de trainée.

a) Quelle équation relie les différentes forces, lors du mouvement rectiligne uniforme descendant ?

b) Projeter ces forces selon 'axe du mouvement.

En déduire ’expression de F; en fonction de m, get ag ................

¢) Projeter ces forces selon un axe perpendiculaire au mouvement.

En déduire 'expression de F}, en fonctionde m, get g ................

G

d) En déduire une relation entre tan ag et le rapport o
P

En réalité, C; et C, dépendent de l'orientation de
I’aile dans I’écoulement d’air, via un angle, noté ¢ et
appelé « incidence ».

On donne ci-contre lallure du graphe C, = f(C)),
appelé polaire Eiffel. L’incidence varie lorsque I'on se
déplace sur ce graphe. Les points A, B, C et D cor-
respondent donc a des incidences différentes.

Ct

e) En quel point de cette polaire doit-on se placer afin de planer le plus loin possible, c’est-a-dire d’avoir
une angle «aq le plus petit possible ?
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Réponses mélangées
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2
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pohLée,
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)aR
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2
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MCF3 Fiche d’entrainement n°®23 Mécanique des fluides

Dynamique des fluides II

Prérequis
Dv¥ 07 —
e Dérivée particulaire : D_: = 8—: + (U - grad) V.
e Equation de conservation de la masse : div(p?) g—i =0.

. Equation de Navier-Stokes :
8? — T — = —
p[a + (v -grad)v] = —grad P+ nA(V) + f,

=
ou f correspond a I’équivalent volumique d’une force supplémentaire.

e Résultante des forces de pression extérieure sur une surface X :

FP’:_// P (M) fiex; dS,
>

ol Mext est le vecteur unitaire a 1’élément de surface dS au point M sur
Y orienté vers l'extérieur & ¥ et P(M) la pression extérieure du fluide
au point M.

Pour bien commencer

c'%k |[Entrainement 23.1] — Résoudre une équation différentielle.

Dans chaque cas, résoudre 1’équation différentielle vérifiée par v en prenant en compte les conditions aux

limites et les possibles divergences de v.

) LY~ 0 avee v(0) = 0 et v(a)
a) —==0avecv(0) =0et V(a@) = Vg «evvrreirenen e
dy? 0
b) o e avee (0) = 0 et v(a)
— = vec V(0) =0 et (@) =00 «venee i
dy? 0
1d/ d
c) o (r(ﬁj) =K avecv(R) =0pour r € [0,R] ..........cooinii..
c‘;x [Entrainement 23.2| — Calculer un débit volumique. o
Dans chaque cas, établir I’expression du débit volumique.
a b
a) D, = / / vgdzx | dy, ol vg est une constante ................
y=0 =0
R 2w
b) D, = / / A(R2 — r2)r dfdr, ou A et R sont des constantes ..
r=0J6=0
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%& [Entrainement 23.3| — Estimer un nombre de Reynolds. o

Le nombre de Reynolds Re d’un écoulement est défini par Re = V.L/v, ou V et L sont les distance et
vitesse caractéristiques de I’écoulement et v la viscosité cinématique du fluide. Pour ’eau et ’air, on a
Veau = 1,0 x 1075 m? /s et vu;, = 1,6 x 107° m?/s.

Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre de Reynolds et choisir la réponse qui est la plus proche
de votre estimation.

a) Un dauphin nageant & 20km - h™! ¢) Un moucheron tombant & une vitesse constante
-1
(a) 28 x107° (©) 2,8 x 10'° de lcm - s
(B) 2.8 x 10° (2) 3.1x 107 (©) 3.1 x 102
........................................ @ 3’1 X 1075

b) Une balle de tennis allant 4 180 km - Pl e

(a) 94x107* (c) 9.4 x 10*

%{ [Entrainement 23.4] — Estimer le rapport de deux termes. o

En raisonnant en terme d’échelles caractéristiques, établir une expression en ordre de grandeur des rapports
suivants. Les vitesse et longueur caractéristiques seront notées V et L. Les grandeurs p, 1 et ) sont des

constantes.
d

Par exemple, en terme d’échelle caractéristique, l’expression & est équivalente a T ou V' est une vitesse
caractéristique et T un temps caractéristique du probléme étudié.
o el -md)7| o Ina@)

InA(W)]| P AT
py W -grad)¥l

o2 A 7|
Forces dans les fluides

(@) [Entrainement 23.5 — Viscosité dynamique et viscosité cinématique. L
On note 7 la viscosité dynamique d’un fluide visqueux et v sa viscosité cinématique définie par v = ﬂ, ou
p

p est la masse volumique du fluide.

a) Connaissant I'expression de la force volumique de viscosité au sein d’un fluide newtonien et incompres-
e
sible fyis = nA(7), déterminer la dimension d’une viscosité dynamique.

b) En déduire la dimension d’une viscosité cinématique ......................

¢) Sachant que pour leau, n vaut 1073 usi (unités S.I.), sa viscosité cinématique vaut :

@ v = 10° usi @ v = lusi @ v =103 usi @ v =10"%usi

230 Fiche n° 23. Dynamique des fluides 11



%L |[Entrainement 23.6| — Statique des fluides. o

La pression P(z) pour un fluide homogeéne de masse volumique p au repos dépend de l'altitude : on a

P(z) = Py — pgz.

a) Exprimer ’équivalent volumique — grad P(z) des forces de pression.

b) Exprimer la résultante des forces de pression exercées sur une surface S de largeur L selon (Oy) et de
hauteur h comprise entre z = 0 et z = h.

On rappelle que cette résultante est définie par F—‘1; =— // P(M) gyt dS.
b

[Entrainement 23.7| — Gradient de pression. 00

L’écoulement d’'un fluide homogeéne de masse volumique p se fait dans une conduite grace a un gradient
constant de pression dans la direction (Ox) tel que P(z1) = Py et P(zg =21 + L) = Ps.

a) Exprimer le gradient de pression grad P(z) du fluide ...............

b) Exprimer la pression P(z) du fluide selon 'abscisse  ..............

¢) Calculer la force de pression exercée sur une section S de la conduite située en x = L.

[Entrainement 23.8| — Viscosité. 00

Un écoulement incompressible d’un fluide newtonien de viscosité 1 a comme champ des vitesses

avec v(z) = Az
v

a) Exprimer Iéquivalent volumique nA(v'(z)) des forces de viscosité.

N

b) Exprimer la force de viscosité f\: exercée sur une plaque de surface S = L? a laltitude z = h par le
fluide situé juste au-dessus.

ov

On rappelle que le fluide exerce sur une surface infinitésimale dS la force 5?’: =15, dSe;,.
z
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B |[Entrainement 23.9 — Nombre de Reynolds. 00

Une bille en acier de masse volumique g, = 7,8 x 103kg - m™> et de diamétre d = 2R = 1,0 mm tombe
dans un récipient contenant du glycérol, dont la masse volumique est ys = 1,3 x 103kg - m~2 et dont la
viscosité est n = 0,94 Pa - s.

g dv

a) Calculer le nombre de Reynolds Re, défini par Re = H , sachant que la bille atteint la vitesse limite

vy = 3,8mm - s7L.

b) L’écoulement étant laminaire, calculer la norme de la force de trainée 1?; = —6mn RV maximale.

¢) Calculer la norme de la poussée d’Archimede exercée par le fluide sur la bille o= —pusVei g, avec la
masse volumique pf du fluide et le volume immergé V5 ; de la bille. Le champ de pesanteur a pour valeur
g=981m- s 2

d) Meéme question pour la force de pesanteur P= MG e

e) Avant d’atteindre un mouvement rectiligne uniforme, la bille est accélérée. En faisant un bilan des
forces, donner 1’équation différentielle de la vitesse selon 1’axe vertical descendant sous la forme

do(t) n u(t) _ (1 - %)97

dt T Lha

en précisant I’expression de 7 en fonction de p,, R et n

f)  Donner 'ordre de grandeur de la durée 7 du régime transitoire ..................

%L |[Entrainement 23.10 — Equivalent volumique des forces de pression. 00
On cherche la résultante des forces de pression dFp Yy P(z,y+dy,z)
que le fluide environnant exerce sur une particule Y dy |- e
fluide de volume dr = dxdydz, située entre x et P : : P d
r+dz,yety+dy, zet z+dz. (,9.2) (@ +dz,y, 2)
La force de pression dF s’exergant sur un coté de sur- L I
face dS de cette particule s’exprime dF' = —PdSn, | jP(xaya Z)l z
oll 7 est un vecteur unitaire normal & la surface et z 1 1
dirigé de l'intérieur du volume vers l'extérieur. z r +dx
a) Exprimer la force de pression dl?’g s’exercant sur b) Exprimer la force de pression dl?’d s’exercant sur
la paroi latérale gauche de la particule en fonction la paroi latérale droite de la particule en fonction
de P(z,y, 2), dy et dz. de P(z +dz,y, 2), dy et dz.
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¢) En déduire une expression de la résultante dFp, des forces de pression suivant Oz en fonction de dr
et d’une dérivée partielle de P du premier ordre.

d) Reproduire le raisonnement pour exprimer la résultante dF'p, des forces de pression suivant Oy en
fonction de d7 et d’'une dérivée partielle de P du premier ordre.

e) Reproduire le raisonnement pour exprimer la résultante dFp, des forces de pression suivant Oz en
fonction de d7 et d’'une dérivée partielle de P du premier ordre.

f) En déduire 'expression vectorielle de la force volumique de pression ]”_1; en fonction de P au sein du
fluide.

&,L [Entrainement 23.11] — Surface fermée soumise A une pression non uniforme. 00

On cherche la résultante des forces de pression F—‘1; qui s’exerce sur un solide de révolution d’axe (Oz),
de surface fermée ¥, constituée de deux sections planes S; et Sy perpendiculaires & (Oz), reliées par une
surface latérale Si,¢ de forme quelconque.

La surface latérale Si,; comme la section S7 sont soumises & une pression P; tandis que la section Ss est
soumise a la pression Ps.

P
Py
Py
- > Z
So
S
Py

On rappelle que #
b3

a) Que vaudrait la résultante des forces de pression s’exergant sur X si on avait Py = Py ?

Pdgext = /// grad Pdr, ou V est le volume limité par la surface fermée 3.
%

b) La distribution des pressions qui s’exercent sur 3 est équivalente & la superposition d’une distribution
uniforme P; sur 'ensemble de ¥ et d’une pression extérieure P’ appliquée sur la partie droite de la seule
section Ss, avec :

(a) P' =P, (b) PP=P,— P (c) PP=P +P,

¢) La résultante des forces de pression qui s’exerce sur le solide de surface fermée X vaut :
@ Fp = (P, — P1)S.€2 @ Fp = (P, — P))Sse;
@ Fp = (P, — P)Siel @ Fp = (P, — P,)S2e;
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%& [Entrainement 23.12| — Equivalent volumique des forces de viscosité. 00

Pour un champ des vitesses de la forme
(M, 1) = va(y, t)éz,

une particule de fluide de volume d7 = dx dy dz est soumis a des forces visqueuses df; et dl*T)’g s’exercant
sur ses faces inférieure (& la cote y) et supérieure (& la cote y + dy).

Yy
7 (y +dy,t)
y_|_dy ,,,,,777:.......0_!_)
| v (y,t)
| | T
Z z z+dz

N
La force visqueuse dF’,, exercée par une particule de fluide sur celle se trouvant au-dessus s’écrit

— ov,

dF, = -n ay dse_w)v

ou 7 est la viscosité dynamique du fluide et dS la surface de contact.

a) Quel cas parmi les quatre choix suivants est-il celui qui convient ?

o dF; (y,t) = +n%(y,t) dedz & dF; (y,t) = +n%(y,t) deds 2
— v, . . . B
dF5(y + dy,t) = +na%(y +dy,t) dvdze, AFs(y + dy, t) = 7778%@ b dy.t) deds &
— (9’U3; —> df—{(y t) = _n%(y t) dx dze_;
dFy(y,t) = —T]aiy(y,t) dzdze, ) oy ¥

Ove

dFy(y + dy, t) = +n B

Ove

dy

(y +dy,t) dedze,

AF(y + dy,t) = —n 2 (y + dy, 1) dzdze;

b) En déduire l'expression de la résultante dl_*—: = d]?l) + d?‘g des forces de viscosité sur le volume d7 en
fonction de dr, 1 et d’'une dérivée partielle de v, du second ordre.

c¢) En généralisant le résultat obtenu a la question précédente, quelle est, pour un champ eulérien de
vitesses quelconque ¥(M, ), 'expression de 1’équivalent volumique des forces de viscosité au sein d’un
fluide visqueux newtonien et incompressible 7

(@) fue = nA(D)
() Fun = —1A(D)
(©) fer =1 grad(div(7))
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Autour de I’équation de Navier-Stokes

& |

Entrainement 23.13| — A propos de la dérivée particulaire. o

On considére un fluide de masse volumique p en écoulement avec un champ eulérien des vitesses U'(M, t).

On pourra se reporter a ’expression de la dérivée particulaire rappelée en prérequis.

v DV
a) Le terme Por ? la dimension d’une : b) Le terme Dt est nul pour tout écoulement :
@ accélération massique @ uniforme et stationnaire
@ accélération volumique @ incompressible et stationnaire
@ force massique @ incompressible
@ force volumique @ uniforme

¢) On considére I’écoulement incompressible, stationnaire et homogene d’un fluide dont les lignes de

v
courant sont rectilignes et paralleles. Que vaut D ?

&

Entrainement 23.14] — Statique des fluides en référentiel non galiléen. 00

L’eau, fluide newtonien homogene de viscosité dynamique constante = 1073 Pa - s et de masse volumique
w=1,0x 10%kg - m~3, est soumise au champ de pesanteur uniforme ¢ et se trouve au repos dans un
récipient. On note (Oz) l'axe vertical ascendant.

a) Simplifier ’équation de Navier-Stokes (rappelée en prérequis).

On notera Fya la résultante des forces volumiques autres que celles de pression appliquées au fluide.

b) Le récipient contenant ’eau est en translation d’accélération @y (t) = ae, par rapport a un référentiel
galiléen. Choisir la bonne réponse.

= — — = — —
@ FV,a = pge; + paey @ FV,a = —pge; + paeg
= — — = — —
(b) Fya = pge: — pae; (d) Fya=—pge: — pae;

¢) Comme précédemment, I’eau est soumise au champ de pesanteur terrestre uniforme ¢ mais cette fois-ci,
le récipient et son contenu sont en rotation uniforme autour de Paxe (Oz) ascendant & la vitesse angulaire
w constante par rapport a un référentiel galiléen. Choisir la bonne réponse.

= — —> = — —
(a) Fva = pges + pwr’e; (¢) Fva=—pgez + pwr’e;
(b) Fya = pgeZ — pwr’e; (d) Fya=—pgel — pwr’e;
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B [Entrainement 23.15| — Ecoulement de Couette plan. 00

On considere ’écoulement stationnaire d’un fluide newtonien incompressible de viscosité dynamique 7 entre
deux plaques situées en z = —a et z = +a, de dimensions suivant (Oz) et (Oy) supposées infinies.

Les deux plaques sont mobiles suivant e, de vitesses respectives —Ue, et +Ue,. On adopte les conditions
aux limites ¥(a) = Ue, et U(—a) = —Ue,.

z
+a \Ue_x’
M T l
o g
x
—Ue, —a

On suppose le champ eulérien des vitesses dans I’écoulement du type ¥ (M) = v(z)e,. Le champ de pression
sera supposé ne dépendre ici que de z. On note ¢ = —ge, le champ de pesanteur local.

On pourra se reporter a l'expression de la dérivée particulaire ainsi qu’a I’équation de Navier-Stokes (rap-
7z ye . . . -2 =
pelées en prérequis) avec ici f = 0.

Pour un champ vectoriel 4 = A &2 + Ayey + A.e, on rappelle les expressions de ot 4 et de AA

A,  0A,
oy 0=z Ax
rot 4 = aair—agij et AA=| A4, |,
AA,
04, 0A,
or oy

avec par exemple AA, = O As + 04, + 04y
Vee par exeiip T On? 0y? 022

—

Dwv
a) Calculer 'accélération particulaire Dt de cet écoulement ................

b) Le laplacien vectoriel du champ des vitesses s’écrit pour cet écoulement :

(@) A@) =T ®) A) = dzv(Z)(Z © A@) = a(z)

22

c) Exprimer en fonction de U, a et zlaloi v(z) ...,

—

d) Le rot(?) associé a cet écoulement vaut :
(a) 10t(T) = 0 — . U, — . U, U,
- wem=-lz  @an-ls  @#m--5
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B |[Entrainement 23.16| — Ecoulement de Poiseuille cylindrique. 000

Un fluide newtonien incompressible de viscosité dy- Rl

namique 7 s’écoule en régime stationnaire dans une 0 g g >z

canalisation cylindrique d’axe (Oz), de longueur L et — T(M) = v(r, 2)e2

de rayon R. On néglige les effets de la pesanteur. : :
P(0) P(L)

Du fait des symétries du probleme, on cherche en coordonnées cylindriques un champ des vitesses et un
champ de pression de la forme ¥(M) = v(r, 2)e, et P(M) = P(r, 2).

On donne pour de tels champs : grad P = —e, + —e, et div(v) = v(r Z)
or 0z 0z
L’écoulement est régi par I'équation de Navier-Stokes qui s’écrit ici : 0 = — grad(P) + nA(7).

Du fait de la prise en compte de la viscosité, la vitesse du fluide s’annule sur les parois de la canalisation
enr=R.

a) Obtenir & partir de I’équation de conservation de la masse (rappelée en prérequis) avec ici p = C**
une équation aux dérivées partielles vérifiée par v(r, z). On en déduit que :

@ v(r,z) = C avec C une constante @ v(r, z) ne dépend que de z
@ v(r, z) ne dépend que de r @ v(r, z) dépend de r et z

On donne pour le champ de vitesses de cet écoulement : A(V) = %% (ravg;z)> e,.

b) Le champ de pression est tel que :

OP ‘ 0

@ = Ccste @ 5, he dépend que de r
OP OP

@ o ne dépend que de z @ o dépend de r et z

¢) Le champ de pression est tel que :

oP " oP ,

@ E:CSG @ 3, e dépend que de r
oP , oP _,

@ e ne dépend que de z @ e dépend de r et z

d) Le champ des vitesses s’écrit :

@ v(r) = M(RQ —r?) @ v(r) = M(RQ —r?)

nL 4nL
_[PO)=PL)] 5 _[PO)—PL)] o o
() v(r) = ol (R"—=r7) (D) v(r) = L (R"—=r7)
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|[Entrainement 23.17| — Ecoulement parfait.

Un liquide non visqueux et de masse volumique p subit un
écoulement dans une conduite de section variable.

On représente la situation par le schéma ci-contre.

a) Simplifier I’équation de Navier-Stokes (voir prérequis, avec ? = 6) sachant que la force de pesanteur
agit. Cette équation s’appelle [’équation d’Euler.

b) L’écoulement fluide est considéré comme parfait, stationnaire, incompressible et homogene. L’équation
d’Euler conduit a la relation de Bernoulli sur une ligne de courant entre A et B.

vi Vi
,u7+ugR+PA =,u7+ugr+PB

Simplifier cette expression en exprimant v3 — va sachant que Py — Pg = AP — pug(R — ).

¢) L’écoulement étant incompressible, le débit volumique Dy se conserve : Dy = vpaS = vps.

Exprimer le débit volumique en fonction de p, AP, set S ..............

Entrainements supplémentaires

|[Entrainement 23.18 — Ecoulement de Poiseuille plan. 000

Sous l'effet d’un gradient de pression, un fluide incompressible de masse volumique p et de viscosité 7
circule entre deux plans immobiles et horizontaux d’altitude z = +h. L’écoulement est laminaire en régime
permanent et le champ de vitesses est de la forme T(z) = v(2)e,. Du fait de la symétrie du probléme, les
grandeurs sont indépendantes de la variable y.

a) Calculer I'accélération d’une particule de fluide (voir I’expression de la dérivée particulaire en prérequis).

b) Simplifier I’équation de Navier-Stokes (voir prérequis) ..............

c) Projeter Pexpression précédente sur 'axe (Ox) .....................
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d) Déterminer le champ de vitesses de I’équation avec le gradient de pression horizontal A > 0 constant

d
et sachant que v(x = 0) = vg et v(z = £h) = 0. On donne 7

Exprimer v(z) en fonction de vg, A, h, et z ..o

e) En considérant que la pression ne varie pas avec 'altitude, méme question que précédemment pour le

P(z)

d
champ de pression de ’équation sachant que P(x = 0) = Py. On donne 1 =—
x

Exprimer P(z) en fonction de Py, vo, het & ...o.ovviiiiiiiiii..

|[Entrainement 23.19] — Ecoulement de Couette plan. 0000

Un fluide incompressible de masse volumique p et de viscosité 7 est initialement au repos dans le champ
de pesanteur ¢ = —ge, entre deux plans horizontaux z = 0 et z = h. Le déplacement du plan supérieur en
z = h & la vitesse constante ¥(h) = v,€, met en mouvement le fluide. Du fait de la symétrie du probléme,
toutes les grandeurs sont indépendantes de la variable y. Le champ de pression dépend uniquement de la
variable z.

a) Le champ de vitesses a la forme ¥(z,t) = v(z,t)e,. Simplifier ’équation de Navier-Stokes.

b) Ecrire la projection selon 'axe (Oz) de I’équation précédente ... ....

¢) Exprimer en ordre de grandeur en fonction de u, n et h la durée 7 du régime transitoire d’apres
I’équation précédente.

d) Estimer cette durée (en h/min/s) sur une hauteur h = 1,0 dm pour I’eau, dont la viscosité cinématique

est v = _ 1,0 x 1075m? . s71.

ov(z,t)  0*v(z,1)
or " 022

e) Ecrire précisément et le plus simplement possible I'équation W quand le régime

stationnaire.

f) Déterminer précisément le profil de vitesse correspondant a ’équation précédente, sachant, comme le
fluide est visqueux, on a v(z =0) =0 et v(z = h) = v,.

N
g) En déduire la force de viscosité F, exercée sur le plan supérieur de surface S, qui est définie par la

— d
formule F, = n(g(z)> S e
z z=h
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%& [Entrainement 23.20] — Forme étendue de la relation de Bernoulli. 00

On considére 1’écoulement stationnaire, incompressible et irrotationnel d’un fluide parfait, uniquement
soumis & des forces conservatives (pression et pesanteur), régi par '’équation aux dérivées partielles :

Ny A ¢ — /P
grad(é) = —grad() +7.
p
=2

a) En choisissant I'axe (Oz) vertical ascendant, la quantité C' = P + % + pgz, appelée « charge » est :

@ une constante indépendante du temps, identique en tout point de I’écoulement irrotationnel, station-
naire, incompressible et parfait ;

@ constante le long de la ligne de courant choisie, mais fonction du temps;

@ une constante indépendante du temps ne dépendant que de la ligne de courant choisie.

b) La chute de pression au passage d'un cyclone présentant des vents de 200km/h vaut en ordre de
grandeur (on négligera les effets de la pesanteur et on donne p,;, = 1,2kg - m_3) :

@ Prax — Pin = 2 bar @ Prax — Pin = 20 mbar
@ Pmax - Pmin = 0,2 bar @ Pmax — Pmin = 2mbar
LB |[Entrainement 23.21] — Vidange d’un récipient et formule de Torricelli. 00

On envisage 1’écoulement parfait et incompressible d’un liquide .
de masse volumique p contenu dans un récipient cylindrique de é
rayon R a travers un orifice de rayon a. On note h le dénivelé '
entre la surface libre du liquide et le trou.

On suppose que a < R, ce qui permet de considérer que le
régime d’écoulement est stationnaire dans le récipient (ou quasi-
stationnaire). 7
La surface libre du liquide ainsi que le jet en sortie sont au
contact de I’atmospheére de pression uniforme F. 0

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
kB

~eao

On note § = —ge, le champ de pesanteur supposé uniforme.
On rappelle la relation simple de Bernoulli applicable sur une ligne de courant pour un écoulement parfait,
2
v
stationnaire, incompressible, oti toutes les forces appliquées sont conservatives : P + pgz + p— = C5°, ot

2
(Oz) est la verticale ascendante.

a) En appliquant la relation de Bernoulli & la ligne de courant allant de A & B, établir une relation liant
VA, UB, g €t h.

c) Simplifier 'expression de vg obtenue en a) compte tenu du fait que a < R ......
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%L [Entrainement 23.22] — Forme simple de la relation de Bernoulli.

Soit I’écoulement incompressible (de masse volumique p) et stationnaire d’un fluide parfait (non visqueux),
uniquement soumis & des forces conservatives (pression et champ de pesanteur uniforme), régi par ’équation

d’Euler :
DY _ _ad(B)+3
= ead{ )+ 7

On rappelle I'identité vectorielle :

—_— — >/ V2 —
(U- grad)?f = grad(é) +rot(V) A T

Enfin, on rappelle que :

B
[ Emadio) - = o) - oa)
A

prenant (Oz) suivant la verticale ascendante, on peut écrire :

a) En
(a) 7 = +egrad(gz) (¢) § = —grad(gz)
(b) 7 = +grad(gz?) (d) 7 = —grad(gz”)

b) On fait circuler I’équation d’Euler & un instant donné le long d’une ligne de courant entre deux points

DV —
A et B, c’est a dire en formant / D;} - d/.
A
En utilisant ’expression de la dérivée particulaire rappelée en prérequis, le calcul conduit a :
2 2 2 2
’UB—’UA_PB—PA ’UA—’UA_PA—PA
(a) T, —g(za — 2a) © I —g(2a — 2a)
2 2
Vpa — U PA — PA
(b) A5+ = p +9(za — 2a)

¢) Pour un écoulement stationnaire et incompressible d’'un fluide parfait, soumis & des forces toutes
-2
v
conservatives, la quantité P + pT + pgz, ou (Oz) est suivant la verticale ascendante du lieu, est :
@ une constante indépendante du temps, identique en tout point de ’écoulement vérifiant les hypotheéses

précédentes ;
@ constante le long de la ligne de courant choisie, mais fonction du temps;

@ une constante indépendante du temps ne dépendant que de la ligne de courant choisie.
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[Entrainement 23.23| — Adimensionnement de 1’équation de Navier-Stokes. 0000

On consideére I’écoulement d’un fluide newtonien visqueux de viscosité dynamique 7, et incompressible de
masse volumique p, régi par I’équation de Navier-Stokes :

87 — - J—1 a Ot
p<at + (’U .grad)’u) = —gradP+pg —‘,—T]A(U)7

ou g = —ge, désigne le champ de pesanteur supposé uniforme. L’axe (Oz) est suivant la verticale ascen-
dante.

Soit T une durée, L une longueur commune sur les trois axes (Ox), (Oy), (Oz) et U une vitesse, trois
grandeurs caractéristiques de ’écoulement.

t x - U
On définit les variables sans dimension t* = T xt = 7 (idem pour y* et z*), ainsi que v* = T

On note grad* = L grad Popérateur gradient et A* = L? A 'opérateur laplacien adimensionnés.

On cherche a réécrire ’équation de Navier-Stokes sous la forme adimensionnée :

OVF /= e\ —» — /P 1 1 -
— * * - = _z) 7A* * ,
St o + (v grad )v grad (P*) 7 + Re (v*)

ou Sy, est appelé nombre de Strouhal, F; le nombre de Froude et Re le nombre de Reynolds.

La grandeur P* a la dimension d’une pression.

— *’

ov v
a) Réécrire e fonctionde —, Uet T ...,

ot

f) Exprimer le nombre de Froude F, en fonction de L, get U ...............

g) Exprimer le nombre de Reynolds Re en fonctionde n, p, Let U ..........
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Réponses mélangées
opP Ov(z,t) 0?v(z,t) 21, R? d?v(z)

oy dr P~ 8z2’ 9n 422 0 @ @ @

2AP V _UO K y . N
e ar 'Wegvoge(i-g) 2 e

5.2 10-3 @ @ P,— P e_z, US @ aP(a?, Z) _ 17620(2) @

Dy =vgs=8s

L ox 0722
v h?
2 h 46 min 40 s 34x107°N v(z) = fz @ L(Poh — ,ug;)e_; 6,7x 107N
i 40 x 107°N 0 M.L7'T7! 0,5ms @ P(z,y,2)dydze,
R? Up s - L - oy U )
7 oz dr p(a—i—(v-grad)v)——gradP—l-,ug @ I (U grad )(’U )
Ui _op vy, - U2
v/ 2gh L @ 5 dr @ @ @ n B dre, gL
0 = —grad P(z, 2) + nAT(2) + ng —grad P @ D, = voab pT
L N R 2 P, — P
0 =—gradP(M,t) + Fya O P(x):PO—% [ - 2(L—;c1)+P1]Se—;
a?(% t) _ R4
© o~ ©  Du=Ar- —Ple+deyz)dydee

—grad P(z,t) + nAV(2,t) + ug

KR? 2 Py, — P,
@ vh = vi +2gh o(r) = — 1 (1—%> %(I—wl)JrPl ® ®

— 22 U,
® A w@-w(i-%) o= BE @

n a ju

» |Réponses et corrigés page [417|

Fiche n° 23. Dynamique des fluides 11 243



MCF4 Fiche d'entrainement n° 24 Mécanique des fluides

Bilans en mécanique des fluides

Prérequis
Débits massique et volumique. Forces pressantes. Moment de force.
Puissance d’une force.
Constantes utiles
— Masse volumique de ’eau liquide dans les conditions standard de pres-
sion et température : p = 1,0 X 10? kg/m3

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m - s 2

Bilans d’énergie

LB |[Entrainement 24.1] — Quelle est la bonne formule ? 0

Dans ces expressions, w; représente un travail indiqué massique, P; une puissance indiquée, AP une perte
de charge en pression et Ah une perte de charge en hauteur.

Les équations suivantes sont-elles homogenes ?

(@) [Entrainement 24.2| — Perte de charge et conversion. o

On rappelle la relation de Bernoulli généralisée :

1 AP
AP+ — +gAz=w, — ghpe.
2 Ho

a) On donne hp. = 3,0m. Sachant que po = 2,0 10°kg-m™3, g = 9,8m-s7}, calculer la perte de
pression AP, correspondant & cette perte de charge.

b) La perte de charge précédente est due & la montée du fluide dans un tuyau vertical de hauteur L = 10 m.
Au milieu de ce tuyau se situe une pompe qui fournit un travail massique utile w, au fluide.

Quelle doit étre la valeur de ce travail massique pour qu’il n’y ait ni variation de vitesse ni variation de
pression du fluide entre I’entrée et la sortie du tuyau ?
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%L |[Entrainement 24.3| — Hypothéses sur 1’écoulement. L)

Etudions la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide,

s’écoule par un orifice de section s tres inférieure a la section h(t) |
S du réservoir. La hauteur de fluide, comptée a partir de ’ori-

fice de sortie est notée h(t) a l'instant ¢.

A Dinstant initial, elle vaut hg. On négligera toute perte de
charge. 0 1

Indiquer si les caractéristiques ci-dessous conviennent a la situation.

a) Ecoulement incompressible ..... ¢) Ecoulement parfait .............

b) Ecoulement quasi-stationnaire .. d) Fluide homogene ...............

[Entrainement 24.4] — Vidange d’un réservoir. 00

On étudie la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide s’écoule par un P
orifice de section s tres inférieure a la section S du réservoir. On négligera

toute perte de charge. On considére une ligne de courant passant par les N A l?
points A et B représentés sur le schéma. La relation de Bernoulli s’écrit sur

cette ligne de courant :

2 PB ’U]23
T tem= i e 2B ;
I

a) Que peut-on dire des pressions aux points A et B?

(a) Pa < Pg (c) Pa="Ps

@PA>PB @PB:PA%*,UJQ(ZA*ZB)

b) Le débit volumique au point A s’écrit :

@ Dv,A = ,USUA @ DU,A = Sva @ Dv,A — %

¢) Le débit volumique au point B s’écrit :

(&) Dup = psvs (b) Dy = svs (c) Dy = %

d) Le fluide étant incompressible, il y a conservation du débit volumique. Que peut-on en déduire sur les
vitesses en A et en B?

e) On donne h(t) = za — 2B, en utilisant la relation de Bernoulli et les résultats précédents, quelle
expression de vg est correcte ?

@ on 2% +2gh(t) @ v = \/2¢gh(t) @ vp = va + /2gh(t)
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(@) [Entrainement 24.5 — Simplifier la relation de Bernoulli. o
2
P
On donne 'expression usuelle de la formule de Bernoulli % + gz + — = cte.
I

2

e C1os v
a) Comment se simplifie-t-elle si 1’écoulement est ¢) On admet qu'elle s'écrit = - gh & la sortie

horizontal ?

d’une citerne de hauteur A = 5cm.

A quelle vitesse v le fluide est-t-il jecté ?

lent? 0

[Entrainement 24.6] — Quelle pompe choisir ? 000
On étudie une fontaine dont le circuit d’eau est présenté ci-contre. Il comprend une pompe P
(P) fournissant un travail utile massique w,,, relié a un tube T' de longueur L = 10m et B e 0
de diametre D = 10 mm. Lors de son passage dans le tube, le fluide subit une perte de |

1 L
charge réguliere correspondant & une perte d’énergie massique Aepe, = 55 BUQ ou U est
la vitesse débitante du fluide dans le tube et £ = 0,022.
On suppose qu’avant la pompe, le fluide est & une pression P, et de vitesse négligeable.

On rappelle que le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de ’écoulement.

ainsi que 'expression de la relation de Bernoulli généralisée : (P)
1 AP é
EAUZ + — + gAz = wy — Aepe,. P, °A
7

a) On souhaite une vitesse U = 7,0m - s~1, calculer le débit volumique nécessaire D, en L -s7 1.

b) Choisir la bonne fagon d’appliquer la relation de Bernoulli généralisée au fluide parcourant ce circuit
le long d’une ligne de courant AB, A étant avant la pompe et B apres le robinet.

1, 1 L, 1, 1 L,
s L=y — ~Epg= i Lo=wy— 62
@2U +gL =w, 2£ugDU @2U +gL =w, 2£DU

1 5, B 1 L , 1 5 B 1. L ,
z 24 gL = w, — ~pugE— z -0 L=w, — -t=
@2U—|—M+g w 2ug§DU @2U—i—u+g w 2£DU

¢) Pour obtenir un bilan de puissance & partir de la relation précédente, il faut la multiplier par :

(a) D, (b) uD, (©) w

e) Pour atteindre le débit volumique souhaité, on a le choix entre plusieurs pompes de différentes puis-
sances P;. Laquelle choisir ?

(a) Py =100W (b) P> =300W (c) Ps=500W () Py =T700W
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[Entrainement 24.7] — Lecture d’un diagramme de Moody. 00

On donne ci-dessous le diagramme de Moody d’un fluide en écoulement de pleine section dans une conduite
cylindrique de longueur £ et de diametre D.

0.1
0.09 - \
0.08 - \
0.07 3 \ - 0.05
] 0.04
w, 0.06 7 003
-
& 0.05 4 F 0.02
2 0.045 = I 0015 S
S 0.041 ~—— - o
o N~ 0.01 -
T 0.035 o S 0.008 @
e . \ N 0.006 2
— 0.03 1 \ T —— r ﬁ
2 ] ~ 0004 T
~— =
o 0.025 NN T — o
S - e 0.002
£ 0024 — I S
2 0.018 - 0.001 z
' E —4
8035 0.016 1 5x 10
O 0.014 = < 9 % 10—4
T~~~
0.012 .. 1x104
Zone transit — 5 % 10-5
0.01 Sugy " 8
= . N -5
0.009 Tuyau lisse N —— 2x 107 s
0.008 = B Ak . 1x 10
103 10 10° 106 107 108

Nombre de Reynolds, Re = pVD/u

a) Ondonne Re = 2 x 10* le nombre de Reynolds de 1’écoulement, D = 20 cm le diamétre de la canalisation
et ¢ = 4mm la rugosité absolue de la conduite.

En déduire, par lecture graphique, le coefficient de perte de charge £ dans la canalisation.

b) On donne p =1 x 103 kg - m ™3 la masse volumique du fluide.

1 ¢
Calculer la perte de charge AP = ipUQSB dans la canalisation pour une vitesse débitante U = 0,5m - s~ !

et une longueur ¢/ = 10 m.

¢) Pour un autre écoulement de nombre de Reynolds Re = 8 x 10° et de coefficient de perte de charge
€ = 0,015 déterminer la rugosité relative /D par lecture graphique.
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[Entrainement 24.8] — Pression dans un immeuble. 00
On étudie le circuit d’eau d’un immeuble décrit ci-dessous. Il comprend un tuyau

T de longueur L = 19m permettant d’amener de 1’eau jusqu’au dernier étage.

Son diamétre est D = 10mm. A D'extrémité de ce tube se trouve un coude C' R
permettant ’acces a un robinet Ry. 0

Au passage dans le coude et dans le robinet, le fluide subit les pertes de charge C

1 1
singulieres APg = ikl,uUlz et APp, = ikgyUg correspondant a des pertes de
pression. On note U; et Us les vitesses débitantes respectivement en amont du Po

coude et du robinet. On donne k; = 1,3 et ko = 1,5.

On rappelle que le débit volumique s’écrit : D,, = SU avec S la section de 1’écou-
lement. On donne la relation de Bernoulli généralisée permettant de prendre en
compte les chutes de pression liées a la dissipation d’énergie mécanique au sein
d’un écoulement réel (pertes de charges) : P,

1 AP AP,
AP+ — +gAz=w, — Pe.
2 2 1%

a) Le débit volumique voulu est de 0,25L -s™!, calculer les vitesses Uy et Us .......

b) Quelle pression P; faut-il imposer en amont du circuit d’eau, sachant que Py = 1,0 bar ?

[Entrainement 24.9| — Puissance d’une installation. 0000
Une hélice d’hydrolienne est placée dans un écoulement
d’eau unidimensionnel & symétrie cylindrique. On note (S*)
le systeme fermé représenté sur le schéma. Dans la suite,
Py, Py, S1 et Sy représentent les pressions et sections des
systemes (1) et (2). On a, de plus, P, = P;.

(8*) at+4dt

a) La pression autour du tube de courant est supposée
uniforme. Que vaut la résultante des forces pressantes qui
s’exercent sur (S*) 7

(a) F = (P1S1—P2Ss)i, (c) F=0
(b) F = (PS>~ P1S)i,

b) Quelle puissance développe cette force ?

@ P(ﬁp) = PlSlvl — PQSQ’UQ @ ’P(ﬁp) = PQSQUQ - P151v1 @ P(Fp) =0

¢) On note P la puissance regue par I’hélice. Quelle puissance est recue par (S*)7 ........

d) On note Dy, le débit massique, I’écoulement étant stationnaire.

Exprimer I’énergie cinétique qui sort de (S*) pendant une durée élémentaire dt.
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e) Exprimer I’énergie cinétique qui entre dans (S*) pendant une durée élémentaire dt.

*

dFE
f) Par application du théoréme de la puissance cinétique dtc = Z Peoxt & (S*), exprimer P si écoulement

est horizontal.

On rappelle que les actions intérieures ne travaillent pas lorsqu’on suppose l’écoulement parfait et incom-
pressible.

Bilans de masse

[Entrainement 24.10| — Effectuer un bilan de masse sur un systéme ouvert et fixe. L)

Soit (S) une surface de contrdle, délimitant un systéme ouvert et fixe de masse m. Un fluide s’écoule a
travers, depuis la canalisation d’entrée (1) jusqu'a la canalisation de sortie (2).

a) Exprimer la masse de fluide dmy qui entre dans (S) pendant la durée élémentaire d¢, & aide du débit
massique entrant D,,1.

b) Exprimer la masse de fluide dmg qui sort de (S) pendant la durée élémentaire dt a 'aide du débit
massique sortant D,,s.

¢) Exprimer la variation de masse dm de (S) en fonction de dmj et dmg ...........

d) En régime stationnaire dm = 0, en déduire la relation entre D,,; et Do oot ..

Fiche n° 24. Bilans en mécanique des fluides 249



|[Entrainement 24.11] — Effectuer un bilan de masse sur un systéme fermé et mobile. o

On définit le systéme (S*) fermé et mobile constitué :
e de (S) et de la masse dmy qui y entre, & I'instant ¢; (S’/)\at
e de (S) et de la masse dmg qui en sort, & 'instant ¢ + dt. e N

On note m(t) la masse de (S) & l'instant . T 10

a) Exprimer la masse de fluide m*(¢) de (S*) en fonction de
m(t) et dm;.

b) Exprimer la masse de fluide m* (¢ + dt) de (S*) en fonction
de m(t + dt) et dma.

c) Exprimer la variation de masse dm* de (S¥).

Réponses mélangées

1 1
non homogene §Dmv§ dt oui P= §Dm(v% —v3) P=36x10°W
dms = Do dt £=0,05 3,0 bar dmq = D,y dt © D, =0055L-s"!
© (© U =Uy=32m-s! 1,3 x 102 J /kg 5,9 x 10* Pa 2% 107*

31x10°Pa  m*(t+dt) =m(t+dt)+dmy  dmi=dmy (b)) P=100W  oui

P
@ @ oui gz + — = cte dm* =0 m*(t) = m(t) + dmy homogeéne
Iz
v? P . . N
@ dm = dm; — dmg 5 + — =cte homogene oui non homogene
I
1
@ §Dmv% dt —P D1 = Do @ @ 60 pm v=1m-s*

» [Réponses et corrigés page [427|
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THC1

Fiche d'entrainement n°25

Transformations chimiques

Prérequis

Enthalpie, entropie, enthalpie libre. Premier et second principes de la thermodynamique.

Loi de Hess. Grandeurs de réaction, constante d’équilibre, déplacements d’équilibre.

Energie de liaison.
Constantes utiles

— Constante des gaz parfaits : R = 8,314J - K~' - mol !

Thermochimie

Dans cette fiche, v; désigne les nombres steechiométriques algébriques, c’est-a-dire pris positivement
pour les produits et négativement pour les réactifs.

Utilisation des relations fondamentales

(@) |[Entrainement 25.1| — Déterminer une enthalpie standard de réaction (I).

standard de formation A¢H; des composés impliqués dans la réaction selon la relation :

AH® = Z v AHY .

Ci-dessous sont données quelques enthalpies standard de formation a 298 K.

La loi de Hess permet d’exprimer une enthalpie standard de réaction A, H° en fonction des enthalpies

CH5COOH(¢)

CO2(g)

H,0(¢)

H2O (g)

CH5OH(¢)

CHa(g)

02(g)

Ha(g)

A¢H® (kJ -mol™") —485

—400

-300

—250

—240

—70

Exprimer puis calculer ’enthalpie standard de réaction A,H° (en kJ-mol™!) en fonction des enthalpies
standard de formation des composés impliqués dans chacune des réactions suivantes, réalisées a une tem-

pérature de 298 K et & la pression standard P° = 1 bar.

1
a) Synthese de I'eau sous forme gazeuse : Ho(g) + 5 O2(g) = HaO(g).

b) Syntheése du méthane : CH3OH(¢) + Ha(g) = CHy(g) + HoO(4).

¢) Combustion de I'acide éthanoique : CH3COOH(?) + 2 O5(g) = 2CO4(g) + 2H0(¥).

Fiche n° 25. Transformations chimiques

251



(@) |[Entrainement 25.2] — Déterminer une enthalpie standard de réaction (II). 00

On consideére les équations de réaction (1) et (2) suivantes, dont les enthalpies standard de réaction valent
respectivement A, H{ = —562,6kJ - mol™! et A, Hy = —1075,2kJ - mol~*.

(1) HaS(g) + g O2(g) = H2O(f) + 502(g) (2) CS2(f) +304(g) = CO2(g) +2502(g)

On s’intéresse a ’équation de réaction

(3) CS2(0) + 2H20(¢) = CO2(g) + 2H2S(g).

On rappelle que si une réaction (3) peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux réactions (1) et (2)
telle que (3) = a x (1)+ B x (2), alors la loi de Hess s’écrit A Hy = oA H{ + fAHS.

a) Déterminer les valeurs de « et [ telles que (3) = a x (1) + 8 x (2).

b) En déduire la valeur de A, Hj, en kJ -mol ™" .......................

[Entrainement 25.3] — Déterminer une entropie standard de réaction (III). L4

De la relation d’Euler découle une relation permettant d’exprimer une entropie standard de réaction A,S°
en fonction des entropies molaires standard Sg, ; des composés impliqués dans la réaction selon la relation :

AS° = 1S5,

Ci-dessous sont données quelques entropies molaires standard & 298 K.

HQO(E) CH4(g) CH3OH(€) H2 (g) CchOOH(Z) HzO(g) Og(g) COQ (g)
S (J-K™' -mol™h) 65 70 128 131 160 189 205 214

Exprimer puis calculer 'entropie standard de réaction A,S° (en J - K—t. mol_l) en fonction des entropies
molaires standard des composés impliqués dans chacune des réactions suivantes, réalisées a une température
de 298K et a la pression standard P° = 1 bar.

1
a) Syntheése de l'eau sous forme gazeuse : Hy(g) + 3 02(g) = Hy0(g).

¢) Combustion de l'acide éthanoique : CH3COOH({) 4+ 2 O2(g) = 2 CO42(g) + 2H20(¥).
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B |[Entrainement 25.4 — Autour des enthalpies libres standard de réaction. 00

Pour une réaction se produisant a température T' constante sous 1 bar, I’enthalpie libre standard de réaction
A.G° est définie par A,G° = ALH° — T x AS® et AL\G° = —RT'InK°, ou AH°, A.S° et K° sont
respectivement ’enthalpie standard de réaction, I’entropie standard de réaction et la constante d’équilibre
de la réaction considérée.

On se propose de calculer 'enthalpie libre standard de réaction A,G° ainsi que la constante d’équilibre K°
de plusieurs réactions, présentées dans le tableau ci-dessous. Pour chacune d’elles sont données les valeurs
numériques de 'enthalpie standard de réaction et de ’entropie molaire standard de réaction, a 298 K.

Equation de réaction AH® (kJ-mol™h) | A.S° (J-K~'-mol™)
1

(1) Haz(g) + 5 O2(g) = H20(g) —250 —44.5

(2) CH30H(¢) + Hy(g) = CHy(g) + HaO(0) ~130 —124

(3) | CH3COOH(?) +204(g) =2C02(g) + 2H20(¢) —915 —12
a) Calculer A,GS & 298K, en kJ - mol . d) Calculer K3 & 298K.
b) Calculer K7 a 298 K. e) Calculer A,G3 & 298K, en kJ - mol .
c¢) Calculer A,GS & 298K, en kJ - mol . f) Calculer K3 & 298 K.
[Entrainement 25.5| — Calculer des grandeurs thermodynamiques liées. 00

La loi de Hess généralisée permet d’exprimer une enthalpie libre standard de réaction A,G° en fonction des
enthalpies libres standard de formation A¢G; des composés impliqués dans la réaction selon la relation :

AG° = Z Vi AGS.

En outre, on rappelle la relation suivante : A,G° = A, H°—T xA,S°, ou A,H® et A, S° sont respectivement
I’enthalpie standard de réaction et I’entropie standard de réaction.

L’équilibre de Deacon correspond a I’équation de réaction Oy(g) + 4HCL(g) = 2H50(g) + 2 Cla(g). Son
enthalpie standard de réaction & 298 K vaut A, H° = —114,8kJ - mol ™. Quelques enthalpies libres standard
de formation sont données ci-dessous a 298 K.

O2(g) | Clz(g) | HCL(g) | H2O(g)
A:G° (kJ-mol ™) 0 0 —95 —229

a) Calculer A,G° 2 298K, en kJ-mol™' ...........

b) Calculer A,S° 2 298K, en J- K~ -mol™! ......
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%& [Entrainement 25.6| — Exploiter une régression linéaire. 00

On considére la réaction de décomposition du peroxyde d’hydrogene, d’équation :
1
Hy04(¢) = H20(¢) + 3 O2(g).

On donne ci-dessous la courbe représentant I’évolution de I’enthalpie libre standard de réaction A.G° en
fonction de la température T ainsi qu'une régression linéaire de cette courbe.

—105
1 @ points expérimentaux
] —— modélisation
T —110]
e 1
- 1
= ]
Q ]
Q 115
< ]
_1207\\H\HHH\H\\HHHHUHHHH\HHHH\\HH

300 400 500 600 700
T (K)

On suppose que A, H® et A.S° sont indépendants de la température (approximation d’Ellingham) et on
rappelle la relation A,G° = AH° — T x A.S°.

a) Déterminer le coefficient directeur de la droite a en précisant son unité ...

b) Déterminer 'ordonnée a l’origine b en précisant son unité .................

c) Identifier les grandeurs thermodynamiques correspondant & a et b.
(a) a=AH° (c) a=A5° (e) b=AH® b=A,5°
(b) a=—AH° (d) a=—A,5° (0 b=—-AH® () b

d) En déduire la valeur de A, H®, en kJ-mol™ ........ ...

e) En déduire la valeur de A, S° en J- K™ -mol™ ...,

[Entrainement 25.7| — Exploiter la relation de van ’t Hoff. o
Parmi les expressions fausses suivantes, indiquer celles qui ont au moins le mérite d’étre homogenes.
dK° AH° dK° ALH® dlnK°  A.S° dK° AG°
AT ~ RT? ar ~  RT dT  ~ RT AT ~ RT?
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|[Entrainement 25.8 — Etudier ’influence de la température sur un équilibre. 00

1 3
Soit la réaction de formation de ammoniac gazeux, d’équation 3 Na(g) + 3 Hs(g) = NH;3(g). L’enthalpie

standard de formation de 'ammoniac gazeux & 298 K vaut A¢H°(NH3(g)) = —46,1kJ - mol ™! et les autres
sont nulles. La constante d’équilibre & 77 = 400K vaut K7 = 6,8.

a) Calculer & 298 K I'enthalpie standard de réaction A, H°, en kJ - mol~!.

dinK°®  AH°

dT  RT?
T5, en supposant que ’enthalpie standard de réaction est indépendante de la température (approximation
d’Ellingham). Les constantes d’équilibre associées sont notées K7 et K.

b) Intégrer la relation de van 't Hoff entre deux valeurs de température notées T et

¢) Calculer K5 a T, =500K ......................

Utilisation de cycles thermodynamiques

IEntrainement 25.9| — Avec des énergies de liaison. 000

On s’intéresse & la formation d’éthanol liquide CoH5OH(¥) & partir des corps simples pris dans leur état
standard de référence. Quelques énergies de liaison sont données ci-dessous.

Liaison C-C|C-H|C-O|O-H|H-H | 0=0
Energie de liaison £ (kJ-mol ™) | 346 411 358 459 435 502

L’énergie de liaison £(A—B) est 1’énergie & fournir pour rompre la liaison A—B en phase gazeuse de maniére
homolytique, c’est-a-dire de telle sorte que les deux électrons de la liaison se partagent entre les deux atomes.

a) Parmi les corps simples suivants, identifier ceux impliqués dans la formation de I’éthanol.

() O2(g) (b) Ha(g) (©) Na(g) (d) C)

b) En supposant une stcechiométrie de 1 pour I’éthanol, établir ’équation de la réaction de formation de
I’éthanol a partir des corps simples identifiés & la question précédente.

¢) Donner le schéma de Lewis de ’éthanol ............................

d) Dénombrer le nombre de liaisons et remplir liaison C-C|CH|CO]O-H
le tableau suivant. nombre de liaisons

e) Exprimer et calculer, en kJ - mol™!, enthalpie standard de formation de I’éthanol liquide.

Fiche n° 25. Transformations chimiques 255



(@) [Entrainement 25.10| — Etablir un cycle thermodynamique.

On consideére la réaction de formation de 'ammoniac liquide NH3(¢) & 208 K, dont I’équation est :

Na(g) + 3Ha(g) — 2NH;(0).

L’enthalpie standard de formation associée est notée AfH°(NHj3(¢)). L’enthalpie standard de vaporisation
de Pammoniac liquide est Ayap,H°(NH3(¢)) = 20kJ - mol™'. Quelques énergies de liaison sont données

ci-dessous.

Liaison H-H | N-H | N=N

Energie de liaison £ (kJ - mol™1) | 450 400 960

L’énergie de liaison, notée £(A—B), est définie comme étant I’énergie a fournir pour rompre la liaison A-B
en phase gazeuse de maniere homolytique, c’est-a-dire de telle sorte que les deux électrons de la liaison
covalente se partagent entre A et B.

a) Indiquer les réponses exactes.

@ L’énergie de liaison E(H—H) est 1’énergie a fournir pour rompre une liaison simple H-H.

Pour former une mole de Ny(g) & partir de deux moles de N(g), il faut fournir une énergie égale a

2 x £(N=N).

@ Pour former une mole de NH3(g), il faut disposer d’une mole de N(g) et de trois moles de H(g).

@ La formation d’une mole de NH3(g) & partir d’une mole de N(g) et de trois moles de H(g) libére une

énergie égale & 3 x E(N—

H).

b) Indiquer les expressions des énergies associées aux étapes (1) et (2) du cycle ci-aprés.

N3(g) +3Ha(g) ————— 2NHz(()

(1)
E(N=N) + 3 x €(H—H)J W(z)
2N(g) + 6 H(g) 6% EN-1) 2NHs(g)
(a) (1) = A(H®(NH;(0)) et (2) = —AvapH°(NH;(0))
(b) (1) = 2A¢H°(NH5(0)) et (2) = 2Aap H°(NH3(0))
(c) (1) = A¢H°(NH5(0)) et (2) = AvapH°(NH3(0))
(d) (1) = 2A¢H°(NHs(¢)) et (2) = —2Ayap H°(NH3(0))
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B |[Entrainement 25.11] — Cas d’un réacteur monobare et adiabatique. 000

On consideére la combustion de I’éthanol CoH5; OH(?), supposée adiabatique et monobare, dont I’équation de
réaction est CoHsOH(¢) + 3 02(g) — 3H20(g) + 2CO42(g). L’éthanol et le dioxygene sont introduits en
proportions stoechiométriques. On note ng la quantité de matiere initiale en éthanol. L’enthalpie standard
de la réaction & 298 K vaut A, H° = —1236kJ - mol~!. Quelques capacités molaires standard, supposées
indépendantes de la température, sont données ci-dessous.

CoH50H(¢) | O2(g) | COa(g) | HaO(g)
Co g (J- K7 -mol™) 111 29,9 37,1 33,6

a) Parmi les affirmations, indiquer celles qui sont correctes.

@ Lors d’une transformation monobare, la pression du systéme est constante a tout instant.
@ Lors d’une transformation adiabatique, la température du systéme est constante a tout instant.
@ Lors d’une transformation adiabatique, le systéme n’échange pas de chaleur.

@ Pour une transformation adiabatique et monobare sans travail autre que celui des forces de pression,
la variation d’enthalpie du systéme est nulle : AH = 0.

b) On décompose la transformation précédente en deux étapes :
e une étape chimique isobare et isotherme d’avancement £ dont la variation d’enthalpie est notée AHy; ;
e une étape physique isobare et isoavancement durant laquelle la température varie et dont la variation
d’enthalpie est notée AHppy.
Attribuer les variations d’enthalpies AHy; et AHppy, aux étapes (1) et (2) du schéma ci-dessous.

CQH5OH W A ( H,0(g) : 3no
H
02 3710 COQ<g): Uun)
T = T = 25°C L T =T;

H20(g) : 3no
COq (g 1 2ng
T =T

¢) Exprimer AH,; en fonction de 'enthalpie standard de réaction A, H® et de ng. On pourra s’aider

d’une analyse dimensionnelle .......... ... .. . ..

d) Exprimer AH,py, en fonction de Tj, Tt, ng et des capacités thermiques molaires Comk

e) Etablir la relation entre AH, JAN (SR AN - N

f) Exprimer puis calculer Tt en °C ...t
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Déplacements d’équilibre

[Entrainement 25.12| — Etudier I’influence de paramétres sur un équilibre. 000

On considére une transformation chimique endothermique, dont ’équation de réaction est :
CH4(g) + H20(g) = CO(g) + 3Ha(g).

La loi de van 't Hoff précise qu'une augmentation isobare de température appliquée a un systeéme physico-
chimique initialement dans un état d’équilibre provoque une évolution dans le sens endothermique de la
réaction modélisant la transformation. Le systéme a donc tendance a réagir de fagon a s’opposer aux chan-
gements imposés afin de compenser cette perturbation, jusqu’a 1’établissement d’un nouvel état d’équilibre.
De méme, une augmentation isotherme de la pression déplace ’équilibre dans le sens d’une diminution de
la quantité de matiere totale de gaz.

a) Déterminer le sens d’évolution du systéme lors d’une augmentation isobare de la température.

@ sans évolution @ sens direct @ sens inverse

b) Indiquer l'expression correcte du quotient de réaction de 1’équilibre précédent.

3 2 2
@ o= hreo (Fu) © Q= Igutio ()

TCH,TH,0 Ty, TCo

® - e (2
Ptot

xCH4‘rH20

c) Indiquer le sens d’évolution du systéme lors d’une augmentation isotherme de la pression.

@ sans évolution @ sens direct @ sens inverse

d) Indiquer l'expression correcte du quotient de réaction de 1’équilibre précédent.

n?{QnCO Priog ? n?{gnCOngot Piog ?
@ Q = Po @ Q = Po

2
NMCH,NMH,0 Mot NCH4MH,0
3 o\ 2
® o= e (7
2
NCH,MH,0Meor \ Frot

e) En déduire le sens d’évolution du systéme lors de 'ajout isotherme et isobare de dihydrogéne Hs.

@ sans évolution @ sens direct @ sens inverse

f) En déduire le sens d’évolution du systéme lors de I’ajout isotherme et isobare d’eau HyO.

@ sans évolution @ sens direct @ sens inverse

g) Déterminer le sens d’évolution du systéme lors de I’ajout isotherme et isobare de diazote Na.

@ sans évolution @ sens direct @ sens inverse
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Autres entrainements

c‘;x [Entrainement 25.13] — Identifier un état standard de référence. o

Parmi les corps ci-dessous, quels sont les corps simples dans leur état standard de référence a 298 K ?

@ O2(g) @ Na(g) @ C(s) CO2(g)
(B) Ha(0) (d) Fe(t) () Ia(s) () HyO(g)

a-;wk [Entrainement 25.14) — Déterminer ’enthalpie par combinaison. L

On consideére les équations de réaction (1) et (2) suivantes, dont les enthalpies standard de réaction valent
respectivement A, Hy = —191kJ - mol™* et A, HS = —282kJ - mol .

(1) Ha(g) + O2(aq) = H202(aq) (2) Ha(g) + % 04 (aq) = HyO(¢)

On g’intéresse a la réaction de dismutation du peroxyde d’hydrogene, notée (3) :

On rappelle que si une réaction (3) peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux réactions (1) et (2)
telle que (3) = a x (1)+ B x (2), alors la loi de Hess s’écrit A Hy = aAHy + BAHs.

a) Déterminer les valeurs de « et 5 telles que (3) = a x (1) + 8 x (2) ..

b) En déduire la valeur de A, HS, en kJ -mol ™' .......................

[Entrainement 25.15| — Avec la relation de Kirchhoff. 000

La loi de Kirchhoff donne la relation entre l’enthalpie standard d’une réaction a la température 15 en
fonction de I'enthalpie standard de la méme réaction a la température 77 :

T
ArHO(TQ) = ArHO(Tl) +/ Z VkC§7m7de,
T k

ot Cp 1, 1 est la capacité molaire standard de I'espece k et vy le nombre staechiométrique de I'espece k.
On considére la synthese de l'eau liquide HoO(¢) a partir du dihydrogéne gazeux Ha(g) et du dioxygeéne
gazeux Oz(g), dont I’équation de réaction est 2Hy(g) + O2(g) — 2H0(¥).

Quelques capacités molaires standard, considérées indépendantes de la température, sont données ci-
dessous.

Ha(g) | O2(g) | H20(4)
° o (J-K'-mol™h) | 288 | 294 75,3

p,m,k

L’enthalpie standard de formation de I'eau HoO(¢) & 298 K vaut —285kJ - mol~!.
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a) Indiquer la valeur correcte de I'enthalpie standard de la réaction de synthese de ’eau a 298 K.
(a) —285kJ - mol ™" (c) —142,5kJ - mol ™ (e) —570kJ - mol ™"
(b) 285kJ - mol ™ (d) 142,5kJ - mol ™! () 570kJ - mol ™"

L

Entrainement 25.16| — Procédé Haber-Bosch. 000

Le procédé Haber-Bosch est un procédé chimique en phase gazeuse qui permet la synthése de 'ammoniac
NHj;(g) a partir de diazote No(g) et de dihydrogéne Ha(g), en présence d’un catalyseur :

Na(g) + 3 Ha(g) =2 NH;(g).

Les grandeurs suivantes sont données a 298 K.

Na(g) | Ha(g) | NHs(g)
A¢H® (kJ - mol ™) 0 0 —46
S° (J-K~'-mol) | 190 130 192

a) Calculer & 298 K 'enthalpie standard de la réaction A, H®, en kJ - mol ™.

b) Indiquer la thermicité de cette transformation.

@ exothermique @ endothermique @ athermique

e) Calculer la constante d’équilibre K° de la réaction.

f) Indiquer la ou les réponse(s) exacte(s).

@ Une augmentation de pression isotherme déplace I’équilibre dans le sens de formation de NHs(g).

@ Une augmentation de température isobare déplace 1’équilibre dans le sens de formation de NHs(g).
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Réponses mélangées

—124J- K~ ' -mol™!
—911kJ - mol™*

287 - K~ ! -mol™!

K AH®
In =
K? R

3,15 - 10%! 7,7-10°

A¢H® (CoH50H(4)) =
—1,66 x 10> kJ - mol~*

4,89 -101%° (©
@ et @

—99kJ - mol ™!

50,0kJ - mol ! ©

AH = Athy + AHg;

—182kJ - mol ™!

—28J-K~ ' -mol™!

1_1
T T

o R AHpny =
(3CP)TH,H20 + 20p,m,002)n0 (Tf - Tl)

—92kJ - mol ™!

—196J-K~! - mol™!

0,42

@

@,@et@

@et@

AH,; pour (1)
AHpyy, pour (2)

—236,7kJ - mol~!

®

—99kJ - mol ™!

—78kJ -mol ™!

—34%kJ - mol ™!

—93,0kJ - mol~!
a=-2etpf=1

a=—-2et =2

®

OJOLI0)

—65kJ - mol ™!

T
Amgmgo-s

H H
—46,1kJ - mol !

—12J-K ' -mol™!

2,04 - 1016

c-C

C-H| C-O0| O-H

1

) 1 1

7088°C

2C(s) +3Ha(g) + % O2(g) — C2H50H(¥)

@0t ® @@ @O«

AHchi = ArHo X Mo

© ®

—915kJ - mol ™+

—445J- K- mol™!

—950kJ - mol !

—568kJ - mol ™!

®

-123,5J - K~ ! - mol™!

®

—130kJ - mol ™!

» |Réponses et corrigés page [431|
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ECC1 Fiche d'entrainement n° 26 Electrochimie

Phénomeéne de corrosion

Prérequis
Loi de Nernst : pour « Ox +ne~ + SH'" = yRed +  H,0, on a

o a rgth
ENernst =FE + _0706 lOg(—aOXW[, ] ) .
e ORed

Diagrammes potentiel-pH. Courbes courant-potentiel.
Constantes utiles
— Constante d’Avogadro : Na = 6,02 x 1023 mol !

— Charge élémentaire : e = 1,6 x 1072 C
— Constante de Faraday : F = e x Na = 96500 C - mol ~*

Outils d’étude des réactions d’oxydoréduction

aPrL [Entrainement 26.1] — Pile Daniell.

Considérons la pile Daniell ci-contre. L’intensité du
courant traversant la résistance R dans le sens indiqué
sur le schéma est constante et vaut I = 100 pA.

Donnée : Mz, =654¢g- mol .

a) Dans quel sens circulent les électrons ?

@ de I’électrode de cuivre vers celle de zinc

@ de I’électrode de zinc vers celle de cuivre

b) Quelle électrode joue le role de cathode ?

@ celle de zinc @ celle de cuivre

e) En déduire la masse (en pg) de zinc oxydée pendant la durée 7 ...........
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Entrainement 26.2] — Détermination d’un surpotentiel.
(&)

A Tl’aide d’un montage a trois électrodes, on mesure la courbe ci-dessous dans une solution de pH = 4

dans laquelle la seule espece électroactive est I’eau. On rappelle les couples de 'eau

standard 0V) et O3/H0 (potentiel standard 1,23 V).

05 1 15

a) Quel couple de I’eau est responsable de la courbe observée? ..............

b) En déduire les especes X et Y a faire apparaitre sur la courbe.
@HQO-)OQ @HQ-)HQO
(b) O3 — H,0 (d) H,O — Hy

¢) Exprimer le potentiel de Nernst du couple.

_ - )
@ E° + 0,06 log Pi; <[ 20])
4 P° c°
0,06 [ p° [HT
@ Eo+ ) 10g p [ ]:|
4 |pH, C°
[0 1\ 2
@ EO—I-O’OG log p ([H ]>
2 _pH2 c®
_ 4 )
0,06 po, ([H'] ®
E° I 2
@ &+ o2 (N (o)
0,06 | H\
@ E° + ——log PO, <[ ]>
4 p° c°
0,06 [ p° /[HT
@ 5 00 ] 2 <[ O])
2 _po2 c

d) Le calculer numériquement pour une pression partielle de 1bar ...........

e) En déduire le surpotentiel anodique a vide 7,, défini & partir du point ou la courbe décroche de I'axe

des abscisses.

: HoO/Hy (potentiel
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[Entrainement 26.3] — Charge échangée au cours d’une réaction. 000

Un morceau de fer de masse m; = 1 mg s’oxyde sous I'action de 'oxygeéne en milieu acide selon la réaction
a Fe+ 0y + 8 H" =~ Fe** 4§ H,0.

Données :
e Potentiels standard :
> E°(Fe’t/Fe) = —0,44V;
> E°(O /Hy0) =1,23V.
e Masse molaire du Fe : Mg, = 55,8 g - mol ™.

a) Déterminer les valeurs correctes du quadruplet (o, 3,7, 9).

b) Au bout d’un temps 7 = 1h, il ne reste que 45 % de la masse initiale de fer.

Apres avoir dressé un tableau d’avancement, déterminer 'avancement & de la réaction.

¢) En raisonnant sur la demi-équation électronique du couple Fe?t /Fe, déterminer le nombre de moles
d’électrons échangées en fonction de ’avancement .

() ¢
® 2
(© 3¢
@ 4

d) En déduire Q, la quantité d’électricité (ou charge) échangée entre les deux couples durant le temps 7.

On exprimera Q en coulomb.
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Corrosion, passivation, protection

c'%k |[Entrainement 26.4] — Thermodynamique de la corrosion. 00

On représente ci-dessous le diagramme potentiel-pH de corrosion de I’aluminium, en traits pleins, auquel
est superposé celui de 'eau, en traits pointillés.

E (V) 4,2 9,2

AIGH AlyO3(s) | AlOy(ag
ke, 02(g)

H,0 7T

et . } pH
Hy IRk RECEL TR

—1,78
Algs)

Certaines questions peuvent admettre plusieurs réponses.

a) L’aluminium est-il stable dans ’eau du point de vue thermodynamique ?
@ Oui, toujours @ Cela dépend de la teneur en dioxygene.
@ Non, jamais @ Cela dépend du pH.

b) On dit qu'un métal se passive lorsque son oxydation forme un solide & sa surface.
L’aluminium peut-il se passiver dans 'eau ?
@ Oui, sous forme de AI** @ Oui, sous forme de AlO,
@ Oui, sous forme de Al;O3 @ Non

¢) On laisse une plaque d’aluminium dans une solution maintenue a pH = 3.
Si 'on attend suffisamment longtemps, que va-t-il se passer 7
@ La plaque va rester stable sans modification.
@ L’épaisseur de la plaque va diminuer, mais elle ne disparaitra jamais complétement.

@ La plaque va totalement se dissoudre.

@ Un dépot solide va se former a la surface de la plaque.

d) Méme question, avec les mémes propositions, pour I’eau du robinet.

On rappelle que l’eau du robinet vérifie pH ~ 7,5 et contient du dioxygéne dissous.
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[Entrainement 26.5 — Passivation. o

On considére un morceau de zinc en présence d’eau aérée.

Le processus électrochimique qui a lieu est schématisé ci-dessous.

eau aérée
o 24
O, /‘ (Zn
S~ Zn
el Zinc

Les deux couples rédox intervenant dans la réaction d’oxydoréduction sont Oy /HO™ et Zn** /Zn.

a) Quel espéce se corrode? ... ...

b) Quel espece se TédUit ? .. ...

c) Ecrire la réaction d’oxydoréduction se produisant.

On choisira comme nombres stechiométriques les plus petits entiers possibles.

d) Au cours de la réaction d’oxydoréduction, comment varie le pH ?

@ Le pH augmente.
@ Le pH reste constant.
@ Le pH diminue.

e) En présence de HO™, les ions Zn?T précipitent sous forme de Zn(OH),. Cet oxyde de zinc forme a la
surface du zinc une couche imperméable.

Quelle phrase est juste?
@ Le zinc se passive progressivement.
@ Le zinc s’oxyde toujours méme s’il est entierement recouvert d’oxyde de zinc.

@ La couche d’oxyde va se dissoudre progressivement car le milieu devient acide.

@ Le zinc cesse de s’oxyder mais le dioxygene se réduit toujours.
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(@) |[Entrainement 26.6] — Corrosion d’une lame de magnésium. 00

Le but de I’exercice est de déterminer si le magnésium métallique est susceptible d’étre corrodé par une

solution aqueuse acidifiée de pH = 4.

a) Exprimer le potentiel de Nernst Eyg2+ /v en fonction du potentiel standard Eyy o+ /Mg €t de [Mg?*].

b) On donne Eyp oy, = —2,37V et [Mg?"] =1 x 10" %mol - L1

Calculer sa valeur numérique.

c¢) Exprimer le potentiel de Nernst Fy+ /i, en fonction du potentiel standard Ep+ /i,> du pH et de la

pression partielle en dihydrogene py, .

d) On rappelle EI?H/Hz =0V et on suppose py, = 1bar.

Calculer sa valeur numérique.

e) Le surpotentiel cathodique du couple HT /Ha sur une électrode de magnésium est de l’'ordre de —0,1V.

Parmi les diagrammes intensité-potentiel représentés ci-dessous, lequel correspond a la situation étudiée ?

—2,55
—O 24 E (V)
H+
Mg2+
—2,45 0,24

7

H, &~ HY
—2,55 —0,24

Mg Mg2+
1
H, HT
—-2,55 —0,14

f) En cherchant sur le diagramme courant-potentiel s’il existe un éventuel potentiel de corrosion, déter-

miner si la lame de magnésium sera corrodée.
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[Entrainement 26.7| — Corrosion différentielle. 00

On met en contact dans une solution une lame de zinc et une lame de fer.

Les couples intervenant sont Zn** /Zn (potentiel standard —0,76 V), Fe*t /Fe (potentiel standard —0,45V)
et HoO/Hy (potentiel standard 0V).

La figure ci-dessous représente le diagramme courant-potentiel associé, avec comme échelle 0,2V /div en
abscisse et 10mA /div en ordonnée.

7n Zn?t

Fe o2t

——
H, H>0,
H, H>O
Zn Fe
Le surpotentiel cathodique du couple HoO/Hs n’est pas le méme sur les deux métaux : un phénomene de
corrosion différentielle peut apparaitre, ou la réduction de I’eau n’a pas lieu sur le métal qui est oxydé. On

rappelle que le potentiel de corrosion (ou potentiel mixte) est celui pour lequel le courant anodique est égal
au courant cathodique, sa valeur absolue est alors appelée courant de corrosion.

a) En raisonnant sur les potentiels standard, identifier le métal qui s’oxyde .........

b) En supposant que la réduction de 'eau a lieu sur le zinc, déterminer graphiquement le potentiel de
corrosion et le courant de corrosion.

(a) —0,85V et 2mA (c) 0,60V et 10mA
(b) —0,65V et 18 mA (d) —0,40V et 2mA

c) Meéme question et mémes valeurs proposées en supposant que la réduction de I'eau a lieu sur le fer.

d) Finalement, sur quel métal la réduction de 'eau a-t-elle lieu? ...................

e) Comment se déplacent les électrons lors de la réaction ?

@ Ils restent dans le zinc. @ Du fer vers le zinc.
@ Ils restent dans le fer. @ Du zinc vers le fer.
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Vitesse et courant de corrosion

c'%k [Entrainement 26.8) — Détermination d’un courant de corrosion. o
i

Mg Mg2*
05 Une lame de magnésium est plongée dans une solution aqueuse
-— | :1 7 ov acidifiée, maintenue & pH = 4. Le magnésium (couple Mg*" /Mg)

—9=15 E (V) est alors corrodé par les ions H* (couple HY /H).
H ot On donne la constante des gaz parfaits R = 8,3J - mol =% - K1,
2
Mg

a) Ecrire équation de la réaction de corrosion ...........................

b) Déterminer graphiquement le potentiel de corrosion, pour lequel il y a égalité des courants anodique

et cathodique ... ...

¢) En raisonnant sur la demi-équation électronique appropriée, exprimer la charge électrique échangée

lorsqu’il y a production de n moles de dihydrogene ........................

d) A 25°C et sous 1,0 bar, la réaction produit 1,0 mL de dihydrogéne (gaz parfait) en dix minutes.

Calculer numériquement la charge échangée pendant cette durée.

e) En déduire la valeur numérique du courant de corrosion ...............

[Entrainement 26.9| — Vitesse de corrosion d’une piéce en fer. 000

Une piece en fer de masse mg a l'instant initial se corrode en présence de dioxygene pour former de
1
I’hydroxyde de fer Fe(OH), suivant la réaction Fe + B Os + H,O = Fe(OH)s.
dg

Le courant de corrosion est défini par i, = aF— > 0 ou « est la variation du nombre d’oxydation du fer

lors de la réaction (égal au nombre d’électrons échangés) et & Pavancement de la réaction. On cherche a le

relier & la variation de la masse de la piece de fer —.

dt

a) Déterminer la valeurde cv ..........co i

d d
b) Exprimer d—? en fonction de d—i et de la masse molaire du fer .........

dm
¢) En déduire la relation entre le courant de corrosion i. et F

, 2My, d . Mp. d , Fod ; 2F d
O S I LR = TR OIS ¥,
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[Entrainement 26.10] — Vitesse de corrosion d’une lamelle de cuivre. 0000

En milieu acide, le cuivre se corrode en ion cuivreux Cu®". La vitesse de corrosion est proportionnelle au

. d¢
courant de corrosion : icory = 2F —, en notant ¢ 'avancement de la réaction.

dt

Données :

e masse volumique pcy = 8,96g - cm ™3 ;

e masse molaire Mg, = 63,5g - mol 1.

a) En supposant le courant de corrosion constant, déterminer le temps 7 nécessaire a la corrosion d’une
masse mg de cuivre en fonction de icorr, Mcu, F €t my.

b) Une plaque de cuivre de surface S = 2 cm? voit son épaisseur passer de e; = 5,00 mm & e; = 4,98 mm
en un temps 7. Déterminer 7 sachant que le courant de corrosion est de 65 pA.

@ 19 jours et 4 heures @ 193 jours et 23 heures
@ 19 jours et 10 heures @ 1 jour et 22 heures

¢) Une seconde électrode perd 0,1 mg en 1 heure et 45 minutes. L’intensité du courant de corrosion est
de 55 1A. Peut-elle étre en cuivre ?

Réponses mélangées

d
—MFed_i @ non @,@ T+, — 0,06 pH — 0,03 log pp}? Le fer

5x10%mol (@) (@ 0, (@) 036V (c) 13mA
(@  6mC (b 024V (@ (® 09V 20pg (@)

27n+ Oy 4+ 2H,0=27Zn*" + 4HO™ 0,/H,0 Le zinc -1V 2 —2,55V
2

® G ® 19cC 2P0 Ny oHTo Mgt 4 H,  Zn (@
TeorrMcu

2+
® © @& E&g2+/Mg+0,03log<%) omi  78C  22F (b

» [Réponses et corrigés page [438
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ECC2 Fiche d'entrailnement n° 27 Electrochimie

Piles et accumulateurs

Prérequis

Equation d’état des gaz parfaits. Notion d’équilibre chimique. Couple oxy-
dant/réducteur. Demi-équation électronique. Réaction d’oxydo-réduction.
Relation de Nernst. Tension a vide. Loi de Hess.

Constantes utiles
— Constante d’Avogadro : Na = 6,02 x 10%* mol ™"
— Constante de Faraday : F = 96500 C - mol "
— Constante des gaz parfaits : R = 8,314 J - K™' mol™!

Pour bien commencer

%L [Entrainement 27.1| — Durée de fonctionnement et capacité électrique d’une pile. 00
Lors de la décharge d’une pile a travers un conducteur ohmique de résistance R = 15 €2,
la tension u aux bornes de la pile (et de la résistance) est mesurée via un voltmetre. 4
La tension maximale relevée pendant la décharge, I'intensité maximale du courant ~—T Rl |u
circulant & travers la résistance et la durée de fonctionnement (autonomie) de cette

pile sont respectivement notées U, I et At.

u (V)

U =040V

0,30
0,20
0,10

: t (10%s)
0 10 20 30 40 50 60 At=70x10%s

a) Quelles sont les propositions correctes ?

() I=RU =Y (© I=65mA  (d) I=2TmA

R

b) Par définition, la capacité électrique d’une pile est la charge électrique maximale @) échangée entre les
électrodes de la pile lors de sa décharge. D’une certaine fagon, c’est une mesure de la quantité d’électricité
que la pile peut stocker ou fournir. Comment s’exprime alors la capacité électrique d une pile 7

UAt U2At UR RAt

R Ohy At e

¢) Calculer en ampéreheure la capacité électrique de cette pile
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[Entrainement 27.2] — Au bout d’une heure de fonctionnement. 00

La pile ci-contre (deux demi-piles, reliées par un pont salin) débite un
courant d’intensité constante I pendant la durée At.

Le compartiment de gauche correspond a une lame d’argent plon-
geant dans une solution de nitrate d’argent (volume V; = 100,0 mL
et concentration C; = 0,100mol - L™!), mettant en jeu le couple
Ag"/Ag. Celui de droite correspond & une lame de plomb plongeant
dans une solution de nitrate de plomb (Vo =V et Cy = C), mettant
en jeu le couple Pb*t /Pb.

Les ions argent sont réduits sur Pélectrode d’argent : Agt 4+ e~ = Ag. Le plomb est oxydé sur ’électrode
de plomb : Pb =Pb*" 4 2¢~. Finalement, I’équation de réaction est :

2 Ag™(aq) + Pb(s) =2 Ag(s) + Pb*T(aq).

a) Exprimer la quantité d’électricité @ échangée pendant At en fonction de I et At

b) Quelle(s) relation(s) correspond(ent) & la quantité de matiere d’électrons n, échangée pendant At ?

(&) ne = Qe/Na (b) ne = QF (c) ne = IAL/NA (d) ne=Q/F

c) Exprimer la quantité de matiére ny,+ consommée pendant At en fonction de n,

d) Exprimer la quantité de matiére npy2+ formée pendant At en fonction de n, .. ..

e) Calculer la concentration finale [Ag+]f pour At =1,00h et I =65,0mA ........

f) Calculer la concentration finale [PbQ‘”']f pour At =1,00h et I =65,0mA ........

[Entrainement 27.3| — Demi-équations et équation de fonctionnement. o

On considére une pile zinc-argent. Le compartiment de gauche correspond a une lame de zinc plongeant
dans une solution de sulfate de zinc (Zn®"(aq) + SO4* (aq)). Celui de droite correspond & une lame
d’argent plongeant dans une solution de nitrate d’argent (Ag™(aq) + NO3  (aq)).

e . Pl . s . .2 2
a) Ecrire la demi-équation électronique associée au couple Zn + F¥// R

b) Ecrire la demi-équation électronique associée au couple Ag™ JAg oo

c¢) Sachant que la réaction électrochimique se fait entre le zinc Zn(s) et les ions argent Ag™(aq), écrire

I’équation de la réaction d’oxydo-réduction ayant lieu dans cette pile .............

d) Quelles sont les propositions correctes ?
@ L’électrode d’argent s’épaissit. @ L’électrode d’argent s’amincit.
@ L’électrode de zinc s’épaissit. @ L’électrode de zinc s’amincit.

272 Fiche n° 27. Piles et accumulateurs



Autour de la pile Daniell

[Entrainement 27.4) — Polarité et tension a vide. 00

Soit une pile Daniell cuivre-zinc. Le compartiment de gauche correspond & une lame de zinc plongeant dans
une solution de sulfate de zinc (Zn**(aq) + S04 (aq)) & 0,1 mol - L™*. Celui de droite correspond & une
lame de cuivre plongeant dans une solution de sulfate de cuivre (Cu**(aq) + SO4* (aq)) & 0,25 mol - L1,
On donne : E°(Zn**/Zn) = —0,76 V et E°(Cu®*/Cu) = 0,34 V.

La relation de Nernst pour un couple M"" /M (cation métallique/métal) de potentiel standard E° est :

o BT a(M"") y . _— L
E=FE°+ T In W’ avec n le nombre d’électrons échangés. Si T' = 298 K (25°C), on peut utiliser
n a
RT In(10
I’approximation % ~ 0,059 V. La concentration standard, égale & 1mol - L™!, est notée C°.
On rappelle également que la relation entre '’enthalpie libre de la réaction A,G de fonctionnement d’une
pile et la tension & vide U, (en circuit ouvert) est : A,G = —nFUc,.

a) Calculer le potentiel de Nernst du couple Zn®"/Zn 4 25°C ...................

b) Calculer le potentiel de Nernst du couple Cu®™/Cu & 25°C ..................

¢) Indiquer la polarité (+ ou —) de chaque demi-pile ............................

d) Identifier alors 'anode et la cathode ........... ...,

e) Quelles propositions indiquent correctement le sens de déplacement des porteurs de charge ?

Dans les fils, les électrons se déplacent de la ca- @ Dans les fils, les électrons se déplacent de ’anode
thode vers 'anode. vers la cathode.

@ Dans le pont salin, les anions se déplacent du @ Dans le pont salin, les cations se déplacent du
compartiment de gauche vers celui de droite. compartiment de gauche vers celui de droite.

f) Calculer la tension & vide U, de la pile (différence de potentiel & ses bornes) .

g) Calculer 'enthalpie libre de réaction & 25°C ....... ..o,

[Entrainement 27.5| — Constante d’équilibre et potentiels standard. 000

Soit une pile Daniell cuivre-zinc, d’équation de fonctionnement
Cut(aq) + Zn(s) — Zn*"(aq) + Cu(s)

et de constante d’équilibre K°. On donne : E°(Zn®"/Zn) = —0,76 V et E°(Cu®T/Cu) = 0,34 V.

a) Exprimer K° en fonction des activités des composés a I’équilibre .............

b) Exprimer K° en fonction des concentrations des solutés a I’équilibre .........

¢) Ecrire la relation de Nernst & 25°C pour le couple Zn®*/Zn ..................

d) Ecrire la relation de Nernst & 25°C pour le couple Cu®*/Cu .................
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e) L’unicité du potentiel & I’équilibre implique une égalité entre le potentiels de Nernst des deux couples
d’oxydo-réduction. Appliquer I'unicité du potentiel & I’équilibre pour en déduire les relations correctes.

0,059 . [Zn*1]¢, . 0,059 . [Cu®Teq
@ ECu2+/Cu 2Jr/Zn = 2 1Og [Cu2+}éq @ ECu2+/Cu EZH2+/ZH = 2 1 [Zn2+]’
0,059 [Zn*t¢, 0,059, [Cu“}éq
@ EZn2+/Zn - Cu2+/Cu = 9 log [Cu2+]éq @ EZn2+/Zn o CUH/Cu - 2 [ZH2+]éq
f)  En déduire I'expression correcte de K° en fonction des potentiels standard.
@ K° — 1007§W(E0(Cu2+/0u)7E0(Zn2+/Zn)) @ K° — 1007§ﬁ(E0(Zn2+/Zn)fE°(Cu2+/Cu))
@ K° = 100*;&(19:(Cu2+/cu)—E°(Zn2+/zn)) @ K° — 100,§W(E°(ZIIH/Zn)—EC’(Cu“/Cu))
g) Calculer K° & 25°C ..ot
Détermination d’un potentiel standard
[Entrainement 27.6] — Expression d’un potentiel standard a partir de deux autres. 000

La relation entre I’enthalpie libre standard de demi-réaction A;/2,G® et le potentiel standard £° du couple
considéré est : Ay ,G° = —n x F x E°, avec n le nombre d’électrons échangés et F la constante de Faraday.

On donne les potentiels standard suivants : E{(Cu®t /Cu) = 0,34V et ES(Cu®T /Cu™) = 0,16 V.

Celui du couple Cu't / Cu est noté Fj.

a) Ecrire la demi-équation électronique, notée (1), associée au couple Cu?t /Cu ....
b) Ecrire la demi-équation électronique, notée (2), associée au couple Cu** / Cu™

¢) Ecrire la demi-équation électronique, notée (3), associée au couple Cu™ /Cu .....

d) Quelle est la combinaison linéaire reliant ces trois demi-équations ?

() (1) =(2) +3) ® 1) =

3)—(2) (© W) =2x(2)+0)

e) Quelle est la relation entre les trois enthalpies libres standard de demi-réaction ?

@ Al/QGT = Al/QGS + Al/gag
@ Al/ZG(l) == A1/2G§ — A1/2G§

@ Al/QGT = Al/QGg - Al/QG;
(d) A12GS =2 x (A1)2G5 + A1 5G3)

f) En déduire une relation entre les trois potentiels standard et calculer E3.

(a) E§ =2E5 — E} = —0,02V
(b) B3 =2E; — E5 = 0,52V

(¢c) ES = E} — E5 = 0,18V
(d) ES = Es — E} = —0,18V
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Autour de I’électrolyse

|[Entrainement 27.7| — Ecriture de la réaction d’une électrolyse. o

On s’intéresse a la production de dichlore et de soude par électrolyse de I’eau salée en milieu tres basique :
a lélectrode (1) les ions chlorure sont transformés en dichlore (couple Cly/Cl ) et & Iélectrode (2) 'eau se
transforme en dihydrogene en libérant des ions HO™ (couple HoO/Hsy en milieu basique).

a) Ecrire ’équation de la réaction électrochimique ayant lieu & 'électrode (1) ...

b) Ecrire ’équation de la réaction électrochimique ayant lieu & 'électrode (2) ...

¢) En déduire Iéquation de la réaction d’électrolyse .................c.coiii....

[Entrainement 27.8) — Bilan de matiére d’une électrolyse. 00

On s’intéresse a la production de dichlore et de soude par électrolyse de I’eau salée en milieu tres basique :
a ’électrode (1) les ions chlorure sont transformés en dichlore (couple Cly/Cl7) et & I’électrode (2) 'eau se
transforme en dihydrogeéne en libérant des ions HO™ (couple HoO/Hj en milieu basique). L’équation de la
réaction d’électrolyse est

2H,0 (£) +2C1™ (aq) — Cly (g)T Ha (g) + 2HO™ (aq) :

il y a un échange de 2 électrons.

L’électrolyse est réalisée avec une densité de courant par unité de surface d’électrode j = 6,00kA - m~2,

I’électrolyseur possédant une surface totale S = 100 m? d’électrodes.

a) Déterminer la charge électrique échangée entre les électrodes en une heure ...

b) En supposant que tous les électrons participent & la réaction d’électrolyse, déterminer la quantité de

matiere de dichlore produite pendant cette durée ................ ... ...,

¢) En utilisant ’équation d’état des gaz parfaits, en déduire le volume correspondant & 0°C et sous 1 bar.

L exXprimer en M> ... ...

d) On n’obtient en réalité que 233 m?. Déterminer le rendement faradique de 1’électrolyse.

[Entrainement 27.9] — Bilan énergétique d’une électrolyse. L)

On s’intéresse a la production de dichlore et de soude par électrolyse de I’eau salée en milieu tres basique :
a électrode (1) les ions chlorure sont transformés en dichlore (couple Clp/Cl7) et & I’électrode (2) 'eau se
transforme en dihydrogeéne en libérant des ions HO™ (couple HoO/Hs en milieu basique). L’équation de la
réaction d’électrolyse est : 2Hy0 (¢) +2Cl™ (aq) — Cl2 (g) + Ha (g) + 2HO™ (aq).

L’électrolyse est réalisée sous une tension U = 3,00V et avec une densité de courant par unité de surface
d’électrode j = 6,00kA - m~2, P’électrolyseur possédant une surface totale S = 100m? d’électrodes. Le
volume de dichore obtenu est égal & 233 m>.

a) Déterminer 1'énergie électrique consommée par heure d’électrolyse ............

b) Déterminer I’énergie électrique consommeée par m® de dichlore produit .......
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[Entrainement 27.10| — Récupération d’or par électrolyse.

Une électrolyse permet d’obtenir de l'or solide Au par réduction des ions aurocyanure
Au(CN)3™ a la cathode, notée (1). Des ions cyanure CN™ sont également produits a
cette électrode. A Panode, notée (2), se produit 'oxydation de I'eau.

Dans ce procédé, le surpotentiel cathodique du couple Au(CN);~ / Au est nul alors
que le surpotentiel anodique du couple Oz / HoO vaut +0,60V.

On donne les potentiels standard a pH = 0 suivants :

E°(H;07 /Hy) = 0V, E°(Au(CN)y ™ / Au) = —0,60V et E°(O5/H,0) = 1,23 V.

a) Ecrire la réaction électrochimique se produisant sur (1) ......................

b) Préciser alors le sens réel de déplacement des porteurs de charge dans les fils (électrons).

e) La demi-équation associée au couple de 'eau & 'anode est : 2H;0 = A4HY + 0y +4e™.

Calculer le potentiel de Nernst associé pour pH=14 ....... ... ... ... ... ...

f) Sachant que le potentiel de Nernst du couple Au(CN)s~ / Au est ici approximativement égal & son
potentiel standard, choisir la tension qu’il faut a minima imposer pour démarrer 1’électrolyse.

(a) 0,60V (b) 0,99V (c) 1,60V (d) 1,83V

g) En pratique, que risque-t-il d’arriver si la tension imposée dépasse une certaine valeur limite ?

@ Le générateur va se détériorer.

@ Le solvant va se réduire.

@ La solution va chauffer puis bouillir.

@ L’or récupéré sera de mauvaise qualité.
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Courbes courant-potentiel

L’introduction ci-dessous concerne les trois entrainements suivants.

On réalise I'électrolyse d’une solution contenant des ions étain Sn**, argent Ag™ et plomb Pb** entre deux
électrodes inertes. La figure ci-dessous donne ’allure schématique des courbes courant-potentiel relatives
a l'expérience. L’échelle n’est pas respectée sur I'axe des abscisses. Les valeurs indiquées correspondent
aux potentiels d’équilibre calculés a partir de la loi de Nernst. Dans les conditions de ’expérience, les

surpotentiels des couples de I’eau valent respectivement 0,70 V en oxydation et —0,30V en réduction.

i

H,0O (0D
A —020 -0,15 ,05 0,60 1,05
P Py Py ,. » L E (V)
Hy 7/H+ { Sn 7ZSn4+
Pb Pb*t Ag Ag®
[Entrainement 27.11] — Analyse du diagramme courant-potentiel. L)

a) Que vaut le potentiel au point A indiqué & gauche du diagramme courant-potentiel ?

—0,90V (b) 0,70V (c) =050V (d) 0,30V

b) Pourquoi représenter la branche anodique Ag — Ag™ n’est-il pas nécessaire dans ce contexte ?
@ Il n’y a pas d’argent métallique qui puisse s’oxyder dans le systeme.
@ L’argent est un métal noble, inattaquable chimiquement.

@ L’oxydation de l'argent est thermodynamiquement impossible.

@ Cette branche est confondue avec la branche cathodique AgT™ —— Ag.

[Entrainement 27.12| — Identification de la réaction d’électrolyse. 00

La tension imposée par le générateur augmente progressivement jusqu’a observation d’une réaction.
a) Qu’observe-t-on a l’anode ?

@ Du dihydrogene gazeux se dégage. @ Un métal se dépose.

@ Du dioxygene gazeux se dégage. @ Un métal se dissout.

b) Qu’observe-t-on a la cathode ?
@ Du dihydrogene gazeux se dégage. @ Un dépot d’étain apparait.
@ Un dépot de plomb apparatit. @ Un dépot d’argent apparait.
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[Entrainement 27.13| — Application a la métallurgie. 00

L’électrolyse est réalisée dans le contexte de la production d’étain par hydrométallurgie : le but est d’obtenir
un dépdt d’étain a la cathode, I'argent et le plomb étant des impuretés qui ne doivent pas se déposer.

a) Ecrire 'équation de la réaction d’électrolyse que 1’on souhaite réaliser

b) Quelle(s) impureté(s) doivent impérativement étre éliminée(s) avant I’électrolyse ?

@ Ag" et Pb2t @ Pb?* seulement @ Ag™ seulement @ Aucune

c) Quelle est la tension minimale & imposer pour que la réaction souhaitée ait lieu ?

(a) 025V (b) 0,55V (c) 1,00V (@) 1,70V

d) En pratique, la tension & imposer est supérieure a cette valeur seuil. Pourquoi ?
@ Le rendement de 1’électrolyse n’est pas de 100 %.
@ Accélérer la réaction demande une tension plus élevée.

@ La solution électrolytique se comporte comme une résistance, ce qui ajoute une contribution ohmique.

@ Des réactions parasites sont a prendre en compte.

Pour aller plus loin avec la pile Daniell

[Entrainement 27.14] — Charge totale d’une pile. 00

Soit une pile Daniell cuivre-zinc, d’équation de fonctionnement Cu®" (aq) + Zn(s) — Zn?"(aq) + Cu(s)
et constituée d’un volume V; = 100mL d’une solution de sulfate de zinc (Zn°*(aq) + SO4* (aq)) & la
concentration C; = 0,1 mol - L ™! et d’un volume Vz = 100 mL d’une solution de sulfate de cuivre (Cu®* (aq)
+ 8042 (aq)) & la concentration Cy = 0,25 mol - L™1. Les plaques de zinc et de cuivre ont toutes les deux
une masse m = 30g. On donne M (Zn) = 65,4 g - mol .

a) Calculer la quantité de matiére d’ions Cu®" contenue dans la solution de sulfate de cuivre.

b) Calculer la quantité de matiere de zinc Zn contenue dans la plaque métallique

c) Identifier le réactif limitant de la transformation .............................

d) Calculer la quantité maximale d’électrons circulant dans la pile durant son fonctionnement.

e) Calculer en coulomb puis en ampéreheure la charge maximale que la pile peut débiter.
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Réponses mélangées

K°=10>">1

Cu’t +e =Cu" AG =—-212 x 10%kJ - mol ™"

E(O2/H30) =0,39V
n(Cu®T) = 2,5 x 1072 mol @ et @ 4Ag"T +2H,0 —

n(e”) = 5,0 x 1072 mol 1,12 x 10% mol

2,16 x 10°C Sn*t +2H,0 — Sn+ Oy +4HT

2H,O +2Cl" —— Cly + Hy +2HO™ Agt +e =Ag

@ et @ Npp2+ = % @ Cu?t @ @

4Ag+ 0y +4HT

In+2Ag" —Zn*t+24g @) ® (@ ®» Q=IAt
4HO™ =2H50 + 05 +4e™

@ @ Uw =111V [Ag"], = 75,8 mmol - L' @

@et@

Au(CN)y” +e” =Au+2CN™

a(Cu)gq a(Zn2+)éq

91,7% + (cathode) : Cu; — (anode) : Zn K° =
a(Zn

Ecy = 0,32V Cu*t +2e¢ =Cu
6,48 x 10° J (@) () 2C1° — Cly + 26 Npgr =

+:Cuet —:Zn 2,78 x 107 J -m~3

Ezn=—0,79V  n(Zn) = 0,46 mol

Jéq X a(Cu2+)éq

2H,0+2¢ — H,+2H0 (@ (et () (@)et(d

[Pb*H], =112mmol - L' (b)

Ne KO — [Zn?_]éq
[Cu +]éq

Q=48x103C=1,3A"-h

2+
Cut +e =Cu @ @ E = E°(Cu*"/Cu) + @ log<[cgo ]>
2+
In*t +2e =7n E = E°(Zn*" /Zn) + @ 1og(%>

Q=0052A-h 254 m?

» |Réponses et corrigés page [444|
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IF'iche n° 1. Opérateurs vectoriels|

Réponses
Lol o (@] 16b) e ®)
<Z+y+%>e_;+(x+z+ﬂ)e_y’ 1.6C) ....................................... @
a a
1.2a)....
YT\ >
+(x+y+;)ez 18d) oot ()
1.2b) o ’6;36—;+ 2ae, — 2aé; 1 I ) D ()
1.9 ) (2xy-|—z2)e‘:;-|—(2yz+x2)e‘; 1.7 a) ............................. 6x + 2a — 2b
i C)ovnniii
+(22z + y*)es a? .
1.7D) 21‘4—4?67”
2
1.2d) o 2es + 2me, + 4%&/(2”)@—; P~
1.7 C) 16zy — —
1.2 ¢) 16xye, + 8x2—6ib4 e, — bb’e;
R TYCa y2 )Y # L7 d) [0]
o 1.7€) x(2y — x)
1.3a)......ooiinnt. (——29)5;—239+3e—;
a
18 8) .o —3- 41
2a? 50 5a2 56 a
L3b).coiin TE e T TR 8 ) [0]
1‘3 C) .............................. r 6_7) 1.9 ........................................ @
2 — a2
1 L I P
4] 3 3 R
1.3d) i BT ATt =2 | LI D)ot
a
Zsin@_, ZCOSG_, sinH_, 1.10 C) ..................................... @
1.3€e)......... a3 & 2 0 ; €, -
AL Q) o
1 R (a) LALD) o ’_4662%6_;_ -
1 P 7
1.11¢) e — Bz —y)es
1.5 D) o (© ) ( )
LAL ) 2%,
125 C) ettt () )
L5 d) o () LaLe)ooonn re; — 2ry(ey + &) —ate
o L128) e
8 Y
112 b)
15 6) o 217
) TAB8) oo ()
1.62) ot (a)
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ABD) e L 2., 6 _,
1.13b) 080UA/m |y g7y &+ 7ae9 T

- €
rsinfp? ¥

I 5 2 (a)
sin®(0 — )
1.13 d) ...................................... . 1.17 b) 31"2 COS(G—@)SinZ(G—(p)
2 _ (0 — sin2(f —
LA Q) et Zy sing 0 — @) (0 —¢)
T4 B) 251“99
cos
)2 117 ¢C) i /@ T
114 C) e 6 — ) 20
2y 1
— L17d) oo —_—
a ) rcos?f?
1.15 2 J
2 4 S 6
62 118 a) e LA .
22 r p2sinf r
116 a) o @ 1.18 b) ........ Ar sin 0,/@ + 2r cos 0,/ + "
2\/p
A6 D) oo ®] |18 ) e 1 tan()
116 C) et @ 6b _, 6b_, 2a6_,
1.19a)............. ——e, — —€p+ —eg,
r tan 6 rE r
116 d) .o (a)
r
1.19b) o ——eg —ry/pcos()e,
116 €) oo @ ) 2% Ve cosP)e
119 C) it 2e,
Corrigés
1.1 Calculons les trois composantes du vecteur gradient dans le systéme de coordonnées cartésiennes (z, y, z).
On a
ov ov ¢ ov

%—yz, a—y—l’z (S E—xy

Parmi les solutions proposées, la @ est donc exclue.

Les solutions @, @ et @ sont possibles (termes de droite corrects) mais les notations des gradients (termes de
gauche) ne sont pas tous valables.

La notation V comme grad doit étre surmontée d’une fleche pour qualifier la nature vectorielle de I'opérateur
gradient, donc les réponses @ et @ sont exclues. Précisons que le gradient s’applique & un champ scalaire donc

un champ dont la notation ne doit pas étre surmontée d’une fleche : deuxiéme maniére d’exclure la réponse @

La réponse @ est 'ultime solution restante, on constate bien qu’elle ne comporte aucune erreur de notation.
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1.2 a) Posons f(x,y,2) =2y +yz + zz + LYZ  Calculons les dérivées partielles : on a
a

OF _yqov¥2, Yo @ o Y W
Ox a dy a 0z a

Donc le vecteur gradient de f s’écrit (z +uy+ %)e}’ + (ax +y+ %)e_y’ + (m +y+ %)e_;.

La réponse attendue est bien un vecteur !

of of of
26, =24 et ZL=_2.
Ox “ Ay R “
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 6ze, + 2ae, — 2ae..
1.2 ¢) Posons f(z,y,2) = 2y + y*z + 22z + a®. Calculons les dérivées partielles : on a
ngwy—&—z?, g:xQ—i—Qyz et g:yz—i—?zm.
oz oy 0z

1.2 d) Posons f(x,y,z) = 2zy + 8a’e™ ) — 6¢2. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of a’® /e
— =2 — =2 - =4— .
Ox Y Oy voet 0z b <

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 2ye, + 2ze, + 4%ez/<2b)e_;.

1.2 ¢) Posons f(x,y,2) =8z y + — 5b%2. Calculons les dérivées partielles : on a
of of .. o 6a* of .2
e 16zy, oy ( 5) et 92 = 5b°.

2
1.3 a) Posons f(r,0,z) = 3z — % — 2r@. Calculons les dérivées partielles : on a
of _ 2r of _ of _
o~ a0 ggT 7 ot =3

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — (—T + 29) & —2€o + 3e5.
a

2

1.3 b) Posons f(r,0,z) = %659. Calculons les dérivées partielles : on a
0f _ 20 O 50 OF _

or 3790 72 0z

2 2
. , .. 24" 59 5a” 59

Donc le vecteur gradient de f s’écrit —=—e e, + —e Co.

r r
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1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = \/r2 — a?. Calculons les dérivées partielles : on a

of _ v O0f_y o 9 _y
87"_\/7'2—@27 00 8z
Donc le vecteur gradient de f s’écrit Le_ﬁ .
T2 _ a2

4
1.3 d) Posons f(r,0,z) = 7(2) 0 4 In(z/b). Calculons les dérivées partielles : on a

of 0r®  of r? of 1
or 8 at’ 00 7a4 et 0z =z
-3 3
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 28— er+7 1 Co+ —er
1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = z sin(#). Calculons les dérivées partielles : on a
'

ﬂi_zsine gizcose - ﬂisinﬁ
or r2 90 r 9z r

zsinf _, zcosb _, sinf _,
e 5— €0 e

Donc le vecteur gradient de f s’écrit ———er
r

1.4 Considérons la notation du gradient (terme de gauche des équations proposées). La réponse @ est

exclue car la notation nabla d’un gradient ne fait pas intervenir le produit scalaire. La réponse @

est exclue car le

couple de variables ne correspond & aucun de ceux proposés par I’énoncé. Considérons donc la formule cartésienne

du gradient (terme de droite des équations proposées) pour les deux options restantes. La réponse

fait une

interversion des coordonnées de dérivation et de celles de direction, elle est donc exclue. La bonne réponse est @

8g_> c’)g_. dg

grad(g(w,y,2)) = 5 & + 2, a—ez = (2(z — 2))es + (2y + 2)ey + 2z€2.

Par projection sur ’axe de direction €, on obtient la quantité 2z. Réponse @

1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
grad(g(z,y, 2)) = Iz + He ey + =—e: = (2(x —2))es + (2y + 2)ey + 2ze:.

Ox Oy 8

Par projection sur l’axe de direction €, on obtient la quantité 2y + 2. Réponse @

Jg Jg g _»

grad(g(x,y,2)) = =2€2 + ——e, + —e, = (2(z — 2))es + (2y + 2)e, + 2z€..

oz “ oy ¥ 9z

Par projection sur I’axe de direction €, on obtient la quantité 2z — 4. Réponse @
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1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a

grad(g(z,y, 2)) = 8—?;@1 + 87‘19/611 + 8—Zez = (2(z — 2))es + 2y + 2)ey, + 2ze2.

Cette notation est équivalente au vecteur colonne de la réponse @
1.5 f) Connaissant les composantes du gradient d’apres les réponses précédentes, on peut exprimer la norme

du vecteur gradient H?g(m,y, z)H en un point quelconque. On a

Vg, y.2)|| = /(22 — 4)2 + (2y + 2)2 + 422.

On réalise I'application numérique au point A(—1,1,2) : on a

[Vg(A)]| = [[Vg(-1,1,2)|| = /(-2 = 4)2 + (2 +2)2 + 4 x 22 = V36 + 16 + 16 = V68 = 2V/17.

1.6 a) Rappelons I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes : on a
grad(f(z,y,2)) = 226 T Iy 5.
Or, ici grad f = 2zyé, + z°&, + a’e2, donc par identification : of _ 2xy, of _ z? et of _ a’. Réponse @
ox Jdy 0z

7]
1.6 b) On a a—f = 2zy donc par intégration par rapport a la variable z il vient f(x,y,z) = 2’y 4+ Cste avec
z

dg(y, z)

Cste = g(y, z) une fonction des coordonnées y et z car e = 0. Réponse @
1.6 c) On a f(z,y,2) = 2’y + g(y, z) donc f(g’ Y:2) 2 + % Or, d’apres 1’énoncé, on a
Y Y
of(@,y,2) _ 2
T =z,
Ay

On déduit de ces deux équations que ’on a nécessairement 29 _ 0. Réponse @

oy

7]
1.6 d) Ona M = 0 donc par intégration par rapport & la variable y il vient g(y, z) = Cste avec Cste = h(z)

dy
Oh
une fonction de la seule coordonnée z car 8(Z) =0.
Y
0 h
On a f(z,y,2) = 2y + g(y,z) = iy + h(z) donc w = g— Or, on sait d’apres ’énoncé que ? =a’.
z z z
On déduit de ces deux équations que l'on a nécéssairement — = a* donc h(z) = a’z + Cste soit finalement

0z
g = a’z 4 Cste. Réponse @

1.6 ¢) On a f(z,y,2) = 2%y + gy, z) = z?y + h(z) = z?y + a’z + Cste. On a donc £(0,0,0) = Cste, or
£(0,0,0) = 0 donc Cste = 0. Réponse (a).

1.7 a) Pour éviter les étourderies vous pouvez vérifier que les trois termes de la somme ont bien la méme

dimension et que cette dimension correspond a la dimension de 'argument de l'opérateur divergence divisée par
une longueur.

286 Réponses et corrigés



2 2

On a 0+2x+8;—be% = 2x+4%e%.
6 6z

On a8 x2zy — — + 0= 16y — —-.
Y Y

1l faut calculer chacune des divergences au point A.

e Cas @ tona div(acze_gc> +y’e + 226_;) = 2z + 2y + 2z donc la valeur de divergence en A vaut

2x (=) +2x(-1)+2x1=-2.

o Cas @ :ona div(er_; + er_y’ + ZQe_z’) = 2z donc la valeur de divergence en A vaut 2 x 1 = +2.

e Cas @ :on a div(zQe_; + xze_y’ + y2e_§) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

e Cas @ :ona div(er_; +2%e; + zze_y’) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

La valeur de divergence maximale est dans le cas @

1 9(r?.r) 3r?
On 1 8(5:) +040=2"L209 Réponse @

2
On a (0 - 82066%)6_;—&— (0—0)ey, + (0 — 2z)e; = —4ce?< e, — 2xe,.

r or

5.2
Ona (% ><(0)70)e7’+(070)e‘5+ (1‘9(2’“9)())6—;:495_
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1 _,  , (10(r?) o
1.12 b) Ona(TX(O)O)eTJr(OO)equ(T o 0)62—262.

1.13 a) Par définition du potentiel, on a d® = grad ® - A7 = T .d7. Cette quantité étant nulle sur une

équipotentielle par définition, le vecteur ¥ doit étre nécessairement orthogonal au vecteur d7 en tout point de
I’équipotentielle. Réponse @

AD
1.13 b) Au premier ordre on peut écrire que v(C) =~ —. Graphiquement, au niveau du point C, on a :

Al
A® =1,60UA —1,20UA =0,40UA et Al=AC=0,50m donc v(C)~0,80UA/m.

1.183 ¢) Le champ demandé est orienté dans le sens du gradient de @, c’est-a-dire dans le sens des potentiels

croissants. Réponse @

1.13d) Les deux points C et D sont sur une méme ligne de champ. En considérant un tube de champ centré

sur cette ligne de champ commune et qui s’appuie sur les deux autres lignes de champ de la figure, on peut écrire

que : Scvc = Spup. Les valeurs de S sont proportionnelles & la distance sur le graphe entre les deux lignes de
PO . . . S 1,6¢
champs délimitant le tube, donc en mesurant ces distances au niveau des points C et D on a : S—D ~ 078 o ,0.
fe cm
L’intensité du champ ¥ est environ 2 fois plus importante en C qu’en D. On retrouve le fait que plus les lignes de

champs sont resserrées, plus le champ est intense.

1.14 a) Posons f(z,y,2) = ry + bz 4 ¢*. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a
o*f _2y Of of
—5=—, =0 e =0
Ox? a’' Oy B2
2y

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit —.
a

1.14 b) Posons f(z,y,2) = y® — 5az. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
o*f of of
— =0, =—=2 et —=0
Ox? T Oy 9z

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 2.

1.14 ¢) Posons f(z,y,2) = b’ ln(i) + 3z°. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a

2 2
P Oy W
ox? Oy 0z 22
b2
Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 6 — — .
z
ny 2 2 2 z 2
1.15 Posons Az (x,y,z) = o +bz+c” puis Ay =y° —5Saz et A, =b ln(a) + 3z°. On calcule les laplaciens
2 2 )
scalaires de ces trois fonctions selon la formule : A(f(z,y,2)) = s + o + ﬂ

ox? = OJy?  0z?
3 2y b2 3 3 94 el 2y —> —> b2 —
On obtient AA, = =, AA, =2et AA, =6— —- Le laplacien vectoriel s’écrit donc : —~e; + 2e,; + 6 — —e€z, que
a z a z

I’on peut aussi mettre sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.
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1.16 a) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : grad A et non grad(A) !!

1.16 ¢) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : rot A et non rot(fT) I

1.16 d) Vérifiez 'homogénéité des trois termes : homogénéité de argument du laplacien divisée par le carré

d’une longueur !

1.17 a) Posons f(r,0,¢) =1+ 2a6 + % Calculons les dérivées partielles : on a

of of of  —6b
or 00 @ e Op o2
. f e 1= — —6b _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit le, + —eg €s-
7 sin Op?

1.17 b)  Posons f(r,6,¢) = (rsin(f — ¢))*. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of _

ar 00 e

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.

1.17 ¢) Posons f(r,60,¢) = r2\/psin 6. Calculons les dérivées partielles : on a

of . . af _ of _ rsinf
E-Zsm@, 80—7'(2050 et 95 = g

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.

L =3r%sin®(0 — @), == = 3r®cos(f — p)sin’(0 — @) et = —cos(0 — @) sin®(0 — ) sin 6.

1.17 d) La seule dérivée partielle non nulle est celle par rapport a la coordonnée #. On peut soit utiliser la

sin 6
cosf’

dérivation de la fonction tangente soit développer grace a l'identité tan 6 =

2 2 1 - 4a cos
1.18 a) On calcule BT— + %aZ sin 0 cos 0 + — Ga = acos 6 ¢
r2  rsinf rsinf @2 r p2sinf r

1.18 b) On calcule

3 1 1
LQ sin 0/p + Tsin0251n9c0s0r2\/¢ + rsin@rQ sinem = 4rsinf/p + 2rcos /v + NG
1.18 ¢c) La composante Ag ne dépend que de 7.
1.19 a) On calcule —cosf—0 )e; + ! _16 ?9+1(2a070)€;
0\ ¢ sin 0 r @
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1.19b) Ona

IGE(T2 sin(&)\/ae_;)

N S R DOADINES B WS DART DN .
= rsiné’(o 0)er + (rsin@ X 2, (r* sin(0)/) - X 0) €y + . (0 50 (r 5111(9)\/@))%
_ 1 g 2 . —> 10 2 —>

= L D sin)p)E - L D sin(0) R

1 1 1 1
1.19¢) On calcule Tsine(O—O)e_;—&— (rsin@ x 0 — - X 0)554—7( o (r?) —O)@:QE}.
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Réponses

28 D) oo @] 212 €) )

Corrigés

2.1 a) La brosse est animée d’un mouvement relatif par rapport au tableau elle ne peut donc étre en situation

d’adhérence et de plus sa forme de parallélépipede empéche toute possibilité de roulement. Elle glisse sur le tableau,

réponse @

2.1 b) Pour bien comprendre imaginons que les pneus du véhicule comportent en surface des points de peinture.

Si le véhicule roule sur une route, alors le mouvement des roues va déposer les points de peinture sur la route :
ceux-ci apparaissent nettement apres le passage du véhicule : on pourrait dire métaphoriquement que le motif adhére
au sol. On dit qu’il y a roulement sans glissement, car la roue adhére au sol. C’est bien le cas ici, donc réponse @
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2.1 ¢) Pour bien comprendre imaginons que les pneus du véhicule comportent en surface des points de peinture.

Si le véhicule a roue freine a tel point que les roues ne tournent plus alors on ne voit plus sur la route qu’une trainée
colorée sans motif : I'un d’entre eux est étiré sur la route : on pourrait dire métaphoriquement qu’il glisse. Dans le
cas ou le véhicule dérape, on imagine trés bien que les pneus crissent autrement dit les pneus glissent sur le sol. On
dit que la voiture glisse car elle n’adhere pas au sol. C’est bien le cas ici, donc réponse @ Lorsque la roue glisse
mais maintient un mouvement de rotation autour de son axe malgré le dérapage, on dit qu’il y a roulement avec
glissement.

2.1d) Le tapis roulant déplace le livre mais celui-ci n’a pas de mouvement relatif par rapport au tapis. La

vitesse de glissement est donc nulle, la boite adhére au tapis, réponse @

2.2 a) Exprimons la vitesse du tapis en m - sl v = 3,6km - h = 36005 — Im-s—

. . . . -1 . . .
Ainsi, T glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)uz = 0m s~ . Le valise de Sam ne glisse pas sur le tapis roulant.

. . . . 8,0N-s _
2.2 b) Déterminons la vitesse de la valise de Paul : v; = pr_ S0 S 0,6m-s 1
m 15kg
Ainsi, T glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)Us = —0,3m s~ . La valise de Paul glisse sur le tapis.
2.2 ¢) On a ¥ glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)uz = —2m -5~ . Le sac d’Assia glisse sur le tapis
2.3 La réponse est forcément exclue car les vecteurs F et e, sont orthogonaux donc de produit scalaire

nul. Le solide est a 1’équilibre (immobile) donc la résultante des forces qui s’applique sur lui est nulle :
Rr+F+Ry+P=0.
Par projection, on a d’une part RN + P = U sur axe verticale et d’autre part RT + F =0 sur l’axe horlzontal En

decgnposant les forces a 'aide du repére introduit ces deux équations deviennent respectivement RN ey + P. ey =0
et Rr-e; + F+e, = 0. En développant l7expressl9>n de la force p01ds et en considérant la valeur de la norme de la

force de tension fournie par I’énoncé on obtient Ry - &, —mg = 0 et Rr- <er+ HFH = 0 soit RN <&y =mg=10N et
RT ce, = —||FH = —5N . Les réponses @ et @ sont fausses, @ est vraie.
2.4 a) La projection du principe fondamental de la dynamique conduit aux relations suivantes

{F — Rr —mgsin(a) =0 (Ox)
Rn — mgcos(a) =0 (Oy)

Nous obtenons donc Rx = mg cos(a). De plus, le solide est a la limite de glissement donc Rt = psmg cos(a).
Ainsi, F' = Rt + mgsin(a) = mg cos(a) (s + tan(a)) : c’est la réponse @ qui est juste.

2.4b) Ona F =mgcos(a)(us + tan(a)) = 0,35kg x 10m - s~ x cos(20°)(0,5 + tan(20°)) puis F = 2,8 N.
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2.5 ¢) D’apres la loi de Coulomb, le cube ne glissera pas sur son support si, et seulement si :

7] < 9]

Ici, on a HTH = 15N et us NH =0,6 X 3,2N = 1,9N. Le cube ne glisse donc pas sur son support.

2.6 Pour comparer les situations, il faut déterminer la valeur de o pour chacune d’elles, et le tout avec une

méme unité (choisissons les degrés). La situation @ est évidente et donne o = 30°. La situation @ équivaut a
b

«a = arctan 0,5 = 27°. La situation @ équivaut a o = arctan 0,8 = 39°. La situation @ équivaut a o = 5= 23°,

Le couple de solides ayant le plus grand cone de frottement est donc celui utilisé dans la situation @

2.8 a) Notons que dans cette application, le glissement se fait suivant +e, donc T = T-e_x’ <0et N = N-e_; > 0.
D’apreés la loi de Coulomb et la relation (1), on a ||?|| = |T| = fa(mg — Fsin(a)) > 0.
Nous en déduisons alors 'expression de T : T' = —|T| = fa(F sin(a) — mg).
s 10 . . . F .
2.8 b)  D’apres I'expression de T et la relation (2), nous obtenons : & = — fag + — (cos(a) + fa sin(a)).
m

2.9 a) La solution de I’équation différentielle est la somme de la solution particuliere z, de ’équation totale et

de la solution générale x5 de I’équation homogene :

T=xp+xg = f% + Acos(wot) + B sin(wot).
0) =
Les conditions a t = 0 imposent : 2(0) = o Ainsi, A =z0 + fmg et B=0.
#(0) =0 k
Ainsi, la position du solide obéit a I’équation : z(t) = (acg + %) cos(wot) — %
2.9 b) Lavitesse dusolide dans le référentiel d’étude s’écrit : ¥ (solide),, = du, (wo + f—)wo sin(wot)
2.9 ¢) La vitesse du support est nulle, donc la vitesse de glissement est la vitesse du solide. Nous en déduisons
que ¥ (solide) = (m + %)wo sin(wot) Uz
2.9 d) La phase de glissement s’arréte des que la vitesse de glissement s’annule & nouveau. On a alors
N B Img ; — _
vglissement solide/support (tl) = —|®zo+ L wo Sln(w()t)’uz = 0.

Cela impose : sin(wot1) = 0 donc t1 = L

Ainsi, t1 —7r1/ 03kg T = 384 ms.
V TN -m~
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_ fmg) ( m ) _ fmg _ _( fmg) _fmg . 2fmg
2.9e) On a z(t) = (wo + o) cos|wo o 3 donc z(t1) = —(zo + 3 w0 o
2x0,2x0,3kg x 10m - s~ 2

Ainsi, z(t1) = 0,09m —

0N -m- T = 3,0 cm.

1 7 X (O,82m-sfl)2
2.10b) Ona:fa==|8 =0,8.

B 0,15m x 10m - s~ 2

2.11 a) Par définition de la vitesse de glissement, on a

T glissement (palet/tapis) = U(G,t) — Tapis = (v(t) — vo)ea.

Le glissement s’arréte dés que la vitesse de glissement s’annule & savoir v(t) = vo.

1260 x 100 _
La vitesse du tapis vg peut étre écrite dans la méme unité que v(¢) : vo = Wcm =35cm-s .
s

Reportons alors la valeur de vg sur le diagramme suivant afin de lire la date ¢;.

v (cm/s)

40
30 L~
20

10
0 1N / t (ms)
10 Nz | 0« | o6 | ols | 10

—20 ‘\ /, Lo
—30 /

—40

]
=
N
iy
=)
=
(o]
[N
o

Par lecture graphique : t; = 1,6 ms.

2.11 c)

2 (mm)

0.2

0.1 ™\ .

N L
0 S t (ms)

0 0.6 8 1 116 1.8 2.0

—0.1 I SHIE B B B B B ;‘;____ BRI DD

—-0.2
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2.12 a) L’opérateur exerce une force de plus en plus importante sur 'armoire jusqu’a atteindre la valeur critique

au dela de laquelle on passe d’une phase d’adhérence a une phase de glissement. L’armoire est immobile pendant
la durée ou la force croit jusqu’a la force limite, soit pendant environ 5 secondes.

2.12 b) Le sol exerce une force a peu prés constante de 'instant t = 5s jusqu’a U'instant ¢ = 12s. Au-dela celle-ci
s’annule : armoire ne glisse plus et s'immobilise. La phase de glissement dure donc 7s.

2.12 ¢) La phase statique s’arréte a I'instant t = 5s , et correspond & la valeur de force maximale exercée par
Popérateur, soit environ 350 N.

2.12d) La phase dynamique commence & l'instant ¢ = 5s. Au-deld, Popérateur exerce une force constante en
moyenne, de 'ordre de 175 N.

2.12 ¢) La valeur de la force de réaction tangentielle maximale du sol sur ’armoire est la force maximale exercée

par l'opérateur sur I'armoire, soit R7max = 350 N. Or a la limite d’adhérence Rrmax = psRn = psmg. D’ou
R max — . . 7. 7
s = —Lmax fy prenant ¢ = 10m - s 2, I’application numérique donne us ~ 0,5. Réponse @
mg

2.12 f) La valeur de la force de réaction tangentielle du sol sur 'armoire en glissement est la valeur de la force

exercée par 'opérateur sur cette phase, soit Rr gliss = 175N. Or en supposant ’armoire a I’équilibre mécanique

RT,gliss

lors du glissement on a R gliss = taRN = pamg. Dol pa = . En prenant ¢ = 10m - s~ 2, 'application

numérique donne s ~ 0,25. Autre maniére plus rapide de raisonner : la force appliquée en glissement est la moitié
de la force maximale en adhérence, donc le coefficient de frottement est diminué de moitié entre les deux phases :

s ~ 2uq. Réponse @
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[Fiche ne 3. Electrostatique|
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O,

..................................

........................ x 102V -m™'
[1x102V-m'|

®

............. ]Q = dpg AH /3, pm = 2p0/3‘
B LT C) e ’ 0 RQH/Q /9 ‘

............. POT Pm = Po
BAT ) oo

.................... Q = poAnR?, pry = 0]
BB ) i
BB D) it @
3.19A) i @
3A9Db) @
319¢C) i ’an(1+e2 el)‘ @
B.2008) i

............................. Courbe @

1 a cos(6)
3.20b). r (1 + 2r )| 82T D) Courbe @
3.20C) o ooei e 1<1 B acos(0)\ | B.27C) e Courbe @
r 2r
@ __h
3.200d) . gacos(9) | T e 8meo R(R + h)
4megr?
Corrigés

3.1a) Comme r et z sont constants, dr et dz sont nuls; ainsi dC = R d#.

6=2m R 27 r2 R R2
/ rdrde:/ rdr/ d = | =| [0 = = x 27 = 7R".
0= 0 0 2 2
0

=27
/ / r? sin(0) drdfde = / r dr/ sin(6) d dap
0 o=
3

= {%L X [ cos(c9)};T X [gp]

(—(-1-1)) x 27 = gwR3.
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27 27 2m 2
3.2 b) OnaQ@ = /\(G)adﬁz/ go—adf = qo 0do = qo [9] =2n%qo
0 0 0 2,
3.3 a) Chaque électron porte la charge (négative) —e. En arrachant N électrons de la feuille, celle-ci se charge
positivement : on a Q = +N X e, avec N = 1000.
3.3 b) La feuille est modélisée par un rectangle d’aire S = L x /.

3.5 b) La densité volumique de charge est uniforme donc la charge totale est donnée par
Q=pV=33%x10"7C,

en écriture scientifique, et en ne gardant que deux chiffres significatifs.

3.54d) La densité surfacique de charge étant uniforme, Q = 0.4 = 6 x 107° C, en écriture scientifique, et en ne

gardant qu’un chiffre significatif (autant que la donnée qui posséde le moins de chiffres significatifs).

3.6 a) L’élément de surface dS = Rdfdz est la multiplication du déplacement élémentaire R d6 le long de la

circonférence d’un cercle de rayon R et d’axe (Oz) du tube et du déplacement élémentaire dz le long de 'axe (Oz).

3.6 ¢) On a Q = ooRH cos(0)df = 0. Le tube n’est globalement pas chargé. Ce résultat était attendu
0=0

puisque la densité surfacique de charge est o() = oo cos(f) (les charges positives et négatives se répartissent de

maniére égale sur sa surface).

3.8 a) Le principe de superposition assure que le champ électrostatique total en M; est la somme des champs
produits par les deux sources.

3.8 ¢) Le point M3 est le symétrique du point M; par rapport au plan P. Ainsi, le vecteur-champ en M3 est

le symétrique du vecteur-champ en M; par rapport au plan P. Enfin, le point M2 appartient & ce plan de symétrie
donc le vecteur-champ au point M2 appartient également a ce plan de symétrie.

298 Réponses et corrigés



3.9 ¢) En un point M d’un plan d’antisymétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique est
perpendiculaire & ce plan. Par exemplg; si le point M est sur 'axe (Ox), appartenant au plan (Il2), le champ
électrostatique est suivant I'axe (0z) : E(M) = E(M)e,.

3.10 Le plan (M, e, &,) est un plan de symétrie donc E(M) = E.(z,y, 2)és + Ey(z,y, 2)ey. Enfin, 'invariance
par translation selon €, permet d’affirmer que les composantes E, et E,, et donc la norme Hﬁ H, de E(M) ne
dépendent pas de z.

3.13 a) En repérage cylindrique, le déplacement élémentaire est al = dre, + rdfeg + dzeZ. Sur le disque, z est
fixé (& 0) donc l’aire s’obtient en multipliant les deux composantes non nulles du vecteur-déplacement élémentaire
dS = rdrdé.

oz [0 u=R 2y-3/2 oz 2-12] " _ o !
E, = d0></ u+2°)" du:—[—Qu—&—z - } =—|1- .
8meo /9:0 u=0 ( ) 4eo ( ) u=0 2e0 /1+ R2/2?

0. Ainsi, £, ————

3.13¢e) Onay/1+ R?/22 —— oo donc

R/z—+4oc0 /1 + R2/Z2 R/z—o0

3.13 f) Le développement limité fourni permet d’écrire :

1 R\ V? R o ]~
— =1+ = = 1-— dot E.=—|1-14+—|=nR% ,
/1+ R2 22 R/z—0 222 2e0 222 4rregz?
22

ce qui correspond bien au champ créé par une charge ponctuelle de charge Qo et distante de z du point d’observation.
3.15 a) L’aire d’un élément de surface d’une sphére de rayon r est dS = r? sin(#) df dy. Ici, le rayon de la calotte
est R donc la variable 7 est fixée & R. En conclusion, dS = R sin(#) d0 de.

3.15 b) Pour rappel, la colatitude 6 est définie sur [0, 7] quand la longitude ¢ est décrite sur [0, 27].

Pour décrire/paramétriser la calotte, on peut procéder de la sorte : on considére un point M(R, 8, ¢) sur la calotte,
et on lui fait faire un tour complet autour de 'axe (Oz) : ¢ a parcouru 'intervalle [0, 27] en décrivant un cercle.
Ensuite, la calotte peut étre vue comme un « accolage » de cercles de rayon allant de Rsina & 0 (le cercle de rayon
nul étant confondu avec un point de axe (Oz)). En d’autres termes, cela implique que 6 € [r — a, 7).

Ainsi, pour totalement parcourir la calotte, il faut ¢ € [0,27] et 6 € [7 — o, 7]. 11 vient

e 27
b= / / E - R’sin() d8 dp@,.
O=m—a J =0
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3.15¢) Le champ E est celui sur la calotte sphérique, soit en 7 = R. Ainsi, on a

B 1 2 ™ ) 21 B q
¢ = p— xR /ezﬂia sin(@) d6 /50:0 de donc o= 2es (1 —cosa).
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3.19 a) Le segment AB a une pente constante = 2. Or, cette derniere correspond a d—y
x

Ainsi, dy = 2dz.

3.19b) Pour z > 0, le champ E est orienté suivant +éz. Il s’agit donc du sens des potentiels décroissants.
Comme 2a > a, V(2a) < V(a). V(a) est donc le potentiel le plus élevé.

2
3.20 b) Ona1:1(1+<a) ~ acos(h)

/2
3 ) . On utilise ensuite 'approximation (1 +¢&)* = 1+ ae a
r

'ordre 1 en e autour de 0. A Iordre 1 en g, on trouve L ~ 1 1+ M .
r AM 2r

T

2 2 S —1/2
3.20 ¢) De maniére similaire, BM? = r* + (%) + ar cos(0) donc ﬁ _1 (1 + (g) + acos(@)) et a
T

, a 1 1 a cos(6)

l'ordre 1 en o on trouve BV S (1 )
_q 1 ) . q acos(f) acos(f)\ _ qacos(0)

820d) OnaV(M)= L (TM o)~ T <1+ 1+ - .

3.21 b) Sachant que E=— grad V, le champ électrostatique pointe vers les valeurs de potentiel décroissantes,
d’ou le signe +.
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3.21 ¢) En appelant A1go et Azgo les projetés respectifs de A sur les équipotentielles de 100V et 200V, alors la

relation £ = —grad V = ———e_ (car ici E(A) est selon €7) permet d’approximer la norme du champ en A :

0z
B(A) = V(Az200) — V(A100) _ 200 — 100 C1x10°V.m-!
ZAs00 — ZA100 2,5 division x 40 cm - division ™! '

3.21d) Du fait de la verticalité de l'individu par rapport & 'horizontalité du sol, les équipotentielles sont

davantage resserrées en B qu’en A ; ainsi, le champ électrostatique est plus intense en B qu’en A : c’est l'effet de
pointe.

3.22 a) Sachant que dV = dz dydz, une séparation des variables conduit & :

d z=H z2 23 H
Q= o //A as [ (1 - Hz) dz = poA[Z - W} = amatfs

Le volume du pavé est 2H.A donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = 2p0/3.

3.22 b) Sachant que dV = rdrdf dz, une séparation des variables conduit & :

r=R 7r,3 0=2m z=H r 7”4 R o I 5
©= pO[:O (T R? dr/e:o dol:o dz=po 2 4R? 0 [9]0 [z]o = pom R H /2.

Le volume du cylindre est mR>H donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = po /2.

3.22 ¢) Sachant que dV = r?sin(6) dr df dp, une séparation des variables conduit & :

r=-+4o0 O=m =27
Q = poR? / ’ e /R dr/ sin(6) d@ /w dy = poR? [fRefr/R] ;oo [f cos(@)]g[np] - poAmR®.
r=0 6 %}

=0 =0 0
Le volume de l'espace étant infini mais la charge totale finie, la charge volumique moyenne est nulle : py, = 0.

o 10(0r%) 180 80
3.24 OnaleEl—; 6’]“ -‘r;%—F&—Oﬁ-O-‘FO

e Pour 0 < r < R, 'expression fournie est celle d’'un polynéme de degré 2 en r dont la représentation graphique
est une parabole. Ici, le coefficient devant r> est négatif donc la parabole est orientée vers les valeurs négatives.

e Pour 7 > R, l'expression fournie est une fonction inverse dont la représentation graphique est une branche
d’hyperbole.

Les deux expressions prennent la méme valeur en » = R : la fonction est continue.
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3.27 ¢) L’équation fournie est celle d’une droite décroissante dont 'ordonnée a I’origine est non nulle : le potentiel

décroit de maniere affine. Seule la courbe @ correspond & un tel cas.

3.28 Sachant que dr = r2 sin(0) dr df dy, une séparation des variables conduit & :
Q2 r=R+h d’f’ /-0:7r ] /*(p:27'r Q2 [ 1:|R+h . om Q2 h
&= — sin(6) d6 dep = —= —cos(# = _
32n2%eq J_p 2 Jo—o sin() =0 Y7 3om2e, | 1 R [ cos( )]0 [(40 8meo R(R+ h)
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Corrigés
4.1 a) L’intensité du courant s’exprime en fonction des densités surfacique et volumique de courant grice aux

relations]z//?-cfg)etlz/j_';-(ﬁ,

2 73 — — “ . b . . . b
4.2 Onal= // j+dS = //jer -dSe; = / jo=2mrdr = 21job X a, soit I = 2joS=, avec S = wa’.
o T a
N ¢ ¢
4.3 Onal= /js dl = / Js,0€0 +dzeg = / Js,0dz = jsof.
0 0
4.4 a) Le courant de particules chargées est radial : le vecteur densité de courant électrique 7 est radial, c’est-

a-dire porté par e, : 7 = jr(r,0, ). Aussi, I’émission est isotrope donc il y a invariance de la distribution de courant
7 . . . . 5 . . -2 . —>
électrique par rotation autour du point O : la composante j, n’est une fonction que de r. Il vient : j = j-(r)er.

4.4 b) L’intensité du courant électrique traversant une surface élémentaire de vecteur surface élémentaire
as = r? sin(0) d6 dye; est dI, = 7. ds = §r(r)r? sin(f) df de. Cette grandeur est uniforme sur une sphére de
rayon R (de surface 47 R?) donc Ir = 47 R*j,(R).

4.5 Les plans (zOy) et (zOz) sont des plans d’antisymétrie de la distribution car les courants de la dis-
tribution sont répartis de maniere strictement opposée de part et d’autre de chacun de ces plans. Par ailleurs, la
longueur du solénoide n’intervient pas dans I’étude des symétries d’'une distribution, mais doit étre considérée lors
d’une étude de ses invariances.
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4.6 a) En tout point M du plan (zOy), plan d’antisymétrie pour la distribution, le champ magnétostatique

gppartient a ce plan. C’est bien le cas pour le point O et les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :
B(M) = B,(M)e, + By(M)e,. Par ailleurs, le vecteur € est bien normal au plan (zOy).

4.6 b) Le vecteur €, est bien normal au plan (yOz). En tout point M du plan (yOz), plan de symétrie pour

la distribtlgion, le champ magnétostatique est perpendiculaire & ce plan, donc est selon %e,. Il est alors possible
d’écrire : B(M) = B,(M)e,. Les différents points P; n’appartiennent pas & ce plan, donc rien ne peut en étre déduit
sur le champ en ces points.

4.6 c) 1l faut bien préciser que c’est en tout point M du plan (zOz), plan de symétrie pour la distribution,
que le champ magnétostatique est perpendiculaire a ce plan. C’est bien le cas pour le.> point O mais pas pour les
différents points P; (qui n’appartiennent pas a ce plan). Il est alors possible d’écrire : B(M) = B(M)e,.

Le point O appartient aux plans de symétrie (zOz) et (yOz) donc le champ en ce point doit étre perpendiculaire
a ces deux plans : il est nécessairement nul.

Puisque le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution, en tout point de ce plan le champ ma-
gnétostatique appartient a ce plan. C’est bien le cas pour les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :

B(P:) = B.(P:)& + By (P:)é;.

De plus, puisque le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution, c¢’est un plan d’antisymétrie pour
le champ magnétostatique. Tout cela permet alors d’écrire : By (P2) = —By(P1) et Bx(P2) = Bs(P1), mais pas
B(P2) = —B(P1) ! En bref, il est aussi possible d’écrire : B(P2) = —sym(B(Pl) , ol « sym » représente 1'opération
de symétrie par rapport au plan (yOz).

4.7 a) OnaI://T-ﬁ://joe_;-dydze_;:jo><2€><2d:4j0€d.
s s

4.7 b) Le vecteur densité volumique de courant est 7 = joea et jo est constant donc la distribution est invariante

par translation suivant (Oz) et (Oy). La couche étant finie, elle n’est pas invariante par translation suivant (Oz),
et encore moins par rotation autour de cet axe, le vecteur j étant porté par e,.

4.7 ¢) La distribution est invariante par translation suivant les axes (Oz) et (Oy), donc la composante By, du
champ ne dépend que de z.

4.8 a) En tenant compte du sens du courant, on a E(O) = —ponz2l2e,, oll N2 est le nombre de spires par unité

de longueur du solénoide (2).

4.9 Sachant que la force magnétique s’exprime comme F= qu A B alors le produit guB est homogene a

une force. Si 'égalité B = MY est vraisemblable alors qu X B =qv x my

qR R~ R

serait homogene & une force. Or,

2

muv” est homogéne & une énergie puisque 1’énergie cinétique s’exprime comme . De plus, d’aprés I'expression

- — —
du travail élémentaire 6W = F' «df d’une force F', une énergie divisée par une longueur correspond & une force.
2

mu
Finalement, le rapport est donc bien homogéne a une force et la relation B = R est vraisemblable du

point de vue de I'analyse dimensionnelle. Bien siir, d’autres raisonnements sont possibles en se basant sur d’autres
relations !

Réponses et corrigés 305



4.10 Le champ magnétique est linéaire pour 0 < r < a et hyperbolique pour r > a.

4.11 a) Sachant que B, = kx # 0 pour tout M(z,y, z) alors le vecteur champ magnétostatique ne peut pas

étre constamment paralléle & &, ce qui élimine la carte de champ @ En prenant les points de ’espace ou = = 0,
—>
le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire comme B(M) = kye, : les vecteurs champs le long de cette ligne

doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Parmi les cartes de champ @, @ et @ restantes, seule la @ possede
cette propriété.

Autre méthode possible : En prenant les points de ’espace ou y = 0, le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire
comme B(M) = kxe, : les vecteurs champs le long de cette ligne doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Seule
la carte de champ @ possede cette propriété.

4.11 b) Le flux magnétostatique est conservatif donc le resserrement des lignes de champ constaté de M a N
permet d’affirmer que le champ magnétostatique est plus intense au point N qu’au point M.

4.12 a) Le calcul de la circulation du champ magnétostatique de A & C se décompose en deux.

‘B
e D’une part sur [AB] : Cag = / B+d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
A

e D’autre part, sur [BC| on a

c —
Cec = / B+ dl = 4Bd (chemin paralléle aux lignes de champ).
B

B
4.12 b) D’une part sur [AB] : Ca = / B.+d¢ = —8Bd. Seule la projection de AB sur la ligne de champ doit
A
étre prise en compte. Le signe moins provient du sens de B par rapport a celui de la projection de AB. D’autre
c
part sur [BC] : Cgc = / B-.dl = 6Bd.
B

B
4.12 ¢) D’une part sur [AB] : Cap = / B.dt = %dB. Le chemin [AB] est un demi-cercle de longueur %i

A

—

-C
D’autre part sur [BC] : Cec = / B+dl¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
B
4.13 a) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Ten = +1.

4.13 b) Le contour n’enlace pas le fil donc Ien1 = 0, quels que soient l'orientation du contour et le sens de I.

4.13 d) Le fil est positionné de fagon telle que le courant passe quatre fois « a Uintérieur » du contour. L’orien-
tation du contour et le sens de I sont tels que Ien = +41.

4.14 a) Le produit scalaire B-dS est positif lorsque le champ B et le vecteur surface élémentaire dS (donné par

Porientation de la surface) pointent globalement dans la méme direction (ils forment ainsi un angle aigu, ¢’est-a-dire
compris entre 0 et 90°).

Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. De méme, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le haut (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.
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Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le bas. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et
- —>
orienté vers le haut (d’apres lorientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le bas. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est

vertical et orienté vers le bas (d’aprés lorientation du contour). Finalement : B.dS > 0, soit ¢ > 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le haut. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est
vertical et orienté vers le bas (d’aprés lorientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

4.14b) Pour le cas @, le champ B est horizontal. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical.

- —
Finalement : B+dS = 0, soit ¢ = 0. Aucune ligne de champ ne passe a travers la surface orientée, donc le flux est
nécessairement nul.

4.15 a) A ce sens de parcours de la spire est associé le vecteur normal 7 opposé au champ magnétostatique.

D’ou ¢(§) = // B-7dS=— // BdS en notant ¥ 'intersection entre le plan de la spire et la zone de champ.
) bl

Pour z < 0 on a donc ¢(§) =0.

4.16 a) Les N spires du tore traversent la surface délimitée par le cercle de centre O et de rayon R—% <r< R-l—%.
Le courant enlacé vaut donc Ien = NI.

4.16 b) Sur le contour fermé choisi, r et B(r) sont constants. Il vient :

%Ecﬁ = §£B(7“)(3T§-rd6?(?o> = 2mrB(r).

NI
D’apreés le théoréme d’Ampére, on a 27rB(r) = polen et donc B(r) = ’u;w .
N R R+a/2 NI a/2 NI 2
4.16 ¢) Ona(b(B)://B-ﬁ’dS: Ho dr/ dp = MoNTa, (Ra/23
Reaj2 27T —a/2 2m R—a/2
N 1000

4.17a) Ona B = polr I.Donc,B=47T><1077H~m71><4000><

¢ 10x 10 %m

4.17b) Ona ¢ = NBS. Donc, ¢ = 1000 x 1 x 10" T x (20 x 10"*m)* = 4 x 10> Wh.

4.17 ¢) Le champ magnétostatique est un champ & flux conservatif. Or, le circuit magnétique joue le role d’un

tube de champ, donc la « loi des nceuds magnétique » appliquée a la jonction qui surmonte (S1) donne : ¢ = ¢1 + @2,

soit ¢1:¢7¢2:¢7i¢:§¢. Donc, 451:2><4><102Wb:3><102Wb.
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4.18 a) Pour une boucle de courant plane, de surface S et parcourue par un courant d’intensité I (ce qui permet

de définir le vecteur surface S ), le moment magnétique est deﬁm par la relatlon M= I s. Pour une spire de rayon
R et d’axe (Oz), le vecteur surface a alors pour expression S = Sez = tR%eZ, donc M = nR? Ie;.

4.18 b) Dans le cadre de I'approximation dipolaire : z > R donc R? + 2* = 2%, Le champ magnétostatique

2 IR? , -
s’écrit alors : B(M) = “;ZS &2 ou encore B(M) = gjr/;;l
4.19 Des valeurs particulieres de 0, telles 6 = 0 ou § = 7/2, et I'étude de I'orientation du champ magnéto-

statique pour ces angles, permettent de conclure que §( M) = ZO (2cos(f)er + sin(0)eg).
773

4.20 a) Le moment du couple magnétique s’exprime comme I', = +mBext & I'équilibre, car 7 et Bext sont
orthogonaux.

N Bex
4.20 b) A Déquilibre, le théoréme du moment cinétique donne : 0 = mBext — dMg, soit d = MDext

"N
[V
[y
=
=
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o
ke
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n
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o
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o
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o
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4.22 a) Lorsque le dipdle est aligné sur le champ (méme direction et méme sens) : 71} « Bext = mHBext ,

polm) _ _polm,>
o2rr ) 2mwr2

F= + grad (

4.22 b) La force F est dirigée dans la direction et le sens du gradient de la norme du champ magnétostatique.

Le dipole est donc attiré vers les régions de champ plus intense. On peut aussi remarquer que le dipdle a tendance
a se déplacer de maniere & minimiser son énergie potentielle.

4.23 La circulation du champ magnétostatique le long d’un cercle de rayon R au sein duquel passe par son
centre une ligne infinie parcourue par un courant électrique stationnaire est 2r RB. Le théoreme d’Ampeére appliqué
au cercle permet d’écrire 2rRB = ol : la circulation du champ magnétostatique est homogene au produit d’une
pol
2R

est valide.

intensité électrique par une perméabilité magnétique (du vide). Ainsi, seule I'expression B =

4.24 Le flux magnétique traversant un solénoide comportant N spires de section S est ¢ = NBS. Or,
LI

NS

I’inductance propre L permet d’exprimer le flux en fonction de l'intensité : ¢ = LI. Il vient : B =

4.25 a) En un point de lorbite circulaire, la charge —e de I’électron passe & chaque période de révolution T,
d’ou le débit de charge I = —¢/T.
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4.25 b) La norme du vecteur surface S est l'aire du disque de rayon r et de centre O : ||§|| = 7mr?. De plus, le

R
vecteur surface S est orienté par la régle de la main droite, selon le sens du vecteur vitesse de I’électron (c’est aussi
2

T . ez . €
le sens choisi algébriquement pour U'intensité I). Il vient : m = T Tree,.

2
4.25 ¢) Par comparaison des expressions m = _fSet 7= &S‘" il vient : m = 7, avec v = — €
T T 2Me
4.25d) Ona @] = |y] ||7], soit || = n —. Donc,
N~
+2§Le nh

HB

1.602 x 10~ (' x 8.63 x 107547 .5
I 27 _ —24 2
- 2 x 9,11 x 10 kg = 9,28 X 10754

UB

. ’ € .
Attention : la réponse @ n’est pas correcte car v = 5 donc ug = —hvy, et non pas ug = +hvy. Par ailleurs, la
Me
réponse @ n’est pas correcte car I'unité indiquée correspond & une énergie, et non pas & un moment magnétique !

- — Ra Ra Ra
4.26 a) Le flux propre est ®, = //B -dS = / Beg - {dreg = / M—Olédr = MLIZ dr = polt In &
Ry Ry 2rr 2 R T 27 R,

4.26 ¢) La composante du champ ne dépendant que de 7, on peut découper le volume en portions d’espace

comprises entre 2 cylindres, le premier de rayon r, le deuxiéme de rayon r + dr, tous les deux de hauteur £. Le
volume élémentaire vaut alors : dr = 2zwfr dr. L’énergie magnétique correspondant a une portion de longueur £ du

cable est alors : Ro 272 2 R
1 ? mol £
W = ///32de ¢ HoZ omrdr = £2 Elni~
200 2p0 Jp, 4m?r? 4w Ry
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[Fiche n° 5. Equations de Maxwell

Réponses
Bl ) oottt @
7% ) D
M
Bl ) et T2
M- L
Bl d) T
M- L
Bl @) it 773
B2 @) it ®)
5.2 D) (©
5.2 C) ettt 1,1 x 102
5.2d) e 1,1 x 10
5.2 €) e 1,1 x 10~

5.3a).... ’ Ey cos[wt — kzle, + Ep sinjwt — kzx]e,

—Ey expli(wt + kz)]
+iEy expli(wt + k2)]

—
€g
(&

Y

5.5 €) Positive

- ddivE
5.6a). ..., wo div 7 + €0 1o %
- 0
5.6DbD) ... to div 7 + po 87/;
BB )ttt @
BT A) e
BT D) e [0]
BT C) et Oui
BT ) oo @
BT €] e
BB 8) . .t
B8 D)t
5B C) et
BuB ).
2
BB €) it Sy
r
588) oo
5e9 D) L ()
5.9 C) 4w R3(a — bR?)
5.9d) e (©
5.9€) 4w R3(a — bR?)
B.I0 Q) .ot oui
5.10D) i non
BuL0 C) evee e oui
k —
5.11a)....ccceivunn.. an cos(wt — kz + p)ey

5.11b).... ’ Ey+/opo sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e_y"

5 25 5 S cgati 2F N
5.5 f) 570 B NG I 2 % /cos(wt)eg dt
T
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2 2
5.12a)............ By sin(wt —kz+@)ex | BABD) i Me_;
SoHow Mo €
5.12b)...... Bo cosh(y/ggpoaz) exp(—at)ée, 5.15 ¢) Eo. ei_(k Frwitin) g
\/m ................. —|—E0y el(kz—wt—l—’d)z) e_;
CSBO — 1 .
BI2C) i o3 cos(wt)e, 515 ). rrreeoeen < (anc eilkz=wt+yn) o>
—E i(k z—w t+1)2) ‘;)
BaLB A) et @ Oy © ¢
- 1 .
di r _ (E —i(k z—wt+y1) >
BA3 D) e —uon&?ag 5.15€).eennnnnn. 0z © €y
_EOy efi(k z—wt+1hs) 6_;)
di R?
370 15 2 —pon——eg 5 5
dt 2 B, + B,
4 55 ) ot M &
c
5B d) @ Ho
5. g
dir_, 8) @
5.AI3€) i —on— —€g
dt 2 LQQ
516 ).t
dsi R2 N 2805
BA3 )i —on— ——=¢p
dt 2r R dQ
5 516D) ... —5 SQQET
5.14 a) .... mcos(wt—lcz—‘,—go) sin(wt — kz + p)eZ £0
Ho
L d
= 516 C) e _ L e
5.14 Db).... —% cosh(Bz) sinh(Bz) exp(—2at)es oS " dt
0
516 d) ...t
EOy — ) @
——2 cos(kz—wt+s)e,
5.15a).......... 5 516 €) oot M)
Ox —
+——cos(kz—wt+11)e,
c
Corrigés
5.1 a) Les trois premiéres équations correspondent aux équations de Maxwell-Gauss, Maxwell-Faraday et

Maxwell-Ampeére. La derniére est une formulation de ’équation de conservation de la charge, qui n’est pas une
des équations de Maxwell mais une conséquence de deux d’entre elles.

5.1 b) La définition de l'intensité du courant électrique est : i(t) = da donc dim(q) =1-T.

Cdt’
5.1 ¢) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a
s dim(F) M-L -T2 M
d B - = =
m(B) = G dm@ T LT 112
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5.1 ¢)

Par analyse dimensionnelle de 1’équation de Maxwell-Faraday, on a

_ dim(E) _ dim(B)

> > dim(B)-L M-T'-T*.L M-L
dim(rot(E)) T T donc dim(FE) = 1m(T) = T = 77
5.2 a) On a ||700nd|| = ||oEo cos(wt + ¢)|| < ||loEo|| et ||7dép1|| = ||—eowEo sin(wt + ¢)|| < ||eowEo||. Donc,

Tq -1
Onaa>1 <<= K 7 1> 1078 - m

= =1,8x 10" Hz.
2me0  2r x88x 10 2F-m L ’

o 1,0 x 107S - m™*

= =1,1x%x 10" > 1.
cow 88x10712F-m ™! x1,0x10%rad st

o 1,0x 107*S-m™!
cow 88x1072F-m!x1,0x10°rad-s~!

=1,1x 1017 dont 'ordre de grandeur est 10.

o 1,0x 1078 -m™!
cow  88x107F-m~!x1,0x10%°rad-s!

=1,1x10% < 1.

E,1 = Eoexpli(wt — kz)|e; — iEo expli(wt — kz)|e2

= Eo(cos(wt — kx) + isin(wt — kx))e, — iEo(cos(wt — kx) + isin(wt — kz))e..

Donc, E;, = Re(E1) = Eo cos|wt — kz]e, + Eo sin[wt — kz]ex.

5.5 a)

On peut estimer le rotationnel selon un axe en observant si le champ de vecteurs « tourne » dans le

sens direct ou indirect. Si le champ de vecteurs ne « tourne » pas autour d’un axe alors le rotationnel est nul. Si le
champ de vecteurs semble « tourner » dans le sens direct alors le rotationnel est positif, dans le cas contraire, il est

négatif.
5.6 a) Avec la relation de Maxwell-Ampere et le théoréme de Schwarz, on a :
OE divE
div(ﬁE):div ,LL()7+€0,U,07 = o div 7+50N0 v .
ot ot
5.6 b) Avec la relation de Maxwell-Gauss, on a :
. _ . ? eo’ __ . 7 vpP
div(rot B) = po div j + €0 po ot Mo (le J+ ot )
. =3 . .. > Op
5.6 c) Comme div(rot B) = 0, on obtient : div j + % 0.
5.7 a) En utilisant ’homogénéité, on voit que a est une longueur, en metres (m)
’Pv._V PV W
5.7b On a AV = =—(2+4-6)=0.
) na ox? + 0y? + 0z? a2( + )
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5.7 ¢) L’équation de Poisson AV = — P st vérifice en prenant p = 0 car ’énoncé impose un espace vide de

€0
charges.
v
Vo 2,
5.7 d) On a V(z,0,0) = PR est une parabole.
En voici lallure :
x
5.7 e) Le champ électrique est donné par :
= — ov_, ovV_ IV_, \% — N
E=—gradV = o a—yey ~ e = ZQ—S(—xex — 2ye, + 3zez).
En O, origine du repeére, ce champ est nul.
5.8 a) On a ¥ = we, A (re, + ze2) = rweg
5.8b) Ona ¥ =we, A (ze, + ye, + z€2) = —wye, + wre,.
5.8 ¢) En coordonnées cartésiennes, on obtient : rot ¥ = 2we>.

5.8 d) L’expression 55 T JZ(M) S // H(U)(M) « 7 dS(w) 'écrit, avec dl = rdfeg et @ dSn) = rdrdbez,
r by
d’ou v27r = dwmr dr, soit v = rw.

5.8 ¢) L expression 9§ T ¢ (TZ(M) = // H(E’)(M) « 1 Sy s’écrit, avec dl = rdfeg et 7 dSany = rdrdoez,
JI JJ B

d’ou v27r = / dwrrdr +/ 0 X 2mrdr, soit v = 4.
0 a r

2
5.9 a) On adivA = iz 8(Ta7i4T) = —(3ar2 — 5bT4) = 3a — 5bT2
5.9 ¢) On a
AT avdar
sphere boule
r=R =27 O=m
= / / / (3a — 5br*)r? sin(0) dr dp df
r=0 ©=0 0=0

= [Lp] iw X [— cos(é’)};r X [ar3 — brs]f

= 47R*(a — bR?).
5.9 e) On a
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5.10 a) Il faut vérifier que les équations de Maxwell sont respectées les unes aprés les autres. On a :

= OE, 0E, O0E. _

ox dy 0z
0B, | 0By n 0B, —0
Ox dy 0z

Sl (BEZ B aEy>e_I,+ (BEI B 8Ez)_,+ (aEy - aEﬂg)q 0B,

0

dy 0= 9. " 0a )0 T\ e oy )& T ap o~ Poksinwt — ket go)
% = —FEoksin(wt — kx + @o)e.
e Enfin,
_ _%e—; _ _EZ)’“Q sin(wt — kz + ¢o)ey
38725 = —Fowsin(wt — kx + ¢o)é, donc gopo 8325 = EZ}kQ sin(wt — ke + ¢o)ey

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.

divE = 88Ey = —Fok sin(wt + ky).
Y

L’équation de Maxwell-Gauss dans le vide n’est pas respectée donc ce champ électromagnétique ne peut pas exister.

e div ox dy 0z 0
. dB, 0B, OB,
e divB = B + By + BP =0
[ ]
— OF OF OF OF OFE OF OFE OF
£ — z Yy —; ( z z ) — y T —z> _ y —; T —>
rot ( oy 0z )e + 0z ox )Y ( ox oy 9z © + 9z v
= Esksin(wt + kz + p2)éx — Er1ksin(wt + kz + p1)ey
0B : _, . ﬁ
e = —Esksin(wt + kz + p2)es + Er1ksin(wt + kz + p1)ey
e Enfin,
— 0B 0B 0B 0B 0B 0B 0B 0B
ro ( dy 0z )e 0z ox v or oy ¢ 0z Cot 0z ey
2 2
=— E;k sin(wt + kz + ¢1)eas + Ei}k sin(wt + kz + p2)ey
OF . . , _,
5 = —Fiwsin(wt + kz + p1)és — wFEs sin(wt + kz + p2)ey, donc
z 2 2
Eoto %f = E;k sin(wt + kz + p1)éa — Eak sin(wt + kz + p2)éy

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.
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5.11 a) Le champ électrique est de la forme E= E.(z,t)es avec E,(z,t) = Eocos(wt — kz + ).
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

%e‘; = Eoksin(wt — kz + ¢)ey,.

E‘E(E) T oz

D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :

B= / - r?f(ﬁ) dt = onke‘y’/sin(wt —kz+@)dt = EoE cos(wt — kz + p)e, + Cste.
w

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.
5.11 b) Le champ électrique est de la forme E= E.(z,t)es avec E,(z,t) = Eocosh(y/eopoaz) exp(—at).
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

E
88; e, = Eov/eopoasinh(\/Eopoaz) exp(—at)e,.

D’apres 'équation de Maxwell-Faraday :

—

rot(E) =

B= /— E‘E(E) dt = —Eo+/eopoa sinh( Eouoaz)e_;/exp(—at) dt = Eo+/Eopo sinh(y/Zopoaz) exp(—at)ey, + Cste.

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.

5.11 ¢) Le champ électrique est de la forme E= E.(r,t)e: avec

Ex(z,t) = (ICETO)Z cos(wt).

D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a

— = OFE 2F
rot(E) = - 37‘26_5 - k2rg’

cos(wt)eg.
D’apres 'équation de Maxwell-Faraday :

— > 2Fy [ —
B= / —rot(E)dt = —kTT(;/cos(wt)eg dt.

Comme ég est un vecteur dont l'orientation dépend du temps (base cylindrique), on ne peut développer plus le
calcul car on ne connait pas I’évolution temporelle de I'angle 6.

5.12 a) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bosin(wt — kz + ).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

—aiye_; = Bok cos(wt — kz + p)é,.

rot(ﬁ) =

D’apres I’équation de Maxwell-Ampere vide de courant (7 = 6) :

rot(B)dt = =&, /cos(wt —kz+ @) dt = —2sin(wt — kz + ¢)és + Cste.
Eolto Eolto Eoow

E =

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.
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5.12 b) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = By sinh(y/zopmoaz) exp(—at).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

r?f(ﬁ) = 8832' = —Boy/opoa cosh(y/Eoproaz) exp(—at)en

D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

E = . 1 rot(E) dt Bo+/eopoc cosh( souoaz)e‘;/exp(fozt) dt
0140
Bo

cosh(y/Eopoaz) exp(—at)e, + Cste.

- v/ €00

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.

Ce champ électromagnétique (E, E) est le méme que celui de la question b) de ’entrainement précédent, en posant

Bo
Eo = .
V/Eofto

= B
5.12 ¢) Le champ magnétique est de la forme B = By(r,t)eg avec By(r,t) = (Z )02 sin(wt)
r
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a
o 1 orBy _, cBoy . _
rot(B) = o T s sin(wt)ez
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :
— 1 s > cBo C3BO —
E = ot(B)dt = ————— S t)dt = cos(wt Cste.
Eopo /r (B) " eouok?r3 / in(wt) k2wr3 (wi)es +

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0. Contrairement
aux cas précédents, on_ne retrouve pas le champ de la question ¢) de l'entrainement précédent : ces champs
électromagnétiques (E B ) ne sont pas solutions d’une seule équation de Maxwell et pas de 'ensemble (équation de
propagation !) donc il ne s’agit pas de champs électromagnétiques qui se propagent.

5.13 a) Le solénoide étant invariant par rotation autour de I'axe (Oz) et par translation le long du méme axe,
la norme du champ électrique ne dépend que de 7.

0B
5.13 b) L’équation de Maxwell-Faraday est Tt E = “ o On calcule d’abord le rotationnel de F. Le champ
magnétique étant porté par (Oz), il reste : rot £ = = s
r or oB "
On calcule la dérivée du champ magnétique par rapport au temps pour r < R : e uondz €.
di r? dir
nfin, on a rFy pon g 5 donc B = —pon—_ 5
5.13 ¢) Le champ magnétique étant nul & I'extérieur du solénoide, on a :
10rE C
2IrRe 0 donc FEog = —
r or r
avec C' une constante. Il reste & déterminer cette constante. Par continuité du champ électrique en r = R, on a
C di R di R?
el d C=—
R~ Marz 0 Homar o
2
Ai E=- €o.
insi, on a pon s 5 €6
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5.13 d) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est E Al = — / a0 -dS.
Nous sommes donc amenes 4 caleuler la circulation de E sur le contour délimitant la surface 3 que l'on va choisir
et & caleuler le flux de B & travers cette méme surface.

Pour que le calcul de la circulation soit simple, il faut trouver une surface dont le contour ne dépend pas de r, ainsi
le champ électrique sera constant sur ce contour.

Pour que le calcul du flux soit simple, il faut dans un premier temps trouver une surface dont la surface élémentaire
ne s’exprime pas en fonction des Varlableb de B : B étant constant ici, la question ne se pose pas. Dans un deuxieme
temps, on choisit une surface telle que B et le vecteur normal & la surface soient colinéaires afin que le produit
scalaire se calcule facilement : on choisit une surface perpendiculaire & e,.

On souhaite donc une surface de rayon constant r, perpendiculaire & &7, il s’agit donc d'un disque de rayon r et
d’axe (0Oz).

B —>
5.13 ¢) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est §£ E-dl = / 9B ds.

On choisit comme surface ¥, le disque de rayon r et donc comme contour I" le cercle de rayon r. La circulation de
E donne :

% E-de= 2rrE(r,t).
r

E — ) — )
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : / 9 «-dS = 71'7“2,uon%. Finalement, F = —,uonyie
s Ot dt dt 2
L S = OB
5.13 f) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est E Al =— e ds.
b

On choisit comme surface X, le disque de rayon r et donc comme contour I' le cercle de rayon 7. La circulation de
E donne :

§I§ Edl= 2rrE(r,t).
r

B — di di R?
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : / %t -dS = nR? Mo Finalement, E = —uon&;i
b
5.14a) Ona
— —> EoBo

II= ITEO cos(wt — kz + p)ex A Bosin(wt — kz + ¢)é, = cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + p)es

o
L’énergie se propage dans une direction orthogonale a celles des champs électrique et magnétique.

=
I

iEO cosh(Bz) exp(—at)ez A B sinh(8z) exp(—at)e, = _EoBo cosh(fBz) sinh(8z) exp(—2at)es
Ho Ho

L’énergie se propage dans une direction orthogonale & celles des champs électrique et magnétique.

— — N — 0 Ez _Ey
F_FAE_@rE 1o g 1Ty
w (& C 1 EZ (& 0

On en déduit : B = _Ey cos(szthrl/)z)e_;Jr&cos(szthrwl)e_y’
c c
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5.15 b) Le vecteur de Poynting est donné par :

- -2 Ez 7Ey 0 2 2
E E
ﬁ':E/\B_L E, A E, :L 0 :Qe‘z’.
Mo Mo C 0 0 Mo C E2 —|—E2 Ho C
z Y

E= EO exp[i(?- ?fwt)] :EO expli(k z — wt)]

= i —> i — . T ) : A i
avec Bo = FEogze "' ez + Eoye "% e, ; Eg est 'amplitude complexe du champ électrique.

S 1 i ik e .,
5.15¢) On en déduit le conjugué : B = — (EO;r e ikEmwitv) o> By e iRz wity2) em).
c

5.15 f)  Le produit vectoriel E A E* vaut :

el * i - — i(kz—w — 1 —i(kz—w — —i(kz—w 2) =—>
E /\E = (E‘OI gllk z—wityn) €z + Eoy e (k t+i2) ey) A (E (EOI e ik ) €y — Eoy e (& t+2) ez)>

2 2 2\ >
- Eimg; 4 @e—; - M‘
c c c
1 » =« Fo,+E2 _,
On en déduit le vecteur complexe — FE A B 0z - Hoy
2 1o 2u0c

1 -
5.15 g) Avec (cos®) = =, la valeur moyenne du vecteur de Poynting Il vaut :

_ E31+E3ye_.
- 2[100 '

<ﬁ>> [/ (Eox cos(kz—wt+ wl))2 + (Foy cos(kz —wt + wg))2 R
= e >

—>x

= > est identique : on peut donc choisir I’'une ou 'autre des deux méthodes.

La valeur moyenne du vecteur <

5.16 a) On intégre la densité volumique d’énergie électromagnétique dans tout le volume V séparant les deux

B 80E2 B Q2 B Q2 B LQ2
£= ///v 7 dT= //V 22057 1T = 2205219 = 2,57

armatures :

— ﬁ E c0S %25 g4 dQ _,
516b) Onall— -2 _ 2 ¢ B pd@s
o o 26052 7 dt

5.16 ¢) On cherche le flux sortant du vecteur de Poynting & travers la surface ¥ du cylindre de rayon R et de

hauteur L formé par les deux armatures du condensateur soit

> — R dQ LwR? _dQ L dQ
II.dS = — ¥ x 27RL = — - — = QQ—=.
ﬁé 2052 <R 2052 At | o8l
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LQ(t)*
o0& ? 2e05 L dQ L dQ
5.16d) Ona i 5t = QEOSQQ(t)a(t) - = —o.

5.16 ¢) Ona%Jrcf):O.

En utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, qui dit # 0.dS = /// div I dr et en utilisant que £ = /// edr,
) v v
on obtient :

//V%dnu///vdivﬁdfzo donc %erivﬁ:o,

ce qui correspond au théoreme de Poynting en I’absence de courant de conduction.
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Ficl 56 Tnduction

Réponses

6.1 8) o €, 6.5 C) et dS =rdfdr
— 2 3
6.1 D) oo 65d) . oo 27TBO(R _R)

2 3a

= a?
6.1 ). 6.5 €) - 2m By
6.1€) . g(e"; +e) 6.6a). . i BrR? cos(wt)
B.6D) .. [0]
6.1 f) —ﬁ(e" +e2) 2
2 ¥~ B.6C) e fBgR
B.28) i @
3
6.2 D) oo 6.6d). ... iBTfR2
2
6.2 C) et @ 6.6 €) ...
6.2.d) . i (a) 6.7 ) it (a)
6.3 8) i oui 6.7 D) @
6.3D) . oui NI P
6.3 C) i non 6.7¢C). o /10271_ alﬂ( ;a)
6.3 d) . non
N2
8.3 €) .. oul| 6.7 d). i “027T“1 <d§a>
6.3 1) non
6.4 8) .. [0] 68 ©
6.4 b) .................................. —BQL‘CZ 6.8 b) ............................ BOUJ Sin(wt)*
6.4 C) i —B?
) 6.98) . (©
6.4d) . i |—B(a— (z. — 0))(]
6.9D) (a)
B4 €) oot [0]
6.40) 6.10 8) ..ot ©
B4 g) o —aBI
o 6.10 D)oo s
B4 M) . h+j(mw — )
6.58) o (TR B cos(@h) | 6.100¢) ... ©
6.5D). ..o @B cos@t) | g1 a). . —Ri?
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6-11 b) ............................ mv@ _ fU 6.17 d) ..................................... @

dt
iE 818 A) ..ot )
6.11C) oo — 4Py
dt 6.18 D). i

612 8) ot (Ba)? "
6.18¢C). .. - i— R—
642 b) ) m M

= di (Ba)> 1.
18¢). oo .. — —|i=
B.12 ) i 6.18 ¢) Rdt+< —+g]i=0
613 8) .o
A2 _di [ (Ba)® 1
6.18 ) ..... L— +R—+ +—=]i=0
6.13Db) ... —zéaBe_z’ ) dt? dt ( m c
B.19 8) ...
6.13C) it zéaBe_gE> ) ®

B.14C) ot 6:20 ) i ®
614 d) . ..o 6.20 D) ..o )
6.14€) e (O 620 a). oo @
614 ) oo (] 6.21b) ..o
614 8) oo @ 6.22a) . ... (a)
dv B2€2 6.22 b) ...................................
6.158). .o — v=0
dt mR t
.22 C) o\t -B-S
6.5 D) (© T
BS
dv(t) B2s2 BYE 6.22d) ... -
6.162)............. T ) = -
6.22€) . o. i 300 mV
E
BA6 D)o TBO| 6220 ®)
d2i(t)  rdi(t) B2 .22 8) o
6.17 a) ........ dt2 Z at mL Z(t) =0
BSt
6.22 1) .. -
6.7 D) (a) T
BS
B.17 C) oo 6.22 1) .. -—
0 © ) .
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6.22 J) . 300 mV d
J) = 6.23b) ... mvd—qtj + kzv + av?
6.23 ). .. Ei — Ri*
dE. dF
6.23¢C) ..o —L2+P+P
c) & + T +Pe+ P
Corrigés
6.1 e)
6.1 1)
6.3 a) Il y a trois fagcons de modifier un flux : modifier la surface, modifier le champ, changer I’angle entre le

N . 3 =4 N . ’ .
vecteur normal & la surface et le champ. Ici, comme BA 7T = 0 &t = 0, les deux vecteurs sont colinéaires. Comme
—
le cadre tourne autour d’un de ses cotés , 'angle entre 7 et B va varier au cours du temps.

6.3 b) La surface ou le champ est non nul augmente au cours du temps tant que le cadre n’est pas entierement
dans la zone ou regne le champ.

6.3 c) Le produit scalaire entre B (t) et 7@ est nul.

6 3 d ) ...... Nl la Surf ace’ n 1 17angle ent re E et ﬁ ne Vame ...........................................................................
6 3 e) ...... La Su rface var le ...................................................................................................................
686 11 ne fant pas confondre ls termes « uniforme » (ne varie pas dans Lespace) et « constant » (ne varic

pas dans le temps).
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6.4 b)

T
z Teq+1
a
R 27 R 27
Ona®= / B, cos(wt)r dr x df = B, cos(wt) / rdr x dé
r=00=0 r=0 60=0
a 27 a 27
Ona®= / B, cos(wt)rdr x df = B, cos(wt) rdr x do
r=060=0 r=060=0
R 27 R 27 9 9 3
Ona@':/ Bo<1—z)rdr><d0:B0// T—T— dTXd@zQﬂBoR——R—.
a a 2 3a
r=060=0 r=060=0
a 27 a 27
/ T rz a2
Ona® = Bo(l—a>rdr><d0=Bo T—E dTXdQIQﬂ'BOF.
r=060=0 r=060=0

L’angle entre la normale & la spire et le champ magnétique B étant wt, le calcul du flux s’écrit

o = //s B-®dS = //s B cos(wt) dS = B cos(wt) //s dS = BrR? cos(wt).
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2
6.7 d) Le flux propre a travers les N spires sera w 1n<d ji— a) =LI.

m
6.8 b) On a @ = Borwsin(wt). Donc, E = / Bor'wsin(wt) dr’ = Bow sin(wt) / ' dr'.

r
r'=0 /=0
s s . . . « . . dv . . Tt a?’B%v
6.9 b) Chaque terme de I’équation doit avoir méme dimension. Or T a pour dimension T donc R
m

2 2

_ B

pour dimension L - T™2. On déduit la dimension de
22

en divisant L - T2 par la dimension de la vitesse L - T™".

Donc

. . -1
a pour dimension T~ .

6.11 b) Onam(j1 ><v:f><v+fLxvdoncmv%:fvarBaixv donc Bavi:mvi—:ffv.

6.12 ¢) Dans le cas d’'un champ uniforme (égal a la méme valeur en tout point de 'espace), la résultante des
forces de Laplace s’exercant sur un circuit fermé est nulle.

6.13 a) Le champ magnétique B et le vecteur @) sont tous deux portés par e,. Le produit vectoriel Cﬁ) AB

, R
étant nul, on a F1, = 0.

—

6.14 b) D’apres I'expression du couple des forces de Laplace, on a TL=MAB: = ISe, A Be, = —IBSe..

—

6.14 ¢) D’apres expression du couple des forces de Laplace, on a 1_“)L = /W A By = ISe, A Be, = 0.
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6.14 ¢) Le couple des forces de Laplace produit par §3> est orienté selon les z > 0, d’apres la regle de la main
droite, la spire va donc tourner autour de l'axe (Oz) dans le sens direct.

6.14 f)  Aucun couple calculé plus t6t n’est orienté selon &, il n’y a donc pas de champ magnétique qui provoque
une rotation de la spire autour de I'axe (Oy).

6.14 g) Le couple des forces de Laplace produit par §I est orienté selon les z < 0, d’apres la regle de la main

droite, la spire va donc tourner autour de 1’axe (Oz) dans le sens indirect. Il n’y a donc pas de champ magnétique
qui provoque une rotation de la spire autour de I'axe (Oz) dans le sens direct.

6.15 a) L’équation électrique permet d’établir que i(t) = = En injectant cette relation dans I’équation

mécanique, on obtient

22
av(t = 0) = vo, donc Aexp(0) = v et donc A = vg. Ainsi, on a v(t) = vg exp (— ;; t)
. ; ' s L . .. Btu(t)
6.16 a) On isole i(t) dans ’équation électrique pour obtenir i = " + En injectant ce résultat dans
I’équation mécanique, on obtient
do(t) B2¢? B(E dv(t) =~ B*¢? BILE
= ty—— d t)=— ,
dt r v(®) r on dt + mr v(®) mr
. - . . . L. . do(t)
6.16 b) La vitesse limite viim correspond a la vitesse atteinte en régime permanent soit quand T 0.
22
On a donc Bt Vlim = 7% On en déduit vijm = fﬂ.
T BY
A . » L . 1 di(t)
6.17 a) A partir de ’équation électrique, onav = BI L T (t) ], qu’on injecte dans ’équation mécanique
d /. di d*  rdi B B**.
On obtient gﬂa(Ldt+ ) —BYi, et a1n51E+Z&+ L i =0.
2 22 —2
B/ 1 1x1
6.17 ¢) On calcule son discriminant A = % iy 4 g Oxl ><00 F= 4—-4x2=—-4

6.17 d) Le discriminant étant négatif, les racines complexes sont

T 1 B2¢? r
=—L i/ LA
P2 = —gp i\~ = map £
202 2 ., .
avec w = -1/4 e il On obtient i(t) = e 2L "(a cos(wt) + S sin(wt)).

6.18 a) Avec la régle de main droite, en utilisant l’orientation du contour, on oriente la surface pour le calcul

du flux (suivant —e;). La source de tension induite de fém e a une polarité (sa fleche tension) dans le méme sens
que orientation du contour.
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6.18 b) D’apres la loi des mailles, on a F + e = u + Ri, donc E — Bai = u + Ri, et donc u = E — Baz — Ri.

6.18 ¢) D’apres la question précédente, du = g(E — Bai — Ri) = —Bai — R%. Comme & = @z‘, on a
dt dt dt m
2 .
du_ (@02, pai
dt m dt
Ba)® j i (Ba)?
6.18 d) Le dipdle 1 est un fil, sa tension u est donc nulle, ainsi fﬂi — R% =0, ou R% + (Ba) 1=0.
A , . L. du o du 7 .
6.18 ¢) Le dipdle 2 est un condensateur traversé par un courant d’intensité i = C'—, soit — = —. D’ou

dt’ dt C

_ (Ba)?, . di di  ((Ba)® 1Y, _
= = ) Rdt et donc Rdt+ = +C i=0.

Ql =

6.18 f) Le dipole 4 est une association série d’une bobine et d’un condensateur. La tension & ses bornes est donc
di du d*  duc d* i

u = L— + uc avec uc la tension aux bornes du condensateur. Donc — = L— + —— = L— + —. D’ou
q e avec ue X @ et Ttaete

2. . 2 . 2. . 2
pLi i (Bay, pdi done L(“+Rdi+<(3a)+1>i_o.

dez  C m dt dit? d m C

6.20 b) Chaque terme de ’équation doit avoir méme dimension.

On pouvait aussi exploiter le fait que [%} =T 'etlg)=L-T >

27N 2N
6.21b) Ona Fy = / iRd0& A (B&) = —iRB 082 = —iB2rRNE.
6=0 6=0

6.22 a) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit ¢ing, soit

horaire, donc elle est orientée dans le méme sens que F.

6.22 b) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon —ez, S étant positif,
il vient que § = —Se,.

6.22 ¢) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B+ S = B—e.+(—Se2) = —B-S.

B
<

-B B
6.22 d) La fém apparaissant dans le circuit est telle que e = f—(cllf = flw = —S
T T

6.22 ¢) D’apres la loi des mailles u = F +e=FE + B—S D’ou
T

2T
u=2,00x10"%V+ T X 500 x 10”*m® = 300mV.
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6.22 f) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit 4inq, soit
anti-horaire, donc elle est orientée dans le sens opposé a E.

6.22 g) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon €2, S étant positif, il
. == —>
vient que S = Se..

)
o)
A

\‘
B

1d(Bt B
6.22 i) La fém apparaissant dans le circuit est telle que e = —% =—— (dtS) S
T T

B
6.22 j) D’aprés la loi des maillesu=F —e=F + —S D’ou
T
_3 2T _4 9
u = 2,00 x 10 V+Ts x 500 x 107" m”~ = 300 mV.

6.23 ¢) D’apres les questions précédentes, on peut égaliser les deux expressions de Bawvi.

d
On a donc Ei — Ri* = mvd—i + kzv + av? et donc

‘ dE. 1, dz? dE. d (1
Ei=mv

dv 2 2 2)
— +k = k= 4+ P+ Py = —(=k Pi+ Py =
g Thavtav + Ri @ TaF g TRt P =g t g\ gk )+ PP
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IF'iche n° 7. Ondes électromagnétiques |

Réponses

7L 8) e
TAD) 5 x 10" Hz

T C) e ’ k%Eq cos(wt — kx)e,

Ao sin(%y) ( - g cos(wt — kz)

— 77a). .
7.1 C) ............................... 1 x10 m +ka Sin(wt — kz))
TAd) 1x107%5
A COS(Ly) (Ea cos(wt — kz)
o F2S| T ... a/\a R
2 ) m —k sin(wt — kz))ex
_5 2
Te2b) i 1x107°W — Ag cos(wt — kz)((I) + kz) X
77¢) ... . a’ -
T2C) i ’Ampoule classique‘ (cos(—y> + asin(—y))e‘;
a a
2up{P
T3a). i By = po(P) T8 a) ittt @
cS
ToB D) e ® T8D) o —AFE
1
7.4 a) ..................... ’ _wEO Sln(wt — kx)e_z) 7.8 C) ............................... CcC = To%o
TAD) ’ kEysin(wt — kx)e; oD 8) oo
A ) ToOD) e signal n° 2
TAd). R Eycos(wt — k)P mge) .
Tde) oo ’ —w?Eq cos(wt — kx)es T20a) e
75a). . —wBy sin(@) sin(wt — kz)e; 7.10 b) Stationnaire, donc
a A non progressive et harmonique
7T . —
75b). kB Sln(?y) sin(wt — kz)e, 7.10¢) ..o Progressive et harmonique‘
11
T5C) ... ZBO cos(iy) cos(wt — kx)e; 7 @
a a
Wy TA28) i (a® +k*E
75d) ... —w”By sm(—) cos(wt — kx)e;
a TA2D) o —w?E
7.5€). . —k%By sm(@) cos(wt — kx)e, w2
a T120C) i == -a
c
2
756). _<g) Bo sm(%) cos(wt — kx)e: T A2 d) e Oui
7.6 a) ........................................ @ 7.13 a) .................... - 51n(wt o k’f’)ew
T6D) . ’ —kEysin(wt — kx)e,
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ak — wo\2
haddd — 0
TA3Db) e o cos(wt — kr)e, TABD) .o vg =cy/1— (;)
TAc) e @7 @ et @ TATa) oo eocE] cos® (wt — ky)e,
8 N ) I z=ct—(2p+ 1)% TATDH) ‘50E§ cos” (wt — ky) ‘
2
7.14 b) ................................. Tr = qa 7.18 a) ................... 60:; COSQ(OJt _ k;?“)e_;
T15 ) JwE 5
ot
7.15 b) B TA8D) oo — cos? (wt — kr)
TA5C) e —jk.E ey + jkyE €. TABC) v, ’47reoca2 cos? (wt — kr) ‘
7.15 d) —k2E Eo ksin( ™2 ! k2)e
.................................. E | B0l tin(™2) coslut — he)e3
7.19a).....
0 ) (@) _g COS(%”) sin(wt — kz)e—;}
TS E) oo ;
@ &sm(%) {1 sin(%) cos? (wt — kz)&;
1o c
T5 ) ot © 719b)-
- cos(%) cos(wt — kz) sin(wt — kz)_z':|
TS R) oo ®) .
c 719C) o @siHQ(E)a
T06a) oo v, = 2 a
- (5)
w
Corrigés

7.2 a) La puissance rayonnée par le LASER a alors pour expression P = // I - dS = TIS. Le vecteur de

Poynting vaut - =3 9 9
- FEAB E - F o
II= = — 9 cos®(wt — kx)ez A&y = —% cos”(wt — k)6
110 poc foc
. E3S
En moyenne, puisque (cos“) = =, on a alors : (P) = ——.
2uoc
1x10°V> - m™ - 1x 10 °mm®  107*

7.2 b) Numériquement, on a (P) =

247 x 107TH-m )3 x 10°m-s~%) 750

7.2 c) Contrairement & ce que 1’on pourrait penser, c’est ’ampoule classique a filament qui est la plus puissante.
7.3 a) La puissance moyenne de ’onde s’exprime en fonction de la norme de By :
EgS  cB3S 240 (P
(Py = 2 =220 donc By = ol >
2p0cC 2440 cS

47 x 1077"H-m (1 W)
1m?-3x10%m-s~?

= 1x10"3T. Le champ terrestre est plus

2
7.3 b) Numériquement, on a By = \/ (
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intense que le champ de ’onde radiofréquence.

—
L’unique composante de E, ici suivant e, ne dépend pas de z, donc

dE, 0E, OE

et oy T as —0H0+0=0.

divE =

oy 0= 2 oz )T\ o "0 )ez’ ce qui donne
— aEZ — — . —
rot B = (0—0)e, + (O ~ )ey + (0 —0)ez = —kEpsin(wt — kx)e,.

Ona AE = AE,e2 + AEye, + AE.e;. Ici, comme E, = E, = 0, il reste donc

. 0°E. 0O°E, O°E O’FE
AFE = AE,e; = - - = e = = er
¢ < ox? + oy? + 922 )¢ Ox? +o+0je
2

z

e (—k)?Eg cos(wt — kx) = k*Ep cos(wt — kz), on a AE = K’ Ey cos(wt — kx)e, = E

Enfin, comme on a

divA = 04, | 04, + 04: _ ~T 4 sin(Ly> cos(wt — kz) + kaAg sin(ﬂ—y) sin(wt — kz)
ox dy 0z a a a

= Ao sin(Ly) (,E cos(wt — kz) + kasin(wt — kz))
a a

A= 0A. 04, e_,+(8A 0A, ) n 04, 0A; =
T\ oy 0z * 0z ox or oy *

_(0A:  0Ay\ PRy e [0As 04y L,
_(ay P )ex—&—(() 0)e, + (0 O)ez—(ay 52 )ex.

En calculant les dérivées partielles, on trouve

—

rot A = (gaAo COS(%) cos(wt — kz) + kAo cos(%) sin(wt — kz))e_{

= Ao cos(@) (Ea cos(wt — kz) + ksin(wt — kz))e‘;
a/\a

ox? oy? 022 Ox? 5‘y2 022

N 2 2 4 2 4 52 2 4 2
AA:AAya,’+AAze_Z':<aAy+8Ay+8 )y+( 4,04 8Az>
0+ %A, n %A, =+ (o4 %A, + = %A, . %A, =
oy? 022 Y oy? 822 © 822 Y 2 =

330
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En calculant les dérivées partielles,
%A, N P4,
0y? 0z

Ao cos(Wy> cos(wt — kz) — k* Ao cos(ﬂ—y) cos(wt — kz)
a

Ao cos(%) cos(wt — kz)

NN
(V]
+
. =
[ V)
~

0?A,  9PA, TY 2 ;
et T + 2 = aAo 5111(7) cos(wt — kz) — k"aAo s1n(—) cos(wt — kz)

7.8 a) L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit Tt E = —aa—f. En lui appliquant le rotationnel, on obtient :
rot(rot F) = 5 rot B = 5 <’u0€08t) = *Mofow

ou 'on a utilisé ’équation de Maxwell-Ampeére dans le vide. Ainsi, a = —puoeo.

7.8 b) Grace & la formule du double rotationnel, on obtient : rot(rot E) = grad(div E) - RE. Or, d’apres

1 .
avec o = pogp dou c=
7.12 a) Le champ électrique n’a qu'une composante selon e, qui dépend de z et de 2.

Ainsi, le laplacien vectoriel s’écrit :

2= 0°By_, OB, . s . d’ s
AFE = W;’ey + W;ey = Ep cos(az)@(sm(wt — kz))ey + Eo sin(wt — kx)?(cos(az))ey
. _ 2 d’ _ 2 e AT 2 2\ 2 2\
avec @(sm(wt—kr)) = —k” sin(wt—kx) et @(cos(az)) = —a” cos(az). Ainsi, AE = (—k"—a”)E = —(k"+a") E.
. 0 2 — 2 3 " — 27
7.12b) Ona: o2 = Ej cos(az) 7 (sin(wt — kx))ey = —w” Eo cos(az) sin(wt — kxr)éey = —w L.

7.12 ¢) On utilise "équation de d’Alembert avec les deux termes calculés précédemment, on obtient :

2 2 2
w w N w
—(a2+k2)ﬁz——2ﬁ soit a2+k2:—2 d’ott k2=—2—a2.
c c c
2 2 2
w wie w 1
7.12 d) La relation de dispersion précédente se réécrit : S =55 donv, = =c—F—m—.
k w? — a k 1_ (&)2
w

La vitesse de phase v, dépend ici de la pulsation w : il y a donc dispersion.
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—

— E —
7.13 b) Avec Maxwell-Faraday, on a rot £ = %k sin(wt — kr)e, = —8—. Donc, B = Z—]: cos(wt — kr)eg.

- > o
7.13 ¢) Les vecteurs (k, E, B) sont respectivement colinéaires aux vecteurs (&, €9, €,) donc le champ est trans-
verse électromagnétique et forme un triedre direct.

7.14 a) Pour que cos(wt — kz) = 0, il faut que wt —kz = (2p+ 1)% avec p € Z et donc que z = %t —(2p+ 1)21]@
2 A
Or, dans le vide k = % = TW dott z =ct— (2p+ 1)1. La structure est analogue a une onde progressive selon z.

T T
7.14 b) Pour que sin(L) = 0, il faut que T _ qm avec q € Z et donc que x = ga. Ces plans sont indépendants
a a

du temps comme une onde stationnaire selon x.

7.15 d) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur 'axe x. Donc,

AE = A(exp[—j(kex + kyy + k=2)]) E, exp(jwt)ea
= [(=dke)® + (=iky)® + (i) exp[—j (ko + kyy + k=2)] Eq exp(jut)e7 = —k°E.

. c
dk T w v,

= - 2

E —
=0 Cos2(wt —ky)ez Neg = eocER cos® (wt — ky)e, avec ,uoeoc2 =1.
po  poc
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e0oE?  B? _ eoE? E?

7.17Db) On a Wem = 5 3o 5 cos®(wt — ky) + 2#00 3 cos®(wt — ky) = eoFg cos®(wt — ky), avec
HoEoC =
= E A E 2 — —> 2 —>
7.18a) Onall= = LQ cos’ (wt — kr)eg A&y = EOC; cos” (wt — kr)&; avec poeoc” = 1.
Ho HocCT T
E2 B2 2 2 2
7.18b) On a wem = 602 S0 820 5 cos”(wt — kr) + 2u:c2 5 cos” (wt — kr) = cos®(wt — kr), avec

. 2 ) )
goca 2 — 2 . —> gocCa 2 2 .
pP= // S— cos” (wt — kr) €, «r” sin(0) df dp &7 = // —— cos”(wt — kr)r®sin(6) do dy

T T

2 2 ™ 2w
= EO:Qa cos® (wt — kr)r? //sin(&) dodp = EO:Za cos? (wt — kr)r2/o sin(0) dt9/0 de.

La double intégrale donne 47, donc ’expression de la puissance est :

606&2
P =4r— cos® (wt — kr)r® = dregca® cos® (wt — kr).
r

7.19 a) Avec I’équation de Maxwell-Faraday, on a

N E. E §
rot £ = —&e_{—i— &e_; = —kFEy sin(B) sin(wt — kz)eg + EEO COS(E) cos(wt — kz)ez = —a—
0z ox a a a ot

7.19b) Ona
B_ENB_B& o gy FuBeg BB
Ho o Ho o
E271 o (7 9 N T x\ . [(Tx . N
= [f sin (—) cos”(wt — kz)ez — — cos(—) sm(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)ez]
to Le a aw a a
Eg o (mx\[1 . [7x 9 N s T . N
= sm(—) [f sm(—) cos”(wt — kz)e; — — cos(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)em} .
Ho al/lc a aw a
= E§ E,
7.19¢) Ona <H> = 2,ugc 1112(%)6_; = 8002 - 2(7)6_; avec poeoc” = 1.
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I[F'iche n° 8. Ondes électromagnétiques 11|

Réponses
8L &) i 02 ,
6d) ... (1+n?)
Bl D) non 4
S T oui E? e
) = BT a) et 0 o~%er
8.2 a) R o)
208) k= 7
8T D) et ]
3
8.2 D)t B= Py
— B, ?
PR 8.8 ;0 Re(n)es
—w HoC
8.2¢C) k=
X _ i W2 — w2
o 8.9 k= ——
8.38). i P ( + iw) ¢
P\
810 8) . .oeee e divE =
8.3 b -9 o OF
. ) ...................... 1wp _E - Slob) ................. rot B = pugvE + 25
i [ 2 ~ 10°E OF
84a)................ + 0= A0c).cooiiil AFE — —— e
a) avec oW 8.10 ¢) 2o~ Mg
S T ) [non |
8ADb) it +i— w2 — w?
S O 0 non
7w 811 C) e
84 C) i + 811 d) e oui
c
B2 a) . i oui
84 d) . +—
) c 812 Db) .o oui
8.58) 1 eee e v, = ¢ _ B 12C) et oui
1_ ‘Lz; 812 C) ot oui
w
B 12d) . i oui
w2
85b) ... vy =c 1—- 22 B 13 a) .ttt @
Wp
5 8 A3 D) i (a)
86a).....coviiiiiii. — cos?(wt — kz)e;
Hoc 81BC) et ()
2
8.6 D). nEQ &l 8ada)
2uoc
Ho BAAD) o
E2
8.6 C) .......... 502 0 (1 —+ n2) COSQ(wt — kz) 8.14 C) ..................................
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1 8
r+l1= t et 2
8.158) vt BI6d) ... 9 et 9
ny —rny =tne
EP? o (7
- 817 a) .. oo = Re(k: )
r= 7’”1 n 12 ) 2#0&} -
n n _—
8.15b) ... P —
__2m E["|r] 2
IR D) Re(kl)
1T 3 LA ) ‘E|2|°;|2 -
816 8) ... S Re(E>)
How
1 4
BB D) ot —et - k
3 3 BT C) v Ir|? et |t|? Re<2>
ky
8.16 ¢) L
C) -
2
Corrigés
8.1a) La premiére équation indique que @ et b doivent étre orthogonaux. Les deux équations suivantes
indiquent que @ et € sont orthogonaux et de méme pour b et T
8.1 b) Les trois vecteurs doivent étre orthogonaux et le sens de € doit respecter la régle de la main droite, ce
qui n’est pas le cas ici.
8.1 ¢) Les vecteurs @ et b doivent étre colinéaires et orthogonaux a €.
E o 0E -
8.2 a) Ona%—?ziwﬁe %Z;:—EQE
3 R 370 =
8.2 b) On peut écrire at; = —iw’E et 882? = —ik*E
827 27
8.2 c) On a Sz =Y E
8.3 a) En régime sinusoidal forcé, I’équation de conservation de la charge devient, en tenant compte de la loi

d’Ohm locale, s’écrit iwp + gdivE = 0. Avec I'équation de Maxwell-Gauss, on a p (E% + iw).
= —\&o
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1
8.4 a) Siw <K = K wyp, alors :
T
2 2 2 2 2 2
w W, T w Wy, T W, T
=2 f1pi—e T | T BTy :
- c2 [ —HwT(lin)} c2 w c? W=l fow
(1+i)? 1+i 1+i

,on en déduit k =+

V2

8.4 b) Si - €K w < wy, alors :
kz—w—2 1+ wir? N 2 i wp T2 W 7&2,
- c? T(l—iwT) c? —iw? 72 c? w?
w 2
Il vient ainsi kK = +i— —1+—§
w

8.5 a) Si w > wp, alors k% > 0 : le nombre d’onde est réel. On a k" =0 et k' =

Le champ en notation réelle a pour expression : E = FEy cos (wt —K z) €2. L’onde est progressive et sa vitesse de

phase vaut :

w C
Ve = T :
_@
w2

d
&Y En dérivant la relation de dispersion, on obtient :

8.5 b) La vitesse de groupe est définie par vy, = -
K w2
vg = ¢ —=c — w—g
= FEAB nE;
8.6 a) Onalf= 22 _ nE0 cos® (wt — kz)e2
o o
= ’I’LE2 2 —> nEg —
8.6 b)  On peut écrire <H> = <cos (wt — kz)>ez =—
Loc 2uoc
ek* B eoBy | n’E§ 2 22 2
8.6 = — = t—kz) = 1 t—k
c) On a wenm 3 5 ( 5 Si0c cos” (w ) 5 ( +n )cos w z)
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2 2
8.6 d) On peut écrire (wen) = 2 (1 + n2)<0052(wt — kz)> = Eofo (1 + n2).

2
8.7 a) On a
— EAB 2 x
H:E/\B By ef%[cos(wtff)sincutf )Jrcos (wtff)}e_;
Ho Howd 1) ")
= Eg _2z
donc <H> = Si0wd 3 ey.

A E. . E,?
8.8 On a <ﬁ> = — Re (Egel(wtkz)e—;/\ n()el(wtkz)e—y»> _ : Re(|E0|2 ﬁe—;) _ % Re(n)e‘z’

C

=1
2

[0

— 8 —
8.9 Le laplacien AFE se réduit ici & —. La dérivée partielle de E par rapport a z vaut —k~ E. La dérivée

0z

partielle de £ par rapport a t vaut —w? E. La dérivée partielle 8—7 vaut iwa F.

2 2 2
. o 2 1 27 . = ne =1 2 ne 2 ne 1 =3
Il vient ainsi : —k" E+ S w” E =iwapo £ = ——auo E. En posant w, = — apoc” = — a — et avec E non
c m m m ~ €o
nul, on obtient :

10E
c2 ot

— — -
8.10 a) Les équations de Maxwell s’écrivent div E = 0 et rot B = uoyE +

= —AE. On peut alors écrire

rot (ol B) —EE(‘%) — 9t B) = gt(,mE’+ ! 8E>.

Qo
-
(=]
(@]
a
@)
]
[e}
k)
o
=.
5
@
®
@
]
@]
t+
V]
=9
@]
]
jm]
@,
]
3|
=
3|
=i
&
Il
(0]
~
Q; l
Q.
A
e
<
=
|
>
=

ot ot e ot
Donc, AF — Clza;f = oy 8?
811a)ona dlvﬁ_(g‘f‘7&0 ...........................................................................................................
8.11b) OnatotE =0 # —%—Jf.
8.11 ¢) On peut écrire rot B = _wcfjo cos(wt — kz)e, et ,uoe()%—zf = wcfjo cos(wt — kz)ez.

8.11 d) onadivB=28_y
Ox
8.12 a) OnadwE:a—E—O
Ox
8.12 b) On peut écrire rot E = —kEp expli(wt — kz)]ey, et il —kEo expli(wt — k2)]ey
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= WwE N E  wE . ,
8.12¢) OnarotB = WCQO expli(wt — kz)]es et MOEO% = % expli(wt — kz)]es.
- B
8.12 d) Onadlvﬁz%zo.

8.14 ¢) Lanorme de E est une fonction sinusoidale de ¢. Elle décroit exponentiellement avec x mais en présentant
des oscillations.

8.15 a) La continuité du champ électrique impose

Ei(O, t) + E’)T(O, t) = Et(O, t) donc E cos(wt) 4+ rEq cos(wt) = tEq cos(wt) donc 1+r=t.

La continuité du champ magnétique impose

§¢(0, t)+ ET(O,t) =B, (0,t) donc TL1CEo cos(wt) — anEO cos(wt) = thCEO cos(wt) donc mni1 —rny = tne.

8.15 b) On déduit de la question précédente

ni —rny = tng = ng + N2 donc  ny —ng =r(n +n2) donc p=m_" M2
n1 + ng
ot + 2
t=1+r:n1 n2+n1—n2: mo
ni + ng n1 + n2
8.16 a) Dans le vide, A1 = 2m et dans le plasma, A2 = 4m.
E, 1 E 4
8.16 b) On lit la fi =—=cett="=-.
) n lit sur la figure r B3 e B3
8.16 ¢) On peut écrire
1- 1 1
r= 1+Z§ :5 donc 3—3ns=1+no donc 2 =4ns donc nz:i'
On peut aussi écrire
=2 =% 4 6=d+4 d L
= == onc = n onc ng = =.
T+ns 3 ? )
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2110 - 210 - 20w
ey B
On en déduit <H> = 20w (51)
..... _} E22_} ................... E2t2 ...... _) ........................................................
8.17b) On cerit (HJ:JELJS Re(1) t<nt>:% (F2)
2 2 ky
8.17¢c) OnaR=|r|"etT =t Re(k).
5y
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: = 5 : =
Réponses
P o =
0.1 b) oo oo °
™ h
...................... ; 9.8a). i |/
9.1c¢) ’nalrxh—i—neauxH‘ a) o s
9.1d) ..o ]1><h+neau><H\ o5ty % h
9.2 8) it nxe e Ao sin 6y
9.2b) .. Ix (AA —€)|  9.8C).ieiiieiii
9:2¢) i ’AA’—F(n—l)e‘ 9.8d) .o §—etan92
9.38). it ABsin(a)
9.8 €) ..t ®)
9.3D) . —ABsin(«)
4m h 1 e
0.40) 9.8 oo (omrt (1) o)
0.4b) ——
9.8¢g). . — e it
0.4 K s a)
9.4 d). o 9.8 1) oot @
9.5a) i t
%) @e @ 9.9a) . i ije(n—l)
0
9.5 D) o
) © -
9.9D) i 7
9.68) . i @ et @ cos 72
9.9 C) .......................... 1112 COS(91 - 92)
9.6 D) i () ’ ‘
2t e
9.6 C) it njasina 9.9d)...oooninnn Ao cos Oy (n — cos(61 — 62))
9.6 d) ..t ] 0.9€). it ©
9.6¢€e)...... naa sin
) 9.9f) ... i—ﬂe(n cos 03 — cosby)
9.6 10) ... ’ nysint; = ngsinis ‘ 0
9.10 a). i 2
9.7 a) i @ et @ ) [21]
900 D). oo
2m e
9.7Dh) i T ((SA") +d+ L0 C) e
) /\0(( ) e) 9.10 ¢) o3 0y
2
9.7 C) e T(SA) +d+mne) | 910 ). oee i m_nme o
Ao Ag cos by
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911 a).....i (Af=10x10"Hz|  9.12e)........... ®)

9.11b). ..o ‘Af =1,0x 107 Hz‘ 912 1) non
—10
9001 ¢) oo =45 10°ps]  91BA) 1,00 x 107 1°W |
—10
T @ D puis (3] 18D 17,50 x 10710 W |
T - 9.13C) i 6,67 x 1077 W
9.12a) ..o K1Sg——si (2 7)
X 0o VT | g gy

9.12 b) ..................................... @ 9.13 e) ....................... 3,38 X 10716(]

K2 52 T T
9.12d)............. 87+ —sin(4r]) .13 ) oo oo
) 27 in T &) @
Corrigés
9.1 a) L’air a pour indice optique mair. Du point S au point I, le rayon lumineux parcourt la distance h.
9.1 b) L’eau a pour indice optique neau. Du point I au point F, le rayon lumineux parcourt la distance H.

9.2 b) L’indice optique du vide est égal & 1. De plus, & la distance totale AA’, il faut retrancher I’épaisseur e

de la lentille pour obtenir la distance géométrique parcourue par le rayon lumineux dans 'air.
9.2 ¢) Les chemins optiques se somment : (AA") =n x e+ 1 x (AA" —e) = AA" + (n — 1)e. Cette expression
est valable quel que soit le rayon issu de A et arrivant en A’ puisque les points A et A’ sont conjugués !

9.3 a) En décomposant le chemin optique de la source S jusqu’au point A, la différence de chemin optique

demandée s’écrit : (SA) — (SB) = (SH) + (HA) — (SB). Par ailleurs, le plan passant par H et B étant une surface
d’onde issu de S, il vient : (SA) — (SB) = (HA). Dans 'air, cela donne : (SA) — (SB) = HA = ABsin(«).
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9.4 a)

En vertu du théoréme de Malus, les rayons en aval de la lentille sont
paralléles & l'axe optique. En amont, les surfaces d’ondes sont des
cercles concentriques centrés sur un point (lui aussi en amont), qui

y
est donc le conjugué d’une image a l'infini sur ’axe optique, & savoir F\\ 0 P "
Y

le foyer principal objet. Ainsi, £1 est convergente.

9.4 b)
Lo
A
Les surfaces d’onde permettent de voir qu’il y a conjugaison entre un g
objet réel et une image réelle (de méme taille, et renversée) : Lo est \\ ok
donc nécessairement convergente. F 0 "
B?
\
9.4 ¢)
L3
Les surfaces d’onde incidentes sont des cercles concentriques centrés 1
sur un point en aval de la lentille. De plus, en vertu du théoréme de \\ > _
Malus, les rayons émergents sont paralleles a ’axe optique. Le point
en question est donc le foyer objet de la lentille, situé aprés son centre P O F
optique : L3 est donc divergente. /—>—
A
9.4 d)
Ly
A
En vertu du théoréme de Malus, les rayons incidents, paralleles entre
eux, proviennent d’un objet & l'infini, qui est conjugué par la lentille
d’un point hors de ’axe optique : il s’agit d’un foyer image secondaire, >
situé apres le centre optique. L4 est donc convergente. F\\ 9 F’
Y
9.5 a) Les rayons incidents étant paralléles & ’axe optique, d’apres le théoréme de Malus, les surfaces d’onde
sont perpendiculaires a ’axe optique.
9.5 b) Tout se passe comme si F' était une source ponctuelle émettant une onde sphérique : les surfaces d’onde
sont donc des cercles concentriques centrés sur F'.
9.6 a) Le point Hi est le projeté orthogonal de I2 : d’apres le théoréeme de Malus, ils se situent donc sur la

méme surface d’onde. De méme, H et I; appartiennent & un méme front d’onde issu de Mo (principe du retour
inverse de la lumiere).

9.6 b) On voit sur le schéma que i1 + (g — a) = g d’ou directement o = 41.
. . HiL y .
9.6 ¢) Dans le triangle H1I1I3, on a sina = . De plus, (H11;) = niH1I;, dou (Hi11;) = niasina.
a
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9.6 d)
. . IH, N .
9.6 e) Dans le triangle HzI1I2, on a sin 8 = Pt De plus, (IoH2) = n2loHa, d’ou (IoH2) = neasin 5.
9.6 f) Les chemins optiques (HiIy) et (IoH2) étant identiques, on retrouve la loi de la réfraction de Snell-
Descartes : n1sin4; = no sinis.
9.7 a) L’indice de la lame étant différent de celui de I’air, C et C’ ne sont pas sur la méme surface d’onde.
/ 2 ! 2 ! 2 ! i 2 ! ! 2 !
9.7b) Ona¢(C)=2(SC") = T5(SA) + S (A'B) + “-(B'C) = S5 ((SA)) +d +e)
)\0 Ao )\0 >\0 A0
2 2 2 2 2
9.7¢) Ona ¢(C) = 2(SC) = 25(SA) + =L (AB) + 25(BC) = 25((SA) + d + ne).
Ao )\0 Ao >\0 )\O
9.7 d) Les points A et A" appartenant & la méme surface d’onde, les chemins optiques (SA) et (SA/) sont égaux
donc le déphasage est A¢ = i—ﬂ-(n —1e.
0
D’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, au niveau du point d’incidence A, ’angle réfléchi est

9.8 a)
égal a I’angle incident en valeur absolu. Le triangle SAM est donc un triangle isocéle qu’on peut subdiviser en deux
triangles rectangles. Ainsi, en se plagant dans celui d’hypoténuse SA et de c6té h/2, le chemin optique (SA) est tel

h h

que
(SA) = nair X SA =1 x oo = oo -
2t h T _h
donc la ph A)=+ o '
onc la phase ¢1(A) Ao 2sinf; o sin6;

4 h
A() 2 sin 91

Le chemin optique (AM) est égal au chemin optique (SA), ainsi (SM) = 2x (SA). Donc, avec le déphasage
= 2 _h T
o )\() sin 01 '

induit par la réflexion, la phase est telle que ¢1 (M) =2 X ¢1(A) + 7 =

9.8 ¢)
tan 6o = %/2 donc BD = 2etanfs.
98 d ) ...... La dlstanceEB est teue que EB : . h - ZBD : ]; . _ e tan 02 ..........................................................
9:8) B se placant dans lo triangle rectangle SB, lo chemin optiaue (S8) st tel ave
(SB) = mair x SB =1 sililzl - 2si’1:1 0, e:ii%? - 251’111 0, co:;insiej& - 251}111 0, nccfs 02
donc la phase ¢2(B) = i—z (251’;91 — nc§s 02).

343
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9.8 f) En se placant dans le triangle rectangle d’hypoténuse BC, le chemin optique (BC) est tel que

ne
BC) = BC = .
(BC) =n x BC p—y
Le chemin optique (SC) est donc tel que
h e ne h 1 e
= (SB BC) = — = - = .
(SC) = (SB) + (BC) 2sinf;  ncosfs + cosfy  2sinf, + (n n) cos 0

Le chemin optique (SM) est égal au double de (SC). Ainsi la phase est ¢2(M) = i—ﬂ (2s'h 7 + (n — l) 00:9 )
0 11 01 n 5 U2

A¢:¢2(M)—¢1(M):4j< h +(n_l) e ) n b _dr e (n_l)_ﬂ_

n/ cosfs _/\702sin91_ _)\T)coseg

S R
Ao cos 02 Ao /1 —sin2 6,

n
Or, d’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, il vient que

e(n? -1
A¢:(n_l):ézggjggg(n_l)_W:éﬁglgggl,_w
n Ao v/n2 —sin? 6, Ao v/n2 —sin? 6

2 2 2 2 2
Ad = ¢(N) — ¢(M) = =Z((SM) — (SN)) = “L(nlyIp — HyHa) = L (ne +d —e) — “2d = “Ze(n —1).
)\0 )\0 )\0 )\0 )\0
9.9 b) Dans le triangle rectangle d’hypoténuse 1112, on a cosfz = %.
1l
9.9 ¢) On identifie un triangle rectangle I1IsH3 d’hypoténuse 1112 avec un angle 61 — 62 de coté adjacent HiHs.

11 vient que HiHy = 115 cos(61 — 02).
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9.9 d) Les chemins optiques (SI;) et (SH;), ainsi que (I2N) et (H2M) sont égaux, on peut donc écrire

2 2
A¢ = 9(N) = (M) = T((SM) — (SN)) = 3" (nhi > — HiHz).
En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a
A¢p = 21(77,1 I — Lilz cos(61 — 02)) = m_c (n — cos(01 — 62))
= 3o Phle =Ll 1 2)) = %, cos by 1 2)).
9.9 e) En utilisant 'identité trigonométrique, il vient que cos(61 — 02) = cos 01 cos 02 + sin 01 sin f2. De plus, la

loi de Snell-Descartes de la réfraction nous permet d’écrire cos(61 — 02) = cos 61 cos 02 + nsin’ 0-. Enfin, en utilisant
I'identité trigonométrique 1 = sin® 6 + cos® 02, il vient que

cos(01 — 02) = cos By coslz +n — ncos? B,

9.9 f) En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a
2T e 2 e 2
A¢p = o 050 (n —cos(61 — 62)) = o 050 (n — cos 01 cos O3 —n + cos 02)
2
= )\7: c0:92 (— cos @ cos 0y + n cos> 02).

2
Donc, A¢p = /\—ﬂe(n cosfz — cosBy).
0

9.10 a) Lerayon est d’abord réfléchi par la lame semi-réfléchissante. L’indice de réfraction de la lame est supérieur
a celui de lair, il y a donc un déphasage de w. Puis, le rayon est réfléchi par le miroir et est donc, de nouveau,
déphasé de .

9.10 b) Le rayon passe une premicére fois dans la lame, puis est réfléchi par Ms : le rayon est déphasé de 7. 11

traverse une deuxiéme fois la lame et est réfléchi une seconde fois par la lame. Dans ce cas, le milieu de propagation
du rayon incident est le plus réfringent : il n’y a pas de déphasage supplémentaire.

9.10 d) Le rayon réfléchi par M; traverse la lame entre I et Is aprés la réflexion par M;. Le rayon réfléchi par

Mo, traverse la lame entre I et Iz avant la réflexion par Ma, puis entre I et I; apres la réflexion par Mz, puis entre
I1 et Is. En tenant compte du déphasage di au réflexion, et comme I;11s = 1113, il vient que

47 ne

2
0

A= 25 (3nkl) + 7 - ii(nmg +om) = ilnhb -

0 0 )\0 COS 92

9.11 b) Attention & la conversion des microsecondes en seconde : on a 1ps = 1 x 107 %s.

AN Af AN 1 ) \?

9.11 ¢) La relation ~ = —= se réécrit — = —, soit 7. = AN

f A T f

820 x 10~ m)”
( )

T 3x10°m-s I x50x 10 °m

. Ainsi, on a :

=45 x 107" s = 45 x 10° ps.
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9.11 d) Une source posséde une cohérence temporelle d’autant plus forte que le temps de cohérence est long
(trains d’onde avec une durée importante). Parmi les trois sources, c’est le laser qui posséde la meilleure cohérence
temporelle. La source de lumiére blanche munie du filtre posséde la moins bonne cohérence temporelle.

9.12 a) La tension uy vérifie

ur = K1(s(t)) = ﬁ /OT s(t)dt = ? /(: So cos(wt) dt = @ |:sm(wt)}

T T
1 T
= KISOE sin(wT) = KlSO% sin(27r%).

T
9.12 b) La valeur maximale de la fonction sin <27r%) est 1, donc la valeur maximale de u; est K1.S50—.

2rT

T
9.12 ¢) La valeur maximale du signal u; est K1S9——. Ce signal est exploitable lorsque

2rT
T K1 So . T . 100
K —_— t T> — t < —.
190507 Z Zrxi00 O oo Ot s
. . . . . 100 11
Ainsi la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A est f = Tx107s =1x 10" Hz = 100 GHz.
X S

9.12 d) La tension ug vérifie

T 2 T 2 T T
ug = K2<52(t)> = ﬁ/ s2(t)dt = %/ cos® (wt) dt = sto (/ dt —l—/ cos(2wt) dt)
0 0 0

T T 0

_ K»S§ T . T
27 <T+47rsm<47rT))'

2
9.12 f) La valeur maximale du signal uz est K22 5o (7‘ + 45) Ce signal est exploitable lorsque
T 0

S K,S532
2

T
soit KSe— >0 soit f < +oo.
8T

K>S3 ( T )
P
2T a7
Ainsi, théoriquement, il n’y a pas de limite & la fréquence du signal exploitable par le capteur B.
Iobs 1 3 X 10711 A
51 0,3A-W!

9.13d) Ona Emini = Pmin1 X7 =1,00x10"""W x2,00x10""s=2,00x10"""1J.

9.13a) Ona Puni = =1,00 x 107"°W.

9.13 g) Le nombre minimal de photons regus par une photodiode Npin vérifie Nmin = T =
Ail’lSi, on a Npin 1 = 47, Nmin 2 = 935 et Npin 3 = 1104.
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Réponses
—b b B " —
10.1 a).. |cos(a) cos(b) = cos(a = b) J2rcos(a +9) 106 2) k(@' —2)
10.6 D) et (a)
1 2
10.1b) et cos’a = L+ cos(2a) —
2 106 C)evvrnieei e w(t—1t")
1-— 2
10.1¢) e sin? g = C;S( a) 106 d) oo ()
" 10.78) i
2
101d) ..o sin(a) cos(a) = 5111(2 @) ©
107 D)o
10.28) 0o cos(wt — kx)
10.7C) o
10.2D) .o —sin(wt — kx)
108 8) oot M)
10.2 C) ..................................... @ 10.8 b) .................................
103 8) 0 e 2 10.8¢C)vvvviii
w1
b) 7@ 10.8 d) .
10.3 D). .
105 S 10:8e)
B0 —
wo 10.9a). ..o asin(6,)
10.3 d) et . [0]
10.9D) e arctan E/
T f2
1003 €) vt -
w1 nay
1019 C) oo =
S? 2
103 6) v >
/
— A
- 1009 d) e i
1003 8) oot - na
w2
- 10.9€) conii e )
S
103 h) .o =
) 2 1010 02) vt (a)
10:48).oenniii [Ltcos(Eei Fe2)| 1010 B e (n—1)ay
1044 B) oo 10100 o
yr A0C) e - Ta
1004 C) oo 5
1020 d) ..ot ®)
2
104d)...ooiii 5 ( + COS((,DQ)) 10.11 a) e
Al a) oo cos(0)
105 o (©)
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10.11 b) .............................. 2e tan(ﬁ) 10.14 a) ........................... ¢
vy — 12
10.11C) e IK sin(0)
1014 b) .o 6,00 x 10" Hz
1 — cos?(0)
1011 d) o 2e— 10.14€) oo ” jy
1 2
1011 €) e 2ne cos(0) 1004d). 6.00 x 101 Hz
LOL£) v (O] 10.140) . eieeeii 599.8 nm
1012 8) i ()| 10146 ..o 600,2nm
2¢ sin2i 10.15 a) .................................... @
10.12b) . o503
1015 D)oo ()
(&
10.12C) i
c) cos(4) 1015 C) et (©
1012 d) e 2ne cos(i) 10,16 8) oo £ tan(6)
1012 €) e (© 10.16 D) oo 1555,2
10.138) o 1,0x 107 's 10,16 C) oo ()
10.13 D) i 2,2x 107 'm 1016 d) .o (a)
1013 C) e 2,6 x 107371 1016 €) . 8,22 mm
1013 d) covnieiee i ]9,5 x 1073 m™! \ 1016 £) oot @
10.13€) oo 1,9rad -s™* 1016 Q).
10,13 €)oo, ’ 1,3x 10 %rad -m~! ‘ 1016 h) ..o
348 Réponses et corrigés



Corrigés

10.1 a) Si on somme les relations (1) et (2), il vient que

cos(a — b) + cos(a + b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = 2 cos(a) cos(b).

- b
Donc, cos(a) cos(b) = cos(a — b) 4 cos(a + )

s(x,t) = So cos(wt — kx) + So cos(wt — kx + ¢) = So (cos(wt — kx) + cos(wt — kx + cp))
=S (cos(wt — kx) + cos(wt — kx) cos(yp) — sin(wt — kx) sin(cp))
=S (cos(wt — kx) (1 + cos(ap)) — sin(wt — kz) sin(w))
= So( f(z,t) (1+ cos(p)) + g(x,t) sin(p) ).
Par identification, on a f(z,t) = cos(wt — kz) et g(z,t) = — sin(wt — kx).

10.2 ¢) La fonction s(z,t) s’annule si, et seulement si,

2
10.3 a) La pulsation du signal s1(t) = S cos(wit — k1) est w1 donc sa période est T1 = .
1
10.3b) Ona
LM Faz)dt = ~ -8 k)|
) = — t— t=— S |sin(wit —
(s1(t)) ), cos(w1 1) oS [sm(wl 1) .
1 . . 1 . .
= ;}—;w—lsl(sm(wlTl — kiz) — sin(—kix)) = %51(5111(2# — kiz) — sin(—k1z)).
Comme sin(2m — kiz) = sin(—k1z), on voit que (s1(¢)) = 0.
10.3d) Ona
1 [T 11 Tz
<82(t)> = — Sa Sin((JJQt — kox + (pg) dt = ———95> COS(th — kox + @2):|
Ts Jo T> w2 0
1 1
= 7%;SQ(COS(W2TQ — kox + @2) — cos(—kaz + p2)) = *%SQ(COS(ZN — kox + @2) — cos(—kax + 2)).
2

Comme cos(2m — kax + p2) = cos(—kzx + p2), on voit que (s2(t)) = 0.
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10.3 ¢) Le signal fi(t) = s1(t) = S; cos”(wit — kiz). Or, on a

— 1 2
cos(a) cos(a) = cos(a — a) er cos(a + a) donc cos®(a) = Jr(:%(a).
2 2
Donc, fi(t) = % + % cos(2wit — 2k1x).
2
Ainsi, la pulsation du signal f1(t) est 2w1 donc sa période est T3 = % = wl
1 1
10.3f) Ona
1 T3 @2 2 1 52 T3 T3
(f1(t)) = T /0 % + % cos(2wit — 2k1x) dt = ?3% (/0 dt + /0 cos(2wit — 2kix) dt
1S} 1 1S} 1
= f&% ([t 0T3 + ﬂ[sin(let — 2k1x) 0T3) = E% (T3 + Tm(sin(Zwng — 2k1x) — sin(—lex)))
2
= % (1 + %%wl(sin(%r — 2k1z) — sin(f2k1x))).
S2
Comme sin(2m — 2k1x) = sin(—2k;z), on voit que (f1(t)) = ?1

10.3 g) Le signal fo(t) = s3(t) = S5 sin®(wat — kaz + 2). Or, on a

—qaq) — 1—
sin(a) sin(a) = cos(a — a) 3 cos(a + a) donc sin®a = w.
53 53
Donc, fa2(t) = -5 "5 cos(2wat — 2kax + 2¢2).
- . . L. 2r s
Ainsi, la pulsation du signal f2(t) est 2wz donc sa période est Ty = 5 = —.
w2 w2

1 Ty SQ SQ 1 SQ Ty Ty
(Falt)) = T/ % 5 con(aunt — 2o + 202) dt = 12 (/ dt —/ cos(2wat — 2kaw + 2@2)dt>
1 Jo 4 0 0

153 Ty 1 7. Ty
= T2 ([t] 0 " 3 {sm(szt — 2kox + 2(,02)} .

153 1, .
=T <T4 — m(sm(&mﬂ; — 2kox + 2¢2) — sin(—2kox + 2@2)))
_ %

2

(1 — gi(sin(27r — 2kax + 2¢p2) — sin(—2kox + 2@2))).
T 2w2

10.4a) Ona
<[cos(w0t + 1) + cos(wot + @2)]2>
= ([cos(wot + ¢1)] + 2 cos(wot + 1) cos(wot + 2) + [cos(wot + ¢2)]?)

_ <cos(0) + cos(2wot + 2¢p1) > N <2cos(<p1 — 2) + cos(2wot + 1 + ¢2) > n <cos(0) + cos(2wot + 2¢p2) >
N 2 2

1 1
:§+0+cos(<p17g02)+0+5+0:1+cos(:|:g01:|:<p2).
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10.4b) Ona
< [A cos(3wot + 1) + A cos(wot + ¢2)] >
< [A cos(3wot + ©1)]° + 2A% cos(3wot + ¢1) cos(wot + p2) + [A cos(wot + (pg)]Q>
<A2 cos(0) + Cosgﬁiwot + 2¢1) > n <2A2 cos(2wot + p1 — 2) er cos(dwot + p1 + 2) >

n <A2 cos(0) + cos(2wot + 2¢2) >

2

:AQ{%+0+0+0+%+0} =A%
10.4c) Ona
<[A cos(42wot + 1) + B sin(43wot + @2)]2>
= <[A cos(42wot + ¢1)]? + 2AB cos(42wot + @1) sin(43wot + @2) + [Bsin(43wot + @2)]2>

<A2 cos(0) + cos(84wot + 2¢1) > n <2AB sin(wot — 1 + ¢2) + sin(85wot + @1 + ¢2) >
2 2

n <BQ cos(0) — cos(86wot + 2¢2) >

2
A? B? A® 4+ B?
[2 +0+0+0+2—0} ===
10.4d) Ona
A A 2
< [Z sin(%t + gao) +5 Sin(%t + 2<p0)] >
A 2 A2 A 2
= < 7 sin(%t + (,00)} + T sin(%t + o) sin(%t + 2¢0) + [5 sin(%t + 24,00)} >
2 cos(0) — cos(wot + 2¢0) A? cos(po) — cos(wt + 3p0) A? cos(0) — cos(wot + 4¢o)
“\16 2 T 2 \T 2

A? A? A? A% 1 A® (5
= {2 -0+ 5 cos(po) — 0+ e O] 5 (Z + cos(po) + 1) =5 (1 + cos(goo)).

10,0 x 10W -m™2 —1,00MW -m~2 1,00 x 10°W-m=2 — 1,00 x 10° W - m~
° Pour(a)7 onaC = 5 — — = = — 5 —082
10,0 x 10° W -m™= + 1,00 MW - m 1,00 x 10 W-m™= 41,00 x 10° W -
) -2 e — 5 -2 4
o Pour @7 onaC = 660 mW mm_2 0,220 kW dm_ 6,60 x 1O5W m_2 2,20 x 104W m_ — 935,
660mW - mm~2 4+ 0,220kW -dm™2 6,60 x 10°W -m™2 42,20 x 10* W -
) -2 =2 347 . _ —2
e Pour (@7 onaC — 5,00 mW mmi2 2,00 mW Cm72 _ 5,00 x 103W mi2 200W-m™" —99.2.
500mW - mm™* + 2,00 mW - cm 5,00 x 10°W -m™~ 4+ 20,0 W - m
2 — MW - km 2 2 M2 _ a2
e Pour @7 onaC — 72,0pW - pm72 3,00 MW rni2 _ 72,0 W rni2 3,00 W 11172 — 92,0.
72,0pW - pm™~ 4+ 3,00 MW - km 72,0W -m™“+3,00W -m

10.6 b) Le déphasage Ay, entre deux positions successives est constant si k(zn — Zn41) =0 [27] = n27.

27 2T A

Autrement dit, on a Az, =n— =n
k 2

de fois la longueur d’onde de la vibration lumineuse sont en phases : réponse @

= nA. Pour un instant donné, les positions distantes d’un nombre entier
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10.6 d) Le déphasage A, entre deux instants successifs est constant si w(tn — tnt+1) = 0 [271] = n27.

2 2nT
Autrement dit, on a At,, = n—7T = nL
w 2

de fois la période de la vibration lumineuse sont en phase : réponse @

= n/I". Pour une position donnée, les instants séparés d’un nombre entier

10.7 b) Par lecture graphique, on constate qu’entre £ = —20 mm et x = +20 mm se trouve 3 interfranges.

Donc, on a i = 4’0% =1,3cm.
107° 1
10.7 ¢) Onaa:—_.Donc,a:%OX 0 mxiz’Om:48pm.
ni 1,0x 1,3 x 107" m

10.8a) OnaC(x)= (2 ) identifie done X — 2merD

a n a X ) = COS ; On 1aentine donc = naAA

j 1073 1 20 x 1073
10.8 ¢)  On a Amoy = %. Done, Aoy = 227X 10 7m XL;:HX 0,20 x 1077m _ ) 76 m.
2020y D 2 x (0,76.107°)% x 1,5

10.8 AN = 227 Done, AN = ’ "~ = 0,14 pm.

@ Ona naX = ORe T0x 020107 x 64102 ~ ldnm

10.9a) Onasin(6,) = SaH donc SeH = asin(f;).
a

10.9 b) A Il’aide du tracé en pointillé, on obtient un triangle avec : tan(6;) = 4. On en déduit 6, = arctan(%).
2

f3

10.9 ¢) On sait que dsm = Ls,im = nS2H = nasin(61). A Vordre 1, on a sin(61) = 61 et tan(6;) = 61 = ﬁ/

2
Donc, on a dsm = L‘/y.

2
/
10.9 d) En identifiant, on a : g = Jsnmt = nfzy. Donc : i = Lf?
i A A na

10.9 ¢) L’éclairement ne dépend que de la variable y, ainsi pour une valeur de y fixée ’éclairement doit étre
constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2 soit la réponse @

10.10 a) Dans linterférometre, un rayon est atténué par deux lames séparatrices, ainsi son éclairement en sortie
I’ est tel que I' = Iy/4. Donc son amplitude en sortie S’ est telle que S"? = 53/4, soit ' = Sp/2.

10.10 b) En considérant ! la distance parcourue par un rayon dans un des bras de l'interféromeétre de S jusqu’a
I’écran, la différence de marche entre les rayons passant par les deux bras de l'interférometre est

0 = nair(l — €) + ne — (nair(l—e') +ne') =l+n—-1De—1l—(n—-1)¢ =(n— 1)(e—e/> =(n—-1)ay.
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2 2
10.10 c) Le déphasage entre les deux rayons est Ap = )\—W(S = /\—W(n — 1)ay. Par identification, on a
0 0
y 27 . Ao
2l =T (n—1 d =20
™ o (n—1ay onc i = Da

10.10 d) L’éclairement ne dépend que de la variable y, ainsi pour une valeur de y fixée I’éclairement doit étre

constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2. Réponse @

e e e
10.11 a) Onacos(ﬁ)—ﬁ—J—K,donc,IJ—JK— S0
g .................................................................................................................
10.11 b) On a tan(f) = % =500 donc, IK = 2etan(f).
10.11 ¢) On asin(f) = %K ; donc, IH = IK sin(0)
10.11 d) On a IH = IKsin(f) = 2etan(f) sin(d) = 2e sin” (6) car tan(f) = sin(0) Or, sin”(#) = 1 — cos™(6)

’ - N 7 cos(6) " cos(f) T -

1 —cos*(0)

Donc, IH = 2¢e

10.11 e) On a dsm = L13 + Lyk — Lin = n(1J + JK — IH). En injectant les résultats précédents on obtient :

=n < __ 61_6082(9) _ 2me — cos® _ 2ne cos(6) = 2ne cos
Ssm = (QCOS(G) 2 cos(0) ) cos(0) [1 (1 (6))] 0)=2 (©)-

10.11 f) La différence de marche ne dépend que de la variable 6. Or 1'éclairement dépend de la différence de

marche (formule de Fresnel) donc ’éclairement dépend uniquement de la variable 0. Cela signifie que 1’on retrouve
une valeur fixée d’éclairement pour une valeur fixée de 6 ! Autrement dit, ’ensemble des points de méme éclairement
correspond & un cercle, conformément & ce qui est observé dans la figure 3. Réponse @

10.12 a) La rayon inférieur d’amplitude S” en M est réfléchi deux fois de plus que le rayon supérieur d’amplitude

S en M. Ainsi $' = r2S. Comme I’éclairement I est proportionnel au carré de 'amplitude, on a I’ = T et

1

5 BH
10.12 b) D’apres la loi de la réflexion, on a tan(i) = 2 et donc BE = 2etan(z). Par ailleurs, on a sin(i) = BE
d’ott BH = BEsin(¢). En injectant la premiére relation dans la seconde, il vient
2.
BH = 2etan() sin(i) = 2 oL
cos(4)
10.12 c) D’apres la loi de la réflexion, il vient cos(i) = —°_ On en déduit BD = — .
BD cos(i)
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10.12d) On a

dsm = LsaBpFM — LSABHCM
= (SA +nAB + nBD + nDE + EF + FM) — (SA + nAB + BH + HC 4+ CM).

Or, on a BD = DE, EF = HC et FM = CM donc

2

Ssm=2nBD —BH=2n—5_ — 250 1 _9p 2790 T 906 S L 9necos(i).
cos(%) cos(%) cos(1) cos(%)

10.12 e) Les franges d’interférences sont isophases, donc telles que dsm soit constant. Or dsm ne dépend que de

l’angle 7, donc les franges d’interférences coincident avec des cercles épais concentriques. Réponse @

10.13 a) On identifie la période ;—Wt = 60t donc T1 = %S =1,0x10""s.
1

10.13 b) On identifie la longueur d’onde ijx = 28z donc A\ = %m =22x10 'm
1
10.13 ¢) On identifie la fréquence 2nvot = (i — i) donc 12 = 1 (i - i)f1 =26x10"°s7"
: d =21 32 2T or\21 32 -
10.13 d) On identifie le nombre d’onde 2most = (E - i) donc 02 = 1 (l — i)m_1 =95x10°m™!
: =T T 12 2= \7 7 12 - '

10.13 e) Attention : le terme g correspond & la valeur de la phase du signal a l'origine (argument de la fonction

cosinus pour ¢t = 0 et = 0), il n’entre ni dans I’expression de la pulsation temporelle, ni dans celle de la pulsation
spatiale.

Ainsi, on identifie la pulsation temporelle wst = :%rt + 2—1‘/3 ; donc ws = 3% + 2i3rad s = 1,9rad - st
. . . . 2mvs 1,9 1 _9 1
10.13 f) On identifie la pulsation spatiale ksz = ——x; donc k3 = —————=rad-m~ =1,3x 10" "rad - m
5c 5x3x10
s . vy — V2 C
10.14 a) La période spatiale de cos (27r x) est telle que \ =
1— V2

A _
10.14 b) D’apres la figure, on a 5= 0,500 0mm donc A = 1,000 x 10 ®m. Or, on a vu que A = » ¢ > Donc,
1— V2
8 -1
Av="ES= 3“07‘“; — 3,000 x 10"! Hz.
A 1,000 X 107° m
10.14 c¢) La période spatiale de cos (27r vt v x) est telle que X = S
c vy + 12
10.14 d) D’aprés la figure, on a 8\ = 2,400 pm donc A = 3,000 x 107" m. Or, on a vu que \' = > Jcrzz Donc,
1 2

c 3x10%m-s7!
T2V 2x3,000%x 107" m

= 5,000 x 10** Hz.

A
10.14 e) En sommant 2vy et Av, il vient que 2v9 + Av =v1 +v2 + 11 — v2 = 2v1, donc v1 = v + 71/ et donc

_ 3 X 108 m - S_l
Y1 5,00 x 10 Hz + M

[ o
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A
10.14 f) En soustrayant Av a 2uvp, il vient que 2vy — Av = v1 + v — v1 + v2 = 212, donc ve = vy — TU et donc

< 3%x10%8m-s7!

= 1
Vs 5,00 x 10" Hz — 3:00x 210 Hz

10.15 a) La figure est dans le plan (2Oz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction paralléle a 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée y (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée z.
De maniére analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

10.15 b) La figure est dans le plan (yOz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction paralléle & 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée z (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée y.

De maniére analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

10.15 c¢) La figure est dans le plan (20y). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges
circulaires. Les ensembles de points d’éclairement constant sont définis pour une valeur constante de distance au
centre de la figure r = 1/y? + 22 issu du point O. Réponse @

10.16 a) On a tan(f) = % ; donc r = f" tan(6)
2necos(0)  2ne 2 x 1,00 x 500 x 107°
10.16 b) O =———~*=—>D = : = 1555,2.
) Onapo ) X oone po 6,43 x 107 ’

10.16 d) Lorsque 6 augmente, cos(f) diminue donc p diminue aussi. Le premier anneau brillant correspond au

premier entier de p plus petit que pg = 1555,2. Donc p; = 1555.

10.16 ¢) On ar; = f'tan(f;) = f'tan (arccos(gl—ni)) Donc,

-9
r1 = 50,0 x 10”2 tan | arccos 1555 x 643 x 10 —5 = 8,22 mm.
2 x 1,00 x 500 x 10

10.16 f) Pour voir le deuxiéme anneau brillant, il faut que 6 augmente encore donc que p diminue d’un entier :
on a donc p2 = 1554.

-9
ro = 50,0 X 10~ % tan| arccos 1554 x 643 x 10 —5 = 19,7mm.
2 x 1,00 x 500 x 10

10.16 h) On a p1o = 1555 — 9 = 1546 et 119 = f tan(610) = f' tan (arccos(‘nzlo)\)). Donc,
ne

-9
r10 = 50,0 X 10~ 2 tan <arccos< 1546 x 643 x 10 )) =

2 % 1,00 x 500 x 107

Réponses et corrigés 355



. o Ld Y
Réponses
11.0a). e, © 11.9a)................... (b)) 116a)...
11.16 b) ...l N-—1
11.1b).......... 2(1+cosf)| 11.9b)...... | 1200 traits/mm | ) v -1]
1116 ¢) v
11.1¢) e, () 1110 .o 1117 ) o
. 2 2
11.1 d) ......... 2(1 — cos 9) 11.11 a) ........ [14,10;24,50]
4
° 56.0° 11.17bh) .o -
112 8)0 e 1L11D).oe 129,17 56,07 ) N
11.11¢)......... [46,8°; 79,4°] z=pet
11.2Db)........... 4 cos® (2) 11.18 a)..... y = agsin(6)
11.11d) .o (©)
113 0). T . 11.18 b)....ooentt 0,534 pm
11.12a)......... 1 —cos®(p)
; 1118 ¢) e,
-2 v 1
11.3b) ........... 4 sin (2> 11.12b)....... 5 (1= cos(¢)) 1119 a). ..o (©
Aoy 1 |o1mazo . |2Io(1+cos(p) | 11.19b) ..o ©
(1-R)
- 11.13a). .o @] 11.19¢).................. ©
11.4b)............. A .
(1—R) 11.13Db) oo @] 11.19d) ... (©
11.58) o 2
a) 1113 €)oo ®]  11.208).r om
115 D), © A
1113 d) oo
11.5C) i 11.20b) ..o ga
11.6 oo LTLI4 s © ———
11.20¢)............ ¢y asin
1LTa) o 115 &) oo c)
: 1121 .o 1,69
17h) flg)—e?| 115D [1.69]
2 11.228) o 3m
11.7¢) o 11.15¢) i, N N
N K17
11.7d) ... f(p)=¢ 15 d) ® 11.22b) ..o,
11.8 ... 1,67 pm
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Corrigés

11.1a) Ona:Z, =1+¢’ = (1+cosh)+jsinb. Ainsi,
Z7 = (14 cos(0)) — jsin(f) = (1 + cos(—0)) +jsin(—0) =14 e

11.1¢) Ona:Z,=1—e "’ = (1—cos(—0)) — jsin(—0).
Ainsi, Z; = (1 — cos(—0)) + jsin(—6) = (1 — cos(0)) — jsin(f) =1 —&’.

11.4 (0) F = - — = - — = .
2) nass 1-Redv “1-Rev 1 + R? — R(e7i¥ +e¥) 1+ R? —2R(cosyp)

Or, cos p = 1 — 2sin®(p/2). Ainsi,

. 1 B 1 ! 1

22 T 1T R —2R(1 — 25in2(¢/2)) (1—R)? +4Rsin%(p/2) (1 —R)*1+ rees o sin®(/2)

Les valeurs k = 0 et k' = 0 sont les seules permettant de respecter ’ensemble de définition de 6’. Nous en déduisons
0 ={-6,6}.

Il y a donc deux éléments dans I’ensemble des solutions.

11.5b) Omn a6 € [—-90°0°]. Ainsi, § < —0. Le plus petit élément de ’ensemble des solutions est 6.

11.5 c¢) Le plus grand élément de 'ensemble des solutions est —6.

11.6 On sait que sin(¢') =sin(0) = 0’ =0+ 2kroud =7 —0+2k'm, aveck € Z et k' € Z.
Il existe une seule possibilité pour avoir une solution comprise dans l'intervalle [—90°,90°] . Nous en déduisons
¢ = {6}. Il y a qu’un élément dans ’ensemble des solutions.
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o e 1ol QHe/2 (die/2 e/ i .
11.7a) Onas(p)=1+e%+e" = T —ov = ooz \ omierz —aierz |- AMnst, s(p) =e m.
Nous en déduisons a = 3 et f(p) = e’

, , , N , L_oBie  Bie/2 [ g=Bie/2 _ Sie/2
je je 2jp 3jp 4jp je _ e
11.7¢c) Onas(p)=e (1+e +e7 +e te ) T—ov = aein \ ooz —aei?
3 sin(5§) ) 3
Ainsi, s(p) = ™7 . Nous en déduisons a =5 et f(p) =¥
sm(%) =

1mm 1x1073m
. = = =1 .
11.8 Onaa 600 traits 600 traits 67 pm

1yard 1 pied lyard  91,44cm
3 3x12  3x12

11.9 b) La linéature du réseau vaut n = 30 00_0 traits _ 30000 tralts’ soit m = 1200 traits/mm.
linch 25,4 mm

11.9a) On a lpied = , donc 1inch = 25,4 mm.

11.10 En observant ’ordre p = 1 sous émergence normale, on a § = 0.

On en déduit sin(f) = —1 x PO 546 1 nm = — OC0IAIS g6 1% 1070 m dion o = —19,1°,
1 mm 1 x107"m

11.11 a) Le spectre de la source diffracté dans Uordre 1 s’étale entre les angles : O™ tel que

600 traits

Sin(@") = 1 x 08
(6:™) 1x103m

x 404,7 x 10~ m donc 61" = 14,1°

et 07" tel que
max 600 traits
0 X

1x103m

x 690,7 x 107° m donc 6 = 24,5°.

11.11 b) Le spectre de la source diffracté dans 1'ordre 2 s’étale entre les angles 65" 2 tel que

sin(05"™) = 2 x M x 404,7 x 10~ m donc 5™ = 29,1°
1 x107°m
et 05" tel que
600 traits

X ————=— x 690,7 x 10~ m donc 65" = 56,0°.
1x10%m

11.11 ¢) Le spectre de la source diffracté dans I'ordre 3 s’étale entre les angles :

min

05" tel que )
sin(027) = 3 x OOOUAS 6 7 % 107 m done 65 = 46,8°
1x10°m
et 05" tel que )
sin(05'™) = 3 x M x 546,1 x 10~? m donc 0™ = 79,4°.
1x10°m

Pour les longueurs d’onde supérieures & 546,1 x 10~° m, 'angle de diffraction n’est pas défini. Les raies correspon-
dantes ne sont donc pas observables.
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11.11 d) Compte tenu des angles limites des spectres précédents, on constate un premier chevauchement des ordres

dés Pordre 2, pour les longueurs d’onde A telles que : 3 X n X A < 2 X n x 690,7 x 107, soit pour A < 460,5nm.
Ainsi, les trois premiéres raies du mercure diffractées dans 'ordre 3 se mélangent avec le spectre d’ordre 2. La bonne
réponse est la réponse @

11.12 b) Comme cos(yp) = COSQ(§> — sin2<f), on a sin2<g) = %(1 —cos(¢)).

11.12c) Ona

1-— 2 1— 1

=2l cos”(p) _ 210( cos(p))(1 + cos(yp)) _ a1,
1 — cos(p) (1 — cos(p))

Nous retrouvons la formule de Fresnel donnant I’expression de 'intensité pour un interférometre a deux ondes.

(1 + cos(p)).

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a: da = [Tg H'] —[HT4].
Notons par ailleurs que 6 et §’ sont deux angles positifs au vue de la conven- H T, )
tion adoptée. \\ g \9’
Nous retrouvons l'angle § au sommet Ty du triangle rectangle T1HTs. (1) H

Ainsi, [HT1] = asin(f) car 'indice optique est pris égal & 1. 9&
De la méme fagon, nous trouvons : [TgH'] = asin (0') (2) —
Conclusion : da = a(sin(@') — sin(@)). aI

11.13 b)

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a : |

op = —[HT:] — [T H']. aI

Notons par ailleurs que  est un angle positif alors que 8’ est négatif au vue T
de la convention adoptée. 9& fq
Nous retrouvons l’angle § au sommet Ty du triangle rectangle T1HTs. \
Ainsi, [HT1] = asin(#) car 'indice optique est pris égal & 1.
De la méme facon, nous trouvons : [TlH'] = asin<|0/|) = —asin (0') T2
Conclusion : ég = a(sin(@') — sin(@)). ) |
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11.13 ¢

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a : dc = [TQH/:I —[HT4]. ) To
Notons par ailleurs que 6 et ' sont négatifs au vue de la convention adoptée. / H
Nous retrouvons l'angle |f| au sommet T2 du triangle rectangle T1HTs. 9f H
Ainsi, [HT1] = asin(|0]) = —asin(0) car ll’indice optio/lue est pris égia,l al. T, '0/
De la méme fagon, nous trouvons : [TQH ] = asin(|9 \) =—a sin(@ )

. . _ . o / Yy
Conclusion : dc = a(sm(@) sm(@ )) al

11.13 d) ®
N
La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a : @) | ;
op = —[HT:] — [T:H']. To

(1)
Notons par ailleurs que 6 est un angle négatif alors que @ est positif au vue Of H / \’H/ \9/

de la convention adoptée. T,
Nous retrouvons l'angle |f| au sommet T2 du triangle rectangle T1HT5.

Ainsi, [HT1] = asin(|f]) = —asin(d) car l'indice optique est pris égal & 1.

De la méme facgon, nous trouvons : [TlH'] = g sin (0'). aI

Conclusion : dp = a(sin(@) — sin(@’)). |

11.14

Notons Hs le projeté orthogonal de O; sur le rayon in-
cident 2 et Ky le projeté orthogonal de O; sur le rayon
émergent 2.

En application du théoréme de Malus - Dupin, les chemins
optiques de moins l'infini jusqu’a O; sur le rayon 1 et de -
moins l'infini jusqu’a Ha sur le rayon 2 sont identiques. reseau O1 %

Il en est de méme pour les chemins optiques de O jusqu’a 'infini sur le rayon émergent 1 avec celui de K2 jusqu’a
Pinfini sur le rayon émergent 2.

La différence de marche du rayon 2 par rapport au rayon 1 vaut donc : da/1 = Mair[H202 + K202].
Compte tenu des angles sur la figure, on a : HoO9 = acos(g — 90> =sin(fp) et K202 = acos(g — 9) = sin(0).

On en déduit d2/1 = a(sin(6o) + sin(#)), soit la réponse @
11.15 a) La fonction sin(z) est 2m-périodique en z mais sin(z+m) = — sin(z), d’ott sin®(z+7) = sin”(z), montrant
que la fonction sin? () est m-périodique en z.
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N
11.15 d) La période de la fonction réseau est le p.p.c.m. des périodes des fonctions sin® (%) et sin? (7¢)’ soit

2
le p.p.c.m. de 27 et de ﬁﬂ La fonction réseau est donc 2m-périodique en variable ¢.

11.16 a) Quand ¢ — 0, la fonction réseau présente une forme indéterminée de type —. On léve cette indétermi-
nation en formant un développement limité du numérateur et du dénominateur a 'ordre 1.
N¢\ 2

Dot Ry (¢) ~ 2 = 1. La fonction réseau admet une limite finie en 0. On la prolonge par continuité en

N®
2

posant Ry (0) = 1. La fonction réseau est alors continue et dérivable sur tout R.

11.16 b) La fonction réseau s’annule pour sin(%) = 0 avec sin(%) # 0, soit pour % = gqm avec ¢ # 0 et

2
¢ # 2m. Sur lintervalle [0, 27] les zéros de la fonction réseau correspondent aux valeurs ¢ = qﬁﬁ, avec g entier

compris entre 1 et (N — 1), soit N — 1 valeurs par période.

réponse @

11.17 b) Plagons-nous autour du pic principal en ¢ = 0. Les premiers zéros autour de ¢ = 0 sont obtenus pour

2T . A
(b—:l:ﬁ d’on §¢p = N

11.18 a) L’équation y = ax + b est une modélisation de la relation agsin 6’ = pA.

Par identification, on trouve z = p et y = ag sin(#’).
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11.18 b) Afin de réaliser la régression linéaire, il est nécessaire d’établir le tableau suivant :

D -3 —2 —1 0 1 2 3
aosin(@) (en pm) | —1,61 | —1,07 | —0,54 | 0 | 0,52 | 1,07 | 1,59

Il ne reste qu’a faire la régression linéaire a la calculatrice.

+ points expérimentaux
—— modélisation

7y:a;r:+b

a=0,5335714

aosin(6’) (en pm)
o

b= —5714 x 10>

ordre p

La quantité ao sin(f) est homogeéne & une longueur alors que p est sans dimension. Ainsi, a est homogeéne & une

longueur.
On a a = 0,534 pm.

11.19 a)

-¢
Les angles D, 6 et 8" sont positifs au vue de la convention adoptée. " Da
A P’aide du schéma, nous comprenons que |Da| = |6'| — |6]. A
Ainsi, Do =6’ — 6. 9& ‘\a\ 0

11.19 b)

L’angle @ est positif alors que 8’ et D sont négatifs au vue de la convention

|
adoptée. 9& ‘ ’/9/’/ Dg
|

A Paide du schéma, nous comprenons que |Dg| = |6'| 4 |6].
Ainsi, D = 6" — 4.
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11.19 ¢)

L’angle 0 est positif alors que 6" et D sont négatifs au vue de la convention Gf

adoptée. ‘ ’o o'
A Daide du schéma, nous comprenons que |Dc| = |0'| — |4).
Ainsi, Dc = 6/ — 0. ‘

|

L’angle 0 est négatif alors que ' et D sont positifs au vue de la convention ‘
adoptée.

A Paide du schéma, nous comprenons que |Dp| = |0'] + |6]. gf ‘

Ainsi, Dp = 0 —0. ‘

|

5 27"0, sin(0)

om 1— % T sin (& asin(9
11.20 a) Omn a s(f) = ZekJ Fasin@ _ 2 7€ 2 _ JFesin®) <()‘()) . Ainsi, o = 6;@

1 — e Fasin®) Zasin(0))

1
11.21 Plagons nous autour du pic principal en ¢ = 0. On cherche ¢ tel que Ry (¢) = 7 Soit encore en consi-
N¢ 1 (N¢>3 2
2 6\l 2 1 1/No\?2 1 2 1
dérant que ¢ < 1, % =3 qui donne 1 — 6(%) = ﬁ On en tire ¢ = iN 6(1 - \/5>,
2

1 4 1
ui donne : A = —4/6(1— —) On en déduit la valeur de o cherchée : « = —4 /6| 1 — — | soit a ~ 1,69.
! o ( V2 ) " ( V2 )

11.22 a) On observe que le premier maximum secondaire est & peu prés & mi distance entre les deux premiers

. . . R C . 2w 4w . . .
zéros de la fonction réseau aprés un pic principal, soit entre N et N On peut donc évaluer la position du premier

. . 3T
maximum secondaire pour N

s'n(37rN> 2
B WP VAV I (e
L o\ 3w
NSln(ﬁ) ?
2
(qui donne sin(z) ~ x) et avec sin(%) = —1. Il reste Rn () = (3&) , soit Ry (¢) =~ 0,05. Notons que la valeur
™

du premier maximum secondaire est indépendante de celle de N et représente moins de 5% de la valeur d’un pic
principal. Seuls les pics principaux sont visibles.

17 RN(¢) =

11.22 b) On calcule pour ¢ = ?])V

en tenant compte du fait que N > 1
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IF'iche n° 12. Outils mathématiques pour la diffusion|

Réponses
12.108) i abe
12.1b) e abesin(«)
12.1C) ottt 7r2h
12.1d) oo 7r2h cos(a)
12.28) oo
12.2b) e
12.20C) conieii e ()
12.2d) et ()
12.20€) oot (a)
12.26) oo (©
12,3 8) .ot %;h
12.3 D) o %7"2
123 C) ot (©
12.48) 0 (©

Corrigés

12.2)

...................... ‘n(:c,t) = jox + no ‘
................ n(x,t) = e ; 02 +ng
......................... —z(x — L) +ng
t
................... n(x,t) = ng exp<)
p
no
........................ n(t)
t
14+ 20
neT
T t
el D)

Le point B est au niveau d’un col de la fonction f(x,y). A partir du point B, en se déplacant dans la

direction y croissant en gardant z fixe & x = zg, la quantité f(zg,y) décroit de plus en plus. La dérivée seconde
par rapport & y est donc négative. De méme, en se déplacant dans la direction x croissant a y fixe a y = yg, la
quantité f(z,ys) croit de plus en plus. La dérivée seconde par rapport a x est donc positive.

12.3 ¢) On a les équivalences suivantes :
8l > al ﬂ 2mrh — r > 2h
oh or 3 3
12.4 a) 1l faut sommer la surface du fond de la casserole et la surface latérale.
12.4 b) C’est le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur H.
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12.4 ¢) 1l faut utiliser les deux résultats précédents.

S
12.4 d) On fait varier le rayon R pour une valeur de V fixée a Vp. La notation — (R, Vi) n’est pas adéquate, la

dR
notation « d » étant réservée aux fonctions d’une seule variable.
. . 85 1 . 3 2
12.4 ¢) Pour minimiser la surface on cherche : (BiR) =27R+ QV(—ﬁ) =0, soit V=7R>. OrV=nR°H,
Vo

on en déduit donc R = H par identification. On peut vérifier dans sa cuisine que cela correspond bien au choix
« standard » des industriels.

12.5 ¢) Par intégration successives on obtient :

2
%(xyt):p$+A donc n(xﬂf):%‘FAl’-i-B

Les conditions aux limites imposent :

n(oa t) =B ="no B = no
2 donc I
n(L,t):%JrALJrB =ng A =-L

La fonction n s’écrit alors : )
L
n(z,t) = % — %x-l—no = ga:(x—L) + no.

dn dt 1 t
iz = g donc d(ﬁ) = d(ncT>'

On integre :

1 1
— - — = donc  n(t) o
n(t) no T 14 not
neT

12.6 ¢) On a une équation différentielle sur ¢ : 8—? (z,t)+ ———= = p. C’est une équation linéaire dont la solution

est de la forme n(zx,t) = Aexp( t) + p7. La condition initiale impose n(z,0) = no (1 — %) On a donc

T

A:no(lf%) —pr = A(x).

La solution est donc de la forme :
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IF'iche n° 13. Diffusion thermique|

Réponses
13.108) oot @
13.1D) ettt ()
13.1C) oo (©
13.1d) i AU = uc%Sdm dt
13.1€) oot ()
131 6) oo (a)
15 70 I (©
13.1h) o 7%7%3?5 dz dt
13.28) et (a)
13.2b) oo (a)
13.20C) oo ®)
1323 8) 0ttt
13.3 D) 1/V2
13.30C) cnttiit e
13.3 d) it
13.48) 0o (a)
1304 D)
1304 C) et Oui
13.58) ..o T(m)zTQZTlx-i—Tl
13.5 D). @) et (©)
13,5 C) cee e (a)
1326 8) oottt M)
13.6 D) oo (©

1326 C) vt (@
1306 d) e (a)
13.78) oot (a)
187 D) e (©
187 C) oot (©
18.7d) oo

13.7€) o 1,1 x 10° W

1.8 I+ Runha STy
1+ RinhaS
13.98) . ooeeieeieee 45 x 102K - W' |
13.9b) oo 0,53 K- W
1309 C) ot (©
13.9d) o oeeeiiea 32x 10 K- W
13.9€) o (a)

13.10¢)...... (cub , ) (cyl.,@) (sph ,@)
1300 d) oo
13100 €) i
1311 oo (©
d6; 0; 1
1312 a) dt * RinCeon  RenCin (Bindi + )
13.12 b) ........... RL(HiO — 960 — 9e1 COS(Wt))
th
1313 8) oot (@)
1313 D) et (a)
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13.14 .o Les bottes de paille 13016 C) et (©)
13.15a) .o dU = Mcais dz dt or 9T  p
2
T
1315 D)o Ag—QS dzdt| 1807 a) . ..o )
X
1315 C) oo PorodS dz dt RephiS + 1
13.17 b) . . ho g T,
13.15 d) T )\82T N 1+h—;+Rthhls 1+h—;+Rthhls
A5d) . HC—— = A= + Dprod
ot 0x2
oT 1 ha + RepheS
13.16a) ..o AU = pe=—Sdzdt| 13.17c).. . T4+ T T
ot 142 4 RhaS 1422 4 Ryyhos
5 hl hl
T
1316 D)oo )\g—QS dz dt
X

Corrigés

13.1 a) On utilise 'analyse dimensionnelle.

18.1 ¢) 1l faut utiliser la premiere loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A Pinstant ¢, I'énergie interne de I’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s’écrire : U(t) = p(Sdz)cT(z,t).

13.1d) On exprime I’énergie interne a Uinstant ¢ +d¢ : U(t 4+ dt) = pcS daT'(t + dt) puis on calcule la différence
dU =U(t+dt) — U(¢).
13.1 e) On considére dt suffisamment court pour considérer ;5 constant entre ¢ et ¢ + dt. Le vecteur S entrant

est orienté suivant e,.

13.1 f) Attention aux conventions de signe ! Le vecteur § entrant est orienté dans le sens —e,.

13.1 g) Il n’y a pas de transfert thermique au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques

de fQ’ et de la surface considérée.

13.1h) On a jo(z,t)Sdt — jo(z + dz,t)Sdt = —%Sdt dz. On peut vérifier qualitativement le signe pour

éviter les étourderies.

13.2 b) Le courant thermique 55 = —Agrad T est donc dirigé seulement selon é,.
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oT
13.2 ¢) La variation d’énergie interne pendant dt est dU = u(S dx)ca dt. Cette variation est due au flux

thermique ® dt = jo(z,t)Sdt — jo(z + dz,t)S dt = —aaj—;QSdt dz. Comme jo = —)\g—: on a :
or o*T
u(S dx)ca dt =X pye Sdtdz

Co 0 o°T
qui se simplifie en 5 = D 92

avec D = —. On vérifie donc I’équation de diffusion libre & une dimension sans
ue
source.

13.4 a) Lorsque Fo < 1, il ne s’est pas écoulé suffisamment de temps pour que la diffusion ait lieu : le processus
peut étre considéré comme adiabatique.

Lorsque Fo > 1, suffisamment de temps s’est écoulé pour que la diffusion ait eu lieu.

13.4 ¢) Le nombre de Fourier vaut :

Fo— 13W-m™ 'K ' x1,5%x1072%s
7800kg-m™® x 480 J - K" -kg™! x (5 x 107° m)

L’hypothése d’une transformation adiabatique est donc valide.

13.5 a) L’équation de la diffusion devient = 0 soit T'(z) = Az + B. On utilise enfin les conditions limites

da?
T(0) =T1 et T(L) = T>. Le profil de température est donc linéaire dans la barre en régime permanent.

13.5 b) L’hypothése de barre homogene permet d’affirmer que la conductivité est identique dans toute la barre.

L’hypothése de régime permanent permet d’affirmer que J_c; est a flux conservatif. L’hypothése des parois latérales
calorifugées permet d’affirmer que le flux n’est orienté que suivant e.

< - dz ~ L

13.6 b) La réponse correspond au flux d’une grandeur, le processus tendant & diminuer I'inhomogénéité spatiale
liée a la contrainte.

L 5x107%m 3 1
1 V= Ya — = 1 K-
8.7a) OnaRuyv=yg= ot —1 77 =0x10 W

AT 10 3

13.7b) Ona AT =19°C — 9°C = 10°C. Le flux ® vaut donc = =~ = —— W =2 x 10° W.
R 5 x 10

187¢) Onag=—TO 4 g —1), o= Ty sr(z) - 1)

Rin,i Rin,i
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Ry

13.7¢) Onad = (T1 — T2). Les résistances thermiques sont en série; donc

L 1 _ ~
R:;h:Rt}1+Rt}1,1+Rth,2:E+2Xﬁzgxlo SK.WL

10K

9x107°K-W!
premier modele : des conditions limites peu réalistes peuvent conduire & surestimer fortement les pertes thermiques.

On a donc &' = ~ 1,1 x 10°® W. Les pertes sont presque deux fois plus faibles que dans le cas du

13.8 Par substitution, on élimine ¢ : on a Th — T'(L) = Renh2S(T(L) — T2) puis on isole T'(L). Ainsi,

_ T1 4 Rinh2 STy
T 14 RnheS

13.9d) La résistance de la brique et de I'isolant sont en série; d’ott Rmur = Rb + Ri = 5,74 X 1007 K- WL,
Les résistances Rmur et Rf sont en parallele. La résistance équivalente du mur est alors :

Rmuer
Rmur + Rf

Req = =316x 107" K- W™,

AT 15K
" Req 3,16x107'K-W!

=47,5W.

13.10 ¢) 1l faut calculer les surfaces d’échange pour les différents igloos pour identifier le dénominateur des

intégrales. En notant r la variable d’espace, on a Scup. = 5r2, Seyl. = 7r2 + 2mr X r = 3nr? et Ssph. = 272,

e
E_a—i—e} " aalate)

. . d 171 1
13.10 d) Toutes les résistances thermiques sont de la forme Ry, = —7; == [
ar «a
a
On peut alors facilement calculer les résistances thermiques pour les différents igloos en identifiant pour chacun la

valeur de «a et a. D’ou,

0,1m 1 1

Rin, cub. = = K-W'!'l=—-K W'
e T S 02W m K ' x1mx1,1m 55X 0,2 11
0,1m 1 1 1 -1
e T 3 X 02W om L K L x0,7mx0,8m 52,1 x 0,2 10,4
1 1 1
Rth, sph 07 - = K- W71

T2 x02W-m P K x08mx09m 44,6 X 0,2 8,9
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13.12 a) La loi des noeuds en terme de potentiels appliquée en N donne :

dei 1 d91 01 1
= @ — (6. — 6; d = i Be ).
Cin dt i+ R ( ) one dt + RinCin RinCin (Rendi + 0c)
1
13.12 b) Si 6; est une constante, '’équation différentielle se simplifie en : ¢;(t) = R—(Hlo 0co — Be1 cos(wt)).
th

13.13 b) Les résistances thermiques des isolants (@) et (b) s’écrivent respectivement :

1 5 1 1 1 7 1 1
a = 1 — )= — [ —1 — 1 R | _1 )
= 2w Aa L n(l) 2nL ()\a n(5)) et Ry 27\ L n(5> ol ()\b (In(7) n(5)])

Les deux résistances étant en série et comme on cherche la température a ’interface entre ces deux isolants, la
formule du pont diviseur de tension appliqué au potentiel donne :

Bar = 20°C + — T % 80°C = 20°C + 80%C — 90004 —0°C
R.+ Ry Ab In(5) 1
Xa In(7) — In(5) 12253 -
—20°C + Lcl —20°C + % — 9000 + 1X80°C o5 90c,
14+3——— 1+ 107
In(7) 1 0,07
In(5)
13.14
Isolants Epaisseur pour r =7 Déphasage (pour r =7) Energie grise surfacique
e (cm) AT Es (kWh-m™?)
Fibres de bois 26 17 h 00 78
Bottes de paille 36 14 h 30 3,6
Laines minérales 21 4 h 30 50
Vermiculite 35 19 h 20 84
Polystyréne expansé 22 4 h 40 140
Polyuréthane 16 4 h 30 160

13.15 a) Il faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A linstant ¢, I’énergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s'écrire : U(t) = p(Sdx)cT (z,t).
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13.16 d) La surface latérale vaut pdx : attention a lalgébrisation.

La variation d’énergie interne de I’élément de volume de section S et de longueur dz est due aux flux thermiques
conductifs suivant axe (Oz) et conducto-convectif en radial :

2
a—Tde dt = Aa—Tde dt — h(T'(z,t) — Tear)pda dt

AU = pe ot 0x?

13.17 a) Le premier graphique correspond au premier modéle ne prenant pas en compte les pertes conducto-
convectives.

13.17 b) A partir de la premiére et la troisiéme ligne du systéme on obtient :

_hl

hiS(Ty — T(0)) = hoS(T(L) — T) donc T(L) = .

(Th — T(0)) + T.

En injectant cette expression dans la seconde équation, on trouve :

h h h h
T(0) [1 + i} - (—1T1 +T2) = Runh1S(Ty — T(0)) donc T(0) [1 + hi + Rthhls} = (Rthhls + h—1>T1 + Ty
2 2

ha ha
h
RinhiS + hfl 1
donc T(0) = 7 2T+ 7 Ts.
14+ =L 4+ Rnhi S 14+ L 4+ Rnhi S
hg h2
13.17 ¢) On fait de méme pour obtenir T'(L) : & partir de la 1° et la 3° ligne on a : T(0) =T} — %(T(L) —T5).
1
On injecte dans la seconde équation :
ha ha
T+ 27, _ {1 + —}T(L) — RunhaS(T(L) — Ts)
h1 h1
soit :
h
) i+ RwhaS
T(L) = - Ty + 1h Ts.
14+ =2 4 RinheS 14+ =2 4+ RinheS
hl hl
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IF'iche n° 14. Transferts thermiques|

Réponses

141 a). oo TA.8 8) oot M)
TAL1D) o 148 b) oo ()
141 C) ottt
148 C) ot 1,5m?
14.28) . oot () et
OF  dao
—2
TA2D) o 60W - m 1420 Q). oo ©
14.38) ot ®)
14900 b) .o ()
14.3 D) oo ®)
14.11a)....... Dol —2)+ (Th - To) 2 + Ty
14.3¢) ciiviiiiiii ’ Méme sens que é, 22
143 d) .o [Méme sens que 27| 14T1D) oo @
14.3€) oo 2,9 % 10°W - m~—2 ‘ 14.11C) v 60 W -m™3
5N . —2 I? L\?
143 6) .o 14X 10°W -m2| 1412 8). o o+ g ((2> B x2>
144 oo W-K! . m™?
1402 D) oo
T4.508) oo ) ) i 2@
2L
145 D)o 65°C]  14120) vy
14.68) oot
62) O qa12d) o ® et (©)
71'(12
146 D) oo AT = To) | 14032). 10x 102K - W' |
—1 —1
14T 8) oo (629MW .- m2|  MI3D) [L2W K
1403 C) oo 4
14T D) oo 3,8 x 1020 W 3¢)
1404 ). oo
14T C) oo © 2) @
14.7d) oo (© 1414 D) ©
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Corrigés

14.2 a) Le profil de température dans le mur est une fonction affine en régime stationnaire.

On a alors grad T = et indépendant de x. La loi de Fourier donne alors 7, = —Agrad T = —)\%e}’ pour
1 Tc — T, Tc —T, _
tous les points de la dalle. Ici, grad T = %e_,f avec % =50K-m™'.
N T T _ _ 10K _
14.2 b) OnaHJm(B)H—)\' c = Tal 12W-m ' K™! Ogm*GOW'm 2

14.3 b) La température ne dépend spatialement que de la distance r & ’axe (Oz). Par conséquent, on a

— dT
dT = —¢;.
gra I e
14.3 ¢) On constate que gradT - e, = O < 0donc Jtne-er > 0.
T
14.3 d) On constate que gradT « e, = O < 0 donc Jneer >0.
r

dT" Tc—Tal

14.3e¢) Ona = @; donc || Tm(A)|| = Jth(A).eT—_xl(c)a Donc,
a a
aa—Tel _ygow.mt k!« 0K 1_2 =29%x10°W-m™2
m(f) a In(2) 2 x 10
a
Te—Tal 1
14.3 f) On obtient 7 (C)-&; = —)\CicAE =3 Tw(A) &
ln(7>
a

14.5 a) La puissance transmise par la paroi au fluide est P,y = hS(T, — Ty). Par définition de la résistance

T, —T; 1
22727 done Ree = —.
Py on¢ hS

Ptoit%air 40 X 103 W
14.5b) On a T — Tair = =
) OnaTou hS 20W-K1-m2x50m2

thermique, on a R =
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14.7 ¢) La puissance ga(r)47rr2 traversant la sphere de rayon r étant identique a celle émise par le Soleil @@47rRé,

2
il vient ¢(r) = po (@) .
r

2

103k

o(Dst) = 6,29 x 107 W - m~2 x (W) =135x10°W -m™ > arrondia 14 x 10°W .- m™>.
X m

La radiateur rayonne vers 'air la puissance P, = oTiS et recoit la puissance P, = 0TS de la part de

14.8 a)
I’air. La puissance cédée par le radiateur a ’air est donc P = P, — P,.

14.8 b) La loi de Newton rappelée dans la fiche donne le résultat.

o(Td = Td) + h(Ts — Tu) =5,67Tx 107" W -m ™ - K™% x (333" = 203" )K" + 10W - m™? - K~! x 40K
=679W - m™2.

P 1,0 x 103 W 2
D S = == =1,5m".
T ST T+ (Ts —Ta)  679W-m 2

5 2
L
a sa diffusivité thermique D par 7 = o On en déduit que Ta _ (LQ) ~ 32 (ot I'indice « a » est pour oeuf
Tp P

d’autruche et « p » pour I'ceuf de poule).

2 2
14.11 a) En intégrant % = —‘% par rapport & x, on obtient % = —‘%’x + A puis T'(z) = —%% + Az + B.
Tl - TO + va

Les conditions aux limites T'(0) = Ty et T(L) = T1 meénent & B=Tp et A = T o
L Ty —T
14.11 b) On pose A = p;)\ + = 17 % La température est maximale en z; = 3L/10. Or i—w = —pfx +A.Ona
donc ar =0 pour z1 = . Apres calculs, on obtient p, = Q(TO —Ti).
dzx v L2
-1 -1
14.11¢) Onap, = X2V E Mok — 60w . m®
1m
2 d*T T
14.12 a) On note A = ——. En intégrant — = —A par rapport & z, on obtient — = —Az + B puis
Ay S? da? dx

2
L
T(z) = —A% + Bz + C. Les conditions aux limites T(:Izg) =Ty ménent a B=0et C =Ty + AL2/8.
On peut aussi justifier B = 0 par un argument de symétrie du profil de température par rapport au plan x = 0. Le
dT

L
profil étant parabolique et T(:I:—) = Tp prouvent que z — T'(z) est une fonction paire donc que —(0) = 0.
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L T T L T
14.12 d) Ona]’th(——)-e‘;:—)\d— < 0 car ar > 0 et TEh(—)-e‘;:—)\d— > 0 car

2 dx —L/2 dx —L/2 2 dx —L/2
dT
— < 0.
dz |_r/2

7 e s . . Tl - T2 10 —92 —1
14.13 a) Par définition de la résistance thermique du mur, on a R = B T 108 1,0x 107" K-W .
1—=2

e _ 03 _
SR 25x10-2

14.13 b) Ennotant S = hL =25 mz, la conductivité du béton est alors A\ =

14.13 c) Les deux matériaux sont associés en série. Afin que la puissance traversant le mur isolé soit divisée par 5
pour la méme différence de température, il faut que la résistance thermique soit multipliée par 5. En notant R; la
résistance du mur de béton et Ro celle de la plaque de polystyrene, R1 + Re2 = 5R; soit R2 = 4R;.

€2 €1

A
Ceci s’écrit alors —— = 4——. L’épaisseur ez de polystyrene est donc ez = de1 22 = 4,0 cm.
A2S A S A1

14.14 a) La conductance est proportionnelle & la surface du mur. En écrivant que Gy, = K S, on en déduit que
Sm — Sy

Gry = K(Sm — Sy) et donc Go, = TGm.

14.14 b) Le mur percé et la fenétre sont associés en parallele. La conductance thermique équivalente est la somme
de la conductance de la fenétre G et de celle du mur percé G, différente de G.,. Donc, on a

G:Gf+7SGm:Gm(1—5—f)+Gf.
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IF'iche n° 15. Tables et diagrammes thermodynamiques|

Réponses
15.1a).. |91 x107%g-mL! ‘ 15.62). ... . ar T _ 15.11d) ...t
15.1b) ® ds ¢ 15.11€). e
15.6b) .o M| 1512a) i
15.1C) e (@) ) ®
15.6C)oooiii 15.12b)......
15.28) i ‘) ® ) P20 ke
152 ) oo 156 d).eeeeeneeiin. ®] 15120 ...
15.2C) i 15.7 oo (@) 15.12d)........
15.2d)......... 15.88) 0 0ooooi @et (@]  1512e) M)
15.28) ooreeenen 158D e D@ 15120 o = 40%
15.2£)... | 1,017 x 10~° m® /kg | 151
€) e @
S 15.8¢)........ ®), (©) et (@
1528
15.13 ). ..o ()
15.2h) .. ©| BB ©et (@
’ - - ‘ 15.13b) oo @
15.38) . ciieiiin. [isobare| ~ 18.8¢)..... 800J-K™ kg™
§ 15130
15.3b)............ 15.8 ) ... [-50000 K ' kg ! |
15.3¢). o) 158g)..... 1650k kg | 15.13d) ... @)
15.3d) .o, 2V, A3e) . 3
) S 15.9a) ) 15.13 ¢)
15.4a). ..o, 15.14 a)..... 2675,6kJ - kg™*
© 15.9b) . i @ ) ’ ¢ ‘
5B 1514
® 15.9¢) . ciiiiiiiiii (©)
15.4C)eevneinei ] @ 15.14¢) i, (©
15.10a) .......... @ et @
15.5 8) 1 eneeeeineneenenn, [0] 15.14 ) ... |~2031k] kg |
15.5D) oo, - 18.10b)......... © @@ 1545 A) e ©
0
15.5 C). oo 18.20¢) e ®et©@] 1515 D) e ®)
15.10d) ..o
15.5d). .o —W%Z ) @] 516 ). ®)
R
15.5¢) oo 15.112)........ In(10)Moc, | 1516D).
155 ) eeeiannnn A1) 15.16¢)............
15.58) ccueeennnn. 151 C). 1516 d) ............
15.5h) ..o 15.16€) . .ennnnn...
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15.17 a) To| 1517f)............. 1519 D) oo ©
1517 8) i

15.19¢) ... |8kJ K ' kg |

15.17b) e, 0 asarwy.
T 15.19d)........ 300kJ - kgt

) -0 1518 a). ..o, (©

15.17d) . 1518 b) ..o Ol EEETRTY

Corrigés

15.1a) On a (T = 200°C,p = 200kPa) = 1,0805m®/kg = 1,0805 x 10° mL - kg~' = 1,0805 x 10°mL - g~ *
~1,1x10°mL-g " donc p = 1_ % =0,9090---x10%g - mL™ ' ~9,1x 10 *g - mL™".

v 1,1x10
Remarque : La division ci-dessus « se pose a la main ». Il est aussi possible d’utiliser le développement limité autour

1
de 0 de (1+2)° =1+ az d Uordre 1 ¢ 117103:(1“),1)*l X102~ (1-0,1)x107*=9x 10",
, L X

15.1 b) Par lecture de la table, on a Ty (200 kPa) = 120,21 °C.

15.1 ¢c) Par lecture de la table, on a 100°C < T (200kPa) = 120,21 °C : le fluide est donc monophasé sous

forme de liquide.

15.2d) A 100°C, on a

Peas = 0,10142 MPa = 0,10142 x 10° x 1 Pa = 0,10142 x 10° x

133, 3mmHg = 760,8 mmHg.

15.2¢) Onawv =103 cm?’/g = 1,03 x 1073 m3/kg. Or, par lecture de la table, le volume massique du liquide

saturant est v,(60°C) = 1,017 x 10~° m® /kg et celui de la vapeur saturante est vg(60°C) = 7,6672m®/kg. Il vient
que v¢(60°C) < v < vg(60°C) : le systeéme est alors diphasé, c’est-a-dire un mélange de vapeur et de liquide.

15.2 h) Le volume massique vaut v = 1030 cm® /g soit v = 1,030 m* /kg.

3 3 . - . L as
Or, vy = 7,6672m" /kg ~ 7v ~ 7 X 10°v; donc il est numériquement raisonnable de considérer que vy — v1 & v, €t
v — v & v, dol zg = v/vg. La réponse est donc la @

15.4 a) La transformation est isotherme donc PV = nRT est une constante.
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15.4 b)

e Lors de la transformation (A) isobare, le volume augmente donc @ ne convient pas. Dans le cas de @, la
transformation (C) isochore a lieu au volume minimal, ce qui est en contradiction avec la fiche synoptique o
le volume prend sa valeur maximale pendant cette transformation (V' = 3V) : la @ ne convient donc pas.

cste
e Pour la transformation (B) isotherme, la pression et le volume vérifient la relation P = A donc, en échelle

linéaire, la représentation graphique de P = f(V') est une branche d’hyperbole, ce qui ne peut que correspondre

15.4 ¢) Le sens de rotation est horaire : le travail total requ au cours du cycle est négatif, le cycle est moteur.

15.5 h) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. La courbe isochore est de
pente infinie donc la courbe @ est la courbe isochore.

.. . . . A . . B

Il reste deux courbes a identifier : la courbe isotherme vérifiant piso—7 = — et la courbe isentropique piso—s = -
v v

ou A =nrT = povo et B = povg sont des constantes. L’identification des courbes se fait par un calcul de dérivée

au point My de coordonnées (po, vo) :

dpisofT _ 7& _ 71770 dpisofs) _ B _ @ _ (dpisofT)
(7(11} )(UO) = 2T et (7(1” (vo) = 77”3“ = 'YUO =7 “d (vo) .

Au point My, la courbe isentrope est donc la courbe la plus pentue : la courbe ® est la courbe isentrope et la
courbe @ est la courbe isotherme.

15.6 a) En combinant la 2™ identité thermodynamique et la seconde loi de Joule, il vient : ¢p dT = T ds+v dp.

Le long d’une courbe isobare, dp = 0. L’équation différentielle en T'(s) s’obtient en réorganisant les variables s et T'
, o dT ) dT
de telle sorte qu’une dérivée — apparaisse : — — — = 0.
ds ds ¢
)z . P, . ar T , . i, . L . N .
15.6 b) L’équation différentielle i 0 est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
s ¢

constants et sans second membre dont la solution est de la forme T'(s) = Aexp(s>. Le choix (arbitraire) de la
Cp

constante d’intégration A est ici fait de telle sorte que la courbe isobare passe par un état de référence (so, 7o) :

A:Tmexp(—io), d’ott T'(s) :Toexp(szs(J).

P P

Conseil : Tester la vraisemblance en remarquant que, d’une part, T(s = so) = To et, d’autre part, dim(s — so) =
dim(cp) : Uargument d’exponentielle est bien sans dimension.

T T\ 7/ (A=)
15.6 d) Graphiquement, 71 < T3, soit L. Or, P2 _ (—1) avec v > 1, c’est-a-dire que J <0
/(=) T » I b
T T\
Ainsi, L implique que (—1) > 1. Autrement dit, P2 > 1 donc p2 > p1.
TQ T2 pl
15.7 Le transfert thermique correspond géométriquement & l’aire du cycle parcouru dans le diagramme

entropique. Il est compté positivement si le cycle est parcouru dans le sens horaire (moteur) et négativement si le
cycle est parcouru dans le sens trigonométrique (récepteur). Attention ici, ’entropie est donnée en kJ - K~ donc
Qascpa = (T — Ta)(Sc — S) = 100 1,5 x 10° = 1,5 x 10° J.
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15.8 a) Une enthalpie massique est indiquée en J - kg717 et non en J. Le point A est & droite de la courbe de
saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est & ’état gazeux. Les courbes isenthalpes (dh = 0) sont
quasiment horizontales, c’est-a-dire presque confondues avec des courbes isothermes (d7° = 0) : le modele du gaz
parfait peut étre considéré comme valide au point A car la relation dh = ¢dT n’est pas mise en défaut au point A.
Enfin, le point A passe par la courbe isobare 0,05 bar représentée en pointillés.

15.8 b) Le point B est a gauche de la courbe de saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est &

I’état liquide. Une lecture graphique, réalisée a ’aide d’une regle graduée, puis 'application d’une « regle de trois »,
conduit & évaluer 'abscisse du point B comme étant 600J - kg™ - K™'.

15.8 ¢) La grandeur z représente le titre massique en vapeur dans le mélange. Le point E se situe & équidistance

(le long de la courbe isotherme passant par le point E) des courbes isotitres = 0,6 et z = 0,8. Ainsi, zg = 0,7.

Comme le titre en vapeur est de 0,7, celui en liquide est de 0,3.

15.8 d) En passant de I’état E & 1’état F (situé sur la courbe d’ébullition), le systéme passe d’un état diphasé a
un état de liquide juste saturant : la vapeur saturante se liquéfie. De plus, cette transformation est isotherme; or,
I’eau étant un corps pur, elle est également isobare.

15.8 f)  Par lecture graphique, sp = 800J - K™' -kg™'. Ainsi, sp — sg = 800 — 5800 = —5000J - K~' - kg~ '.

15.8 g) L’incrément des courbes isenthalpes est de 200 J - kg_l. Aussi, le point E étant situé a équidistance (le
long de la courbe isotherme passant par le point E ) des courbes isenthalpes 1800 et 2000kJ - kgfl, il vient que
hg = 1900kJ - kg~ '. De méme, hr = 250kJ - kg™ ', d’ott hr — hg = 250 — 1900 = —1650kJ - kg~ *.

15.9 a) Pour une phase condensée incompressible indilatable (domaine liquide, & gauche de la courbe de satu-
ration), dh = ¢, dT donc & T constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc étre verticale dans cette

zone.

Pour un mélange liquide-vapeur d’un corps pur (zone sous la courbe de saturation) & I’équilibre, si T est fixée alors
p est fixée aussi. Une courbe isotherme doit donc étre horizontale dans cette zone.

Pour un gaz parfait (domaine vapeur, & droite de la courbe de saturation, et pour une faible pression), dh = ¢, dT
donc a T constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc étre verticale dans cette zone.

15.9 b) On peut procéder par élimination :

e Il ne s’agit pas d’isobares car nous aurions alors des droites horizontales.
e Il ne s’agit pas d’isenthalpes car nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isothermes car dans la zone gaz & faible pression (domaine de validité de I'hypothése gaz
parfait), nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isotitres car certaines courbes sont en dehors du domaine liquide + vapeur.

Il s’agit donc nécessairement d’isentropes.

15.9 ¢) Ces courbes n’existent que dans le domaine Liquide 4+ Vapeur et se rejoignent toutes au point critique,

il s’agit donc d’isotitres.

15.10 a) La pression est de 100 bar donc 100 x 1,00 X 10° Pa = 1,00 x 107 Pa.

La température est indiquée en °C donc la réponse @ ne convient pas. Le point A est & gauche de la courbe de
saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est a 1’état liquide.
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15.10 b) Par lecture graphique, la pression est de 10°bar = 1 bar # 1Pa donc la @ ne convient pas. Le point B

est sous la courbe de saturation donc la réponse @ convient. La valeur de z indiquée correspond au titre massique
en vapeur. Sa valeur est de 0,4 donc le titre en liquide est 1 — 0,4 = 0,6.
15.10 ¢) Le long d’une isotherme d7" = 0 ce qui, avec la seconde loi de Joule, implique : dh = 0. Les courbes

isenthalpes sont donc des portions de droites paralléles & I’axe des ordonnées (puisque h est la grandeur en abscisses).

15.10 d) Le modele du gaz parfait est une bonne approximation lorsque les courbes isothermes (d7° = 0) sont

également des courbes isenthalpes (dh = ¢, dT' = 0), ce qui tend & étre le cas en zone (a).

R R
15.11 a) L’équation d’état donne p = M—T donc, en différenciant a v fixé, il vient dp = Vo dT. L’utilisation de
v v

la 2" loi de Joule puis la division par pIn(10) permet d’écrire :

dp 1 R 1 dh .. d(Inp/1n(10)) R 1 ., . dlog(p) A R
— = — —  soit = — dou —F— = =
p In(10) Mo pIn(10) ¢, dh cpMv1n(10) p dh p In(10)Mwvce,

une constante pour une transformation isochore (v = cste).

15.11 e) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. Du fait de la seconde loi

de Joule, la courbe isotherme est également une courbe isenthalpe, c’est-a-dire de pente infinie. Ainsi, la courbe
isotherme est la courbe @.

dlog(p)

Pour une courbe isochore, il a été montré que ———= = — avec A une constante. Ainsi, dans un diagramme
p

dh
(log(p), h), il apparait que la pente n’est pas constante; elle tend vers l'infini lorsque h tend vers 0 : la courbe ®
est donc la courbe isochore et, par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

15.12 a) L’échelle des abscisses étant linéaire, il est possible d’utiliser la position du point B par rapport a la

courbe de saturation pour déterminer si le fluide contient plus de liquide ou plus de vapeur. Ici, le point B est plus
proche de la courbe de bulle (isotitre z = 0 en trait plein) que de la courbe de rosée (isotitre z = 1 en trait plein)
donc il y a davantage de liquide que de vapeur.

15.12 ¢) L’enthalpie massique de la vapeur saturante de 1’état représenté par le point B correspond a ’abscisse
du projeté de B sur la courbe de rosée : hy g = 2650kJ - kg_l.

15.12 d) L’enthalpie massique du liquide saturant de 1’état représenté par le point B correspond a ’abscisse du
projeté de B sur la courbe de bulle : h; g = 420kJ - kgfl.

15.12f) Ona

hs — hip 1320 — 420 900 900 9000
hvp — hip 2650 — 420 2230 2250 2250
ce qui est cohérent avec le fait que le point B soit placé sur la courbe isotitre z = 0,4.

zB = x 107! = 0,40,
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15.12 g) Pour rappel, 'enthalpie massique du liquide saturant d’un mélange diphasé correspond & labscisse du

projeté de cet état sur la courbe de bulle tandis que I’enthalpie massique de la vapeur saturante correspond a
Pabscisse du projeté sur la courbe de rosée. Dans le diagramme log(p) — h, la distance entre ces deux projetés est
hy — h1 = Avaph.

Graphiquement, il apparait que h, diminue et que h; augmente avec la pression, d’oll une enthalpie de vaporisation
Avaph qui diminue lorsque la pression augmente.

15.13 b) L’équation d’état des gaz parfaits est PV = nRT avec n la quantité de matiére et V' le volume.

Or, n =m/M (m est la masse) donc il vient PV = mTR/M soit Pv = rT avec v =V/m.

T 46 x 10° x (260 + 2
1513 ¢) Onav= "L = 046X 10X Q604278) _, 4y
p 100 x 10

15.13 d) De maniére générale, les points M(z, y) le long d’un segment défini par les points M (z1, y1) et Ma(z2, y2)
Y2 — Y1

vérifient y = y1 + (x — 1) .
T2 —I1

15.14 c) Par extensivité et additivité de ’enthalpie, h; = xhg + (1 — )he avec z le titre massique de la vapeur
saturante. Ici, z = 90% = 0,90 et 1 — z = 10% = 0, 10.

15.14 d) On a ¢ = Ah = he(P = 1,0142bar) — h; avec h; I’enthalpie massique initiale du mélange et

hi = 10% x he(P = 1,0142bar) + 90% x he(P = 1,0142bar) = 10% x 419,2 + 90% x 2675,6 = 2450kJ - kg~ *.

Ainsi, le transfert thermique massique est ¢ = 419,2 — 2450 = —2031kJ - kgfl.

15.15 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV = cste. De plus, le gaz est
parfait donc l'injection de 'équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit & TV ™" = cste.

15.15 b) Lors de la transformation (D) isentrope, le volume décroit de 3V4 a Vi. De plus, le volume et la tem-

7 .z . s s -1 . . 4 ;.
pérature ne sont pas reliés par une relation linéaire (TV7'™" = cste). Ainsi, seule la réponse @ vérifie ces deux
conditions.

15.16 a) L’équation d’état des gaz parfaits donne p = %T.
Op R

R
T dou — = = cste : une courbe isochore est une courbe de
M’UO oT MUO

pente constante (et positive) dans un diagramme (p, T).

Or, ici, V. =m X vg = nMwuvy. Ainsi, p =

15.16 e) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. La courbe isotherme est de

pente infinie donc la courbe @ est la courbe isotherme. La courbe isochore est une courbe de pente constante (finie
et non nulle) donc la courbe @ est la courbe isochore. Par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

15.17 h) La courbe isotherme est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isotherme. La courbe isentrope

est de pente infinie donc la courbe @ est la courbe isentrope.

T T
Il reste deux courbes & identifier : la courbe isobare de pente =% et la courbe isochore de pente =% Le rapport de
Cp Coy
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-1
Tt T C

la pente de la courbe isochore par celle de la courbe isobare est N = 2 =~ > 1: au point My, la
Cy Cp Cy

courbe isochore est plus pentue que la courbe isobare donc la courbe @ est la courbe isochore et la courbe ® est la

courbe isobare.
15.18 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV” = cste. De plus, le gaz est
parfait donc l'injection de ’équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit & PYTY = cste.

15.18 b) Lors de la transformation (A) isobare, la température augmente donc la réponse @ est a rejeter. La

transformation (C) étant isochore, la relation entre la pression et la température est une relation linéaire P = ﬂ,

ce qui correspond & une portion de droite. Pour la transformation (D) isentropique, la pression et la température

vérifient P = Lfye7 ce qui ne peut pas étre une portion de droite puisque v > 1; la @ ne convient pas.
T1-7

15.19 a) Le point I se trouve & l'intersection de la courbe isobare 250 mbar = 2,5 x 10" bar et de la courbe
isotherme 100 °C. La courbe isobare de 2,5 x 107! bar est la droite horizontale située & peu pres a mi-chemin entre
la deuxiéme et la troisitme graduation en partant de la graduation associée & 10™ 'bar. La courbe isotherme de
100 °C correspond 4 la courbe en pointillés dont le label est T = 100°C. Par lecture graphique de I’abscisse du I ,
hi = 2680kJ - kg™*

15.19 b) Le point I se trouve a droite de la courbe de saturation (et bien en-dessous de l'isobare critique, une

droite horizontale passant par le sommet de la courbe de saturation). Ainsi, le fluide est initialement une vapeur
seche.

15.19 ¢) Le point I passe par une courbe isentrope qui est ici représentée a I’aide de tirets. La valeur associée n’est

pas indiquée, mais les deux courbes isentropes voisines indiquent 7kJ - K™* - kg_1 et 9kJ - Kt kg_l. L’incrément
du réseau des courbes isentropes est de 1kJ - K" - kgf1 donc s; = 8kJ - K~ ' kgfl.

1

15.19 d) Le point F est a l'intersection de la courbe isentrope sp = s; = 8kJ - K. kg " avec la courbe isobare

pr = 1bar, c’est-a-dire la droite passant par Pordonnée 10°bar. Par lecture graphique de ’abscisse du point F, on
a hp = 2980kJ - kg™* donc w = 2980 — 2680 = 300kJ - kg .

15.19 e) Le point F passe la courbe isotherme comprise entres les courbes isothermes de 200 °C et 300 °C. L’in-
crément étant de 50 °C, cette isotherme est associée a 250 °C donc Tx = 250 °C.

15.19 f) L’entropie finale est désormais spr = (1 4 6%)sp = (14 0,06) x 8 = 8 + 0,48 ~ 8,5kJ- K" - kg™ ".
Or, il n’y a aucune courbe isentrope tracée pour cette valeur d’entropie massique. Il faut interpoler la position du
point F’ dans le diagramme log(p) — h. Pour cela, il suffit de tracer un segment horizontal le long de la courbe
isobare de 1bar qui relie les courbes isentropes de 8kJ - K™ ~kg71 et 9kJ-K™* ~kg71. La position du point F’

est approximativement au milieu du segment tracé. Le point F’ passe par la courbe isotherme de 400°C donc
TF/ = 400 QC.

15.19 g) L’élévation totale de température s’exprime comme Ty — 11 tandis que celle due & la compression
(réversible) est Ty — Ti. L’élévation de température due aux irréversibilités est donc Ty — Tr. Sa proportion
TF/ —Tr

—— x 100.

T — 11

relativement a 1’élévation totale est donc
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IF'iche n° 16. Thermodynamique industrielle|
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Corrigés

16.1 a) La transformation est adiabatique donc g = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0. Finalement, Ah = w; et As = 0.

16.1 b) Il n’y a pas de piéce mobile donc w; = 0 et donc Ah = ¢q; on a As = se¢ + Se.

16.1 c) La transformation est adiabatique donc ¢ =0 et s = ¢/7 = 0; il n’y a pas de piéce mobile donc w; = 0
et ainsi Ah =0. On a As = sc.

16.1 d) La transformation est adiabatique donc ¢ = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0 et ainsi Ah = w; ; As=0.

16.3 a) On a Ah+ Aep + Aec = ge + wi. Iei, Aep =0, ge = 0 (adiabatique car isolée thermiquement) et w; = 0
(tuyere indéformable). On en déduit : Ah + Aec = 0 (donc h + ec = cte).

16.3 d) La vitesse d’éjection est alors co = 383 m - s7h.
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16.4 a) La premicre phase étant isentropique, les températures sont liées par la loi de Laplace

1—v
TYpy " =cte=T)py" donc T) =T <g;> ,

ce qui conduit au résultat en prenant la puissance 1/7 de ’ensemble.

16.5 b) Les travaux ws et w4 sont nuls. Les travaux regus pendant le cycle sont w1 et ws.

16.5 ¢) La deuxiéme phase est isobare, d’olt : g2 = Ah = ¢p(T5 — T3).

16.5 ¢) Le transfert thermique est nul pour cette transformation (isentropique). Le premier principe pour les
systémes en écoulement permanent s’écrit donc ici : Ah = wi. d’ott : w1 = ha — h1 = ¢p(T2 — T1) > 0.

16.5 g) Les échanges énergétiques étant algébriques, le rendement du cycle est défini par p = W _ _Untws
qc q2
C (T2*T1 +T4*T5) T4—T1
16.5 h) Le rendement du turbopropulseur est alors : p = —— =1——.
) prop p cp(T3 — 1) T3 —T>

16.6 a) Le compresseur a pour effet d’augmenter la pression et la température du fluide : ici, il s’agit donc de
I'étape 1 — 2.

16.6 c) Le domaine de la vapeur est a droite du diagramme, celui du liquide & gauche, la liquéfaction correspond
donc a I’étape 2 — 3.

16.7 a) La compression étant réversible, et en I'absence d’échange thermique, la compression est isentropique
donc ssrév = SE = 2,50kJ - K! ~kg71.
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16.7 b) L’état de sortie « S,rév » du compresseur se trouve a l'intersection entre l'isentrope passant par E et
I'isobare a Ps = 10 bar, comme schématisé ci-dessous.

20,00 R290 r . faymae: amatname Propasez s

DTU, Department of Energy Engineering
s in [k)/(kg K)1. vin [m~3/kg]. T in [2C]
M.J. Skovrup & H.J.H Knudsen. 23-10-21

2T
8,00

6,00

4,00

Pressure [Bar]

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k]/kg]

16.7 ¢) D’aprés le premier principe industriel, on a wysy = hgrév — hg = 650 — 540 = 110kJ - kg_l.

16.7 d) La donnée de la température permet de placer le point S sur le diagramme. D’aprés le premier principe
industriel, on a w = hs — hg = 680 — 540 = 140kJ - kgfl.

16.7 f) La compression est adiabatique, il n’y a donc pas d’entropie échangée. Toute la variation d’entropie
correspond & une création, d’oll Scré¢e = Ss — sg = 2,60 — 2,50 = 0,1kJ - K. kg_l.

16.8 a) La machine produit du travail (W < 0) grace & un fluide chauffé (Q. > 0) puis refroidi (Qr < 0) : ainsi,
onaW<0; Qr<0; Qc>0.

16.8 c) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source
froide Q¢ > 0) que l’air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Q. < 0) :ona W >0; Qf >0; Q. <0.

16.8 ¢) La machine recoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source

froide Q¢ > 0) que l'air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Q. < 0) :ona W >0; Qf >0; Qc <0.

16.8 g) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source

froide Q¢ > 0) que l’air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Qc < 0) :ona W >0; Q> 0; Q; <O0.

16.9 a) Le fluide d’une centrale est chauffé dans la chaudiere (source chaude), passe par la turbine pour produire

un travail puis est refroidi dans le condenseur (source froide).

16.9 b) Le fluide d’un réfrigérateur refroidit la source froide en se réchauffant grace a 1’évaporateur, puis le fluide
est refroidi dans le condenseur en contact avec air extérieur (source chaude).
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16.9 ¢) Le fluide d’'une pompe a chaleur réchauffe la source chaude en se refroidissant grace au condenseur, puis

le fluide est réchauffé dans I’évaporateur en contact avec l’air extérieur (source froide).

DTy + D213
D ’

3,0kg- st x 353K + 7,0kg - s™' x 293K
3,0kg-s ! +7,0kg-s?

16.10 e) On a DT = D111 — Dm2T> donc T' =

=311K =38°C.

16.10f) OnaTl =

16.11 a) La turbine est isolée thermiquement et horizontale, donc ¢c = 0 et Aep, = 0. Les températures sont

identiques en entrée et sortie, donc d’apres la loi de Joule Ah = 0. Le premier principe s’écrit donc Ae. = wj.

16.11 c) La masse traversant la turbine pendant 1 heure est de 1800kg, d’out

1
Wi =5 x 1800 kg x (100m-s ")? =9 x 10°7J.

16.12 a) Le transfert thermique ge est nul, et on peut supposer ec = cte et e, = cte (vitesse négligeables et

variation d’altitude faible).

16.12 ¢) La deuxiéme identité thermodynamique s’écrit :
dh =Tds+vdp

avec ici ds = 0 car I’écoulement est isentropique. On a donc Ah = v(p2 — p1).
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IF'iche n°17. Signaux

Réponses
17.18) i [0]
17.1b !
) 3

17.1C) i, [0]
17.22) 000 ©
17.2b) i @
17.38) ccieiinnnn,
17.3b) i
17.3¢C) i,
17.3d) i
17.3€) i
174a). ... (©
17.4Db) i ()
17.4¢C) i, (a)
17.5a) ... (a)
17.5b) i ©
17.5C) e, ©
17.6a). ...cccennn...
17.6D) oo
17.6C) v
176d) ... (a)
17.6€) ... M)
17.6 ) oo (a)
A DO 2,56 mH

17.78) 0o M)
17.7D) (@)

17.7C) i, )
17.7d) .. 1,6 uF
17.88). 0o (b)
17.8b) v, (©)
17.98) i, )
17.9b) i (a)
17.9¢) ciiiiiiiiinn, (©)
17.9d) oo
17.9¢€). ..o, 7mH
17.10a)................. 420
17.10b) oo 4o72
17.10¢) oo, 12°
17.10d) ................ %1’0
2
17.10€). .., gxl
17.10f) ... “a
1711 a). ..., 1ms
17.11b) ..
17.11¢) i
17.01d) oo )
17.11€) e [0]
1711 6) .. (@) et (d)
1711 )i (a)
1712a) . oo, 20 ms

17.12d) .o
17.12€) ..o
17.1216) ... @) et (©)
17.12g) oo (a)
1713 a) oo

1713 €) e, (a)
17.13 1) .. ’ Repliement de spectre ‘
1713 8) o @
1714 a). oo (@)
ds
17.14 b) a + wps = How()e
17.04C) i ()
1715 8) 0o
17.15b) i,
1705¢) i,
1715 d) o
1715 €) i D]

1716 C) oo
1716 d) ...
17.16¢)..c.uenenn...
1716 f) oo,

388
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Corrigés

1
17.1a) Ona 7/ cos(wt) dt »

T _ [sin(wt)

] = 0 car la fonction ¢ — sin(wt) est T-périodique.
0

17.1 b) Il faut commencer par linéariser le cos” :

1 /T, 1 {71+ cos(2wt) 1
= fdt=— [ =T g = 2
T/o cos” (wt) T/o 3 3

T
comme la fonction cos(2wt) est périodique de période 5

17.1 ¢) 1l faut faire une intégration par parties. On a

I o1 "
7/ tcos(wt)dt = = {— sm(wt)} VT /0 " sin(wt)dt =0
17.2 On commence par remarquer que les deux graphiques tendent vers une valeur non nulle : cela élimine

la proposition @ et les propositions @ et @ qui ne sont pas stables.

La proposition @ est ’équation d’un oscillateur harmonique : elle ne correspond pas aux graphiques.

Le signal s1(t) présente une discontinuité de sa pente : il est donc régi par une équation différentielle du premier
ordre : c’est la proposition @

On en déduit que le signal s2(t) est associé a la proposition @

17.3 Pour une équation différentielle linéaire & coefficients constants homogéne, une condition nécessaire de
stabilité, et suffisante pour les systémes du premier et second ordre, est que tous les coefficients de 1’équation
différentielle soient de méme signe.

17.4 En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme
un fil : on a uc(Of) =F, i(Of) = ic(Of) =0.
La bobine impose la continuité de I'intensité électrique qui la traverse et le condensateur la tension a ses bornes :

_ E
on a uc (O+) = E,i(O ) = 0. Comme ur = uc, on a donc : ig (O+) =3 soit d’apres la loi des nceuds

ic(0%) = ~in(07) =~ .

En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un fil : ainsi,

R _ _ E _
onauc(—i—oo):RiME,z(O )I’LR(O ):TMEt ’LC(O ) =0.
17.5 L’interrupteur étant ouvert et le régime permanent étant atteint : is (O_) =0et i1 (O_) = i(O_) %

La bobine impose la continuité du courant qui la traverse : 1(0+) = 2(0 ) = ﬁ Pour déterminer i; et iz il nous

faut deux équations : on utilise la loi des mailles dans la grande maille et la loi des noeuds :

) . By
o (0% + (0 = 2 oy _ 3= 28,
" (O+) to (O+) T 2R donc donc Zl( ) 2E24—RE1
E1 - Rll (O+) = E2 - RZQ (O+) ,L'l (0+) _ 'L‘2 <O+) — El - E2 i2 0+) = T
R
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Es>

E
En régime permanent, la bobine se comporte comme un fil. On a donc directement i;(+o00) = §17 i2(400) = =
Ei1+ E
donc i(+o00) = % On a donc le systéme :
i1 (+00) + ia(+00) = i(+00)
FEi— Rzl(—f—oo) = RZ(+OO)
Fy — RZQ(+OO) = RZ(+OO)
s . . . E1+ Eo R
En sommant les deux derniéres lignes, on a directement i(4o00) = 3R On a alors le systéeme :
. , E1+FE
i1(+00) + iz(+00) = — =2
3R
. , Ey — B
i1(400) —i2(+00) = ———.
R
. 2E, — E . 2E; — E
On a alors i1 (+00) = % et i2(400) = %
4 1
17.6 g) Le module de Z est tel que |Z| = ’[;’ = 0,7:A = Eﬁ Q. Or, on a |Z| = Lw; donc
-3
[ 2l 1630 8 x 107 o6 10731 — 2,56 m.
w 1000
2r———
3
. N u 2V
17.7 d) Graphiquement, on trouve 7'= 1 ms. Le module de 'impédance est |Z| = T1=0ma= 100 2. Donc,
1 T 10% - ’
= —= = ~ 0,16——— = 1,6 uF.
Zlw  2rlz] 1000 0 M
17.8 On a une association de dipéles en série : Z = R + jLw. Comme |Z| est le rapport des amplitudes
2
de la tension et de l'intensité électrique, on a |Z|* = R* 4 (Lw)® = (?) . L’argument de I'impédance vaut
0
= arctan(L—w)
= =)
17.9 L’analyse graphique donne :
et &ty = —100 ps.

Ipo =100mA, T =0,7ms

Uy =8V,
2 2r 4 3 —1 . .
= -10" = 8,97 x 10°rad - s~ . La tension est en avance sur ¢« donc ¢ > 0; donc le

La pulsation est donc w = T =
déphasage de la tension par rapport a 'intensité du courant électrique est égale a :

5t 1/10 27 2
= = —T.

— o9zt o
¥ T T o7 T T 7

A partir des relevés graphiques, on a le systéme :

R® 4 (Lw)® = (80)°
Lw ftan(zw)
R - 7 )
Uo/]o _Uo ‘(27T)_
= To Ccos =)= 50 Q2.

On a donc R? {1 + tan? (21)]
! 1 +tan2<2—ﬁ)
7
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17.11 d) La fonction u(t) est décroissante sur l'intervalle [0,7/2] : cela élimine les propositions @ et @

En T/2, on a u(T/2) = —U : c’est donc la réponse @

17.11 f) Par intégration par parties, on trouve :

2 At 4U sty sin@rfat)|”? 4 sin(2nfat)
SIn(zmn SI(zmn
an = T / U(l — ?> cos(27rfnt) dt = ? |:( - ?> 727”‘.” :| + T / 727_”‘.“ dt
0 0
AU

(o 1772
U (O + % |:C0§(2ft)] > __Luv X (—cos(mn) +1) = 7T27712(1 — cos(mn)).

(Qan)Q = Am2T2 f2p2

17.12 f) Pour ce signal carré particulier, numériquement, so = Sm. Ainsi, s(¢t € [0,7/2]) = so + Sm = 25m et

s(t € [T/2,T]) = 0. 1l vient alors :
2Sm [ —in 2mwv t] T/2

1 [T/? s
_ = QSm —in 2wy de = —22m
o T/O ¢ —in 27y € 0
=1
o ZSm efinﬂ' vT 1| = 257m ((_1)n _ 1) _ 0 sin pair
—in27v T —in2mv N _2Sm si n impair.
inTv

17.12 g) Les harmoniques de rang pair doivent étres nulles, ce qui exclut le cas @
: cette relation n’est pas

De plus, numériquement, on a so = Sm et 2/m = 0,64 < 1, d’ou sg > 2s¢/m = 25m/7

vérifié dans le cas du spectre @

17.13 b) La période T, d’échantillonnage est la durée entre deux points d’acquisition successifs. La fréquence

d’échantillonnage f. vaut donc :
1 N 500
e = -— = — = 1 ) H .
Je =7 = T ~ 30— 1OTI

17.13 e) Le spectre @ car les autres font apparaitre des pics « fantémes » car la 5 est inférieure & la fréquence

des harmoniques.
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H
17.14a) Ona H — Hoet H — M — 0 le filtre est donc un passe-bas. Le dénominateur étant
w—0 w——+00 Jw w—400

d’ordre 1, c’est un passe-bas d’ordre 1.

17.14 b) On a

H
g_ Ow donc (1+ji)§:Hog
€ 1+75— wo
wo
o . L < s . ) s . s . 1 ds
Multiplier par jw est équivalent & dériver en réel; on trouve donc I'équation différentielle s + T Hye.
wo

17.15 a) Le pré-amplificateur ne change que ’amplitude du signal pas son spectre : le spectre B correspond a
'LLQ(t).
17.15 b) Le filtre passe-bande & une bande passante assez étroit pour ne garder que fp — fim, fp €t fp + fm : le
spectre A correspond donc & us(t).
17.15 d) Le multiplieur donne en sortie :
e pour une fréquence en entrée de f, :

1+ cos(2m[2fp]t)

E(Acos(2mft)) x Uy cos(2m fit) = kAU, cos” (2 fpt) = kAU, 5

e pour une fréquence en entrée de f, £ fi :
k(Acos(2[fp £ fm]t)) x Up cos(2m fpt) = kAUp cos(2m[fp £ fm]t) cos(2m fpt)

_ Ay, Cos@rlfmlt) + cos(2r[2fp + fm]t)

Le signal u4(t) correspond au spectre E.

17.16 ) La tension uy(t) oscille entre 4V et 16 V. En identifiant les valeurs extrémes & partir de son expression,

on a le systéme :
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Fiche n°18. ALI

Réponses
8 70 (a)
18.1 D) ceiii i )
181 C) e (a)
181 d) it (©)
1828)
Uy U9 du
18.2b) e L =40
) T
18.2C) i i1 = —iy
VD — VA ’ dVA
182d) . ..o, =il = Ch—2
) Ry 2=y
18.3 8) cuoiiiie it ()
18.3b) .o io+iq4 =0
18.3C) oniet e )
18.3 d) ............................. 15 + 16 = 0
18.3€) ittt (©)
(751 Ug
18.4 ) =5
2) Ry Ri+ R
18.4b). oo
U
18,4 C) e =4
du
18.4d) ..o i3 = C'——
) 3 dt
18.4¢).... ’uS:uR—I—uc—Fue:Ril + uc + Ue
dug le il due
184 ) ... —S-—R—24+2
8 ) dt R de + C + de
dug d%ue due 1
184 ¢g)....... —5 = —
8 g) at RC a2 +3 a + RC Ue
18.5 8) v

U1 Uo Ug
18.5b) oo Ly 2=
) R Ry R
18.68) oo
18.6 D) oo
Ry
18.6C) v V.
© T T R+ R,
Rs Ry
18.6d)......... = .
) Ri+Rs ' Ri+Rs
18.78) oo ze+zc+i2_o\
18.7b) i
18.7¢)..... ie + Ue + jwCi(ve — V) =0
2
18.7d) i M) et (d)
187 @)ttt (©)
18.8 ) ..ttt [0]
18.8D) e =+ jCwus =0
18.8 ¢) _ !
BC) e
dug
18.8d) ..o, ue(t) + RO-2(t) = 0
18.8€) ouet e )
188 ). ot
18.9 ) ettt [0]
Us
18.9b) oo Cwe + = =0
) T
189 C) ot LCwW?
d%ue
189d)....oviiiii us(t) LC e
1809 €) it (©)

Réponses et corrigés

393



1 18.12c¢). .

18.9 F) oo 812 ¢c)

18.12d) .. ...
18,10 8) . ueee e 1812¢) oo
18.10 D) .o 18.13a) . ...,
18,11 @) e 18.13b) ...,
1811 D).

18.13¢).....ooii. wi
18,12 ). e
1812 B) .o 1813 d) ...

Corrigés

18.1 a) La rétroaction est négative donc I’ALI fonctionne en régime linéaire.

/
18.2 b) La loi des noeuds en D s’écrit alors %11 = %22 + Cy d(;;l .
18.2 ¢) L’intensité i4 est nulle et i1 = —iy
18.2d) On a ainsi : D];VA = ’2202%.

18.4 a) L’intensité est nulle & ’entrée non inverseuse et l'intensité du courant est donc identique dans R1 et Ra.

On reconnait donc un pont diviseur de tension. La relation demandée est donc : — =
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18.4 ¢) Cette fois, on a iz =

| &

18.4d Ici is = C .
) Ici, on a i3 T

dus _ Rd’iz + 13 12 + 13 due

+ + dont on déduit :

18.4 g) La relation précédente fournit :

dt dt C dt’
dus due d?ue 1 due  due
a - @ P tretw Ta
dus d%ue due 1
Finalement, on obtient : 5; = RC dtlé +3 Cﬁ + R—ue.

18.5 b) L’ALI étant idéal, le potentiel de I’entrée inverseuse est égal a celui de ’entrée non inverseuse, donc nul.
; ;. u
Ainsi, la relation précédente s’écrit : — + — = ——.

18.6 a) L’intensité entrant a la borne inverseuse étant nulle, on a i, = is.

- ;. . u2 V+ Ry
18.6 L t d dub t d’ : t V-
c) e pont diviseur du bas permet d’écrire : is T R soit Vi Tt B Uz
.. . . Ui — V_ V_ Us R3 R1
18.6 d Le pont diviseur du haut permet d’écrire : 1, = = ,soit Vo = w1+ Us
) P v p R Rs Ri+Rs ' Ri+Rs

18.7 d) La tension vs n’est pas connue ce qui élimine la @ et comme on peut le voir en question suivante, la
loi des nceuds en B (@) n’est pas utile.
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18.8 b) D’apres la loi des noeuds appliquée au point A, on a : ic + ic = i— Comme ur = Ue, on en déduit

) UR  Ue — Va ¢ .
e = — = — — e G =
ze ZR R o

Ziz = (us = Va)jCw.

U
De plus, on sait que pour un ALI idéal i— = 0 et on a vu précédemment que V_ =0 = Va. D’ott ﬁe + jCwus = 0.

18.8 d) En utilisant la relation de la question 1.8 b) et en passant dans le domaine temporel, on obtient I’équation
dusg
dt

différentielle suivante : u(t) + RC—(t) = 0.
18.8 ¢) Le montage est un intégrateur. L’intégration d’un signal en créneau fournit un signal triangulaire : c’est

le signal @ qui est la bonne réponse.

18.9 a) On sait que pour un ALI idéal en régime linéaire V_ = V. De plus, PALI est idéal, donc i+ = 0. Or
V4 = Riy d’apres la loi ’Ohm. Donc V3 =0 et V_ = 0.

. _uc : ur _ us—Va
Le:z*(%—ﬁhcw et b= T it
U
De plus, on sait que pour un ALI idéal i_ = 0 et on a vu précédemment que V_ = 0 = V. D’ou, jCwu. + L;S =0
= 7= A == iLw

18.9d) On a us = —LC(jw)’ue. En passant en régime temporel, on obtient : us(t) = —LC

18.9 ¢) Le montage suivant est un double dérivateur. Or si on dérive une premiere fois le signal triangle, cela

donne un signal créneau. Si on dérive un signal créneau cela donne un signal nul sauf aux points ot le créneau avait
des pentes non nulles. Cela correspond au signal @

18.10 a) Le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert a basses fréquences. On en déduit donc que
ic = 11 = 0, ainsi, le potentiel du point C est nul d’aprés la loi ’Ohm. L’ALI étant considéré idéal et étudié en
régime linéaire, on en déduit que Vs = 0. R2 est donc parcourue par i. et soumise & une tension ve. Le montage
est donc équivalent & Rs.
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18.10 b) Le condensateur est équivalent & un fil & basses fréquences. On en déduit donc que Vo = ve. Ainsi, PALI

étant considéré comme idéal et étudié en régime linéaire, V3 = ve, la résistance R2 est soumise a une tension nulle,
elle n’est donc parcourue par aucun courant. Tout le courant i. passe dans R qui est alors soumise a la tension ve.
Le montage est donc équivalent & R;.

18.11 a) A basses fréquences, C est équivalent & un interrupteur ouvert et n’est donc parcouru par aucun courant,

on en déduit donc, par une loi des noeuds au point B que la résistance qui lui est reliée n’est parcourue par aucun
courant non plus. On en déduit donc que Vg = ve et donc, ’ALI étant idéal et fonctionnant en régime linéaire,
VA = ve s0it vs = we, les courants circulant dans les résistances étant nuls.

18.11 b) A hautes fréquences, C est équivalent 4 un fil. L’ALI étant idéal et fonctionnant en régime linéaire, on
en déduit donc que V4 = V. On en déduit donc que vs = —ve.

18.12 c) Le gain est donné par le module de la fonction de transfert :

1 -jRCw| +/1+ (RCw)?
|1+ jRCuw| 1+ (RCw)?

18.12 e) La pulsation du signal est w = 1,3 x 10*rad - s™'. A cette pulsation, le déphasage vaut :

@(w) = —2arctan(RCw) = —2arctan(800Q x 100nF x 1,3 x 10*rad - s ') = —gA
On en déduit donc 'expression : vs = E cos (wt — f) = Esin(wt)
18.13 a) A basses fréquences, 'impédance devient Z(w) = Ro~ = R
A . N . jRiCw
18.13 b) A hautes fréquences, 'impédance devient Z(w) = Ra* = Rs.
JRQClw
18.13 ¢) L’impédance peut se mettre sous la forme : Z(w) = R LGy avec wi = L L
' P P A W TR T T ROy

18.13 d) On a w < wy donc I'impédance devient : Z(w) = R2(1 + jR1Ciw) = Rz 4+ jR1 R2Ciw. On identifie ainsi
deux termes, 'impédance est une bobine d’inductance R1 R2C1 en série avec une résistance Ra.
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Ficl 519 ALI 2

Réponses
19.18) .ttt
19.1b) oo non
19.1C) i oui
19.208) e oo Ko
1+ jwr
19.2 D) i (a)
1
19.2C) oo [
-
19.2 d). o
19.2 €)oo
19.2 ). o B Pl
w
19.2 8) e oot (1)
ds s e
19.3 a) .......................... a ; = T
19.3 D) i (©
19.3 C) et non
19.:48) oo (a)
eR' + sR
19.4Db) .o
) R+ R
ds R+ R —upRs R e
19.4 B T S
T R+E r ""Rt+R
19.4d) ..o non
195 8) et (©
19.5b) oo (a)
19.5 C) et _ st
6
ds 1o e
19.5d). ..o £ (— 1) SR
5d) TR Hoor
195 €) it oui
19.6 8) .. oveee e

19.6 D). ..o
196 C) et
19.6 d) ..o (a)
19.7a). oo vy = R]’%e:;;s
19.7b) i e> vlefR;,Rl vsatg
19.7¢) e, e< vrCtR ;/R/ ‘/satg
19.7 ) et ()
198 8) . ouee e (3)
198 D) ceoeeee e (1)
198 C) teiniit e (5)
198 d) vt (6)
198 €) cuinnit e (4)
198 ).t (2)
199 8) 1ttt
199 D)
199 C) it
19.9d) .o (©
1910 A) ..ttt (2)
19.10 D)ot (2)
1910 C) v (1)
19.10 ). (3)
19.100€) . .vieteiiii e (2)
19.10 ) oot (1)
19.10 ) vt (3)
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Corrigés

19.1 b) La rétroaction a lieu sur la borne inverseuse, I’ALI peut donc a priori fonctionner en régime linéaire (il

s’agit d’'un montage suiveur).

19.1 ¢) La rétroaction a lieu sur la borne non-inverseuse, ’ALI fonctionne donc en régime saturé (il s’agit d’'un

montage comparateur & hystérésis non-inverseur).

19.2 a) En régime harmonique, cela devient =pu= H(,J
(by —v.) = l+jwr
. . o Ho . . .
19.2 b) La fonction de transfert canonique associée est H = T = ou Hp et w. sont respectivement le gain
o

statique et la pulsation de coupure du filtre. Le filtre est donc un passe-bas, la réponse correcte est la @

1
19.2 ¢) On identifie w. = — la pulsation de coupure de ce filtre.
T

19.2 g) A basse fréquence, le gain en décibels est constant et vaut Gas,Br = 201log(uo). A haute fréquence, il

est de la forme Gag,sr = 201log(uo) — 2010g( ), la courbe suit donc une droite de pente —20dB par décade. Le

w
We
diagramme (2) est donc éliminé.

Enfin, le filtre étant du premier ordre, le gain réel & w. vaut —3dB, le diagramme (3) est donc éliminé.

19.3 a) La tension différentielle est donnée, en régime linéaire, par : vy — v— = e. D’aprés l'expression de la

d
fonction de transfert donnée dans ’énoncé, on obtient (1 + jwT)s = poe. On en déduit donc d—i T
T

régime linéaire.

19.3 b) En régime permanent, la dérivée de s(¢) est nulle donc, I’équation différentielle donne :

s(t) _ poe(t)

T T

avec e(t) = Fo pour t > 0.

La réponse correcte est la @

19.3 ¢) La tension de sortie tend donc vers uoEo en régime permanent. Au vu de la valeur de po donnée dans les

prérequis, s tend donc vers une valeur qui dépassera la tension de saturation. Le montage est stable mais il sature
quelle que soit la valeur de Ey.
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19.4 a) L’ALI étant idéal, I'intensité du courant entrant dans la borne non-inverseuse est nulle. On en déduit

donc, en appliquant la loi des noeuds et la loi d’Ohm LR_e + v+Rj - 0. La réponse correcte est donc la @
/
19.4 b) D’apres la question précédente : € Rv+ + SR# = 0. Ainsi, on isole v4 = 6‘:_’_;;/]%. Par définition,
, L. s eR + sR
on a € = vy — v— et U'entrée inverseuse est reliée a la masse. On a donc € = RIR
19.4 ¢) La fonction de transfert donnée dans I’énoncé permet d’écrire, en régime linéaire :
S _ Ho
eR +sR 1+ jwr’
R+ R
... . . ds R+4+R —mwRs R e
On en déduit ainsi : a + w; = /,LORJ’_ R ;

19.4 d) Le gain de 'ALI étant tres élevé, les coefficients de ’équation différentielle homogeéne ne sont pas de
méme signe, le systéme étudié est donc instable, I’ALI fonctionne donc en régime saturé.

19.5 a) I’ALI étant idéal, I'intensité du courant entrant dans la borne inverseuse est nulle. On en déduit donc,
en appliquant la loi des nceuds et la loi ’Ohm U_R_ © + v_R_ 5 —0doncv_ =% —; s

La réponse correcte est la @

19.5 b) L’ALI étant idéal, I'intensité du courant entrant dans la borne non-inverseuse est nulle. On en déduit

donc, en appliquant la loi des nceuds et la loi d’Ohm, Ur — 8 + el

R R/2

= 0 donc 3vy = s.
La réponse correcte est la @

19.5 ¢) Les deux questions précédentes permettent d’établir 'expression suivante pour la tension différentielle :
or — v _ s _et+ts = 3e+s
T3 2 T e
19.5 d) La fonction de transfert donnée dans 1’énoncé, permet d’écrire, en régime linéaire : = M_)
—3e—s 1+ jwr
C s . I - - ., .o ds i s e
Ainsi, I’équation différentielle décrivant le montage est, en régime linéaire : T + 5 +1)—=—wo 97
T
19.5 e)

- . . 3e
De plus, en régime permanent, la tension de sortie tend vers ——

2 ‘/sat

, on en déduit donc que le régime linéaire est

envisageable dés que la tension d’entrée ne dépasse pas —

19.6 a) On a directement vy =e.

19.6 b) Pour rester dans cet état, Uentrée différentielle vy — v_ doit rester positive, soit : e > 0
19.6 c) Pour rester dans cet état, Uentrée différentielle vy — v_ doit rester négative, soit : e < 0
400
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19.6 d) La caractéristique @ correspond au comparateur simple, la @ correspond a un comparateur a hysté-
résis. 1l s’agit donc de la @

19.7 a) Un pont-diviseur de tension donne vy — e = i(s —e) soit vy = Ret Rs
P L TTRyR
........................................... R,€+RS
19.7 b) Pour rester dans cet état, 'entrée différentielle v4 — v_ doit rester positive, soit : R+ I vrer > 0,
soit, avec l’expression de s :
R+ R R
6>UréfT_V;acﬁ-
........................................... R/6+R5
19.7 ¢) Pour rester dans cet état, I’entrée différentielle v4 — v— doit rester négative, soit : BT R vrer < 0,
soit, avec I'expression de s :
R+ R R
e<UréfT+Vsacﬁ-

19.7 d) La caractéristique @ correspond au comparateur simple, la @ correspond & un comparateur a hysté-
résis. 1l s’agit donc de la @

19.8 a) Il n’y a qu’une tension de bascule non nulle, il s’agit donc d’un comparateur simple dont la tension de

bascule est décalée par rapport a l'origine. Cela laisse le choix entre les caractéristiques (3) et (4).

Ici, s est positive lorsque e est supérieure a la tension de bascule, on en déduit donc que la caractéristique corres-
pondante est la (3).

19.8 b) Il n’y a qu’une tension de bascule nulle, il s’agit donc d’un comparateur simple symétrique. Cela laisse

le choix entre les caractéristiques (1) et (2).

Ici, s est positive lorsque e est supérieure a la tension de bascule, on en déduit donc que la caractéristique corres-
pondante est la (1).

19.8 ¢) Il y a deux tensions de bascule, il s’agit donc d’un comparateur a hystérésis. Cela laisse le choix entre
les caractéristiques (5) et (6).

Ici, s devient positive lorsque e atteint une tension de bascule positive en augmentant. On en déduit donc que la
caractéristique correspondante est la (5).

19.8 d) Il y a deux tensions de bascule, il s’agit donc d’un comparateur & hystérésis. Cela laisse le choix entre
les caractéristiques (5) et (6).

Ici, s devient négative lorsque e atteint une tension de bascule positive en augmentant. On en déduit donc que la
caractéristique correspondante est la (6).

19.8 ¢) Il n’y a qu'une tension de bascule non-nulle, on en déduit donc que la caractéristique correspondante
est la (4).

19.8 f) Il n’y a qu’une tension de bascule nulle, il s’agit donc d’un comparateur simple symétrique. La caracté-

ristique correspondante est donc la (2).
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19.9 a) On lit, pour la tension en tirets, une amplitude de 1 carreau. Cette tension sature donc & 15V compte
tenu de l’échelle.

2
19.9 b) On identifie une intersection entre les deux signaux lorsque e(t) atteint une valeur correspondant & G

de carreau. Compte tenu de 1’échelle, on en déduit donc que Viim = 1,7 V.

R V.
19.9 ¢) D’apres 'énoncé, Vim = ﬁVsat, or R, Viat et Viim sont connues. On peut donc écrire R = Vls'at R.
15V

L’application numérique donne : R’ = x 100 = 900 Q2.

5V

19.9d) La valeur de Viim est de 1,7V soit 1,7 carreaux d’aprés ’échelle. Or, Pamplitude est inférieure a 1,7
carreaux, la valeur de bascule n’est donc pas atteinte par la tension d’entrée. La réponse correcte est donc la @

19.10 a) Le signal (1) met en évidence une saturation en amplitude de tension de sortie et le signal (3) met en
évidence une saturation en vitesse de balayage.

Le signal (2) est le seul qui présente une allure de sinusoide.

19.10 b) Le montage (1) met en évidence une saturation en amplitude de tension de sortie et le montage (3) met

en évidence une saturation en vitesse de balayage.
Le gain de I'amplificateur est de 10, on en déduit donc qu'une entrée d’amplitude 1V conduit & une sortie d’amplitude
10 V. L’ALI ne sature donc pas.

d
De plus, la variation de tension de sortie sera donc de ’ordre de €5 210V x 2000 Hz ~ 20 V/ms en considérant

une variation de 10V sur une demi période. I’ALI ne sature donc pas en vitesse de balayage non plus.

19.10 ¢) Le gain de 'amplificateur conduit & une tension de sortie pouvant aller jusqu’a 20 V. L’ALI sature donc
en amplitude de tension a Viay = 15V d’apres les prérequis.

19.10 d) L’amplitude de sortie est de 10 V au vu du gain de Pamplificateur. Ainsi, la variation de tension de sortie

d
sera donc de l'ordre de d—i ~ 10V x 2 x 10" Hz ~ 200 V/ps. L’ALI sature donc en vitesse de balayage.

19.10 e) Ce premier spectre ne comporte qu'une composante spectrale, il correspond donc & un signal sinusoidal

soit celui du chronogramme (2).

19.10 f) Ce spectre et le suivant comportent tous deux des harmoniques. Celui-ci est plus riche en hautes fré-

quences que le suivant, on en déduit donc qu’il correspond au signal présentant le plus de discontinuités de tension,
cela correspond au chronogramme (1).

19.10 g) Par élimination, ce spectre correspond au chronogramme (3) qui présente une allure globale conservée

par rapport au signal sinusoidal et moins de discontinuités que le spectre précédent.
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IF'iche n° 20. Oscillateurs électroniques|

Réponses
200 8) . eeeoe du  w_ 20,7 C) et (a)
dt
Tdu ., Pu 20.7 ) o M)
20.1 b) ................. fE+wOu+@*O
4 (R+ Zc)” + RZc
o 20.7€) it =
20.1 c) RO 4z - L fiZc
A C)i dt 0 dt2
20.7 £) oo @
20.1 d) 1d—“+w2u+dz—“—o
Ad) — Wit a3 Ade :
; 20.7 g) ....... dr2 ﬁﬁ WUS =0
20.28) i jwi = ———
ROT  20.8a). . 0o @
Jw 22, 2
2Db) Zi+ L2C% — =A
20.2 b) —i+ L7C%i = (jw) 20.8 D) ..t ©
20.38) .. (O 20.8¢) ..o (a)
20.3b) ... (@) 20.8d) .t D)
2004 8) i (a) 2009 8) ©
20.4 D) i ®| 2091 B,
OD) o Ve
2004 C) o (a) 1
209 C) .o i C%
20.4d) . M)
V;at —uc
20,5 8) ...\ ®] 209d) . =—3
20.5 D) i ()] 2009€) .. (@)
20,5 C) e (©) 20.9 ) (©)
20.5 d) ..o M) 2098) i M)
20,6 8) .. 20.9 1) . @)
2006 D) ... F
) 20.9 1) 0 (©)
20,6 C) ()
2009 ). M)
20.7 Q) e (©
20.10 a) ue __ R
20,7 D) oo u =2 Co us  Ro+ Ro
A
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20.10b) ..o Ue — Us = Ryde 2010 £) ..o te = Ryic + Viat |
20,10 C) v U = 730&2‘8 20.108) .. .oiiiiii Caractéristique @
Ry
20.10h) ... Caractéristique
20,10 d) . (a) ®
20,10 1) ot (©
20.10 €) . ni e ()
Corrigés
20.1 a) On remplace une multiplication par jw par une dérivée temporelle. On obtient : XU + —=0.
T
20.1 b) De méme, on a ici fd—u—l— 5 +dQ—u—O
: ’ rdt 0T A
d d?
20.1¢) Avec wlu = —jfwu = —(jw)zg, on obtient : RC% + wiu — dTZ = A.
20.1 d) En multipliant par jwwo, on obtient : ‘Ey + wiu + (jw)Qg = jwowA. Il vient ensuite :
T
Ldu 2u+d2u a4
—_—— w, —_— — = 0.
rde A T e
20.2 a) On remplace une dérivée temporelle par une multiplication par jw : jwi %
20.3 a) Seul le filtre passe-bande peut étre utilisé.
20.3 b) Le filtre passe-bande atténue, donc il faut amplifier le signal pour compenser.
20.4 a) Les deux coefficients sont de méme signe, donc le systéme est stable : solution en exp(—f)
20.4 b) Les deux coefficients sont de signes contraires, donc le systéme est instable : solution en exp (+7>
20.4 ¢) Les trois coefficients sont de méme signe, donc le systéme est stable.
20.4 d) Les trois coefficients sont de signes différents, donc le systéme est instable.
20.5 a) Si le systeéme est stable, il y a amortissement, donc pas d’oscillations.
20.5 b) Pour démarrer, il faut qu’il y ait amplification et non amortissement, ce qui impose que le deuxiéme

coefficient de I’équation différentielle soit négatif.

20.5 c)

d%u
Les oscillations sinusoidales sont décrites par I’équation différentielle 1= + wgu = 0 de pulsation wyg.

404
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20.5 d) Pour avoir des oscillations parfaitement sinusoidales, il faut que le produit Ha.Hf soit égal a 1, ce qui

implique AHyp =1 +jQ(

v _ ﬂ), soit HpA =1 et w = wyp. C’est le critére de Barkhausen.
wo w
20.6 ¢) Sile complexe AB vaut 1, son module vaut 1 et son argument vaut 0.

20.7 a) Il y a rétroaction sur les deux bornes inverseuse et non inverseuse : ’ALI fonctionne alternativement en
régime linéaire et en régime saturé.

20.7 b) L’intensité est nulle & ’entrée non inverseuse et 'intensité du courant est donc identique dans R; et Ro.

A [ . . 4 Ui . Us
On reconnait donc un pont diviseur de tension. La relation demandée est donc : — = ————— soit u; = —

R1_R1+R2 A’

20.7¢c) OnaZi =R+ Zc.

20.7 ¢) Pour le bloc de droite, on peut appliquer la relation du pont diviseur de tension : on a

RZc
R Z -
w  Zi+2Z T Rize  (R+Zo)'+Rze

Ue 7 RZc - RZc

w  (R+Ze) +RZo
20.7 f) La relation = = s’écrit :
Ue RZ¢c

2 2
1 1 1 R
Rt — | +R— R+ —— | +3
us ( J0w> Cw <JCw) jCw  (jw)?R2C? + 1+ 3jwRC
e 1 - I - JWRC '

jCw Rij

Comme u; = ue, On obtient :

_ (jw)?R?C? +1 + 3jwRC _ (jw)’R?C® +1 4 3jwRC 1

s

LS jwRC e jwRC A

D’ot :

(jw)’R*C?* 4+ 1 + 3jwRC 1,
jwRC A=

d?us 3 — A dus 1

=0.

20.8 b) On a alors d tus + wous = 0, avec wo =

20.8 ¢c) Si A < 3, la tension va s’amortir lors d’un régime pseudo-périodique jusqu’a une valeur nulle.
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U Fa = _f Vs
"7 Ri+ R, Ri+ Ry ™
209¢) Ona:i=c3C
dt
20.9d) Ona Z:USE“C:VW&“C
. Vet —uc duc oo due | ue - Veas
20. _ Ve —uc _ ,duc Jduc | uc Vear
09e) Onai 7 Cdt On en déduit ” RC = RO

20.9j) La tension différentielle ¢ diminue. Au moment ol cette tension £ devient négative, I’ALI bascule en

saturation négative.

Ue — Us . . .
———— il vient : ue = —Ro —te.

20.10 A be =
c) Aveci 7

20.10 d) Pour éviter la saturation : |us| < Viat.

_ B
Ro + R»
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- L L RoR e .
20.10 g) En régime linéaire, la pente est négative (ue =— dOR 1) : toutes les caractéristiques sont possibles.
2
En régime saturé, ue = Riic + Viat : la pente est positive et 'ordonnée a lorigine vaut Vsas. Cela élimine la

caractéristique @

R
e En saturation haute, on a Vi > V_; donc ue = V_ < V4 = 70‘/82“‘
Ro + R2
R,
e En saturation basse, on a Vi < V_; donc ue = V_ >V} = S L Viat-
Ro + R»
D’ot la condition indiquée dans ’énoncé |u.| < ivm
Ro + R»

Ces conditions imposent la caractéristique @

20.10 h) On a toujours les propriétés suivantes :

e En saturation haute, us = +Vzat et V4 > V_ donc ue = Vo < V4 = m%at,
0 2

Ue — Viat

7 (ordonnée a V'origine négative) : cela correspond a
1

Dans ce cas, ie =

Ro
i< RO ¥ R2 ‘/sat - ‘/sat _ 7& Vvsat
© Ry Ri Ro+ Ry’
. Ro
e En saturation basse, us = —Vzat €t V4 < V_, donc ue = Vo > V4 = ———— Vias.
v Ro + R»
Dans ce cas, ic = % (ordonnée a 'origine positive) : cela correspond a
1
Ry
i S 7RO+R2‘/s,at+‘/sat :+& ‘/sat
© Ry Ri Ro+ Ry’

Ces conditions imposent la caractéristique @
Plus simplement, on peut également effectuer une symétrie de la caractéristique @ de la question précédente.

20.10 i) C’est bien siir dans la zone centrale que le dipéle se comporte comme une résistance négative.

Réponses et corrigés 407



I[F'iche n° 21. Cinématique des fluides|

Réponses
211 a). oo 250 10 m® | 2100 b) ..
211 D) 2,59 x 10kg - h~! ‘ 2110 C) e

2111 D). oui
218 (©
2102 8) .o @
2104 8) 87m-s! ©
2112 D).
214 D)
2112 C) i ]
215 A) ettt () ) x
— 2118 8) .. Zer
215 D) 5pvol?? T
2113 D) o
216 o @ 21183 C) i non
217 8) .. 0] 5143 Q) oo .
21,7 b) o oui T
217 C) e mon| 2L.lda)......... wa®
20,7 d) oui 2114 D). oui
218 8) e 21,04 C) et oui
21.8 b) it oui 2114 d) Wz
21.8C) i 3z -2z 5¢K exp(—t/7)
.
e 21.15 .... 0 K exp(—t/T)
21.9 a) ...................................... 2z ; 3z 52K exp(—t/7)
k 2 2
21.9b) ..o ot T oY + ¢o 21.16 8) et oui
21.9 C) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, non 21.16 b) .................................... oul
21.9d). .. 2116 C) oot Bln(r) — af
~ 2 2
2110 ) oo 2116 Q). T
r

408 Réponses et corrigés



Corrigés

21.1 a) On convertit le volume en m® et la durée en heures : on a

-3 3
Dy = — oAx107m =259 x 10" m® - h L.

(3%60+34) X —— h

21.1 b) Cette fois, on convertit le volume en masse grace a la masse volumique de 1’eau, en gardant la méme

durée : on a
1,00 x 10°kg - m ™ x 15,4 x 10~* m®

D, . =259 x 10°kg - h™'.
214 x —— h
" 3600
21.2 Calculons le débit pour chaque cas donné :

e 100kg d’eau pendant 50 min correspond & un débit volumique égal a

100 kg
1,0 x 10°kg - m™3 x 50 min x 60s/min

=3,3 X 107 m® - s7.

e 0,2mol d’eau pendant 3 ms correspond a un débit volumique égal a

0,2mol x 18,0 x 1073 kg - mol~*

¥ — —— =12x10"%m’-s7".
1,00 x 10°kg - m ™ x 3,0 x 10775

e 18 m® d’eau pendant 2 jours correspond & un débit volumique égal &

18 m?®

=1,0x10""m® s,
2jours X 24 h/jour x 3600s/h e s

C’est par conséquent ’écoulement @ qui possede le débit volumique le plus important.

21.3 On exprime d’abord la masse volumique du fluide en fonction des données du probléeme : p = —.

On réalise ensuite les applications numériques pour les deux valeurs extrémes de débit massique afin d’obtenir un

encadrement de la valeur de masse volumique. On prend soin de convertir les grandeurs dans le systéme d’unités
2

d
2= WZ) Ainsi, on a

internationales et de calculer correctement la surface de la section circulaire (S = 7r

70g . 571 6 x 1072 kg . 871 3 _3 _3
min = = =12x10"kg-m ~"=12g-cm
P A(EEER X om-s ] w(3x 10 °m)2 x 2m -5 | & &
80g-s! 6x 10 2 kg-s! - -
et Pmax = £ ° = X £ 5 _1:1,4><103kg~m3:174g-cm 3,

m(SEm)2 x 2m-s! C 7(3x107°m)2 x2m-s

En conclusion on a p = (1,3+0,1) g - cm™?, les fluides potentiels sont donc le miel et la glycérine. Réponse @

21.4 a) Dans le cas d’un écoulement uniforme, on a Dy,1 = v1.5;. Ici, on a

3 y—1
Si=hixlh=15x100cm®>=15x10""m? et Dy = M =1,306m® s .
36005 - h

Dyi 1,306m®-s™! _
On en déduit la vitesse moyenne : v1 = L % =8,7m-s L
S1 1,56 x 107" m
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21.4 b) Par conservation du débit (écoulement incompressible), on a Dy1 = Dy2 donc v151 = v2S2. D’ou,

1 1 15x10"tm?
= -8 X T3 35
Sa 6,0 x 107" m

=22m-s '

21.5a) La formule @ n’est pas homogene : le produit 7° dr d est homogéne & un volume, et non une surface.

De plus, il faut intégrer de 0 & 27 et non de 0 & 7 : la formule @ est donc également incorrecte.

21.5 b) Par définition, D,, = //p?- dS. En coordonnées cylindriques, on obtient ainsi

2 27 R r2 r2 o R R R?
D,, = 11— — = 11— — = 2 _—— — =2 — — — .
p%//( R2>rdrd9 pVo/O dG/O ( R2>rdr pVo X nx{z 4R2:|0 TpVo 5 1

Ainsi, D, = ngoR2.

21.6 On a Q(vo sin(wt)&y) = woo cos(wt)eg £ 0.

ot

21.7a) On a div(7) = div(veez) = 0.
21.7c) On adiv(?7) = div(kzes + kye,) = 2k # 0; ainsi, 'écoulement est compressible.

21.9b) Ona
T = ke + kyel = 78¢(w,y)e_;7 8¢(w7y)e_y> ot dp— 0p(x,y) 4, . 9¢(@y) dy = —kz dz — ky dy.
Oz dy oz dy
’ v k o ko
Donc, ¢ — ¢o = —/ kxdx — / ky dy et donc ¢(z,y) = 5 =5y + ¢o.
0 Jo
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21.11a) Ona

(T () = — =)

> = wey donc vy(x) = A et v(z) = —wz + B,

avec A et B des constantes d’intégration.

Comme on a T(z = 0) = 0, on en déduit 0 = v,(0) = A et 0 = v.(0) = B. Donc, ¥ (z) = —wzés.

21.11 b) On a div(7(z)) = div(—wze?) = = 0; ainsi, I’écoulement est incompressible.

21.13 b) On a rot T(z,y,z,t) = ﬁ(ge_x’) = dix) €y — dy @2=0.

21.13 ¢) On a div ¥ (z,y, z,t) = le(*€w> = §;> = = # 0. Dongc, ’écoulement n’est pas incompressible.
o 0z = z 0 T\ T

21.13d) On a am(t) = &(;ez) + [fez grad} (;ez) =0+ [T 8x} (Tez> == €

21.14 b) On voit que v, = 0 : ainsi, la divergence de la vitesse est nulle, ce qui correspond & un écoulement
incompressible.

1dK . .
21.14 ¢) Pour r > a, on a rot ¥ = 7d76-; = 6 L’écoulement est donc irrotationnel hors du coeur.
r dr
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= 1 ld(wr? 1
21.14 d) Pour r < a, le vecteur tourbillon s’écrit 2 = = x = (wr )e_z’ = — X 2rwe, = we,.
2 r dr 2r
21.15 La dérivée particulaire & calculer porte sur le champ de vitesse ¥ :

L, DT %

Dt ot

Le champ a dériver est exprimé dans un systeme de coordonnées cartésiennes. En projetant cette équation vectorielle

— —> —> 4, 5 . . 4 ;. . .

sur une base (ez, ey, €2) et en développant 'expression du gradient en coordonnées cartésiennes on obtient trois
équations scalaires qui sont les composantes a., ay et a. :

+(z-V)7

a_sz_avz+v%+v%
T Dt ot * or * 0z
__ Dvy,  Ovuy Ovy Ovy

WD T e e e
_ Dv,  Ov. v, ov,

“=Dr "o e T
Calculons les différentes composantes. On a
to = 22720 K exp(—t/7) + (2 % (20 — 32) — 3 x (32 — 22)) K exp(—2t/7)
T
= (M —5zK exp(—t/T))KeXp(—t/T)
p
et ay,=0
2z — 3x 2
et a,= TKexp(—t/T) + (3 X (2 —3z2) — 2 x (3z — 22))K exp(—2t/T)
- (M _5:K exp(ft/T))KeXp(ft/T).
pu

Finalement, en écrivant la solution @ = az€; + ay€, + a.€. sous forme matricielle (vecteur colonne) on a :

dz-2w 5xK exp(—t/T)
p
d(z,y,z,t) = 0 K exp(—t/T)
2
Gk 52K exp(—t/T)
.

B

0(r,0) 4,  92(.0) 4y _ dr—ads.

or 00

€g = ——F—€ — — € et d® =

21.16 d) L’écoulement est stationnaire et irrotationnel. Donc, on a

-2 2 2 2 2
i g—>rad<v2> _ g—>rad<62+2a> __Brats
'
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IF'iche n° 22. Dynamique des fluides ||

Réponses
221 8) 0. M)
22.1D) 32nm
22.2 (©)
22.88) +rooeoooe
22.85). oo
22.3C) 100N
22,4 8) (a)
22.4 D) i (a)
22.4C) o 2,5 x 103
22.58) ..
h _>
22.5b) et - (po + “g)hL >
h2
225 C) ere e J‘gQ Les
22.6a). ... ’po + ug(h(z,t) — 2) ‘
22.6b) ... | (h(w,t) - f(2))Lda|
0
22.6¢c)....... —Hg - X (h(z,t) — f(z)) x Ldx
22.7 a) Maixon
T [ = T av
Afairp
22.7 D)
7Db) BT,
2270). oo
22.88) i ’ 1x10°kg - m™3 ‘
228 D) i
p(z)M
22.8 C) i oA
Mgz
22.8d) ..o Do €Xp (— RT, )

Ty — az o

22.8 e) ....................... Po TO

22.98) ...

z
22.9b) et po(l— )
22.9C) i 2 x1072%
22.1008) oo v(r) x dS
22.10 D) oo
22.10) v
RQ
2210 d) e T v
2211 8) .. M)
2211 D).
2211 C) i —4mra ALy
2201 d) 4mR%*ALn
2212 8) ..
22,12 D).
2212 C) oo
22,12 d). .
22,12 €) i
2212 ). .. itoap=¢d+e
22.13a)................ Fo+F+P+F,=0
1 2
22.13b) i ipSva =mg
1 2

22.13C) i §,uSCtv =Fn
22.148) ..ot F+F+P=07
22.14Db) .o F, = mgsin(ay) ‘
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Corrigés

pNa 3 x 10° Pa x 6,02 x 10** mol "
RT  8314J-K ' mol™! x 280K

De la méme facon, on trouve : ny = 4,5 x 10*® m™3. Notons que ny < n,; ainsi £, > £,.

22.1a) Onan)= =78x%x10%m™>.

22.1 b) D’apres la relation, on a ¢, = - = 32nm.
) P V2r(3 x 107%m)2 x 7,8 x 10* m~3

@ On reconnait ici le poids divisé par un volume. La relation est donc le poids volumique.

@ La force de Lorentz est : F = Q(E + U A §) De plus p est homogene & une charge sur un volume. Ainsi,
p(E + U A B) est homogeéne & une force volumique.

, 2 e Siia 3 - W - W (& - () - W S-S
@ Notons que QE est homogene & une force. On a [j A E] = ﬁ[E] = T [ [E] # F[E} Ainsi, j A E n’est
pas une force volumique.
@ Notons que [QT A E] est homogene a une force. On a [QT A E)} = [Q}%[ﬁ] Donc,
7 A8 = UE = O m - 9B

L2 T T x L2
Ainsi, expression proposée est homogene a une force volumique.
@ La force de pression agissant sur une surface s’écrit : F' = PS% ; ainsi [F] = [P] x L*. On a
e [P]  [P]x L?
d(P)| = =& = ———.
[grad(P)] = 72 = =15
L’expression proposée est donc homogene & une force volumique.

On a donc une pression de 10N - cm ™2

22.3 ¢) Une pression de 1 bar = 10N - Cm*27 sur une surface de 10 cm? donne une force qui vaut

10N -cm™ 2 x 10em?. = 100 N.

pNa  10°Pa x 6,02 x 10%* mol !
RT ~ 8314J-K~ ' mol! x 288,15K

22.4 b) Le nombre de particules vérifie No =n" x V =25 x 10%m ™ x1x10%m =25 x 10%.

22.4 a) La densité volumique vérifie n* = =2,5X% 102 m™2,
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22.4c) Le nombre de particules vérifie No = n* x d® = 2,5 X 10 m ™3 x1x 1072 m® = 2,5 X 10",

22.5b) Pour l'eau, ¥ = —¢&,. On a

L 22 0 _ ﬂgh N
F, = dy (po — pgz)dz = L x {poz — ,ugj} donc Fp = (pg + —)hLez.
y=0 z=—h —h

22.6 a) La hauteur de la colonne de fluide AH vaut h(z, z,t) — z. Ainsi p(z, z,t) = po + pg(h(z,t) — 2).

M, ir
22.7 a) La masse volumique vaut p = fi% = SV(S”.

22.7 ¢) Au niveau de I'océan, la pression est de 1bar soit 1 x 10° Pa. La masse volumique vaut

29 x 1073 kg - mol ™! x 10° Pa 3
= — — =1,2kg-m™".
8,314J - K™ -mol™" x 288K
1kg 1kg
22.8 L 1 del t — =
a) a masse volumique de 'eau est po = T T 1003
p(0)=po 0
22.8 b) La masse volumique p est constante. On a / dp = / —pog dz donc p(z) = po — pogz.
p(2) z
M
22.8¢c) OmnapV =nRIy= %RTO donne p(z) = % = pgj)“o
dp Mg .
22.8 d) L’équation différentielle est T + == BT, p(z) = 0 avec la condition initiale p( 0) = po
P(0)=po M
On calcule : /p(z> dp / —R—T dz, ce qui conduit & p(z) = po exp ( Rjg“oz)'
M d M
22.8 ¢) On utilise p(z) % = I;%(;)(z) ce qui donne ’équation ;p = _R(Toi—gaz) dz. On calcule :

p(0)=po dp
dz,
/p(z / R(To - Oéz)
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22.9 a) L’altitude zo est telle que p(z = z0) = p?o = poe "/ et vaut donc 20 = H In(2).

A
22.9 ¢) La diminution de pression vérifie Ap = poﬁz ou Az = 1,7m est la différence d’altitude entre les pieds

A _
et la téte. Ainsi =2 ~ 2 x 102%.
Po

R
22.10 ¢) On écrit que Q, = / 27Ur dr. On obtient Q, = 7R?U.
r=0

N
o
[y
o
o,
=
o
=
oS
o
=
=
e}
=
@
QO
@
I

R R2
= / 2mrv(r)dr. On obtient Q, = 7'('7’[)0.
r=0

22.11 a) Le fluide étant visqueux, il y a continuité de la vitesse au niveau d’une paroi. Comme celle-ci est immobile,

on en déduit que v(r = R) = 0.

22.11 ¢) On utilise le fait qu’ici, (%) = —2Arg. L’expression de la force est donc : F(ro) = —AmriALn.
T/ r=rg

22.14 e) On construit la droite qui passe par l'origine et qui est tangente & la polaire. Le point de tangence
correspond au choix optimale, c’est donc qualitativement le point C.
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IF'iche n° 23. Dynamique des fluides 1]

Réponses
23.18) . u(y) = 2 23.8Db) i 2AnhL?e;
a
23.98) 52 %1073
K b
23.1b).....oinat v(y) = U—Oy - —ay(l - Q)
a” 2 a 23.9b) .. 34%x107°N
KR? 2 -
23.1¢C) i, v(r) = — f ( _;2) 23.9C) i 6,7x 107°N
23.9.4) oo
23.28) . i D, = vgab ) 0> 10
24, R?
4 a
28.2b). oo D, — AW% 23.9€) . >
23.9 1) . 0,5ms
233 8) i ®) )
23.10a). ... P(z,y,2)dydze,
23.3 D) (©) ’ ‘
23.10b) ... ’ —P(x +dz,y,2)dy dze_;‘
23.3C) ot
) @ oP
o1 23,10 C) .t —5-dr
X
234 8) oo Pz
N P
2310 d) ..o 9P 4,
1% dy
234 D) i —
7 23.10 e) ............................... 787 d’T
23.4C) ot z
°) PQL2
23.10f) oo —grad P
23.58) 0ttt M.L7'T! —
2311 8) ..
23.5 D). L2717t
2311 D). )
28,5 C) ot @
23,11 C) e
23.60) ) @
12 23.1208) .. @
23.6D) ... L(Poh — ,ug2>ez
2
2312 D). 2 T drer
P,—P_, dy
23.7 ) 7 €
23.02C) i (a)
P,—P
28TD) e T @) P g s ) @
P —P
237 ¢) L 2(L_x1)+P1}S€—I» 2318 b) ..o @
2318 C) ot 0
23.8) ..o 3:13¢)
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23.14a)............ 0= —grad POV, 1) + Fva | 2819 C)urneeeneinneiee e B2
U
23.14b) .. D] 2319 A 21 46 min 40 5|
2314 C) o 2
© © 2310 ©) e Folz) _
— dz2
2315 8) . 2519 0 T
F 0 L I V\Z) = —
23,15 D). () h
Up o>
23,15 C) oo gz ZBI9E) N7, e
a
2315 d) oo ® 28.20 8) .t (a)
23.20 D) ...
23,16 8) ... () ) ©
2 _ .2
2316 D).t @ ** B) e Vs = VA +2gh
R2
23,16 C) oot ()|  282Lb)... A
23.16 ). (D] 23.21¢) i V/2gh
23.17 a) u(%.;.(?.@)?) e Pad| 23:228) ©
23.22 D) ...
2317 D) oo 8P ©
s 28.22 C) t it (©
2AP —
23.17 C) .......... DV = vBS = S's (S2 2) 23.23 U ov*
- S ekd®) CL | v o o o o s s 0 s 0 s 4 s s e s e et p—
i 2) T ot*
2318 8) ..t ] U2 - ~ =
- 0 23.23b) .t T(”* grad )(v*)
23.18 b) 0 = —grad P(z,2) + nAT(2) + g
U —
P 2, 28.23 C) et — A% (v")
2318 C) i OP(,2) _ 0%v(z) L?
Oox 022
5 23.23 ). pU?
2318 d) ..o v(z) = v0<1 - ;) 7
23.23 €) ... —
- ¢) UT
2318 €) ..oiiii . P(z) =Py — Z;’O U2
23.23 1) ... —
aT (1) g
23.19 a) ot pLU
—grad P(z,t) + nAT (2, t) + 4G 23.23 g) it T
ov(z,t) 0?v(z,t)
23.19b) .. ... =
) ot 072
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Corrigés

d%v 20)

23.1a) Ona Fe i 0 donc v(y) = A + By. Les conditions aux limites permettent d’écrire A =0et B= —.

y a

K 5 .. . . vo K
23.1b) Onawv(y)=A+ By+ Y Les conditions aux limites permettent d’écrire A =0et B = — — 5
Kr® - - :
23.1¢c) Onavuv(r)= 1 + Bln(r) + A. La constante B doit étre nulle pour éviter la divergence de v en r = 0.
o . KR?

La condition aux limites v(0) = 0 permet de trouver A = — R

23.3 a) Un dauphin peut étre modélisé par un cylindre dont le rayon est de 50 cm environ. La vitesse doit de

plus étre exprimée en metre par seconde : 20 km - h = 20/3,6 m - s™'. On a donc Re = %.
23.3 b) Une balle de tennis a un diameétre de I'ordre de 6 cm.
23.3 ¢) Un moucheron a une taille caractéristique de 'ordre de 1 mm.
23.4a) Ona |p(7-grad)T| ~ pV?/L et |AT| ~ v/L>.
23.5 a)
e La dimension du laplacien du champ des vitesses est : [A(T)] = _[vitesse] =L '
[longueur]?
f LT Z2 e
e La dimension de la force volumique visqueuse est [fvis] = [ orce] = M.L.T =ML 21772
[volume] L3

M.L=2.T772

711 soit [g] = M.L™ .77,

e La dimension de la viscosité dynamique est : [n] =

23.5 b) La dimension de la viscosité cinématique se déduit du résultat précédent sur la viscosité dynamique

ML'\T™' 5
[v] = I = LT
—3 .
23.5 c) On calcule en unités du systéme international avec p = 10° kg/m3 onav= 0103u81 =10 usi
23.6 a) On a —grad P(z) = f(jl—Pe‘z'— ugex
z
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23.6 b) On écrit §Fp = P(z) ds = P(z)dydze, = (Py — pgz) dy dze,. En intégrant sur toute la surface, on a :

. R L h ug 21" h2
Fp = / P(z)dS = / / (Py — pgz)dydzég = L& [Poz - —zﬂ =L Poh — pg— |ea.
(S) y=0J z=0 2 2

0
— dP_, P - P — .
23.7 a) Comme le gradient est constant, on a grad P(z) = = = Mez. Avec les conditions
X T2 — T1
données, on obtient :
P, — P,
grad P(z) = — 7 Ler

P =P

5FE:P(L)d§:—[ .

(L —z1) + P1} dy dzes.

Sachant que P(z) ne dépend ni de y, ni de z, on obtient par intégration : }*T}: = [@(L —1z1) + P1|Se,.
2 d?(Az2
23.8 a) On écrit nA(V(2)) = 77d dq;gz) =7 5122 )e_; = 2Ane,
- Az? — —
23.8b) On écrit 6F, = naa—j dSez = 2Anz dSez.

En sommant sur toute la surface, sachant dS = dx dy et z = h, on obtient :

L L
F, = // 6F, = / / 2Anhé, dz dy = 2AnhL?e,.
S z=0 J y=0

_ pgdue  1,3x10°kg-m™? x 1,0 x 107°m x 3,8mm s
T on 0,94Pa - s

4
23.9 ¢) La bille étant entierement immergée, Vi; = g?’l’RS, d’ou la norme de la poussée d’Archimede :

= 4 4 (1,0x107°
ITI]| = uggngg =1,3x10°kg - m337r(70><20m

3
) 9,81m-s 2 =6,7x 107°N.

23.9d) Sachant que la masse de la bille est m = p.V avec le volume V = gwRS de la bille, on a :

30 4 3 3
HP||—Ma37TRg—7,8><10 kg -m 371- 5

—3 \3
34 (L()><1()111) 9,81m/s > = 4,0 x 10" N.
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23.9 ¢) La seconde loi de Newton dans un référentiel galiléen donne :
d¥wm
dt

mam(t) =m t)=P+1+F,.

En projetant selon ’axe vertical, on obtient :

4 sdu(t) 4 4 4 3 do(t) | o(t) g
,U,a37TR i —,uagwR g uggwR g — 6mnRu(t) donc i + = 1 o g,
2
avec T = Hal? .
M

2 x 7,8 x 10%kg - m™?(5 x 104 m)”
9x0,94Pa-s

23.9 ) On écrit 7 = =4,6 x10"*s ~ 0,5ms.

23.10 ¢) La résultante des forces de pression suivant (Oz) est la somme algébrique de la force pressante qui

s’exerce sur la surface dydz a la cote x et sur la surface dydz a la cote x + dz. La surface faisant déja intervenir
le produit dydz, on peut considérer la pression comme égale & P(z,y,z) en tout point de la surface en = et a
P(xz + dz, y, ) sur la surface en z + dz.

11 vient en projection sur (Oz) : dFpy = [+P(z,y,2) — P(z + dz,y, 2)] dy dz.

Par un développement de Taylor-Young limité au premier ordre en dx, on obtient :

dFp, = [—a—P dx} dydz donc dFp, = —6—}3 dr.
ox ox

23.10 d) La résultante des forces de pression suivant (Oy) est la somme algébrique de la force pressante qui
s’exerce sur la surface drdz a la cote y et sur la surface dz dz a la cote y + dy.

Comme précédemment, il vient en projection sur (Oy) : dFpy = [+P(z,y,2) — P(z,y + dy, )] dy d=.

Un développement de Taylor-Young limité au premier ordre en dy donne :

dFpy = [—%5 dy} dzdz donc dFpy = ——dr.

23.10 ¢) La résultante des forces de pression suivant (Oz) est la somme algébrique de la force pressante qui
s’exerce sur la surface dz dy a la cote z et sur la surface de dy a la cote z + dz.
On a: dFp. = [+P(z,y,2) — P(z,y, 2z + dz)] dz dy, qui donne par le méme raisonnement que précédemment :
oP opP
- [—— dz] dedy  done  dFp. = - 2L dr.
0z 0z

23.10 f) En reprenant les résultats précédents, la résultante des forces pressantes exercée sur le volume particulaire

— P_, 0P P X dFp = —
dr s’écrit : dFp = — 6—6;6 + a—e_y’—k a—e_; dr, d’ott f_}; ==L — _gradP.
or dy 0z dr
23.11 a) La résultante des forces de pression s’écrit F; = — # PdSext = — /// grad Pdr. Si la pression est
s JI v

uniforme, grad P = 0 d’ou F; =0.
23.11 b) Pour que la distribution initiale des pressions, avec P> sur S2 soit la méme que la superposition de Py

uniforme partout et de P’ extérieure sur Sz, il faut que P’ = P, — Pi.
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23.11 ¢) On calcule la résultante des forces de pression sur X en utilisant la superposition des deux distributions

précédentes. La contribution pour P; uniforme donne une résultante nulle (voir question a).
La contribution pour P’ donne : E; = —P'Sse2, soit F—‘]; = (P, — P)Sqez.

Ovg
dy
visqueuse extérieure exercée sur la surface dz dz en y 4 dy est celle due aux couches fluides situées en 3" > y + dy,
donc, en vertu du principe des actions réciproques, 'opposée de celle exercée par les couches situées en y' < y + dy.

On aura donc dﬁ';(y +dy,t) = —m(y +dy,t) =+n avyz

sur la surface drdz située & la cote y est directement df;(y,t) = —&—m(y, t) = —n (y,t) dzdze,. La force

(y + dy,t) dzdze,. La bonne réponse est la réponse @

23.12 b) On reprend l'expression de dF dela question précédente et on forme un développement de Taylor-Young

de v, (y,t) par rapport & y limité au premier ordre en dy, soit :

Ovg Ovg 8%vy
y (y+dy,t) = oy (y:1) + 0 (y,t) dy.
2
1l vient dF' = +n 8;; (y +dy,t) — aaiyw(% t)| dzdz e, soit dF = +n %(% t) dzdydze,.

23.12 ¢) On sait que pour un fluide incompressible, le champ des vitesses vérifie ’équation locale div(7) = 0 :

la réponse @ n’est donc pas pertinente. On a montré a la question précédente que pour un champ de vitesses du

@_4_ azvz_’
dr n@yQ

dont la généralisation & un champ de vitesses quelconque conduit & fyisc(M,t) = nA(7), soit la réponse @

type T(M,t) = vz (y,t) €, la force volumique de viscosité au sein du fluide s’écrit fyisc(M,t) =

. . DV DT [vitesse] s
23.13 a) La dimension de —- est : [— ] = ~— = L.T
Dt Dt [temps]
Dv DV _ _ f
La dimension de pD—;} est donc : [pD—::} =ML 3LT?= %. La bonne réponse est la réponse @
DY 0V L T, , . . ov -
23.13 b) On rappelle que o= o + (v . grad)(v ). Pour un écoulement stationnaire, on a i 0. Pour un

écoulement uniforme, ¥ ne dépend pas du point choisi, donc (T)> . grad) (T)=10.

La bonne réponse est donc la réponse @

23.13 ¢) Si les lignes de courant sont rectilignes et paralléles, le champ eulérien des vitesses est du type

U(M’ t) = vl‘(Mv t) 6‘;
en choisissant ’axe des  suivant la direction de ¥. Pour un écoulement incompressible et homogene, on a div(7) = 0,
. O ) . ) v
soit ici 8—1” = 0. Comme [’écoulement est stationnaire : e [
i

L’accélérati ti t ici : - grad = (Va—— =0.Dou — = 0.
accélération convective vaut ici (v gra )(’U) (v o )(v) ol &

422 Réponses et corrigés



23.14 b) Une particule d’eau de masse m subit une force d’inertie d’entrainement —mawm(t) donc

23.14 ¢) Une particule d’eau de masse m se trouvant & une distance r de 'axe (Oz) subit une force d’inertie

N 2
d’entrainement —mrw-e, donc

— —> —
Fya = Py + Fvje = —pgel + pwr’e;.
23.15 a) L’accélération locale o est nulle car I’écoulement est stationnaire. L’accélération convective se réduit
s — Ov(z . . - . ‘ -
ici a : (U-grad)(?) = v(z) 6( )6‘5. L’écoulement étant supposé incompressible, le champ des vitesses vérifie
x

I'équation locale div(7) = 0, soit ici

Ov(z) DY 3
Ox '

= 0. On obtient ainsi : — =
n obtient ainsi : —

23.15 b) On rappelle qu’en coordonnées cartésiennes et en cartésiennes seulement, les composantes du laplacien

vectoriel sont le laplacien des composantes, soit ici : A(7T) = A(vy)eés (les autres composantes de U sont nulles).

2 2 2 2
Or, on a A(vg) = Ovs + 0% + 9 Y2 Comme v, = v(2) ne dépend que de z, il reste A(T) = ddv(;) €x-
z

ox? 0y? 0z

La bonne réponse est la réponse @

d2
23.15 ¢) La projection de ’équation de Navier-Stokes suivant (Ox) donne ici : % = 0, qui s’integre en
z
v(z) = Az + B.
U=A B U
Les conditions aux limites donnent ici, en z = *a : + at On en déduit B=0et A = —.
—-U=-Aa+B a
Finalement, on a v(z) = vz,
a
— — % %Z 0
23.15 d) On écrit que 1ot(T) = VA T, soit icirot(v) = | = A| 0 =| Y = Z& :laréponse @ est la
aﬁ 0 0
z
bonne
23.16 a) L’équation de conservation de la masse avec p = C**° conduit & div(7) = 0, soit ici (r,2) =0:la
composante axiale v, de ¥ ne dépend que de 7.
. . 32 . . . . . . —> aP
23.16 b) La projection de I’équation de Navier-Stokes suivant la direction radiale e, donne : 0 = ~ 5 + 0. La
r

bonne réponse est la réponse @

P 0
23.16 c¢) La projection de I’équation de Navier-Stokes suivant la direction axiale (Oz) donne : 86— = ﬂg (rg(r)> .
z ror r
Le membre de gauche de cette équation aux dérivées partielles ne dépend que de z (on a montré a la question

précédente que P ne dépendait pas de r), tandis que le membre de droite ne dépend que de r : ces deux membres
de ’équation ne peuvent qu’étre égaux a une constante numérique C. La bonne réponse est la réponse @
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P dP P(L)—-P
23.16 d) Puisque %—Z = C®*°, et que P ne dépend que de z, la loi P(z) est une loi affine et Fr %

L’équation de Navier-Stokes donne en projection sur (Oz), avec ce qui a été déja vu :

nd<rdv(r)):[P(L)—P(0)] . a (Tdvm) [P(L) - P(0)]

rdr dr L one dr dr - nL "

qui s’intégre entre 0 et r en :

dv. _ [P(L) = P(0)] » dv  [P(L) — P(0)]
" 0= 2nL " donc dr — 2nL
Une seconde intégration par rapport & r entre 0 et 7 conduit a : v(r) — v(0) = MT2.

4nL
Il reste a déterminer v(0), en utilisant la condition aux limites en r = R ol v(R) = 0. On obtient ainsi :

[P(L) — P(0)]

2
R

0—v(0) =

Finalement, le champ des vitesses d’un écoulement de Poiseuille cylindrique s’écrit :

_ 2 2
o) = LOL Bl e 2
23.17a) Ona u(%—:(M, )+ (T 1) grad) T, 1)) = — grad PO, 0) + 15

Z 3 2AP
23.17 b) On écrit ,u% +ug(R—r)+ Py — Pg = MU?B = u% + AP donc vi —vx = o

2
23.17 ¢) Onavpg =vx + 24P et vaA = %'UB donc v <1 (%) > _ 24P etvp =S _2AP
K Iz

On en déduit :

9AP
Dy =vgs=Ss (57— 57)
23.18 a) On écrit "égz) +(T(2) - grad) T(2) = 0 + v(2) 6"(;5;)6—; - 0.

23.18 b) En régime permanent, I'accélération d’une particule de fluide étant nulle et la seule autre force volumique
est celle de pesanteur :
e — —> —>
0 = —grad P(z,2) + nA(7(2)) + ng.

ox "t Ton T e o Hge:.

Donc la projection selon 1’axe (Ox) donne =
T 0z
N . du(z) N o
23.18 d) La primitive par rapport & z donne 7 P —Az + C et la seconde primitive conduit a :
z
A
nu(z) = 7522 +Cz+ D.
A ) L. A 2100 b o dlimi 2?
vec les trois conditions, on trouve D = nvg, C =0et A = B2 d’olt en éliminant 7, v(z) = vo( 1 — )
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23.18 ¢) Comme A = —20, la primitive par rapport & « donne : P(x) = —Ax+ B et avec la condition P(0) = P,

ona B =Py dou P(x) = Py, — Ax.

23.19 a) L’accélération convective est nulle : on a (U (z,t) « grad) ¥ (z,t) = v(2) 82;'2) =0
Il n’y a pas de gradient de pression dans le sens de ’écoulement donc la pression ne dépend que de z et de t. On a
8_> 7t 1 — —
pOTED ad Pt £ nA T (1) + 1T
23.19b) On a
8v(z,t)e_,_ _8P(z,t)e_, 82v(z,t)e_,_ o
ot v 0z =0 022 v~ Hgez
2
Donc selon (Oz), on a ,uav(a? 2 = 7]8 2(227 t). On reconnait I’équation de diffusion.
z

23.19 ¢) L’équation précédente est une équation de diffusion donc en ordre de grandeur pg ~ n% dot 7~ Ep2
T

2 1x 10" " m)?
23.19 d) On calcule 7 =~ h”_ (1 x ?6 l;rl)
v 1,0 x107°m”* -s

0%v(z) d?v(2)
23.19¢) Onal=n 522 donc 2

— = 1,0x 10* s soit environ 2 h 46 min 40 s.

= 0; c’est I’équation de Laplace.

23.19f) On a d?()i(z) = A puis v(z) = Az + B avec A et B des constantes d’intégration. D’apres les conditions
z
aux limites, on a 0 = v(0) = B et v, = v(h) = Ah dou A = vf et donc v(z) = %’z.

23.20 a) En notant § = — grad(gz), ’équation qui régit 1’écoulement peut se mettre sous la forme :
—2
SN P -
grad(v + — +gz> =0.
2
2

P
qui montre que la charge C = - 4+ — 4 gz est constante dans tout le volume de ’écoulement irrotationnel. La
p

bonne réponse est la réponse @

23.20 b) En considérant l'air & Pextérieur d’un cyclone en écoulement stationnaire, incompressible, parfait et

irrotationnel, la forme étendue de la relation de Bernoulli, donne entre le bord du cyclone ot v = 200km/h et le

2 3 -1 2
1,2kg/m” x (200km - h 3,6
centre ou la vitesse est nulle p% + Prin = Pamax donc Pmax — Pmin = — g/ ( /3,6) ~ 20 mbar.

23.21 a) La relation de Bernoulli sur une l.d.c. entre un point A de la surface libre & la pression atmosphérique
Py et un point du jet de sortie en B, lui aussi au contact de ’atmospheére, donc a la pression Py donne :

1 1
Po + pgh + 5pv,i =P, +0+ §pv25.

D’ou 1;123 = vi + 2gh.
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23.21 b) L’incompressibilité du fluide entraine la conservation du débit-volume : on a Sava = Sgva. Comme on
2
a aussi Sa = TR? et S = 7Ta27 on en déduit vg = —5VA-
a

23.22 a) Avec (Oz) suivant la verticale ascendante, on a § = —gé,. On en déduit ¢ = —grad(gz). La bonne

réponse est la réponse @

23.22 b) En faisant circuler 1’équation d’Euler le long d’une ligne de courant, on a (fc%(?) A 7) .d?=0card?

B — —2 2 —>2
— 2= N = D - 1 - UA° —
est colinéaire & ¥ et rot(7) A U est orthogonal & ¥. Il reste /?: «dl = /grad(é) A= A
A

2
A
B
—( P - Py-—-P
Pour le terme de droite, on a — /grad< + g) dl =2 A g(za — za).
P p
pUR’ pUR’
23.22 ¢) Le calcul mené a la question b) montre que Pa + — + pgza = Pa + - + pgza, donc constante, a

condition de rester sur une méme ligne de courant liant A et B. La bonne réponse est donc la réponse @

N
=
N
w
&
@)
=}
®
b
<y
Il
=
>
*
-
e
*
>
*
*

23.23 d) Compte tenu des résultats précédents, 'équation de Navier-Stokes se réécrit, en divisant par p = co .

U U2 (=2 —\, =2 grad (P) U .=
u U (2. —_gac ) a2y 1Y A,
Tor L (” grad >(” ) I gz + AT

L
En multipliant chaque terme par e il vient :

L ov* = 2\ 2 — > P gL — n a1
i + . = — — | — =+ —A .
UT ot (U grad ) (1} ) grad ( ) (& (’U )

Par identification, il vient P* = pU>.
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IF'iche n° 24. Bilans en mécanique des fluides|

Réponses

24.18). 1o
24.1D) oo

24.6€) . ©
24.78)

24.7C) 2x107*
4
24.28) ... 5,9 x 10% Pa 247 d) o
2
242b) .......................... 1,3)(10 J/kg 248&) ................... ’U1:U2:3,2m's_1‘
24.3 Q) i oui 248 D) e
24.3 D) oui
) 24.9 ) i (©
24.3 C) it oui
24.3 d) . oui 24.9Db) .. @
2404 8) L (©]  24.90C) i
244 D) M) 24.9d)......... Do dt
1
24.4C) o ) 24.9€) oo LDt
24.4d) .o
) © 24.9 f) p=1p ( 2)
...................... = =Dy (v] —v3
24.4€) i ) 2
; 24.98) i P =100W
v
245a) ... - +— =cte 24.108) .t dmy = D,y dt
2
24.10b) ..o
24.5D). i gz + — =cte
24.10C) ... [dm = dmy — dm, |
24.5 C) v=1m-s* 24.10d). .o D1 = Do
24.62) ... ’DU =0,55L 57" \ 2411 a) ..., ’m*(t) =m(t) +dm \
24.6 D). ©] 2411b)......... (¢ + dt) = m(t + dt) + dm, |
24.6C) .. @ 241 dm” =0
24.11 d) ........................... dm1 = dmg
24.6 ) ooiiei P =36x10°W|
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Corrigés

24.1 a) Comme le membre de gauche est homogene & une énergie massique, on voit que le terme p est en trop
dans le membre de droite.

24.1 b) Le membre de gauche est homogéne & un débit massique (en kg-sfl) fois une énergie massique

-1 . . N . . 4 s . , .
(en J-kg™ "), ce qui revient a une puissance. Le terme de droite étant également une puissance, I’équation est
homogene.

24.1 ¢) Il manque un p au dénominateur dans le terme de droite : —Dp —

24.1 d) Le terme de gauche est homogene & une longueur : il mesure directement la perte de charge en hauteur.
L’équation est homogene.

24.2 a) La perte de charge correspond au terme ghpe sauf qu’en 1’état, elle correspond & une perte d’énergie

massique. Pour obtenir une perte de pression, il faut multiplier par po. Ainsi, APy = poghpc.

24.2 b) Sans variation de pression et de vitesse, la relation de Bernoulli généralisée s’écrit :

gAz = wy — ghpe donc wy = g(Az + hpe).
24.3 a) Le fluide est ici un liquide. C’est un fluide incompressible donc I’écoulement est également incompressible.

24.3 b) Le fait que s < S permet de qualifier ’écoulement de quasi-stationnaire car, par conservation du débit
volumique, la vitesse de la surface libre de ’eau dans le réservoir est tres faible devant la vitesse de sortie ; autrement
dit, on a h € vp.

24.3 ¢) On néglige toute perte de charge, ce qui revient a dire que I’écoulement est parfait.

24.3d) Le fluide est de ’eau liquide, qu'on peut considérer comme une phase condensée incompressible et
indilatable, c’est a dire de masse volumique uniforme.

24.4 a) Le récipient est ouvert sur l'extérieur en A et en B, la pression est donc égale & la pression atmosphérique
en ces deux points.

24.4 d) A partir de I’égalité des deux débits volumiques, on peut écrire vy = %. Comme s < S, on en déduit
que vA K UB.

24.4 e) Avec les résultats des questions précédentes (égalité des pressions et vitesse négligeable en A), la relation
de Bernoulli devient : 02
gzZa = ?B + g9zB.
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24.5 b) La vitesse v est faible, les contributions cinétiques % sont négligées.

24.5¢) On obtient v = /2gh = /2 x 9.81m-s 2 x5 x 10 >m=1m-s .

D2
24.6 a) Le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de la canalisation. Soit D, = UWT d’ou

-3 2
D, =70m-s ' xmx (10> 1077m)" _ 55x 10 *m®/s =0,55L s~

24.6 b) La vitesse en A avant la pompe étant négligeable et celle en B valant U, on a Av? = U2

Avant la pompe et apres le robinet, la pression vaut Py, pression atmosphérique donc AP = 0.
Le point B est situé a la distance L au-dessus de A donc Az = L. Dans le terme de droite, w,, est le travail massique
fourni par la pompe et ghpe = Aeper est la perte d’énergie massique due aux pertes réguliéres le long du tuyau de
longueur L.

. . 4 . 1 2 1 L 2
La relation de Bernoulli s’écrit donc : §U + gL = wy — Aeper = Wy — §§BU .

24.6 ¢) La relation de Bernoulli donnée est un bilan d’énergie massique il faut le multiplier par une masse et le

diviser par un temps pour obtenir une puissance c’est a dire multiplier par un débit massique.

24.6 d) On déduit de la premiére question : w, = %U2 + gL+ 1§%U2 =gL+ %UQ (1 + §£)

2
Or, on a P = Dnwy, = pDyw,. Donc

_ 1.2 1L 2]_ [ 1 2( ﬁ)}

P—uDv[2U + 9L+ 56U =uDu[oL+ 50 (1465 ).

L’application numérique donne P = 3,6 x 10° W.

24.6 ¢) 1l faut que la puissance soit supérieure & P = 3,6 x 10® W, on prend donc la pompe ayant une puissance

immédiatement supérieure.

24.7 a) On calcule la rugosité relative L= 0,02 et on lit sur 'axe des ordonnées la valeur de &.

D
24.7b) OnaAP =12l =L 1 x10%kg m? x (0,5m-s7)% % 0,05 _0m 4% 10°Pa
2 D ’ ’ 20x 107?m '
N . D, 4D,
24.8 a) Comme le diametre de tout le circuit est constant, on a : Uy = Uz = < = Dz
T

24.8 b) Réécrivons la relation de Bernoulli entre le début du tuyau vertical et un point en aval du robinet en la

rendant homogéne & une pression :

1 1
G (U% = U%) + Py = Pit gu(L = 0) = =5 uU® (b + 2).
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1
Donc, on a P, = Py + gulL + i,uUZ(kl + k2).

— e
24.9 a) La force volumique associée a la résultante des forces de pression s’écrit f, = — grad P. La pression

étant uniforme, la résultante des forces pressantes est nulle.

24.9 b) Les forces pressantes étant nulles, elles ne travaillent pas.

1
24.9 f)  En régime stationnaire la variation d’énergie cinétique est EDm (vg — v%) dt. Le théoréme de la puissance

1
cinétique donne alors §Dm(v§ - vf) = -P.

430 Réponses et corrigés



IF'iche n° 25. Transformations chimiques|

Réponses
25.18) coei e |—250kT-mol | 25.9a) ... @), ® et (@
25.1D) i —130kJ - mol~*
) ’ o ‘ 25.9b).... [2C(s) +3Ha(g) + % O2(g) — C2H5O0H(¥)
25.1C) et |—915Kk] - mol |
H H
25.28). .. ’afoetﬂzl‘ [
25.9C) .. H-C—C—0-H
25.2b) ... 50,0kJ - mol ! H o
25.38) . i ’ 445 - K~ - mol ™! ‘ cclceulcolo-n
25.9d)........
25.3D). [—1247 - K" - mol | 15 | 1
-1 -1
25.3 C) ..................... ’ —12J -K . Il’lOl ‘ 05.9 e) AfHO(C2H5OH(£)) —
DR A O R Y 3 71
25.48) et | —236,7kJ - mol ! | —1,66 x 10°kJ - mol
25.4D) ... 25.10 ) oo @, ©et (@
25.4C) . ’ —93,0kJ - mol ™" ‘ 25,10 D). @
25.4d) . 2,04 -10'° 25.10C) ovveeee e —65K] - mol— !
25.4€) i =911k mol | 55qq 8) < © et @
25.4f) . 4,89 - 107 Aoy pour (1)
25.11b) ... chi
25.5 8) ..t —78kJ - mol ™! AHpyy pour (2)
25.5 D). 12357 K " -mol ' 25:11¢) | AHai = AH® x np |
25.6 a) ..................... ’ —28J-K~ ! -mol™! ‘ 25.11 d) .. Athy =
)| (803 mttuo + 205 mco,)no(Ti -~ T)
25.6b) ... —99%kJ - mol*
2511 6€) . ..o | AH = AHyhy + AHgy
25.6C) i (@) et
© 2510 F) o 7088°C
256 d) ..o —99kJ - mol * 25.12 a) ®
25.6€). .. 28J-K~!-mol™!
) ’ ‘ 25.12 D) i (a)
25T @), (©) et (@
25,12 C) et ©
25.88) ettt | —46,1kJ - mol ! |
2512 ).
K$\ AH°[(1 1 ®
25.8b).......... In(=2)= — =
K7 R \Th T 25,12 €) it @
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2502 1) ..o ()|  25.15b)... | —5681J - mol ! |

—1
2512 8) ... B 25162a). —92kJ - mol

25,16 D) ...\
2513 o ‘@,@,@et@ ) @
-1 -1
D514 8) oo o= 2ap_z] 218G [—196J - K~' - mol ! |
— 256 d)...
2514 D) ..o [—182KJ - mol ! |
25,15 A) .. 2B C) 7,710
25.16 ) .o (a)
Corrigés

25.1 a) On applique la loi de Hess & ’enthalpie de réaction : on a
(e} o 1 o o
AcH” = AH? (H20(g)) — 5 x AcH™(02(g)) — AcH" (H2(g))

= —250kJ - mol ™' — % x 0kJ - mol™! = —250kJ - mol ",

25.1 b) On applique la loi de Hess a ’enthalpie de réaction : on a
AH® = AtH®(CH4(g)) + AtH® (HoO(£)) — ArH (CH30H(€)) — AtH® (Ha(g))
=1x (=70kJ-mol ') + 1 x (=300kJ -mol ") — 1 x (—240kJ - mol ') — 1 x 0kJ - mol "
= —130kJ - mol .

25.1 ¢) On applique la loi de Hess & ’enthalpie de réaction : on a
AH® =2 x AtH®(CO2(g)) + 2 x A¢H®(H20(¢)) — A¢H° (CH3COOH(£)) — 2A:H®(02(g))
=2 x (—400kJ - mol™") + 2 x (=300kJ - mol ") — (=485 kJ - mol ")
= —915kJ -mol .

(3) =1x (2) — 2 x (1).

25.2b) Ona A H; =—2x AH{ + A, H;. Donc,

AHS = —2 x (—562,6kJ - mol™") + (=1075,2kJ - mol™") = 50,0kJ - mol ",

25.3 a) On applique la relation donnée & 'entropie : A;S° = Sg,(H20(g)) — S (Ha(g)) — %S;(Oz (g)). D’ou

-1 205J- K™ - mol™!

A:S°=189J-K ' -mol™t —131J-K™* - mol =—445J- K" - mol™".
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25.3 b) On applique la relation donnée & Ientropie : on a
A:S® = S5 (H20(0)) + Si(CHa(g)) — Sin(Ha(g)) — S (CH3OH(Y)).

Donc,

AS°=65]-K ' -mol ™' +70J-K " -mol ™! —131J-K ' -mol ™" —128J - K" -mol ' = —124J - K~ ' - mol .
25.3 ¢) On applique la relation donnée a ’entropie : on a

AS° =2 x S5 (H20(0)) + 2 x S (CO2(g)) — Sm(CH3COOH(K)) — 2 x S (02(g)).
Donc,
AS°=2x65] K ' mol ™" +2x214J-K " -mol " —160J - K" -mol ™" —2x205J- K" mol "
=-12J-K " -mol .

25.4 a) On applique la relation donnée, avec A, H{ = —250kJ -mol™" et A,S7 = —445J-K~' -mol™'. On a

AGY = AHY —T X ASY = —250kJ -mol ™" — 298 K x (—44,5 x 107 kJ - K™ - mol™") = —236,7kJ - mol .

o 3 7. -1
K;, —exp| — ArGl — exp 23677 >i110 J jIllol _ 3715 ) 1041.
8,314J - K ' -mol ! x 298K

25.4 ¢) On applique la relation donnée, avec A, Hy = —130kJ - mol™" et A, S5 = —124J - K~ -mol™". On a

AGS = A HS — T x AySS = —130kJ -mol ™" — 298K x (—124 x 10°kJ - K™™' -mol™") = —93,0kJ - mol .

o A.GS 93,0 x 103 J - mol ™! 16
K§ = - = =2,04-10%.
2 exP( RT ) eXp(&:nzu KT mol © x 208K

83147 - K~ -mol™! x 208K

o 3 7. -1
KS = exp(— ArG3> _ exp( 911 x 10°J - mol ) — 4,89 10"

25.5 a) La loi de Hess généralisée appliquée a ’enthalpie libre donne la relation :

AG® =2 x AtG° (Ha0) + 2 x AsG°(Clz) — AtG°(02) — 4 x AG° (HCY).
Donc,
AG° =2 x —229kJ -mol ' +2x 0kJ -mol™" —0kJ - mol ™" —4 x (—95kJ - mol ') = —78kJ - mol .
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25.5b) OnaA,G°=A,H°—TA,S°. Donc,

AH® — ALG° —114,8kJ - mol~* + 78,0kJ - mol ™! 1 1
. o ’ ? = —12 , K .
A S° = T = 208 K 3,5J mo

25.6 a) On détermine graphiquement le coefficient directeur a en prenant deux points, par exemple le point
A(600; —115,5) et le point B(300; —107). Ainsi, on a

. AG°(A) — A.G°(B) _ (—115,5+107) x 10°kJ -mol ™"
- T(A)-T(B) N 600K — 300 K

25.6 b) L’équation est de la forme y = ax + b, avec a = —28J - K™™' -mol™'. On détermine graphiquement
lordonnée & Dorigine b en choisissant un point particulier, par exemple le point B(300; —107).
On a donc b= A;G°(B) — a - T(B). Donc,

b=-107 x 10 J -mol ™" +28J- K" -mol ™" x 300K = —99 x 10> J - mol "

25.6 c) Ona A,G°=A,H°—TA,S° et on suppose 'approximation d’Ellingham vérifiée. Donc, le coefficient

directeur de la droite représentant A,G° en fonction de T est —A,S° et I'ordonnée & Porigine est A, H °.

25.7 Une constante d’équilibre est sans dimension, les enthalpies libres standard de réaction et les enthalpies
standard de réaction s’expriment en J - molfl, les entropies standard de réaction s’expriment en J- K" -mol™", T
s’exprime en K et Ren J - K™ mol™'. Les expressions homogeénes sont donc @, @ et @

25.8a) Ona A H° = A:H°(NH3(g)) = —46,1kJ - mol "

25.8 b) Par intégration de la relation de van 't Hoff, on obtient In K3 — In K] = 7AYH - ( Al >, ou

encore In K\ _ AT (i — i)
Ky - R T Tx)

25.8 ¢) D’apres 'expression intégrée de la relation de van 't Hoff, ln(K2 > = Al (i — i), on en déduit

K R AT B
AH® (1 1 —46,1 x 103J - mol ! 1 1
donc KS = K? r — )= ’ - = 0,42.
one 1X€Xp< R (T1 T2)> 6’8X6Xp(8,314J~K_1~m01_1 (4001( 5OOK)> 0

25.9 a) La réaction de formation d’un corps est définie & partir de ses éléments pris dans leur état standard

sous forme de corps simples (constitués d’un seul élément). I’éthanol étant constitué de carbone, d’hydrogene et
d’oxygene, sont impliqués dans sa formation le carbone C(s), le dihydrogéne Ha(g) et le dioxygene O2(g).

25.9 b) On considére la formation d’une mole d’éthanol CoHs OH(¢), constitué de 2 atomes de carbone, 6 atomes

d’hydrogeéne et 1 atome d’oxygeéne. Pour ce faire, il faut donc 2 moles de carbone C(s), 3 moles de dihydrogene

1
Ha(g) et 5 mole de dioxygene O2(g).
La réaction de formation de 1’éthanol est donc : 2C(s) + 3Ha(g) + % O2(g) — C2H50H(?).
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L
25.9 ¢) Le schéma de Lewis de Péthanol est : H—C—C—0O—H.

25.9 d) Le schéma de Lewis précédent montre que 1’éthanol est constitué de cing liaisons C—H, une liaison C—C,
une liaison C—O et une liaison O—H.
25.9 ¢) On exprime Penthalpie standard de formation de I’éthanol liquide en sommant les énergies des liaisons

rompues et en retranchant les énergies des liaisons formées : on a

A¢H® (CoHs0H(0)) = 3 x £(H—H) + % x £(0=0) — (5 x £(C—H) 4+ £(C—C) + £(C—0) + £(0—H))

1 _
=3x435+ x 502 — (5 x 411 4 346 + 358 + 459) = —1,66 x 10° kJ - mol .

25.10 a) Par définition, I’énergie de liaison est I’énergie & fournir pour rompre une liaison donnée (ou une mole de

cette liaison) : la réponse @ est correcte. La réponse @ est fausse car la formation d’une mole de N2(g) & partir
de deux moles de N(g) libére une énergie égale & £(N=N). Les réponses @ et @ sont exactes d’apres la définition
donnée.

25.10 b) Lors de I'étape (1), on forme deux moles d’ammoniac liquide donc (1) = 2 x A¢H°(NH3(¢)).

Lors de I'étape (2), on forme deux moles d’ammoniac liquide & partir d’ammoniac gazeux donc cette liquéfaction
(inverse de la vaporisation) libére une énergie égale & —2 x Avap H°(NH3(£)) : (2) = —2 X Avap H°(NH3(£)). Clest
donc la réponse @ qui est correcte.

25.10 ¢) On utilise le cycle pour écrire une égalité entre 1’énergie du chemin (1) et celle du chemin (2)—(3)—(4) :

ORAAMSL g AHO(NHs(0)) = E(N=N) + 3 x E(H-H) — 6 x E(N—H) — 2 x Avap H°(NH;())

=960 + 3 x 450 — 6 x 400 — 2 x 20 = —130kJ - mol "
Donc, AtH®(NH3(£)) = —65kJ - mol ™.

25.11 a) Lors d’une transformation monobare, la pression initiale du systéme est égale & la pression finale mais
elle peut varier durant la transformation : la réponse @ est donc fausse. Lors d’une transformation adiabatique, le

systéme n’échange pas de chaleur avec I'extérieur mais la température peut tout de méme varier : la réponse @ est
donc fausse mais la réponse @ est exacte. Enfin, pour une transformation adiabatique et monobare, la variation

d’enthalpie du systeme est nulle : la réponse @ est exacte.
25.11 b) L’étape (1) correspond au passage des réactifs aux produits mais sans variation de température : c’est

donc une transformation chimique isotherme, dont la variation d’enthalpie est A Heni. L’étape (2) correspond a 1'évo-
lution de la température du systéme de la température 7; a la température Tt, sans modification de 'avancement.
La variation d’enthalpie est donc AHpny.

Ty
25.11 d) On a AHpny, = / C, dT avec Cp = an X Cp ok = 310 X Cp 1 1,0 (2) + 210 X Cp m.c0s(e)-
T;

k
On obtient donc

T
Athy B / (37’L0 X C;%m,HQO(g) + 2no X Cg,m,coz(g)) dr" = (3C;7m«H20(g) + 2Co,m7COz(g)) X Mo X (Tf - Tl)

i
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25.11¢) On a AH = AHphy + AHen;.

25.11 f) Ona AH = AHphy + AHewi = (3cs,m,H20(g) + QC;m,COQ(g))no(Tf —T)+ A H® X ng = 0. On en déduit
AH° AH°
S , soit Ty =T; — S S .
O m,C0 () 37 mm:0() T 205 m,c02(0)
1236 x 10%J - mol~*

3x336J-K ! -mol™'+2x37,1J-K~*-mol

que Ty —T; =

30;,m1H2O (g) +2

L’application numérique donne Ty = 25°C + — = 7088°C.

25.12 b) Par définition du quotient de réaction pour des espéces chimiques en phase gazeuse : on a

Q

3 3
— PHQXPCO _ THy X TCO X(-Ptot)Q
IDCH4 X PHQO X (P°)2 TCHy X THo0O Pe ’

Ainsi, seule I’expression de la réponse @ est correcte.

25.12 ¢) Une augmentation isotherme de la pression totale entraine une augmentation de la valeur du quotient de

réaction Q. Pour retrouver ’état d’équilibre, @ doit diminuer, la réaction évolue donc dans le sens de la diminution
de la quantité de matiére de gaz, soit le sens inverse : @

25.12 d) Par définition du quotient de réaction pour des espéces chimiques en phase gazeuse : on a

3 3
. PH2 X Pco . :CH2 X Tco o (Ptot>2
PCH4 X PHQO X (P°)2 TCcHy X THL0 Pe

T

En remplagant pour chaque constituant la fraction molaire x; par , on obtient

Ntot

3
— nHZXTLCO % (Ptot)2

NcHy; X NHy0 X nfot Pe

Seule I'expression de la réponse @ est correcte.

25.12 ¢) D’apres 'expression du quotient de réaction, 'ajout de dihydrogene fait augmenter nu, mais aussi n¢os.

L’augmentation de ng, étant plus importante que celle de niot, cela mene a une augmentation du quotient de
réaction. Le retour a ’état d’équilibre implique que le quotient de réaction diminue, I’évolution se fait donc dans le
sens inverse : @

25.12 f) D’apres 'expression du quotient de réaction, ajout d’eau fait augmenter nu,o0 et niot, qui apparaissent
tous les deux au dénominateur, donc cela méne & une diminution du quotient de réaction. Le retour a 1’état
d’équilibre implique que le quotient de réaction augmente, 1’évolution se fait dans le sens direct : @

25.12 g) Le diazote est spectateur donc son ajout ne participe qu’a 'augmentation de la quantité de matiere

totale d’espéces gazeuses niot : cela méne a une diminution du quotient de réaction. Le retour a I’état d’équilibre
implique que le quotient de réaction augmente, 1’évolution se fait dans le sens direct : @
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25.13 Un corps simple est une substance chimique qui n’est composée que d’un type d’élément chimique : c’est
le cas de O2(g), Ha(¢), N2(g), Fe(£), C(s) et Iz(s). L’état standard de référence d’un élément est I’état standard du
corps simple le plus stable, dans son état le plus stable & la température considérée et a la pression standard. Ce
n’est pas le cas pour Ha({) et Fe(£).

25.14b) Ona A,Hs = -2 x AH{ +2 x A, H; donc

AHS = =2 x (=191kJ -mol ") + 2 x (—282kJ -mol ') = —182kJ - mol .
25.15 a) D’aprés ’équation de la réaction, deux molécules d’eau sont formées. L’enthalpie standard de la réaction
de synthése de 'eau est donc égale & A, H® =2 x A, H°(HsO(£)) = 2 x (—285kJ - mol ') = —570kJ - mol .
La réponse @ est correcte.

25.15 b) D’apres la loi de Kirchhoff, on a
323K
AH®(323K) = A, H°(298K) + / (2 x Cp.m(H20(0)) — 2 x Cp 1 (Ha(g)) — Cp.m(02(g)))dT
208 K

= —570kJ -mol ' + (2 x 75,3 — 2 x 28,8 —29,4) x 10 ?kJ - K~ - mol " x (323 — 298)K
= —568kJ - mol .

25.16 a) D’apres la loi de Hess, on a A, H° = 2 x A¢H°(NHs(g)) — A¢H®(N2(g)) — 3 x AsH° (Ha(g)).

Donc, A,H®° =2 x (—46kJ -mol ") —0kJ - mol ™' = —92kJ - mol ™.

25.16 ¢) On calcule I'entropie standard de réaction & partir des entropies molaires standard : on a
ArS® = 2 x S2(NHs(g)) — S5 (Na(g)) — 3 x S (Ha(g)
=2x192J K" mol™" —190J - K" -mol ™" —3x 130J - K" - mol™"
=-196J-K " -mol™".

25.16 d) L’enthalpie libre standard de la réaction A,G° est définie par : A,G° = A, H° — T x A,S°.

Donc, A;G° = —92kJ -mol ™ 4+ 298 K x 196 x 10 °kJ - mol™* = —34kJ - mol™*.

25.16 e) La constante d’équilibre K° de la réaction est définie par rapport a 1’enthalpie libre standard selon la

(s} 3 7. -1
relation A,G° = —RT In K°, soit K° = exp| — AGT) exp 34 X}? J Hicil =7,7-10°.
RT 8,314J - K™" -mol™" x 298 K

25.16 f) Une augmentation de pression isotherme déplace I’équilibre dans le sens de la diminution du nombre de

moles de gaz. Il y en a 4 moles dans les réactifs, 2 moles dans les produits, donc la réaction est bien déplacée dans
le sens direct : la réponse @ est exacte. Une augmentation de température isobare déplace I’équilibre dans le sens

endothermique, donc le sens inverse : la réponse @ est fausse.
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Réponses

26.18) ... () Mg?*]
26 6 a) ......... EMg2+/Mg + 0,03 10g( OO

26.1 D) e

) ® 26.6 D) .. 2,55V
26.1C) oo

® 26.6¢)........ %+ m, — 0,06 pH — 0,03log 722

26.1 d) ... 60 mC p

26.2 D) .. @ 26.6 1) ... oui
26.2 <) o 26.7 ) ..ot
C) ottt e e e

26.7 D) e (a)
26.2 d) ... 0,99V
26.2€) ... 036V ] 26T O ®

26.7 d) ... Le f
263 8) <.t © 6.7 d) e

26.7 €) o (@
26.3D) i 5 x 10~%mol

26.8a). .. ..., Mg+ 2H"=Mg?>T + H
26.3C) ot @ ) |

26.8 D) ... ~1V
26.3 d) .. 1,9C

26.8 C) .o InF
26.48) ... @ 26.8 ) oo oooe
26.4 D) .o ()| 26.8€) . 13mA
26.4 C) ................................ @ 26.9 a) .......................................

26.9 b Mg 3
26.4.d) ... )@ 6.9b) . Foqy
26.52) ..o 26.9 C) oo @
26.5 D) oo 26,100 S Fm

. 2 —

26.5 ¢).... |22+ Oy +2H,0=2Zn" + 4HO | icorr Moy
26.5 ) .. (a)]  26.10Db). ®

26.10 C) oo non
26.5 €) . (a) )

438 Réponses et corrigés



Corrigés

26.1 a) Le courant circule de I'électrode de cuivre vers I'électrode de zinc. Les électrons sont donc produits au

niveau de 1’électrode de zinc et migrent vers 1’électrode de cuivre pour y étre consommés.

26.1 b) La cathode est donc I'électrode de cuivre, lieu de la réduction : on a Cu*t +2 ¢ =Cu.

26.1 ¢) Le sens du courant permet de comprendre que le zinc s’oxyde. Nous observerons la réaction suivante :
Zn=7n"T +2 .

26.1 ¢) La seule réaction se produisant est Zn + Cu®" =Zn*t + Cu.

Au cours de cette réaction, lorsque deux moles d’électrons sont échangées entre les deux couples rédox, une mole

de zinc est consommeée.

Durant le temps 7, n = Na moles d’électrons sont échangés. Donc la masse de zinc consommée est : m = Mz,,ﬁ.
60 x 107 C

2 x 96500 C - mol !

On trouve finalement : m = 65,4g - mol™" x

=20pg.

26.2 a) Il s’agit d’une courbe & courant positif, donc d’une oxydation. Le couple & considérer est donc celui dans
lequel l'eau est le réducteur, c’est-a-dire Oz /H20.

26.2 c) La demi-équation du couple s’écrit : Og + H" +4e” = 2H20. On déduit

o —+ o\4
By = E° 4 006, (PO2/P )1(2[H /)

4

26.2 d) Le calcul conduit & Ex = 0,99 V.

26.2¢e¢) Onan, =135V — Eyo,/m,0=0,36V.

2Fe + O, + 4HY = 2F?T+ 2H,0

Etat initial ni o ns 0 /

aprés un temps 7 | n1 —2§ | no—§ | ng —4¢ 2¢ /

ou n1, n2 et ng sont des quantités de matiere a l'instant initial.

45
Au bout du temps 7, la masse restante de Fe est m} = mml.

A 1a lecture du tableau d’avancement, nous avons : nj = n; — 2€ ce qui peut s’écrire sous la forme :
m'l = MFe’ﬂll = MFe(nl — 25) =mi — QMFeg.

100 - 45  pinalement ¢ = 20 L _ 55X 1x 10°%g
00 ¢ 7200 Mpe 200 x 55,8g - mol "

=5x 10" % mol.

Nous obtenons ainsi : 2Mp.£ =

Réponses et corrigés 439



26.3¢) OnaFe= Fe’* 4+ 2 ¢~. Au bout d’un temps 7, 2§ moles de fer sont consommées. Il y a donc 4§ moles
d’électrons échangées.

26.4 a) Il n’existe aucun domaine commun entre Al et HoO, donc Al n’est jamais stable dans I’eau.

26.4 b) La passivation se fait toujours sous forme d’oxyde solide, les ions ne sont pas des espéces passivantes

car ils ne peuvent pas rester accrochés en surface du métal et le protéger de la corrosion.
26.4 ¢) En milieu acide, I’espéce stable est l'ion APPT. L’aluminium passe en solution, la plaque va donc se
dissoudre progressivement.

26.4 d) En milieu neutre ou légérement basique, 'espéce stable est le solide AloO3, qui peut rester accroché
en surface et protéger la plaque : c’est la passivation. Une partie de 'aluminium est néanmoins consommée pour

former 'oxyde.

26.5 b) Le dioxygene se réduit en HO ™.
26.5 ¢) La réaction de réduction du dioxygeéne s’écrit : Oz +2H20 +4e =4HO .

La réaction d’oxydation du zinc s’écrit : Zn = Zn*" + 2e .
La réaction d’oxydoréduction est donc : 27Zn 4+ Oz + 2H20=2 Zn?t +4HO .

26.5 d) La production de HO™ assure une augmentation du pH.

, hamod , e o 0,06, ( [Mg*"]
26.6 a) Ily a deux électrons échangés, donc la loi de Nernst s’écrit Eyp2+ /ng = Enrg2+ /g + 5 log .

26.6 ¢) La loi de Nernst s’écrit

o 0,06 H*]2/(c°)? o pH
Byt iy = Efie ju, + 5 log % = Ef+ ju, — 0,06 pH — 0,03 log pj.

26.6 ¢) Le couple Mg®" /Mg est rapide alors que le couple H' /Hy est lent, c’est donc sur la courbe de ce

dernier que doit se retrouver le surpotentiel, ce qui élimine la proposition @ L’intensité est toujours une fonction
croissante du potentiel, ce qui élimine la proposition @ Un courant d’oxydation (courant anodique) est toujours

positif. Notons que dans notre cas, le magnésium est oxydé (Eg+ /m, > Eyg2+ mg), ce qui élimine la proposition @
Le bon diagramme est donc celui de la proposition @
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Lcorr

—lcorr

26.7 a) Le métal le plus facilement corrodable (c’est-a-dire susceptible d’étre oxydé) d’un point de vue thermo-

dynamique est le réducteur le plus fort, donc celui de potentiel standard le plus faible, soit ici le zinc.

i
Zn Zn®T |
—H—
1
!
,A?
Dans cette question, les courbes & consi- //I
dérer sont d’une part Zn — Zn°" et ST
d’autre part HoO —— Hy sur Zn, les T // €
seules représentées en trait plein sur la / te
26.7 b) . I I L] ] I ] I E
figure ci-contre. ‘ ‘ N o m— ! !
’ —1
On lit graphiquement 2 T °
Ho H2O/ 1
E.~ —-0,85V et i.~2mA. /)
! R
/I
!
| £
i
Zn Fe
i
Zn Zn’T
—H—
1
!
,A?
!
/
Les courbes a considérer sont cette fois Fau
d’une part Zn — Zn>T et d’autre part 7 be
/ —_
H2O —— Hs sur Fe, comme indiqué sur ,E L/
26.7 c) la figure ci-contre. I /%/ il | B
On lit graphiquement / €
. // 7'L'c
E.~—0,65V et i.=~ 18mA. / -
Il 1
!
1
I’ H2 HQO N
1
Zn Fe

26.7 d) La réduction de ’eau est beaucoup plus rapide sur le fer, c’est donc 14 qu’elle a (majoritairement) lieu.

26.7 €) Les électrons sont libérés du cdté zinc de la jonction, car c’est Zn qui est oxydé, et consommés du coté

fer, car c’est 1a que H20 est réduite. Ainsi, ils se déplacent globalement du zinc vers le fer.
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26.8 b) Le potentiel pour lequel les courants sont égaux en valeur absolue est Ec = —1V.

ic

26.8 ¢) La demi-équation électronique s’écrit 2 H' +2e = H,, il faut donc échanger 2 moles d’électrons pour

former 1 mole de dihydrogene. Ainsi, pour la formation de n moles de Hy il faut 2n moles d’électrons d’ou une
charge totale 2nF.

a PV _ 1x10°Pax1x10""m?
" RT  83J-mol™! K ! x298K

=4,0 % 107° mol,

ce qui donne une charge échangée : Q = 2nF = 2 x 4,0 x 10" mol x 9,65 x 10* C - mol ™! = 7,8 C.

26.9 a) Le nombre d’oxydation du fer sous sa forme réduite Fe est nul. Celui du fer sous sa forme d’oxyde
Fe(OH); est +II. Nous en déduisons : a = 2.

26.9 b) Dressons le tableau d’avancement pour la réaction d’oxydoréduction considérée :

1
Fe + 502 + H>O = Fe(OH)z
Etat initial ni na / 0
A linstant t ny —& ng — g / I3

ou n1 et no sont les quantités de matiére a I'instant initial.

m(t) _
MFe

m

0
On an; =
Mre

et & linstant ¢ : nj =

n1 — & On a donc m(t) = Mre(n1 — &) = mo — Mpe&. Ainsi,

dm _ . d¢
e~ ear

N T &f
26.10 a) A laide de la définition du courant de corrosion, on a / dt = / 27 d&, ce qui conduita: 7 = ‘2]:
0 0

lcorr lcorr

2]:m0
et donc 7 = ———.
Cu teorrMcu

mo

Au bout du temps 7, une masse mg de cuivre est consommée. On a donc &y =
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26.10 b) La masse de cuivre corrodé est mo = pcuS(e1 — e2). Le temps 7 vérifie :

2F
= —_— uS —
T icorrMCu pe (62 61)

2 x 96500C - mol™?

= X 8,96g - cm ™ ® x 2cm? x (0,500 cm — 0,498 cm)

65 x 1079 A x 63,5g - mol ™!
=16,75 x 10°s.

Le temps 7 correspond donc & 19 jours et 10 heures.

2F
T=—"">,7-_MmMo
Lcorr MCu

2F
MCu = =

Lcorr T

~ 2x96500C - mol™"
55 x 107 A x 63005
=55,8g-mol ' #63,5g - mol ™

mo

Mcu x0,1x107%g

L’électrode n’est donc pas en cuivre.
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Réponses

272 0)

27.2D) (@
27,2 C)
27.2d) e Npyet = %
27.2¢€). i, [Agﬂf = 75,8mmol - L™*
27.2f). ... [Pb**], = 112mmol - L™
27.38) 0 e | Zn®t +2¢ =7n|
27.3 D)t (Ag" +o = Ag
27.3¢).innn... Zn+2Ag" — Zn®t +2Ag)
27.3d)... (a) et (d)
27.48) . ]EZH = —0,79\/\
27 A D).
27.4C) i ’—i—:Cuet— Zn‘
27.4d)...... ’—&— (cathode) : Cu; — (anode) Zn‘
2704 €) i @ et @
274 KE) .
27.4g) ..., ]ArG — 212 x 102kJ - mol \

27.5¢)... |E = E°(Zn°" /Zn) + @ 10g<[Z2iﬂ)
27.5 d)... | B = B°(Cu** /ou) + 20 1og<[cgz+]>
275 €) i @ et @
27,5 ) (a)
275 )t K° =10 >1
27.6a) ..o ’Cu2++26 *Cu‘
27.6D) ..o ’CuH—&—e —Cu+‘
276 C) e ’Cu++e —Cu‘
276 d) . i (a)
27.6€) o (a)
276 6) oo ®)
27.78) e 2C1 — Cl +2e

|
27.7Db).......... [2H,0+2e — Hy+2HO |
|

27.7¢).. [2H,0+2C1 — Cly + Hy + 2HO

278 ) 2,16 x 10° C
27.8D) i 1,12 x 10* mol

- 27.9b) 2,78 x 107 - m?|
27.5 ) o a(Cu)eq X a(Zn”" )gq
R a(Zn)sq x a(Cu®T)gq 27.10a)........ ’Au(CN)g +e =Au+2CN™ ‘
247,
2TBD) s [ s 2710 D) .o ®)
[Cu®*]e
éq
2700 C) oo (a)
444 Réponses et corrigés



27.10d)........... \4HO* =2H0 + Oz +4e” \ 2712 d). o ®

27.10 e) ................. ‘E(OQ/HQO):O,?)E)V‘ 27.13 a) ‘Sn4++2HQO—>Sn+OQ+4H+‘
2700 f) oo (O] 2718 b) oo ©

2700 8) oo D] 27.181¢) i @
2701 8) et (© 2T13d) oo (®) et ©

2701 D) (a) 2704 8) . 00iiii . n(Cu®t) = 2,5 x 102 mol
2702 8) . M| 27.34b).. | n(Zn) = 0,46 mol |
2712 D). (@] 2714c¢)..... Cu**
-y _ -2

27.12 C) . ‘4Ag+ + 2H20 4Ag+ 02 + 4H+ ‘ 27.14 d) ............... ‘n(e ) = 5,0 x 10 HlOl‘

27.14¢€)..oininn. .. ([Q=48x10°C=13A-1h|

Corrigés
. . . . U 040V

27.1 a) Lorsque les valeurs maximales sont atteintes pour u et 4, la loi d’Ohm donne : I = =10 = 27 mA

27.1 b) La quantité d’électricité @ correspond & la charge électrique échangée entre les électrodes pendant la

U UAt
durée At. Pour une intensité constante [ = B il vient : Q = IAt = ——.

3
27.1c) OnaQ@= 0’40Vj57gx 107s _ 1,9 x 10°C = 0,52 A - h puisque 1A -h = 3600 C.

27.2 a) La quantité d’électricité @ correspond a la charge électrique échangée entre les électrodes pendant la

durée At. Pour une intensité constante I, il vient : Q = I At.

27.2 b) Chaque électron porte, en valeur absolue, la charge e, d’ou la charge électrique échangée : Q = n. X Na Xe.

. Q Q IAt
Il vient : ne = —— ou encore ne = — OU €Ncore Ne — —-.

Nae F F

27.2 c) D’aprés la demi-équation a la cathode : ny,+ = ne.

27.2 ¢) Dans le bécher (1), les ions argent sont consommés : [Agﬂ =C1 — n?/iy, soit [Agﬂf =C1 —

Il vient :
65,0 x 1072 A x 1,00 x 3600s

100,0 x 1073 L x 96 500 C - mol !

[Ag"], =0,100mol - L™" — =758% 10 ?mol - L%
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I
27.2 f) Dans le bécher (2), les ions plomb sont formés : [F‘bwr]f =Cy + nF{ZH , soit [Pb2+]f =C2 + %

Il vient :
65,0 x 1072 A x 1,00 x 3600
2 % 100,0 x 1073 L x 96500 C - mol~*

[Pb“]f =0,100mol - L™" + =1,12 x 10" mol - L%

27.3 ¢) La premiére demi-équation fait intervenir deux électrons alors que la deuxiéme n’en fait intervenir qu’un :
il faut multiplier cette dernitre par deux, soit 2 Ag™ 4+ 2e~ = 2 Ag. Il suffit ensuite de sommer les deux équations
en prenant garde de placer les réactifs & gauche (Zn et Ag+) pour tenir compte du sens de la réaction. En précisant
les états physico-chimiques, cela donne : Zn(s) + 2 Ag™ (aq) — Zn*" (aq) + 2 Ag(s). Les électrons n’apparaissent
pas dans ’équation de la réaction.

27.3 d) D’apres I’équation précédente, le zinc est consommé alors que de ’argent est formé. C’est donc I’électrode
de zinc qui s’amincit et celle d’argent qui s’épaissit.

RT In(10)

27.4 a) On note Ezy le potentiel de la demi-pile de zinc. Avec Papproximation ~ 0,059V & 25°C, la loi

24 71
de Nernst donne : Ez, = E°(Zn" /Zn) + 0,059 log 20”7 =—0,76V + 0,059V log 0,1 mol Lll =—0,79V
2 Ce 2 1mol- L

RTIn(10)

27.4b) On note Ecy le potentiel de la demi-pile de cuivre. Avec Papproximation ~ 0,059V, la loi de

2+ 2 1- L71
Nernst donne : Ec, = E° (Cu2+/Cu) + 0,059 log [Cu”] =0,34V + 0,059V log 0,25 mo — =0,32V.
2 Ce 2 1mol - L

27.4¢c) Ona Ez, =-0,79V et Ecy, = 0,32V donc Ezn < Ecy. On en déduit que le pole + est & droite (cuivre)

et que le pole — est & gauche (zinc).

27.4d) Le pole + est & droite (cuivre) et correspond & la cathode (siége de la réduction). Le pdle — est & gauche
(zinc) et correspond a l’anode (siége de 'oxydation).
27.4 e) Dans les fils, les électrons se déplacent de 1’électrode de zinc (anode) vers 1’électrode de cuivre (cathode).

Dans le pont salin, les cations (ions ammonium NH,;™) se déplacent du compartiment de gauche (zinc) vers le
compartiment de droite (cuivre) alors que les anions (ions nitrate NO3 ) se déplacent du compartiment de droite
(cuivre) vers le compartiment de gauche (zinc).

27.4 f) La tension a vide, choisie positive, est Uco = Ecy — Ezn = 0,32V + 0,79V = 1,11 V.

E Zn?")e
27.5 a) Par définition, on a K° = a(Cu)eq x a(Zn*") a
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Donc, on a

E°(Cu®"/Cu) — E°(Zn** /Zn)

a(Cu)eq X a(Zn2+)éq

Ona K = a(Zn)sq X a(Cu®t)eq’ avec a(Zn)sq = a(Cu)eq = 1 (solide pur), a(Zn*")¢ C° et
éq éq
[Cu2 }éq , N o -1 . . o [Zn2+]eq
=G (solutés), ot C° = 1mol - L™ est la concentration standard. Il vient : K° = (Co?]
u " eq

24
D’aprés la relation de Nernst : E = E°(Zn°" /Zn) + O’gj log ( [Zn }>

2+
D’aprés la relation de Nernst : E = E°(Cu®t/Cu) + @ log([cu })

Co

247, 2+,
Esq = E°(Zn°" /Zn) + 0’(;59 log([zn00]6q> = E°(Cu*" /Cu) + 0,059 log([cu ]eq>.

241, 247, 241,
_ 0,059 log [Zn""]eq \ 0,059 log [Cu™T]eq _ 0,059 log [Zn2 ]eq.
2 Co C° 2 [Cu +]éq

On peut également écrire cette égalité

27.5 g)

0,059 [Cu®T]eq 0,059 [Zn*]eq\ 0,059 . [Cu’]eq
=75 log( - log o == log 70" ey

0,059, [Zn*']eq 0,059
flo e 2

,_.
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Q.
oS
Q.
o
=

K° — 1007§ﬁ (E°(Cu?t /Cu)—E°(Zn%T /Zn)) _

On a K° — 100055 (0:34+0.76) _ 1437

La constante d’équilibre est supérieure a 1 donc la réaction est favorisée thermodynamiquement.

27.6 f)

D’aprés la loi de Hess : (1) = (2) + (3), soit Ay/2GT = Aq2G5 + Ay 2G5,

Dans la relation précédente, on remplace A1/2G° par —n X F x E°, oll n est le nombre d’électrons

échangés pour chaque demi-équation. On obtient alors I’égalité suivante : —2 x F x Ef = —F x E5 — F x E3, soit
2E7 = E5 + E3, ou encore E35 = 2E7 — E5 = 0,52V,

27.7 b)

La nature fortement basique du milieu complexifie légérement ’écriture de la réaction : le plus simple est

alors de commencer par 1’écrire en milieu acide, puis d’ajouter autant de HO ™ que nécessaire a droite et a gauche
pour faire disparaitre les HT.
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27.7 ¢) 1l suffit de sommer les deux demi-équations précédentes. En précisant les états physico-chimiques, cela
donne : 2H,0 (¢) + 2Cl" (aq) — Cla(g) + Ha(g) + 2HO (aq).

27.8 b) D’apres I’équation de réaction électrochimique, il faut deux moles d’électrons pour former une mole de

dichlore. Autrement dit, une mole d’électrons échangés permet de former une demi mole de dichlore. La charge utile

Qéch

a la réaction est par hypothese égale a la charge échangée donc nci, = 0,5 x , avec F la charge portée, en valeur

2,16 x 10°C
96 500 C - mol ™!

absolue, par une mole d’électrons (constante de Faraday). Il vient : nci, = 0,5 X =1,12 x 10* mol.

27.8 ¢) L’équation d’état des gaz parfaits donne :

1,12 x 10" mol x 8,314J -mol ™' - K™! x 273K o?
1,00 x 10° Pa ’

27.8 d) Le rendement faradique est le rapport entre la charge utile et la charge échangée, et donc également le
rapport entre les quantités de matiere réelle et maximale formées et de méme entre les volumes.

27.9a) Ona& =300V x6,00x10°A-m 2 x100m® x 3600s = 6,48 x 10° J.
6,48 x 10°J
233m?

27.9 b) En raisonnant sur une heure d’électrolyse, on trouve = 2,78 x 10°J-m™3.

27.10 a) A la cathode, la réduction des ions aurocyanure méne a la production d’or et des ions cyanure :

Au(CN)z~ 4+ e~ =Au+2CN". Il suffit de bien lire I’énoncé et d’équilibrer la demi-équation.

27.10 b) Les électrons sont « consommés » au niveau de I’électrode (1), 14 ol ils permettent aux ions aurocyanure

d’étre réduits : les électrons se déplacent réellement de 1’électrode (2) vers I’électrode (1).

27.10 ¢) Le sens conventionnel du courant est opposé au sens réel de déplacement des électrons donc, en tenant

compte de lorientation choisie pour I, on en déduit que I < 0. On retrouve bien le fait que sur une courbe
intensité-potentiel, le fonctionnement cathodique correspond a I < 0.

27.10 d) La demi-équation électronique de 'oxydation de l'eau est : 2H20 = 4H" 4 Oy +4e™. Le pH étant ici
fixé a 14, la demi-équation doit étre équilibrée en milieu basique : 4 HO™ =2H20 + O2 +4e" .

27.10 e) Chaque potentiel standard est donné & pH = 0, donc il faut commencer par écrire la demi-équation

associée au couple de Peau & I’anode en milieu acide : 2H,O =4H" + O +4e™. 1l vient :

E(03 /H,0) = E°(03 /Hy0) — 0,059 pH = 1,23V — 0,059V x 14 = 0,40 V.

27.10 f) La tension minimale & imposer est la différence de potentiel entre celui du couple de ’eau en oxydation
et celui du couple de l'or en réduction : (0,40V + 0,60 V) — (—0,60 V) = 1,60 V.
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27.11 a) 1l s’agit d’une courbe & courant négatif, donc de réduction. Pour le couple H+/H2, le surpotentiel égal

a —0,30V doit étre ajouté au potentiel d’équilibre valant —0,20V. Il y a donc un décalage de la courbe vers la
gauche, par rapport au potentiel d’équilibre.

27.11 b) Initialement, seuls les cations sont présents dans la solution. Au cours de I’électrolyse, certains métaux au

moins vont se déposer a la cathode, mais ils ne pourront alors pas s’oxyder. En revanche, compte tenu du potentiel
de Nernst, 'oxydation de 'argent serait parfaitement envisageable... s’il y en avait. Le raisonnement serait le méme
pour les autres métaux.

27.12 a) Puisqu’il s’agit de anode, la réaction électrochimique est forcément une oxydation... or la seule oxydation

possible ici est celle de ’eau en dioxygene.

27.12 b) Puisqu’il s’agit de la cathode, la réaction électrochimique est forcément une réduction, si bien qu’ici les
quatre processus proposés sont théoriquement possibles et entrent en compétition. Celui qui a lieu en pratique est
celui pour lequel la tension seuil d’électrolyse, c’est-a-dire la tension pour laquelle les réactions ont lieu avec un
courant non nul, est la plus faible. On constate graphiquement qu’il s’agit ici de la réduction de Ag,”L en Ag.

i
H>O (02
U, s,Sn

5 ,d Y U E
s,Ag
Ho <7[H+ { Sn <7Z Sn**
Pb Pb** Ag Agt

27.12 d) La réaction est observée si la tension appliquée est supérieure & la tension seuil discutée précédemment :
Us,ag =1,06V+0,70V-0,6V =1,15V.

27.13 a) La réaction électrochimique qui doit forcément avoir lieu a la cathode est la réduction de Sn** pour
que de I’étain métallique s’y dépose; la réaction anodique n’est en revanche pas modifiée. En précisant les états
physico-chimiques, cela donne : Sn** (aq) + 2Ha0(£) — Sn(s) + O2(g) + 4H' (aq).

27.13 b) Comme discuté dans l’entrainement précédent, le dépot d’argent se forme pour une tension plus faible
que le dépot d’étain : s’il reste des impuretés d’argent dans la solution, alors elles se déposeront avant ’étain et
il faut donc les éliminer. En revanche, le plomb se dépose a la cathode pour une tension supérieure a 1’étain, ces
impuretés ne sont donc pas génantes pour réaliser 1’électrolyse.

27.13 ¢) La réaction est observée si la tension appliquée est supérieure a la tension seuil discutée précédemment :
Ussn =1,06V+0,70V—-0,00V =170 V.

27.13 d) La tension seuil est celle pour laquelle le courant est (quasi) nul, donc la vitesse de réaction aussi. Comme

on peut le voir sur I’allure des courbes courant-potentiel, obtenir un courant plus élevé nécessite une tension plus
élevée. A ce phénomeéne s’ajoute la chute ohmique, liée a la conductivité électrique imparfaite de la solution. En
revanche, les réactions parasites affectent le rendement de 1’électrolyse mais ne modifient pas la tension a imposer.
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27.14 a) Ona n(Cu®") =Cy x Vo =0,25mol - L' x 100 x 10*L = 2,5 x 10™ > mol.

m 30g
27.14 b) On a n(Zn) = N (Zn) =4 P

= 0,46 mol.

27.14 ¢) La staechiométrie de chacun des réactifs (Zn et Cu") est de 1. On constate que n < donc

Cu?" est le réactif limitant.

27.14 d) Les ions cuivre(IT) Cu®" sont limitants. La demi-équation associée au couple Cu** /Cu est :

Cu*t +2e¢” =Cu
Ainsi, pour chaque ion cuivre Cu®" consommé, deux électrons traversent le circuit. Par conséquent, on a
n(e”) =2 x n(Cu®") = 5,0 x 107? mol.

27.14 e) La charge totale que la pile peut débiter est

Q=n(e")x F=5,0x10"?mol x 96500 C - mol~' = 4,8 x 10° C.

Pour obtenir la valeur en ampereheures, il suffit de diviser le résultat précédent par 3600. Il vient : @ = 1,3 A - h.
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