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Mode d’emploi

Qu’est-ce que le cahier d’entrainement ?

Le cahier d’entrainement en physique-chimie est un outil destiné a renforcer ’acquisition de réflexes utiles
en physique et en chimie.

1l ne se substitue en aucun cas aux T'D donnés par votre professeur ; travailler avec ce cahier d’entrainement
vous permettra en revanche d’aborder avec plus d’aisance les exercices de physique-chimie.

Pour donner une analogie, on pourrait dire que ce cahier d’entrainement est comparable aux exercices de
musculation d’un athlete : ils sont nécessaires pour mieux réussir le jour J lors de la compétition, mais
ils ne sont pas suffisants. Un coureur de sprint fait de la musculation, mais il fait également tout un tas
d’autres exercices.

Pour vous aider & mieux vous entrainer, nous avons ajouté quelques exercices sur des themes qui ne figurent
pas au programme, en prenant soin de rappeler, dans ce cas, les équations en jeu. Il faut voir ces exercices
comme des occasions supplémentaires pour s’entrainer a manipuler des mathématiques au service de la
physique et de la chimie.

Ce cahier a été congu par une large équipe de professeurs en classes préparatoires, tous soucieux de vous
apporter l'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Le cahier est organisé en fiches d’entrainement, chacune correspondant a un théme issu de votre programme
de deuxiéme année.

Chaque fiche est composée d une suite de petits exercices, appelés entrainements, dont le temps de résolution
estimé est indiqué par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.




Les pictogrammes
Certains entrainements sont accompagnés d’un pictogramme.

D Ces entrainements sont basiques et transversaux.

m Les compétences qu’ils mettent en jeu ne sont pas forcément spécifiques au théme de
la fiche et peuvent étre transversales.

Ce pictogramme a été choisi parce que le bulldozer permet de construire les fondations et que c’est sur des fondations
solides que l’on batit les plus beaux édifices. Ces entrainements sont donc le gage pour vous d’acquérir un socle solide
de savoir-faire.

Ces entrainements vous entrainent au calcul a la main.
( ) Dans ces entrainements, les calculs doivent étre faits sans calculatrice.

Comment utiliser ce cahier ?

Le cahier d’entralnement ne doit pas remplacer vos TD. Il s’agit d’un outil & utiliser en complément de
votre travail « normal » en physique-chimie (apprentissage du cours, recherche de TD, recherche des DM).
Un travail personnalisé.

Le cahier d’entrainement est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez vos entrainements en fonction des difficultés que vous rencontrez, des chapitres que vous
étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur.

Ne cherchez pas & faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas & faire dans ’ordre mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Pratiquez 'entrainement a un rythme régulier : une dizaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’un objectif du type « faire dix fiches par
jour pendant les vacances ».

Un travail efficace.

Utilisez les réponses et les corrigés de fagon appropriée : il est important de chercher suffisamment
par vous-méme avant d’aller les regarder. Il faut vraiment persévérer dans votre raisonnement et
vos calculs avant d’aller voir le corrigé si vous voulez que ces entrainements soient efficaces.

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
pas a écrire a l’adresse cahier.entrainement@gmail. com.

Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi l’identifiant de la fiche, écrit en gris en haut
a gauche de chaque fiche.

vi
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Fiche d'entrainement n°1 Généralités

Opérateurs vectoriels

GAL1

Prérequis
Notation avec et sans le symbole nabla V des opérateurs :
e gradient : grad( )= f
o divergence : dlv(z) =v.4
= —

e rotationnel : rot(f) = V A A

Expressions de ces opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes.

Dans toute cette fiche, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes ayant la dimension d’une longueur.

Sur P'opérateur gradient

[Entrainement 1.1 — Quelle écriture pour le gradient ? o

Le gradient est un opérateur vectoriel qui s’applique & des fonctions scalaires. Pour un systéeme de coor-
données cartésiennes (x,y, z) décrivant I'espace, la définition du gradient d’une fonction f(x,y, z) est :

of
or
d = = —_ = —€, _— —€,.
grad(f) = V(f) 9 9 +8yey+8 €
of
0z
On consideére la fonction V(z,y, z) = zyz. Quelle est la bonne expression du gradient de V' ?
@V(V):zye_;—l—zxe_y)—i—yxe_z’ @grad(V):zye_y’—&—zx@’—Fyxe_;
Yz Yz
@ grad(f;) = | zz @ 6(‘/) = | zz
Yz Ty
“.;,L [Entrainement 1.2 — Calcul de gradients en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On rappelle 'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

— of . O0f_, Of_
gd(f(e.y.2)) = g+ o+ Gl

Développer les expressions suivantes :

a) grad (J;y +yz +zx + ﬂ) ........

b) grad(3z® +2a(y —z) +b%) ........

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels




c)

grad(ach + 2z + 22+ a3) ........

d) grad (2acy + 8a%e?/(20) — 6c2> ......

¢)

4
grad (8x2y + ba” _ 5b22) .........
Y

[Entrainement 1.3| — Calcul de gradients en coordonnées cylindriques.

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

grad(f(r,0,2)) =

Développer les expressions suivantes :

a)

e)

2
grad (32 T 27“0) ..............
a

[Entrainement 1.4] — La bonne formule.

TR

On introduit deux systémes de coordonnées pour décrire un plan : des coordonnées cartésiennes (1, z2)
et des coordonnées polaires (p, «).

Parmi les formules suivantes de gradient a deux dimensions d’une fonction scalaire g du plan, identifier la
seule écriture valable :

- dg _, Og _,
@ grad(g(xlax2)) = 79611 + 8733926952

3331

- dg _, 09 _,
®) Vglor,22) = =0 + 5

e
6562 o 81’1 i
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%L |[Entrainement 1.5 — Valeurs et projections d’un gradient. 00

On munit 'espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne 'expression de 'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

V(f(2,y,2)) =

of , Of_, 0f_,
fiem+iey+ff

es.
0z

dy

On considére la fonction g(x,y,2) = (x —2)* + (y + 1)% + 2% — 1, on note M(z,y, z) un point quelconque

de l'espace et A le point de coordonnées (—1, 1, 2).

a) Calculer g(A) ............

b) La quantité 2z correspond & :

(a) grad() - & (c) grad(g)-e2

(B) grad(g) - ¢

e) La quantité $g(M ) correspond au vecteur :

¢) La quantité 2y + 2 correspond a :

(a) grad(g) - (©) grad(g) - &2
(B) grad(g) -

<&l

d) La quantité 2z — 4 correspond & :
(a) grad(g) - ex (¢) grad(g)-ez
(b) grad(g) - &,

2(x —2) 2(y—1) 2(x —2)
(a) |2(y—1) (b) | 2(z+2) (© |2w+1)
2z 2z 2z
f) Calculer H@’g(A)H ..............................................................
c.;)k [Entrainement 1.6| — Enquéte sur une fonction. 000

On considére une fonction f(z,y, z) inconnue telle que grad(f) = 2zye, + z%€, + a’e;.

a) Quelle est 'unique relation valable ?

@ Yevd _,, ® )

ox

b) Quelle primitive est solution de la réponse précédente ?

@ f(x,y7z) = ny —i—g(w,y)
@ f(m7yvz) = x2y+g(y7z>

(©) flx,y,2) = 2%y +ya®

¢) Que vérifie la dérivée partielle par rapport & y de la réponse précédente ?

dg
@@*yfo
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d) En s’appuyant sur les réponses précédentes, quelle est la bonne expression de g 7
@g:a2y+cste @g:a22+cste @g:a2—|—cste

e) Quelle est expression de la fonction f(z,y, z) telle que f(0,0,0) =07
@f:x2y+a22; @f:y2z+a2x @f=x22+a2y

Sur 'opérateur divergence

%& [Entrainement 1.7| — Calcul de divergences en coordonnées cartésiennes. 00

On munit espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, 2).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.~ 0A, O0A 0A,
div(4) = o + 8yy+ 5

Développer les expressions suivantes :

a) div(3x26_§ + 2aye, — sze_z’) ...........................

b) div(2zye, +8a%e el — 6b°;) ..o

d) dIV(ZEL 4 2€3) et

e) div(z?ye, —yz?(€) — €2)) -oriiii

%L [Entrainement 1.8 — Calcul de divergences en coordonnées cylindriques. L)

On munit espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 9, z).

On donne I'expression de 'opérateur divergence dans ce systéme de coordonnées :

o 10(rA,) 104, 0A,
v === e T

Développer les expressions suivantes :

2
a) div (—e_,ﬂ> —270€q + 32?2) .........................
a

6 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



B_D

gla

[Entrainement 1.9 — Bataille de divergences. L)

Quel est le champ dont la divergence au point A(—1,—1,1) est maximale ?

@ 2 +vie+ e © “@ a4y
@ y’er + a’e, + 22e; @ y’es +xe; + e,
[Entrainement 1.10| — Choix du systéme de coordonnées. 00

On munit l'espace d’un systéme de coordonnées cartésiennes (z,y,z) et d’un systéme de coordonnées
g

sphériques (7,6, ). On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, + z€, = ré, et on donne l'expression

de l'opérateur divergence en coordonnées sphériques :

iarzAr n 1 O(sin(f)Ayp) N 1 04,
r2 or rsin(f) a0 rsin(f) dp

div(4) =

Développer les expressions suivantes :

a) div(ze, +yey + z€2) ..... b) div(rey) .o.ooiiiiiiiii

On munit l'espace de dimension 2 d’un systéme de coordonnées cylindro-polaires (r, 6).
On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, = re;.
¢) La divergence de ce champ (définie dans ’entrainement 1.8), en tout point, vaut :

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

Sur I'opérateur rotationnel

[Entrainement 1.11] — Calcul de rotationnels en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).
On donne 'expression de 'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

S (PA0AN\ L (A DAL (04, 0A.)
oy 0z )" 0z ox )Y Ox oy ) 7

Développer les expressions suivantes :

a) 5‘5(33@26—{ +2by€y — 2C2€2) L

b) E‘E(Qxye_; + 8% 8y —6C%E0) i

— 6zt _,
c) rot (é%xzye:,C + ;sey) .................................

A) TOU(—@E 4+ 282) e

e) B‘E(nye_; — Y (E) — €2)) e

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 7



%& [Entrainement 1.12| — Calcul de rotationnels en coordonnées cylindriques. o

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

rot(A) = (1 0A. 3Ae>e_r,+ <3Ar B 8Az>€_5+ (187349 3 8A,.>e_z,.

r 00 0z 0z or r or a0

Développer les expressions suivantes :

—

2
a) rot(—r—e_; — 2rfeqp + 3ze_z’> ...........................
a

Sur la représentation graphique

(@) [Entrainement 1.13| — Exploiter une carte de champ. 00

On considére un champ ¥'(M) dérivant d’un gradient de potentiel @, c’est-a-dire tel qu’en tout point M :

T(M) = grad (M)

La figure ci-dessous représente les lignes de champ (en trait plein) et les équipotentielles (en tirets). Le
systéme est invariant par translation orthogonalement au plan de la figure. Les valeurs du potentiel ®(M)
sont données pour chaque équipotentielle en UA (unité arbitraire).

3
B O

On admet que le champ est tel que div v = 6, c’est-a-dire a flux conservatif. Autrement dit, le long d’un
tube de champ de section S, la quantité vS est conservée.

a) Par rapport aux équipotentielles, les lignes de champ sont orientées :

@ parallélement @ orthogonalement @ aléatoirement

8 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



¢) Le vecteur ¥(C) est orienté dans le sens du vecteur :

(@) AB ®) BA

C
d) Estimer graphiquement v(€)

(D)

en calculant un rapport de longueurs .......

Sur les opérateurs laplaciens

L |Entrainement 1.14] — Opérateur laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (scalaire) dans ce systéme de coordonnées :

0? o? 92
A @9) = 55+ 51 + -

Développer les expressions suivantes :

c) (b2 ln( )+ 3z ) .................................................

L |Entrainement 1.15| — Opérateur laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (vectoriel) dans ce systéme de coordonnées :

A(A(x,y,2)) = A o0 + AA e, + AALE.

2
ﬁ-|-bz—|—c2

. e , - . a
On dispose d’un vecteur A dont les coordonnées cartésiennes sont les suivantes : y? — baz

b21n< ) + 322

Développer A A

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 9



Bilan sur les opérateurs

%{ [Entrainement 1.16] — Scalaire ou vecteur ? ]

Les différents opérateurs rencontrés peuvent étre des opérateurs :

@ scalaires s’appliquant a des scalaires @ vectoriels s’appliquant a des scalaires

@ scalaires s’appliquant a des vecteurs @ vectoriels s’appliquant a des vecteurs

a) Quel cas correspond a opérateur « gradient » 7 ... ... . i

b) Quel cas correspond a l'opérateur « divergence » 7 ........ ..o

c) Quel cas correspond a l'opérateur « rotationnel » 7 ....... .. ... . i

d) Quel cas correspond a l'opérateur « laplacien » appliqué & un champ scalaire? .........

e) Quel cas correspond & lopérateur « laplacien » appliqué & un champ vectoriel 7 ........

Autres entrainements

%L [Entrainement 1.17| — Calcul de gradients en coordonnées sphériques. 00

On munit Pespace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).

On donne l'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

grad(f(r,0,¢)) = Eer + ;@69 + m%ew-

Développer les expressions suivantes :

¥

- b
a) grad (r + 2a0 + 6) .....................

b) grad((rsin(0 —©))?) «oooiiiiiii

c) gﬂi(rz\/@sin ) o

d) grad(tan(0)) «....oeeeii

10 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



%L |Entrainement 1.18| — Calcul de divergences en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.= 19?4, 1 O(sin(0)Ayp) 1 04,
div(4) = 2z o 7 sin(6) a0 * rsin(0) dp

Développer les expressions suivantes :

—> —> 6 —>
a) div <rer + 2a sin Oeqg + aew) ......
'

b) div(r’sin(0)\/@(e; +é +é;)) -....

€) div(r€g) «eiiiii

&,L |[Entrainement 1.19| — Calcul de rotationnels en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de l'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

or 00

rsin(d) dp  r Or

Développer les expressions suivantes :

-, . 6b_,
a) rot (re‘; + 2afeq + ew) ..........
¥

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 11



Réponses mélangées
—> — 2r — — —>
—4ce2c e, — 2xe, @ (—E —20>er —2¢€y + 3e; @ @
2a? ) 2 2
_ :”3 596—T>+T13 598, Zy 47~Sin6\/¢+2rcosa\/g_o+% 2x+4%eﬁ
2a —6b 6b 60 2a6
er + r O T e 02 € ’ /m ro tan 9 T e+ r e
Y2\ s TZ\ _»
Or3 rs 1 (z+y+—)€w+($+z+—)ey .
B+ T3¢0 +-  (a) “ o b 2
“ “ +<az +y+ —)e_;
a
sin®(0 — @)
_ape> 372 cos(f — ) sin(0 — @) 9 @ @ _3" i1
L cos(f — ) sin?(0 — ¢) “
sin 6
2sin 6
— — —> cos 83;2 —
@ @ 6ze, + 2ae, — 2ae. 0 /@ 1 @ 7(3:1: —y)e,
20
2y
a zsin(6) zcos sin(0)
2 ey 2l o 0
oo @ st ®
60-%
2, () 6 @  lta() e  Gzr+2a-2b 3
v = N
— — —> —> — — 6 4 —> —>
2¢e, z2e, — 2xy(e, +e2) — z%e;. 2 16zye, + (8:1:2 - y%)ey — 5b%e2
(2zy + 2°)es + (2yz + 2°)e,
. 3 2V17 z(2y —x)
r 4acost 6 a
@ @ @ 2\/660 T\/@COS( )e‘P + r 902 sin@ r
;6_5 @ 2ye, + 2ze, + 4a—26’z/(2b)e_’ 16 162y — @
rcos? 6 ¥ Y b N Y2

» [Réponses et corrigés page 180
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Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



MCA1 Fiche d'entrainement n°2 Mécanique

Changements de référentiel

Prérequis
Principe fondamental. Mouvement relatif de référentiels. Forces d’inertie.
Constantes utiles

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m/s”

Avant toute chose

c‘;x [Entrainement 2.1 — Trajectoires et référentiels. o

On s’intéresse ici au mouvement de la valve V d’une roue de vélo. En changeant de référentiel, la trajectoire
de ce point peut étre pergue de maniere différente.
On définit trois référentiels :

e le référentiel R4 lié a la Terre,
e le référentiel R4 lié au cadre du vélo,
e le référentiel R3 lié a la roue du vélo.

Voici différentes trajectoires pour le point V.

®

Parmi les quatre trajectoires présentées ci-dessus, quelle est celle qui peut correspondre a un mouvement
décrit dans :

a) le référentiel R4 ?

b) le référentiel Ry ?

c) le référentiel R3?

Fiche n° 2. Changements de référentiel 13



[Entrainement 2.2| — Référentiel galiléen... ou pas (I) ? {4

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
immobile ou animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme
par rapport a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

On considére un référentiel Ro(O, €5, €,, €,) galiléen ainsi que les trois référentiels suivants :
/ . .. . N
e R1(0,€,,¢,,¢2), en translation rectiligne uniforme par rapport a Ry,

, animé d’un mouvement de rotation uniforme par rapport a Ry,

O 0:€z)
e R3(A,e,,¢,,¢2), en translation non uniforme par rapport a Ry.

a) Rq est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ....... .. . .. . i

b) Rs est un référentiel galiléen : vrai ou faux? .......... i

c) Rs est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ....... .. ... i

[Entrainement 2.3

— Référentiel galiléen... ou pas (II) ? L)

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport
a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

Dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, on s’intéresse aux mouvements d’un train et de I'un des

passagers a bord. On note R le référentiel 1ié au train et R, le référentiel lié au passager a bord du train.

Dans chacune des situations proposées, indiquez quel(s) est (sont) le(s) référentiel(s) galiléen(s) parmi les
options suivantes :

@ R et Rp

@ ni Ry ni Ry
@ uniquement Ry
@ uniquement R

a) Le train suit une ligne droite & vitesse constante ; le passager est assis sur son siége.

c) Le train freine sur une ligne droite; le passager marche le long du train a vitesse constante.
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Composition de mouvements

[Entrainement 2.4] — Autour de ’accélération. 0000

On considére un référentiel R galiléen lié au repére (O, €,, €,,€,) et un référentiel R’, lié au repére cylin-
drique (O, e,, eg, e,). Un point M, en mouvement dans ces deux référentiels, est repéré par ses coordonnées
cylindriques habituelles 7, 8 et z = 0. L’angle 8 suit la loi : § = wt ol w est une constante.

e Caractérisation du mouvement de R’ par rapport au référentiel R

a) Le vecteur rotation du référentiel R’ par rapport au référentiel R, €2, vaut :

@) 62 () —be @© we? @ we?

b) Le référentiel R’ est galiléen.

@ Vrai @ Faux

e Composantes de 1’accélération de M dans le référentiel R

¢) Par homogénéité, identifier 'expression de l'accélération radiale a, de M dans R en coordonnées
cylindriques.

@7'“'—7“92 @7’“—7“29 @f—rQQQ @F—TQQ

d) Par homogénéité, identifier I’expression de ’accélération orthoradiale ag de M dans R en coordonnées
cylindriques.

(a) 2760 + 16 (b) 276 + rf (c) 2i0 +rf (d) 270

e Composition des accélérations

La loi de composition des accélérations assure que :

ar(M) = dr/ (M) +al +ac,

. d20M| d20M
avec ar(M) = a2 | 0w M) = —az et, comme R’ est en rotation uniforme autour d’un axe
R R/
fixe par rapport a R,
@=Gn(GAOM) et ad=20n -
RI

e) Exprimer a, en fonction de 7, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

f) Exprimer ag en fonction de 7, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

g) En déduire 'accélération @r/ (M) ..oovunniiii
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Forces d’inertie

[Entrainement 2.5 — Forces d’inertie & prendre en compte. 00

Le référentiel terrestre Ry est considéré galiléen. On considére I’étude d’une masse ponctuelle M dont on
observe le mouvement dans différents référentiels R; en mouvement par rapport a R;.

On définit les quatre référentiels suivants :

R lié & un manege en rotation uniforme autour d’un axe fixe dans Ry,

R lié a un paquebot en mouvement rectiligne uniforme dans Ry,

R3 lié a un train en phase de décélération uniforme en ligne droite dans R;.

R4 lié & une caisse en chute libre dans R;.

L’étude du mouvement de M dans ces référentiels R; amene a envisager de prendre en compte des forces
d’inertie :

@ force d’inertie d’entrainement centrifuge @ force d’inertie d’entrainement quand R; est
quand R; est en rotation dans R en translation rectiligne dans Ry
@ force d’inertie de Coriolis @ aucune force d’inertie
Déterminer les forces d’inertie & prendre en compte dans les situations suivantes :
a) M est immobile dans Ry ........ d) M est en mouvement dans Rs ..
b) M est en mouvement dans Rq .. e) Mestfixedans Rz .............
c) M est en mouvement dans Ry .. f) M est en mouvement dans Ry ..
[Entrainement 2.6| — Force d’inertie centrifuge. 00

Un point M de masse m est animé d’une vitesse U(M) = veg
dans un référentiel galiléen R, lié au repere (O, é,,é€,,€.). On
étudie le mouvement de M dans le référentiel non galiléen R4 en
rotation par rapport a Ry caractérisée par le vecteur rotation —
instantanée . -

Une force Gﬁ)nertie d’eﬁ{ainement, ici centrifuge, s’exerce sur le
point M : fi. = mw?HM, ou H est le projeté orthogonal de M
sur ’axe de rotation. La distance OM vaut £.

Déterminer, dans la base (e,,eg,e,), I'expression de la force
d’inertie centrifuge dans les situations suivantes.

a) W = wpe, et le point M est placé sur 'axe (Oz) ......cooooiiiiiii.

b) & = wpe, et le point M possede les coordonnées cylindriques (¢,0,0) ...

— —> P~V . .z 7T N
c) W =uwpe, et OM est incliné de 3 bar rapport & (Oz) ..................
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B |[Entrainement 2.7| — Force de Coriolis (I). LY

L’étude du mouvement d’un point M est réalisée dans un référentiel non galiléen Rq, en rotation uniforme
autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen Ry.

Ce point matériel M de masse m posséde un vecteur vitesse U = vie, dans R1, quand il passe en O. Le
ez).-

vecteur rotation de R; par rapport a Ry vaut g = Qo(e, +e2

z
a
O y
v
x
On rappelle 'expression de la force d’inertie de Coriolis : ﬁg = —2mO AT,

La force de Coriolis subie par le point M en O vaut :
() fic =2mv1Q(—¢, —€2) (©) fic = 2muQ(—¢, + &)

e
(b) fic = 2mu,Qo(e, + 2) (@) fic = 2mun (e — &) D

L |[Entrainement 2.8 — Force de Coriolis (II). 00

Un point M de masse m est animé d’'une vitesse ¥ (M) dans un référentiel non galiléen R en rotation par
rapport & un référentiel galiléen Rg. Le vecteur rotation de R dans R est noté &J.

Dans chacun des cas suivants, déterminer ’expression de la force de Coriolis définie par

fic = —2m@ A T(M).

e Premier cas : on étudie le mouvement de M dans la base cartésienne.

b) T(M) =vi€, + 1262 €6 & = W0s «eevvveriaaaaaiiiin

e Deuxiéme cas : on étudie le mouvement de M dans la base cylindrique.

C) T(M) =016 €6 W = W0Co - vvetnee ettt

d) T(M) =016 + V265 €6 W = W0Cs «evrneeennet e eiaeeinaeenn.
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%& [Entrainement 2.9 — Force de Coriolis dans le référentiel terrestre. 00

On s’intéresse au référentiel terrestre Ry, lié au repére (A, e, €,, €2). Ce référentiel est en rotation autour
de I'axe (O, Z) par rapport au référentiel géocentrique Ry, supposé galiléen. Le mouvement de rotation de
Rt par rapport & R, est caractérisé par le vecteur rotation 2 = Qe.

Le point A est repéré par sa latitude A.

Ces référentiels sont représentés ci-dessous.

o)}

A
U

a) Quelle est la valeur numérique de Q7 b) Parmi les projections du vecteur 3 dans la base
@ 56 % 10-2 rad . o1 (€z,€y,€2), laquelle est correcte ?
)

0 0
(b) 1,7x 10 rad - s~ (a) Q| sin A (c) Q| cosA
@ 7.3x 10 %rad - s7* cos A sin A

..................................... Ccos A

On s’intéresse au mouvement d’'un point M de masse m dans le référentiel terrestre Ry ; on suppose qu’il
. , 5 . — . —>
est animé d’une vitesse U (M) = Ze.

On rappelle l'expression de la force de Coriolis subie par M dans Ry :

fic = —2m8 A T(M).

. g : 3 5 — —> —
c) Exprimer fic en fonction de m, 2, £ et d’un vecteur de la base (e, ey, €2).

18 Fiche n° 2. Changements de référentiel



Dynamique

[Entrainement 2.10| — Pendule en rotation. 00

On s’intéresse & un pendule composé d’une tige (masse négligeable, longueur £ = 1,0m) et d’une bille placée
en M de masse m. Ce pendule est fixé en O a un axe vertical en rotation uniforme a la vitesse angulaire
W = we,. Sous 'action de la rotation, le pendule s’incline d’un angle o par rapport a la verticale tout en
restant dans le plan (O, e, €,).

On rappelle que la force d’inertie centrifuge vaut
fie = mw? HM,
ou H est le projeté orthogonal de M sur I’axe de rotation.

g
O

(8

—

/ !
—
. M er

a) La force centrifuge subie par le point M vaut :
@ T — —muOM
@ Fo = mw?l sin(a)e,
@ f_mf = mw?/sin(a)e,
—_> 2 ) —>
(d) fie = —mwleg

¢) Déterminer pour quelle valeur de la vitesse angulaire w 'angle « vaut 45° .......
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B |[Entrainement 2.11] — Un pendule sur une voiture. 000

On s’intéresse a un pendule de masse m = 5g suspendu au rétroviseur d’une voiture animée pour ¢t < 0
d’une vitesse T = vpe, constante dans le référentiel terrestre (galiléen) Ro(O, €5, €y, €z).

A ¢t = 0, le véhicule accélére avec une accélération @ = ae, constante, avec @ = 5m - s~ 2.
L’étude du mouvement du pendule est menée dans le référentiel R4 1ié a la voiture.
A y
jcg |
T4
! a
— | —
fie 0
<y .
mg
1
0 T
9. . B A g — 5 :
On rappelle que la force d’inertie d’entralnement vaut fie = —mas. Sous I’action de cette force, le pendule

se stabilise pour une valeur particuliére de ’angle 6 notée 6.

a) Déterminer %7 le rapport de la norme de f; sur celle du poids .................

b) La force d’inertie d’entrainement est négligeable devant le poids.

¢) Décomposer le vecteur P dans la base (€2,85) «vvveeeeennn...

d) Décomposer le vecteur T dans la base (€2,€5) wevnaeaiiiia e

, rad — —>
e) Décomposer le vecteur fi. dans la base (ez,€5) ...........oooiiilaL.

f)  Parmi les quatre expressions du principe fondamental appliqué a la bille, dans le référentiel de la
voiture, laquelle est juste?

dv

me—| =P4+T m—| =P+T4+md
dt | dt R,
d_> —> — — d_> — s s
mi fie:P+T ml :P+T+ie
dt |5 dt R,

g) L’application du principe fondamental permet d’exprimer la position d’équilibre du pendule. Parmi les
trois propositions, laquelle est homogene ?

@ tan(6e) = mi @ tan(f,) = g @ tan(6e) = mag

h) Gréce a la relation trouvée a la question précédente, calculer 6, en degrés .......
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(@) [Entrainement 2.12| — Palet sur un disque en rotation. 00
Un disque horizontal de centre O tourne autour de son axe (Oz) & vitesse angulaire constante & = we;.

Un palet (assimilable & un point matériel de masse m) est posé en un point A du disque, & une distance
OA = d. On rappelle la force d’inertie centrifuge : mw?OA.

a) Quelle est Porientation de la force centrifuge ?

@ -a ® & © -& &

b) Sans frottement entre le disque et le palet, quel mouvement du palet peut-on prévoir ?

@ Le palet se rapproche inexorablement du centre du disque.

@ Le palet reste immobile dans le référentiel du disque.

@ Le palet est expulsé radialement du disque.

Il existe une force de frottement telle que le palet reste immobile tant que la norme de la force d’inertie
centrifuge est inférieure a pumyg.

¢) Déterminer Pexpression de la valeur limite wyax de la vitesse angulaire en decd de laquelle le palet
reste immobile.

%L [Entrainement 2.13| — Anneau sur tige en rotation. 000

On s’intéresse dans cet entrailnement au mouvement d’un anneau de masse m placé sur une tige en rotation
a la vitesse angulaire w. Cet anneau subit aussi une force de rappel exercée par un ressort de raideur k fixé
sur I'axe de rotation. L’abscisse x de 'anneau sur la tige satisfait ’équation différentielle suivante :

éﬁ—&—(k—wz)x:O.
m

k
a) Quelle est la dimension du terme — 7 ...
m

On propose les solutions suivantes pour x(t), dans lesquelles A, Q, ¢ et 5 sont des constantes.

@ x(t) = Acos(Q + @)
@ x(t) = Acosh(Qt + @)
@ z(t) = Ae Pt cos(Qt + )

b) Quelle est la forme des solutions si wW? > — 7 ...
m

k
¢) Quelle est la forme des solutions si w? < — 2 ... oottt
m
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k
d) On pose Q* = — — w? > 0. Expliciter la solution dans le cas ot z(0) = 0 et @(0) = vy

e) Parmi les trois solutions représentées sur les graphiques ci-dessous, laquelle correspond & la situation

de la question b) ?

@ ™% ® 0 @ @ r @

2
-1 Tsin(@e)
10rad - s T cos(6.)

@ ® © © -me ©  -wred (©
K @ 2wreg @ —2mSZ cos \e, @ @ mwile;
@ % sin(Qt) @ @ et @ @ 27° @

Q
@ Faux 2mwov1 ey Vrai 3,8rad - s !

N
€x — —> >
= —mae, 2mwgvi e, re,

©
©
®

l@@@

@

—2mwov1
@ 2mwy (vae,, — v1€3)

® 05 (¢ Faux i

» [Réponses et corrigés page 1389
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MCA2 Fiche d'entrainement n°3 Mécanique

Loi du frottement solide

Avant toute chose

[Entrainement 3.1 — Les mots justes. L)

Pour chacune des situations exposées, indiquer si, entre les deux solides en jeu, il y a :

@ adhérence @ roulement @ glissement

a) Une brosse est frottée contre un tableau & feutre pour Peffacer ................. ... oo ...

b) Une roue d’un vélo se déplace en ligne droite sur une route ...............coooiiiiiiinan....

¢) Une roue d’une voiture dérape dans un virage sur lequel elle s’engage trop vite ...............

d) Un livre est posé sur le tapis roulant d’une caisse de supermarché ............................

Vitesse de glissement

[Entrainement 3.2 — Bagages sur un tapis roulant. 00

Etudions ’évolution de différents bagages placés sur un tapis roulant dans le référentiel Rq 1ié au sol.
La vitesse du tapis roulant s’écrit :

7)’(taupis)R0 =Wy avec vy =3,6km-h7L.

La vitesse et la quantité de mouvement des différents bagages en translation sur ce tapis s’écrivent :
T)’(bagage)Ro = VU ;
7P (bagage), = p1ia.
Rappelons la définition de la vitesse de glissement a 'instant ¢ d’un bagage sur le tapis :
¥ glissement (bagage/tapis) = (v1 — vo) .

Les affirmations suivantes sont-elles « vraies » ou « fausses » 7

a) La valise de Sam (m = 20kg et v; = 1 m s~ ') glisse sur le tapis roulant ............

b) La valise de Paul (m = 15kg et p; = 8,0N - s) glisse sur le tapis roulant ............

¢) Le sac d’Assia (m = 8kg et v; = —1,0m - s~ ') ne glisse pas sur le tapis roulant .....
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Phase d’adhérence et limite de glissement

[Entrainement 3.3 — La bonne relation. o

Un solide immobile sur le sol parfaitement horizontal subit une force de frottement tangentielle (colinéaire
al’axe (Ox)) lui permettant d’étre & la limite de glissement. Ainsi, nous pouvons écrire la relation suivante :

Ry

Le bilan des forces sur ce solide conduit & considérer le p01ds du solide P la réaction normale du sol sur
le solide RN, la réaction tangentielle du sol sur le solide RT et la force de frottement tangentielle F. La
situation est représentée sur le schéma ci-dessous.

| =

Sachant que le solide est de masse m = 1kg, que lintensité de pesanteur vaut ¢ = 10m-s~2, que le
coefficient de frottement statique vaut ps = 0,5, identifier la seule relation correcte.

(a) Rt & = —5N (¢) F-& = 10N
() Rx-& =5N (@) Rr-& = 10N
[Entrainement 3.4 — Quelle force appliquer ? o

Un solide de masse m = 350g est placé sur un plan incliné
faisant un angle a = 20° par rapport au plan horizontal.

La force F = F - €, permet de maintenir le solide & la limite
de glissement vers le haut. Ainsi, nous pouvons écrire la relation
suivante :

(7] - ]

avec le coefficient de frottement statique us = 0,5 et R = —Rre, + Rney (Rt > 0 et Ry > 0).
On prend g = 10m - s 2.

a) Quelle est 'expression de F'?
@ mg cos(a)(1 — pg tan()) @ mg cos(a)(1 + ps tan(a))
@ myg cos(a) (tan(a) — ) @ mg cos(a) (s + tan(a))

b) Calculer F' ...
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%L [Entrainement 3.5 — Fixe ou mobile ? 000

Un cube de masse m = 200g est posé sur une table fixe dans le référentiel d’étude. Un opérateur exerce
une action mécanique sur le cube afin de le mettre en mouvement.

Y parviendra-t-il 7

Afin de répondre & cette question, nous allons seulement exprimer la force de réaction modélisant I’action
de la table sur le cube :

R=T+N=Té +Né.

=
)

D’apres la loi de Coulomb, le cube ne glissera pas sur son support si :

|7 < ¥

)

avec ugs = 0,6 le coefficient statique de frottement.
Des mesures donnent HI_%)H = 3,50N avec a = 25°.

a) Calculer la composante tangentielle 7' de R

b) Calculer la composante normale N de B oo

¢) Vrai ou faux ? Le cube glisse sur la table .................

[Entrainement 3.6| — Cone de frottement. )

L’ouverture du céne de frottement d’un contact solide/solide, noté «, dépend du coefficient de frottement
statique g et des normes maximales Ry et Rt des réactions normale et tangentielle ou aucun glissement
ne se produit. La relation exacte est la suivante :

Rt

ts = tan(a) = B

On considere différents couples de solides et, pour chaque couple, on mesure une grandeur différente. Quelle
est la situation de plus grande ouverture de cone de frottement ?

(a) Ry =2Rr (c) ps =038
(b) a=30° @gazg
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Phase de glissement

[Entrainement 3.7 — Une luge tractée (I). [
z
Un enfant assis dans une luge est tracté par un adulte. L’en- N F
semble {enfant 4 luge} de masse m évolue suivant la direction
(Ox) et est soumis & l'ensemble des forces représentées sur le Y g
schéma ci-contre. s
T
P
Comment écrire la réaction R totale du sol sur la luge ?
(@) R=N (O R=N-T
®) R=T () R=N+T
[Entrainement 3.8 — Une luge tractée (II). L)
Un enfant assis dans une luge est tracté par un adulte. L’en- ~

semble {enfant 4 luge} de masse m évolue suivant la direction
(Oz) et est soumis & l’ensemble des forces représentées sur le N
schéma ci-contre.

Comme la luge glisse sur la neige, la loi de Coulomb impose :

=

71 4l :

il

avec fq le coefficient de frottement dynamique neige/luge.

Le bilan mécanique permet d’écrire les deux relations suivantes :

N =mg — Fsin(a) (1)
m& =T + Fcos(a) (2),

avec T = Reéo et N=R-c..

a) Exprimer T en fonction de fq, m, g, Fet o ...,

b) Quelle est alors I’équation différentielle régissant le mouvement ?
@ I = —fag+ %(cos(a) + fasin(a)) @ ¥ = fag + E(cos(a) — fasin(a))
@ = fag+ E(cos(a) + fasin(a)) @ ¥ = —fag + %(cos(a) — fasin(a))

c) Que devient ’équation du mouvement pour a =07 ................
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B |[Entrainement 3.9) — Fin de la phase de glissement. 000

Un solide de masse m, 1lié a un ressort, glisse sur un support horizontal et fixe dans le référentiel d’étude.
L’équation différentielle régissant 1’évolution de ce solide, lorsque ce dernier se déplace suivant les x crois-
sants, s’écrit :

k
m

avec m =300g, k=20N-m™!, f=0,2et g=10m-s 2.

A Dinstant initial, le solide a une vitesse nulle et sa position est repérée par z(t =0) = 2o = —9,0 cm. Nous

[k
pourrons poser wg = —.
m

a) Quelle expression de z(t) est correcte ?

@ <:co + frgg) cos(wot) — %

@ xo cos(wot)
@ _fmg + xo cos(wot)

@ <x0 — fT:g> cos(wot) + % k

b) Quelle est la vitesse du solide ?

(a) - (aco + f?:g>wo sin(wot) iz
@ - (l‘o — fT;g>w0 sin(wot)ua

—Towo sin(wot )i,

©
@ Towo sin(wot )ty

¢) Déterminer l'expression littérale de la vitesse de glissement du solide sur son support.

d) A quel instant t; (en ms) la phase de glissement s’arréte-t-elle? ........

e) Déterminer la position x; (en cm) du solide & 'instant ¢1 ..............

[Entrainement 3.10] — Calcul du coefficient de frottement. )

La masse m glisse sur une table, entrainée par la masse M = —m. masse (m)

Lorsque les deux masses se sont déplacées d’une distance h = 15 cm,

leur vitesse est v = 82 cm - s 1.

Une étude énergétique conduit a la relation suivante :

1 1
§m112 + §Mv2 = Mgh — famgh,

) masse (M)
avec g = 10m -s™~.

a) Déterminer l'expression de fg en fonction de g, het v ..............

b) Déterminer la valeur numérique de fq ...
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|[Entrainement 3.11] — Palet glissant sur un tapis roulant. 0

Un palet de centre d’inertie G et de masse m glisse sur un tapis roulant. La position et la vitesse de ce
palet par rapport au sol fixe sont données respectivement par OG = z(t)e, et v (G,t) = v(t)e,.

La vitesse du tapis par rapport au sol est Uapis = voe tel que vg = 1260m - h™'.

Les courbes suivantes donnent 1’évolution de la position et de la vitesse du palet au cours du temps.

2 (mm)

0.2

0.1 B

B o

—0.2

v (cm/s)

20 /
10 ,/

N\

\02 0.4 0.6 0.8 1.0 /2 1.4 1.6 1.8 2.0
—10 \\
—20 /

o

—40

a) Quelle est 'expression de la vitesse de glissement du palet sur le tapis ?
@ @) —vo)ez © (vo - v(t)E
(®) (w(t) +vo)er

b) Déterminer la date t; pour laquelle le glissement s’arréte .................

¢) Déterminer la position du palet 1 en pm aladate t; ....................
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De I’adhérence au glissement

[Entrainement 3.12] — Déplacement d’une armoire. 000

Une armoire, trop lourde pour étre portée, est déplacée dans une piece par glissement sur le sol qui est
parfaitement horizontal.

. 92 . et
Au cours de la manceuvre, on enregistre I’évolution au cours du temps de la norme de Rr.

>
Le vecteur Rt est la composante tangentielle de la force exercée par le sol sur 'armoire. Nous noterons
Rt sa norme.

450
350
Ry (N)250
150 ) M~
50 /,_// !

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Déterminer par exploitation graphique :

a) L’instant ot démarre la phase de glissement ................ i,

b) La durée pendant laquelle armoire glisse ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiaia..

¢) La force tangentielle maximale en phase statique ................. ..o,

d) La force tangentielle en phase dynamique ..............c..oiiiiiiiiiiiiiiin...

On cherche a exploiter ces données pour évaluer les coefficients de frottement statique et dynamique
sol/armoire, que 1’on note respectivement ps et pq. On estime que 'armoire pese entre 70 kg et 90 kg et on
rappelle les lois de Coulomb : Rt < usRn en phase d’adhérence ; Rt = uq RN en phase de glissement.

e) Quel est ordre de grandeur de us le plus probable ?

f)  Quel est I'ordre de grandeur de pq le plus probable ?

(a) 0,2 (b) 0,5 (c) 0,9
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Faux @ Faux @ fa(Fsin(a) — mg) @ @ 384 ms
1 2
— (xo + %)wo sin(wot )ty —-1,5N Vrai G <8 — 7;—h> @ 1,6 ms

© © o fé:—fdg—i—% 7s  Faux () 32N 30em ()
55 28N (@) 350N (@ 08 (@ 15N -7um (a)

» [Réponses et corrigés page 193
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EMP1 Fiche d’entrainement n° 4 Electromagnétisme en régime permanent

Electrostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique.
Intégrales curvilignes, de surface et de volume.
Champs scalaires et vectoriels. Gradient. Théoréme de Gauss.
Constantes utiles
— Charge élémentaire : e = 1,60 x 10~ ° C

— Permittivité diélectrique du vide : g = 8,85 X 107> F -m ™!

Distributions de charge : symétries, invariances, charge totale

L |[Entrainement 4.1 — Calculs intégraux de longueurs, surfaces et volumes. o

On rappelle les déplacements élémentaires dans chacun des trois systémes de coordonnées :
—
e en coordonnées cartésiennes : d¢ = dze, +dye, +dze;
N
e en coordonnées cylindriques (ou cylindro-polaires) : df = dr €, +rdf €y + dz e,

e en coordonnées sphériques : d/ = dr €, + rdf g + rsin(0) de €y

a) Exprimer 1’élément de circonférence dC d’un disque de rayon R ...........

b) Gréace & un calcul intégral, retrouver la circonférence d’un cercle de rayon R.

d) Gréce a un calcul d’intégrale, retrouver la surface d’un disque de rayon R ....

e) Grace a un calcul d’intégrale, retrouver le volume d’une boule de rayon R ....

[Entrainement 4.2 — Charge totale d’une distribution linéique. (]

Dans chacun des cas suivants, déterminer la charge totale des distributions linéiques suivantes a ’aide de
la relation : Q = /)\(M) dly.

a) Pour une tige de longueur ¢ chargée avec une densité linéique de charge uniforme Ag.

b) Pour un anneau de rayon a dont la densité linéique de charge, non uniforme, est A(M) = go#/a avec g
une constante et 6 ’angle qui repére le point M sur ’anneau.
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%& [Entrainement 4.3 — Feuille d’aluminium chargée. 0

Soit une feuille d’aluminium de format A4 a laquelle 1000 électrons g =21,0cm

ont été arrachés. La feuille porte alors la charge électrique Q. L — 29.7cm

a) Exprimer la charge @ en fonction de la charge électrique élémentaire e .................

b) Exprimer la surface S de la feuille en fonction des longueurs Let £ ....................

¢) En déduire la valeur de la charge surfacique moyenne o = /S portée par la feuille ....

LB |[Entrainement 4.4 — Quadrupéble électrostatique. L)

On considere la distribution de charge ci-dessous.

_,

o
b
0]

© ©

a) Quels sont les trois plans de symétrie de la distribution ?

B |[Entrainement 4.5 — Autour d’une sphére chargée. 00

Tous les résultats devront étre domnés en écriture scientifique.

a) Quel est le volume en m® d’une sphére de rayon R = 25¢m? ....................

b) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulombs, si celle-ci est chargée avec une densité volumique
uniforme de py = 50,0nC - m™3?

¢) Quelle est l'aire de la surface de la sphére en m?? ...,

d) Que vaut la charge totale de la sphére, en coulombs, si celle-ci est chargée avec une densité surfacique
uniforme o = 8 uC - m~27?
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[Entrainement 4.6] — Tube chargé localement. 00

Un tube conducteur d’axe (Oz) possede une densité surfacique de charge o(f) = ¢ cos(f), avec oy une
constante et  'angle des coordonnées cylindriques (r, 6, 2).

a) Comment s’exprime l'aire d’un élément de surface dS du tube?

(a) drdz (b) Rdfdz (c) Rsin(0)d6dz (d) Rdrdf

b) Comment s’exprime la charge totale @) portée par le tube?

(a) Q= /0/ 0)drdz Q= /9 /ZO )R d6 dz

c) A T'aide du calcul d’une intégrale, déterminer la charge totale Q .......................

Entrainement 4.7| — Autour d’un cylindre chargé. z 000
y g

Soit un céble cylindrique d’axe (Oz), de hauteur h et de rayon
R, doté d’une densité volumique de charge p.

a) Laquelle de ces formules permet de calculer laire de la sur-
face latérale du cylindre ?

(a) mR*h (¢) 4nR*h
(b) 27 Rh (d) 4w Rh

b) Sans négliger les effets de bords, déterminer les invariances de cette distribution de charge si,

r 3
pour 0 < 2 < h, p=po(5) -

avec po une constante homogene a une charge volumique.

. . . N N> . . . N N>
@ invariance par translation parallélement a e, @ invariance par translation parallelement a e

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz) @ aucune invariance

3 0
¢) Méme question si, pour 0 < z < h, p = po(%) sin<2> ..................................

a3
d) Méme question si le cylindre est de hauteur infinie avec p = pg (—) ......................
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De la distribution de charge au champ électrostatique

|[Entrainement 4.8 — Superpositions et symétries. 00

Sur le schéma ci-contre figurent, en M; et Ms, les champs
électrostatiques /| et I, respectivement générés par les deux
charges ¢ = +e et g2 = +e.

a) Exprimer le champ électrostatique total E au point M;
en fonction des vecteurs de la base.

b) Exprimer le champ électrostatique total E au point Ms
en fonction des vecteurs de la base. M,

Le plan (My, €,,€2), nommé P, est un plan de symétrie de la
distribution de charge.
G

¢) Quelles propositions sont correctes ? €,
(a) E(Ms) = —2¢; + 8¢ (c) EML) e P
() E(Ms) = 227 + 87, (d) EMp) L P 0 0

[Entrainement 4.9] — Symétrie d’une distribution volumique de charge. o

Le champ électrostatique créé par la distribution volumique ci-dessous est noté E. Le plan (ITy) est un
plan de symétrie de la distribution. Le plan (IIz) est un plan d’antisymétrie de la distribution.

Yy (IL2)

@

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) de la distribution, le champ
électrostatique appartient (resp. est perpendiculaire) & ce plan.

P

A @
=

z (ITy)

->x

0O

a) Quel vecteur unitaire est normal au plan (II1)? ... ..o

b) Quel vecteur unitaire est normal au plan (TI3) 7 ...

¢) En un point M(z,0,0) de 'axe (Ox), identifier ’expression correcte parmi celles proposées.

(@) EM)=T (®) EM) = E(M)ez (© EMM) = E(M)e; (@) EMM) = EM)e2
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&1

[Entrainement 4.10 — Invariances d’une distribution volumique de charge. L)

La grille infinie représentée ci-dessous est constituée de tiges infinies selon €, et est chargée uniformément

négativement.
ey

Soit M un point de I’espace repéré par (z,y, z).

Sachant que les composantes du champ électrique E possédent les mémes invariances que celles de la
distribution de charge, lesquelles de ces expressions sont valides si I’étude des symétries a déja été menée ?

(a) E(z,y,2) = Ex(y)és + Ey(y)ey (c) E(x,y,2) = Ey(2,y) + Ey(z,y)
() E(z,y,2) = Ex(z,y)e + Ey(z,y)e, @D IEN(2,y,2) = | E|(2,y,0)
[Entrainement 4.11] — Homogénéités. o

Dans les expressions suivantes, p, o et A sont des densités de charge volumique, surfacique et linéique. Le
potentiel électrostatique est noté V', et a, £, h et r sont des longueurs.

a) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & une charge électrique.

@ dra®p @ \ma? @ pra’h LES

b) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & un champ électrostatique.
o 2 pr

— Vo —Wi)e 9 —

® 2 ®G-ne @ @

[Entrainement 4.12] — Tracé d’une composante du champ. C)

La composante radiale du champ électrostatique créé au point M par une sphere de centre O, de rayon R,
dotée d’une densité volumique de charge pg, est donnée en fonction de la distance r = OM par

3po R?
por et E.(r>R) = Po >
EoTr

E.(r<R)= 300

Laquelle de ces courbes décrit I’évolution de E,. en fonctionde 7?7 ......... ...,
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[Entrainement 4.13] — Calcul d’un champ électrostatique par intégration. 0000

Un disque, d’axe (Oz) et de rayon R, posséde une charge surfacique uniforme o. On note P un point du
disque tandis que M est un point de ’espace qui appartient & laxe (Oz).

a) Comment s’exprime l'aire élémentaire d.S centrée sur P(r,0)?
(a) dS=rdrdz (c) dS = dxdz
(b) dS = rsin(f) drdg (d) dS =rdrdg

b) Quelle est expression du produit scalaire PM - e.?

(a) PM-& =PM (c) PM-& =
@m‘e_;:dz @PT\/E-@:T

c) Quelle est 'expression de la distance PM = HWH ?
(a) PM =22 +r? (c) PM =+/dz? + dr?
(b) PM =v/22 412 (d) PM =dr +dz

Le principe de superposition énonce que le champ électrostatique en M est la somme des champs électro-
statiques créés par chaque élément de surface d’aire dS et de charge dQ = o dS. L’expression du champ
créé par une source ponctuelle permet alors d’exprimer la composante axiale £, = F - e, du champ créé
par le disque sur 'axe (Oz) par :

B _// Udsmws_;_/r_R/G_z”crrdrdG z
z = P47T€O PM3 - 0 90 dmeg (T2+Z2)3/2'

d) Calculer lintégrale précédente a 'aide du changement de variable u = 2,

e) Simplifier expression obtenue en d) si z < R afin de retrouver expression du champ créé par un plan
infini uniformément chargé.

f) Sachant que (1 +¢)® =14 ae 4 l'ordre 1 en € quand £ — 0, simplifier 'expression obtenue en d) si
2> R afin de retrouver I'expression du champ créé par une charge ponctuelle Qo = 7R%o.
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Flux électrostatique

c'%k [Entrainement 4.14] — Signe d’un flux électrostatique a travers une surface. o

Le flux ¢ = // E-dS du champ électrostatique E & travers une surface orientée (S) dépend de lorientation

de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).

E E E E E

(S) (S) (S) (S) @ (S)
(2) ® © (@ ©

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ... .

b) Que vaut ¢ dans le cas @? ...........................................................

[Entrainement 4.15 — Flux électrostatique a travers une calotte sphérique. 0000

Une charge ponctuelle g, placée au centre O d’un repére sphérique, crée le champ

q -

électrostatique E = yP— €r avec (1,0, ) les coordonnées sphériques du point
TEY T

M.
La calotte sphérique représentée ci-contre (en deux dimensions) est la portion

de sphere de rayon R qui intersecte le demi-céne d’axe de révolution (Oz) et de
demi-angle o > 0.

a) Comment s’exprime un élément de surface dS de la calotte sphérique ?
@ dS = R?cos(ip) dpdf @ dS = Rcos(f) dfdp
(b) dS = Rsin(p) dedf (d) dS = R*sin() df dep

b) Comment s’exprime le flux ¢ du champ électrostatique E A travers la calotte sphérique ?

T+o 2 s 27

@ ¢ = / E-R? cos(p) dp doe, @ ¢ = / E - R?sin(0) d0dy @,

p=m—a JO=0 O=m—oa J =0

a T a 2w
=—a J6=0 O0=—a J p=0

¢) Calculer la double intégrale. Ecrire le résultat obtenu sous la forme ¢ = K (1 — cosa), avec K une

constante a exprimer en fonction de g et 9. ...

d) Reéaliser 'application numérique de ¢ danslecasotla=metg=e. .............
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[Entrainement 4.16] — Avec le théoréme de Gauss. 00

Une distribution volumique, de charge volumique inconnue, crée un champ électrostatique dont I’expression

— > 1 T > R L.
en repérage sphérique est E(M) = E, €, = % - (1 + f)e_r/“ €, ol q et a sont des constantes positives.
TEY T a

a) Exprimer le flux électrostatique ¢(E) a travers une sphere de rayon r en fonction de E(r) et r.

b) Exprimer la charge Q = 50¢(E) (théoréme de Gauss) située a l'intérieur de la sphere de rayon r.
- ( ’r) 7T/a ( T) 77‘/@
2 (140 14 =
® L(1+3)e © a1+ D)o
C —-r/a —r/a
® afa+7)e @ e

¢) Quelles sont les valeurs limites de @ pour r - 0 et r — +00? .............

Circulation du champ électrostatique — Potentiel électrostatique

|[Entrainement 4.17| — Signe d’une circulation électrostatique le long d’un chemin. o

Les lignes du champ électrostatique E produit par une charge ponctuelle ¢ négative C
convergent vers cette charge. La circulation C = / E-dlle long d’un chemin orienté

dépend de 'orientation de ce chemin.

Pour chaque chemin orienté, indiquer si la circulation C est positive, négative ou nulle. D
a) A—B ... b) B—C ... c) C—D ... d) D—A ..
[Entrainement 4.18 — Orientation du champ au sein d’un condensateur plan. o

Le schéma ci-dessous représente un condensateur plan dont les armatures sont portées aux potentiels
Vi =—-6V et V5 = 3V. Deux surfaces équipotentielles sont représentées par des lignes en tirets.

a) Donner 'orientation du vecteur grad V.

— —> — —>
ex ®-a ©= O« .

b) Donner 'orientation du vecteur champ électrostatique E.
@ & ® -& © —& @&

Vi=-6V Vo=3V
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[Entrainement 4.19] — Circulation et différence de potentiel. 00

Soit un segment orienté allant d’un point A & un point B de coordonnées cartésiennes respectives (a,0) et
, 7172 . 7 s . 5 . =7 —> —
(2a,2a). Le vecteur déplacement élémentaire en repérage cartésien s’exprime comme d¢ = dze, + dye,.

a) Laquelle des relations suivantes est valable le long du segment AB?

(a) dy =du (b) dy = 2dz () dz =0 (d) dy=0

Soit un champ E= Ey (1 — e*z/“)e_x’, avec a > 0.

b) Sachant que le champ électrostatique est orienté dans le sens des potentiels électriques V' décroissants,

déterminer sans calcul lequel de V(2 = a) ou V(x = 2a) est le potentiel le plus élevé .......

¢) La circulation électrostatique sur le segment AB est reliée a la différence de potentiel électrique par

Exprimer V(A) — V(B) en fonction de Eg et @ ........cooovviniien. ..

[Entrainement 4.20] — Approximation dipolaire. 000

Soit un dipole électrostatique constitué de deux charges ponctuelles opposées +q et —gq, séparées par une
distance AB = a. D’apres le principe de superposition, le potentiel créé par ce doublet en un point M

s’écrit ) )
q
M) = _— .
V(M) 4eg (AM BM)

a) Laquelle de ces propositions donne 1’expression de AM = ||KK/T|| au carré en fonction de a et 67

@ AM? =72 + (%)2 — arsin(f) @ AM? =72 + (%)2 — ar cos(0)
@ AM? =72 4 (%)2 + ar cos(d)

On se place dans "approximation dipolaire, c’est-a-dire loin du doublet de charges : r > a.

b) Réaliser un développement limité de 1/AM a lordre 1 en a/r ......

¢) Meéme question pour 1/BM .. ...

d) En déduire l'expression du potentiel V(M) dans I’approximation dipolaire.
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(@) |[Entrainement 4.21| — Effet de pointe. 00

Un individu porte une charge négative, ce qui modifie localement les propriétés du champ électrostatique.
La figure ci-dessous représente qualitativement les lignes de champ en trait plein tandis que les (surfaces)
équipotentielles sont illustrées en pointillés. L’échelle du schéma est 1 division <> 40 cm.

a) Comment sont orientées les lignes de champ électrostatique ?

@ vers I'individu
+300V
@ sortant de I'individu
................................................... j:200 V
b) Quel est le signe des valeurs de potentiel électrostatique des
+100V
équipotentielles représentées? .....................
ov
¢) Evaluer 'ordre de grandeur du champ en A ...

d) Indiquer par une analyse de la carte de champ, et sans aucun calcul, laquelle de ces propositions est
vraisemblable :

(a) E(B) > E(A) ©
@) IE®)| > [IEA)] @ IE®)]

Toujours plus d’électrostatique

[Entrainement 4.22] — Charge totale et charge moyenne. 000

La charge totale d’une distribution occupant un volume V' s’exprime comme @ = /// pdV avec p la
(V)

charge volumique et dV' le volume élémentaire dont les expressions en repérages cartésien, cylindrique et
sphérique sont respectivement dV = dz dydz, dV = rdrdfdz et dV = r?sin(6) dr d de.

Déterminer la charge totale et la charge volumique moyenne p,, = Q/V des distributions ci-dessous.

On notera que py est une constante homogéne a une charge volumique.

a) Un pavé, d’épaisseur 2H selon la direction €, (—H < z < +H) et de base d’aire A a une charge

2
volumique p(z,y, z) = po <1 - :12>

2
b) Un cylindre, de rayon R et de hauteur H, a une charge volumique p(r, 0, z) = po (1 — ;2)

2

c¢) L’espace (infini) a une charge volumique p(r, 6, ¢) = po— exp(—%) ou R est une constante homogene
T

a une distance.
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[Entrainement 4.23] — Analyse dimensionnelle. L)

Laquelle de ces expressions n’est pas homogene & un potentiel électrostatique V' (ou une tension U) si C est
une capacité de condensateur, ¢ une charge électrique, T une température, R la constante des gaz parfaits,
N34 la constante d’Avogadro, E, un champ électrostatique et d une distance ?

(a) U=Cq (b) V = RT/qNa (c)U=E.d

[Entrainement 4.24] — Calcul de divergence de champ électrostatique. o

Le champ électrostatique et sa divergence en repérage cylindrique sont respectivement

= —~ 18(rE,) 10E, OE.
E=E,e, +Fpeg+ E,e, et divE = - (rEr) | 10K, + )
r  Or r 00 0z

) ) - o
Exprimer la divergence du champ E; = —e; avec « une constante ............
r

c‘;x [Entrainement 4.25 — Tracé d’une composante du champ — Bis repetita. 00

Une distribution de charge & symétrie cylindrique, d’axe (Oz), de rayons caractéristiques Ry et R, produit
en un point de coordonnée radiale » un champ électrostatique de composante radiale donnée par

2
ET(T' < Rl) = *ﬂ
350 aR3
E. (R <7< Ry)=——2%
( ! " 2) 360’/’
1 R3
E.(r> Rs) = <Oél +0R2),
or 3

avec « et o deux constantes positives.

Laquelle de ces courbes décrit I’évolution de E,. en fonctionde 7?7 ...............covvi....

E, (T) E, (7“)

= T

i Ry | Rs " i Ry J R, "
E, (7") E, (7")

: @ | : |

: l\ N~

1 'Ry

'Ry | Ry ' ‘ ' Ry "
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[Entrainement 4.26] — Orientation du champ créé par une charge ponctuelle. o

Sur le schéma ci-contre, on trouve 3 surfaces équipotentielles générées

par une charge ponctuelle placée au centre. e AR

‘orientati orad .’ e =

a) Donner l'orientation du vecteur grad V. ’ o N
’ Pis RN R \

—> —> —> —> ! 7 \\V/' \
@i O ©-a @@ Coe T
|’ , ’ \ \ \
1 . 1 ! 1
....................................................... 1 1 P i
\ ] 7 1
— ‘\ . )7\ \ -’ /I !

b) Donner orientation du vecteur champ électrostatique E. " =2\ - )

@ & ® - ©-& & 0,5V

%{ |[Entrainement 4.27| — Un potentiel, une courbe. o

Les expressions des potentiels électrostatiques V,, V;, et V. données ci-apreés rendent compte de situations
physiques volontairement non détaillées ici. Les fonctions V,, V;, et V. sont définies pour des valeurs de r
strictement positives. Enfin, A\, o et p sont des constantes positives.

Y , £(3R27r2) sir<R o
Valr) = In{ — , Wo(r) = 0 3 et Ve(xr)=VWy— —u.
(r) 270 (ro) b(r) p R sir>R W= €o
360 r
Vv Vv Vv

~C roux rouzx
‘ courbe @ ‘ courbe @ courbe @
Attribuer & chaque potentiel électrostatique une courbe.
a) Va oo, b) Vb voiriinin. ) Ve ovoiiiiiiin.
[Entrainement 4.28) — Energie électrostatique au sein d’un condensateur. L)

Soit un condensateur sphérique dont I’armature interne est une sphére de rayon R et 'armature externe
Q

une sphere de rayon R + h. Le champ électrostatique entre les deux armatures est E = Rr—
TEQT

—
€r, avec

—Q@ la charge portée par 'armature interne.

L’énergie électrostatique stockée entre les armatures du condensateur est
R+h T 27 22
ey
5:/ / / 0= 12sin 6 drdf de.
r=R 0=0 J =0 2

Exprimer £ en fonction de R, h, Q et &g
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Réponses mélangées
1 0
acos(6) Courbe @ @

@et@ @

nulle
— 1000
260 + e @
o
2 i
TR @ 500

1(i- o)

6x107¢C @ négative
€ (1 —cosa) 6,5 x 1072 m?
280
~—
K
@ 4mr?E(r) nulle

Q = P047TR37 Pm = 0

©

(Ova;'i_ 6_15,6_;), (an_a: - 6_1;7 6_;)
et (0,e,,¢,)

qet0

S

rdrdf 0

@et@

w

7,9 x 107t m?

(0,67,€2) et (O, ¢y, €2)

) o

1x10°V

1
1"( + 2r

TR? @

2
1—,/@) @  18x10°V.m (@ V()

27T2q0

®

© ©® = ©«¢@ gozmm
©  Q=pomR2H/2, pu=1po/2 0 ®et(d
@et(®  Eal+e?-c) () R
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EMP2 Fiche d’entrainement n°5 Electromagnétisme en régime permanent

Magnétostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique. Intégrales curvilignes, de sur-
face et de volume. Champs scalaire et vectoriel. Théoréeme d’Ampere.

Constantes utiles
— Charge électrique élémentaire : e = 1,602 x 107 C
— Masse de Délectron : me = 9,11 x 103! kg

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H-m™!

Distributions de courant et densités de courant

[Entrainement 5.1] — Dimension de densités de courant. o

La dimension d’une intensité électrique est notée I, celle d’'un temps T, et celle d’une longueur L.

— —
a) On note j une densité volumique de courant, js une densité surfacique de courant et I 'intensité d’un
courant. Quelles sont les relations correctes ?

@i1- |73 ©®©7-[ @ [fv @ [7d

[Entrainement 5.2] — Densité volumique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru par un courant d’intensité

I://7°CT§7

- b_, .y . ) -2 >
ou j = jo—e, est le vecteur densité volumique de courant, avec jg et b constants, et dS = dSe; un élément
r

de section orientée.

4
D —
a «
I -
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[Entrainement 5.3 — Densité surfacique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru
par un courant d’intensité

- — é
I:/js-de, g

- . e, . N
ol js = Js,0€¢ est un vecteur densité surfacique de courant constant et ot
—
df = dzej un élément de longueur orientée.

Exprimer I en fonction de la longueur ¢ du conducteur et de la constante js o.

Symétries et invariances

[Entrainement 5.4 — Vent solaire. L)

Le vent solaire est un flux de particules chargées, majoritairement constitué de protons et de noyaux
d’hélium. Le Soleil est considéré comme ponctuel et placé a l'origine O d’un repére sphérique. En premiere
approximation, le vent solaire est assimilé & un courant de particules radial et stationnaire.

a) Silémission est isotrope, quelle est 'expression simplifiée du vecteur densité de courant en M(r, 8, ) ?
(a) (M) =g, (r,0)é (e) (M) =g (r,0)&
(®) (M) = js(r)es (D M) = jr(r)er

|[Entrainement 5.5 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (I). o
Soit un solénoide d’axe (Oz), parcouru par un courant station-
naire d’intensité I. Y
I
On rappelle qu’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) d’une
distribution de courant est un plan pour lequel, de part et d’autre
de celui-ci, les courants de la distribution sont répartis de ma- ____solénoide &
niére strictement identique (resp. opposée). O
Parmi les propositions ci-dessous, quelles sont celles qui sont PEEeE)
correctes 7
@ Le plan (zOy) est un plan de symétrie de la @ Le plan (zOz) est un plan d’antisymétrie de
distribution. la distribution.
@ Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie de @ Le plan (zOz) est un plan de symétrie de la
la distribution méme si le solénoide n’est pas distribution seulement si le solénoide est infi-
infiniment long. niment long.
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LB |[Entrainement 5.6 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (II). 00

On consideére la situation suivante, ou deux fils infinis sont parcourus par des courants de méme intensité
I et de méme sens (de l'arriére vers avant).

P Y Py

~®

@)

P3 Py

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (respectivement d’antisymétrie) de la distribution, le
champ magnétostatique est perpendiculaire (respectivement appartient) a ce plan.

a) Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions correctes ?

@ Le vecteur €, est normal & ce plan.
@ Au point O, le champ B est selon +e,.
@ Au point P, le champ B appartient a ce plan.

@ Au point P3, le champ B appartient a ce plan. |:|
b) Le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions incorrectes ?

@ Le vecteur e, est normal & ce plan.

(b) B(P4) = By(P4)é; + B.(Py)eZ

@ Au point Py, le champ B est selon +e,.

(d) B(0) = B(O)e2

c) Quelles sont les propositions incomplétes ou incorrectes ?
@ Le plan (20z) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
(®) B(O)=T0
@ Le champ B est toujours perpendiculaire au plan (zOz).

(@) B(Py) = —B(Py)
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%L |[Entrainement 5.7| — Couche épaisse infinie parcourue par un courant. 00
Soit une couche infinie suivant les axes (Oz) et (Oy), située entre les plans d’équations z = d et z = —d,
parcourue par un courant de densité volumique uniforme j = jo€a-

z z
Vue de coté d ><M Vue de face d XM
0 . 3 0 o
7 ; z 7 4
I _EY © ¢
—d —d

a) Exprimer I'intensité I du courant qui traverse la surface ¥ orientée suivant e, ...

b) Quelles sont les invariances de cette distribution de courant ?

@ invariance par translation parallelement a I'axe (Ox)

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz)

@ invariance par translation parallelement & I’axe (Oy)

@ aucune invariance

¢) Le champ magnétostatique au point M est suivant le vecteur e,.

Sachant que les composantes du champ magnétostatique possedent les mémes invariances que la distribu-

tion, déterminer ’expression correcte.

(a) B(M) = ey (b) B(M) = By(2)e, (©) B(M) = B,(y, 2)e,
Champs magnétostatiques
c‘;x [Entrainement 5.8 — Théoréme de superposition. o
Deux solénoides longs, parcourus par des courants stationnaires d’in-
tensités I et I, sont positionnés perpendiculairement entre eux et a I Y
égale distance d’un point O. En ce point, le champ magnétostatique N
produit par le solénoide (1) est supposé s’écrire Bl(O) = ponilie,, et (1 Bi1(0)
avec ni le nombre de spires par unité de longueur du solénoide (1). 777777 0 ¥
a) Par analogie avec 'expression fournie pour le solénoide (1), écrire G20 : K
le champ magnétostatique produit par le solénoide (2) au point O. i I
solénojde (2
................................... |
b) D’apres le théoréme de superposition, comment s’écrit alors le champ total produit au point O 7
@ B(0) = po(nily + nols)eZ @ B = po(nily — nolz)(eg + €y)
@ B(0O) = po(nily — nolo)ez (d) B(0) = po(ni L1y — nolsey)
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%& [Entrainement 5.9 — Analyse dimensionnelle et champ magnétique. o

— —

Sacll»ant que la force magnétique s’exprime comme F' = ¢U A B, avec U une vitesse, g une charge électrique
et B un champ magnétique, déterminer laquelle des expressions ci-dessous est homogeéne a la norme B
d’un champ magnétique si m est une masse et R un rayon.

qu mR qR mv
® -5 - - @ &
LB |Entrainement 5.10 — Graphes et expressions d’un champ magnétique. o

On donne les graphes associés aux champs magnétiques créés par divers dispositifs, chacun étant parcouru
par un courant d’intensité I.

| |
| |
| ! |
| | : |
‘ T ‘ r ——— ‘ r
a a a a

Le champ magnétique d’un conducteur cylindrique de rayon a parcouru par un courant volumique uniforme
est donné par
polr pol

= pour 0 <r <a et B =— pour r >a.
2mwa? 2mr

Quel graphe correspond au champ magnétique créé par ce conducteur cylindrique? ........

LB |[Entrainement 5.11 — Champ magnétostatique quadrupolaire. L)

En repérage cartésien et dans le plan d’équation z = 0, les composantes du champ magnétostatique créé
par un quadrupoéle sont B, = ky, B, = kx et B, = 0, avec k une constante non nulle.

a) Quelle carte de champ correspond a lexpression du champ donnée ci-dessus? ..........

b) En ce qui concerne la carte de champ @, quelle est la proposition valide 7

(a) B(M) = B(N) (b) B(M) < B(N) (©) B(M) > B(N)
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Circulation et flux magnétostatiques

&,L |[Entrainement 5.12| — Circulation d’un champ magnétostatique sur un chemin. 00

La circulation C = B.dl du champ magnétostatique B le long d’un chemin orienté (I') dépend de
()

lorientation de ce chemin. Pour chaque cas, exprimer C le long du chemin ABC en fonction du pas d du

quadrillage. Sur chaque ligne de champ, la norme B du champ est supposée uniforme.

d d
*d 1 *d
B i
A B
4 ¢ B
B e
a) e, b) C) e
L |[Entrainement 5.13] — Courants enlacés. 0

Pour chaque cas, exprimer l'intensité I, des courants enlacés par le contour (C) en fonction de l'intensité
du courant I. Attention aux signes!

-

" _(O) -
(o) | — R
PR L Ny S G
OR ) [ ® )
\\_/7)

\

(©)

c.;)k [Entrainement 5.14] — Signe d’un flux magnétostatique a travers une surface. o

On sait que le flux ¢ = // B-dS du champ magnétostatique B & travers une surface orientée (S) dépend

de lorientation de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).
@ ® © @ ® ®

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ...,

b) Que vaut ¢ dans le cas (d)7 ..ottt
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|[Entrainement 5.15| — Flux a travers une spire carrée. 0

Soit une spire carrée de coté a, orientée dans le sens ABCD. On note z A B
I’abscisse du coté BC Dans le demi-espace tel que = > 0, régne un champ
magnétostatique B uniforme perpendiculaire au plan de la spire. Qmn ©

sl

Exprimer le ﬂux magnétostatique & travers la spire orientée, de normale 77,

D C
défini par ¢ // B.mdS. i i
O =z

a) Powrz <O ... b) Pour z € [0, a) ¢) Pourz>a ...

|[Entrainement 5.16| — Théoreme d’Ampeére et flux d’un champ non uniforme. 00

Un fil conducteur est bobiné en IV spires jointives sur un tore circulaire de z
rayon moyen R a section carrée de coté a. La normale de chaque spire est
orientée suivant le vecteur eg de la base cylindrique. L’intensité du courant
parcourant la bobine est notée I.

Le cham_g magnétostatique créé par cette bobine a l'intérieur du tore
s’écrit : B = B(r)eg

a a .
a) Soit un cercle de centre O, de rayon R — 3 <r< R+ 3 et orienté suivant le vecteur eg.

Quelle est I'intensité du courant enlacé par ce cercle ?

a a
@ I @ NI (© EI ENI

b) Le théoréme d’Ampere s’écrit : B. dl = polent, avec Ioy l'intensité du courant enlacé par le contour

fermé choisi. En déduire I’expression de la composante B(r) du champ ........

¢) Exprimer le flux gb // B .dSey A travers la surface d'une spire ......

[Entrainement 5.17| — Flux magnétostatique au sein d’un circuit magnétique. 00

Dans le circuit magnétique représenté ci-contre, de perméabilité re-
lative p, = 4000, chaque colonne possede une section carrée de coté

= 20cm. Celle de gauche est bobinée, formant un solénoide de
N = 1000 spires jointives et de longueur £ = 10 cm.

Le circuit est alimenté par un courant d’intensité I = 200mA. Le
champ magnétostatique produit est guidé dans le circuit selon les
lignes fléchées en tirets et a pour intensité B = uou,NI/¢.

a) Calculer avec un chiffre significatif la valeur du champ magnétostatique au sein du solénoide.

b) Le flux magnétostatique a travers (S) s’exprime comme ¢ = NBS. Calculer ¢ ...........

c) Sachant que le flux ¢o traversant (S2) vérifie 492 = ¢, calculer le flux ¢ traversant (S7) .
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Dipo6le magnétostatique

c.;)k |[Entrainement 5.18 — Spire circulaire et développement dipolaire. o

Le champ magnétostatique créé en un point M(0,0, z) par un courant d’intensité I parcourant une spire

5 B HOIRz —
de rayon R et d’axe (OZ) est B(M) = m@z.
z

a) Quel est le moment magnétique associé a cette source de champ magnétostatique ?
() M =nR*I (B) M = porR*IE; (©) M=rRIE;

[Entrainement 5.19] — Champ créé par un dipodle. L]

La carte de champ d’un dipole magnétique de centre
O et de moment magnétique m est représgptée ci-
contre. Le champ magnétostatique est noté B.

En s’aidant de la carte fournie et en étudiant la situa-
tion pour certains arlgles particuliers, identifier ’ex-
pression correcte de B en un point M quelconque loin
du dipdle.

@ B(M) = L2 (25in(0); - cos(0)7)

47r3
®) B(M) = Zi:; (25in(0)&; + cos(0)ey) @ BM) = Z;’Z (2cos(0)ér, + sin(0)&7)
|[Entrainement 5.20 — Equilibre d’un aimant. L)
., m
Un aimant tres fin, de moment magnétique ni, est posé sur une pointe en B—’T —_—
un point O différent de son centre de gravité G. L’ensemble est plongé dans oxt
un champ magnétostatique Bex; vertical uniforme. L’aimant subit le couple —g’l o)\ G

magnétique de moment T' = 71} A Bexs. A 1équilibre, il est & Phorizontale.

a) Exprimer la projection du moment T suivant laxe (0z) coviiiii

b) Le moment du poids par rapport & 'axe (Oz) s’écrit —dMg, avec M la masse de aimant et d = OG.
En supposant qu’il n’y a pas d’autre moment, exprimer la distance d a 1’équilibre.
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|Entrainernent 5.21| — Moment de force magnétique. o

On rappelle qu'un dipole de moment magnétique m, balgnant dans un champ magnétostatique extérieur
uniforme B subit des forces magnétiques de moment T=mAB.

ey
Pour chaque situation suivante (boucle de courant ou aimant droit), les vecteurs m
et B sont dans le plan (Ozy). Indiquer la direction et le sens du moment T'.
e e
B —>
B3 m
w7 B
I N T
B
I m
m
a) ... b) ..... [ I d) ...
[Entrainement 5.22| — Force exercée sur un dipole. o
Un dipdle de moment magnétique m dans un champ magnétostatique By non uniforme subit la force
— ey ey ey d s
F = —grad(E,), avec E, = — * Bext. En coordonnées cylindriques, on a grad(f(r)) = d—fe,,.
r
a) Déterminer I'expression de I pour un dipdle qui serait de méme direction et de méme sens qu’un

N I
champ d’expression Beyi = /;Leg (fil rectiligne infini d’axe (Oz)).
T

b) Vers quelles zones le dipole est-il alors attiré ?

@ celles de champ plus faible @ celles de champ plus intense

Toujours plus de magnétostatique

I[Entrainement 5.23| — Encore une analyse dimensionnelle (I). 0

Quelle expression est homogene a la norme B d’un champ magnétique si I est une intensité électrique,
1o la perméabilité magnétique du vide et R un rayon ?

I 21 R Lol 27 g
P Ol OF =~ @ T
|[Entrainement 5.24) — Encore une analyse dimensionnelle (II). 0

Quelle expression est homogene & une norme B de champ magnétique si I est une intensité électrique,
N un nombre de spires, S une surface et L une inductance ?

LI LS NS NL
@B:J\Ts @B:m (0 B=77 @B*IS
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[Entrainement 5.25 — Moment magnétique élémentaire : magnéton de Bohr. 000

Dans le cadre du modele classique de Bohr, I’électron (charge —e, masse m)
de l'atome d’hydrogene décrit un cercle (rayon r, période de révolution T')
centré sur le noyau atomique (origine O du repére). L’orbite est supposée dans
le plan z = 0. Le vecteur vitesse v indique le sens de rotation de ’électron.
La constante de Planck est h = 6,63 x 10734 J - 5.

a) En considérant que I'électron définit une boucle de courant circulaire (une spire), comment s’exprime
Pintensité I correspondante (voir schéma pour l'orientation) ?

(a) I=eT (b) I =¢/T (c) I =—eT (d) I =—¢/T

— —
b) De loin, le systéme est équivalent & un dipole magnétique de moment magnétique m = IS, avec S le
vecteur surface de la spire. Donner ’expression de m en fonction de e, T, r et e,.

2Mme =

¢) Le moment cinétique de I’électron par rapport au noyau (point O) est & = S. Montrer alors que

m = ~7, avec 7y le rapport gyromagnétique de 1’électron & exprimer en fonction de e et me.

N h s s
d) La quantification du moment cinétique ||| = nh, avecn € N* et i = 70 conduit & définir un moment
7T

magnétique élémentaire pup (magnéton de Bohr). Indiquer alors la ou les propositions correctes.

eh —24
: us = hy (i) = : up =928 x 107" N-m
. 2me
|[Entrainement 5.26] — Energie magnétique d’un cible coaxial. 0000

Un cylindre long et creux de rayon R; est parcouru en surface par un courant d’intensité I. Ce courant
« revient » par un cylindre de rayon Re > R;, coaxial au premier et d’épaisseur négligeable. Cet ensemble
forme un céble coaxial de longueur ¢ et d’axe (Oz).

Le champ magnétostatique produit est, en coordonnées cylindriques :

0 pour r < R,
= I
B= 208 pow Ri<r<R
T
0 pour 7 > Ro
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a) Exprimer le flux propre @, c’est-a-dire le flux du champ magnétostatique a travers une tranche du
cable de surface S = ¢R5, en fonction de I, ¢, Ry et R.

L @
b) En déduire 'expression de I'inductance propre par unité de longueur A = 7= E_; du céable en fonction
de R1 et R2.
2
On rappelle que la densité volumique d’énergie magnétique a pour expression w, = — et que ’énergie

Ho
magnétique s’exprime alors comme W, = [// Wy, dT7.

c) Déterminer I'expression de ’énergie magnétique Wy, correspondant & une portion de longueur ¢ du
cable ainsi formé en fonction de I, ¢, Ry et Rs.

L 2W,
d) En déduire l'expression de l'inductance propre par unité de longueur A = = = du cable en

¢
fonction de Ry et Rs.

Réponses mélangées

—

. oM wolNIa R+a/2 . o Rs
—& 1 <ol Ll Pl -1
¢ O o n(R—a/2 O o Ry
I 4B B ®a© ®O©et@ @ _25% +e;  —Bax
. Im Mo R2
Ad 4x102Wp KMo 102 & Ho o, 22
o x 10°'W 572 e 3 x 10 Wb +e, @ o an

®O«@ © “YN 0 @40 @OQ¢@ ©® mBu
@e@® ® @@ -£r2 0 @ o © Zpd

-

S
ml*t) B 2 b woll . Ry
In=2  —2Bd -B 205~ Mol fi2
ir 'Ry @ @ a s~ @ - HBRl @
ARG (R)  —pomebe;  ® 4@ (© 4T 1x10'T _mM;Xt 0

» [Réponses et corrigés page 205|
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EMV1 Fiche d'entrainement n°6 Electromagnétisme en régime variable

Equations de Maxwell

I?rérequis
Equations de Maxwell. Opérateurs différentiels.
Constantes utiles
— Permittivité du vide : €0 = 8,85 X 10 2 F - m™*
— Perméabilité magnétique du vide : po = 1,26 x 10T -m-A"!

— Dans le vide : eguo = —, ol ¢ est la célérité de la lumiére dans le vide
c

Pour commencer

|[Entrainement 6.1 — Equations de Maxwell et dimensions.

On munit I'espace d’un repére cartésien (x,y, z) et on note ¢t la dépendance temporelle.

— —

On s’intéresse aux équations de Maxwell auxquelles obéissent les champs électrique F et magnétique B
=

dans un milieu caractérisé par une densité volumique de charge p et une densité volumique de courant j .

a) Parmi les quatre équations suivantes, laquelle n’est pas une équation de Maxwell ?

@ div(E) = €0 @ rot(B) = po j +eoko 5,
RN OB >
@rot(E):—E @8—?+le(]):0

On s’intéresse aux relations entre les dimensions qui découlent des équations de Maxwell.

On considere les dimensions suivantes : L pour une longueur, 7" pour un temps, M pour une masse et

I pour une intensité du courant électrique.
-
-

On rappelle 'expression de la force de Lorentz : F= qﬁ +qv A B.

b) Donner la dimension d’une charge électrique ¢ .............c.cooiiiii...

¢) Donner la dimension d’un champ magnétique a 'aide de I'expression de la force de Lorentz.

Fiche n° 6. Equations de Maxwell
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Qv

[Entrainement 6.2] — Courants et ordres de grandeur. o

-

L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit aussi, en introduisant le courant de conduction j conq €t le courant
—

de déplacement j qepi :

— = > - . , . =B - oE
rot(B) = uo(j cond + J dépl), qui est équivalente &  rot(B) = 10 J cond + €0k, -

On admet la loi d’Ohm Tcond — oF et on considére un champ électrique E= Eq cos(wt + ¢)é,.

a) Comment s’exprime lordre de grandeur de la b) Laquelle des conditions suivantes permet d’ob-
I 7 conall ) tenir a > 1 dans un conducteur (ol o a pour ordre

quantité a de grandeur 10°S - m™1)?

o el .
® 2e0 © 20w (a) f < 10°Hz (¢) f < 10" Hz
® 7 (b) f < 10°Hz

On considére une onde électromagnétique de pulsation w = 1,0 rad - MHz.

¢) Calculer « si cette onde se propage dans un métal de conductivité o = 1,0 x 107S-m™"* ..

d) Calculer « si cette onde se propage dans de 'eau de mer avec 0 = 1,0 x 1074S-m™t ...,

e) Calculer « si cette onde se propage dans du verre avec o = 1,0 x 107 S-m™* ...........

[Entrainement 6.3 — Transposition réels «+— complexes. o

On considere les deux champs électriques suivants :

E, = Eyexpli(wt — kz)]e;, — iEg expli(wt — k))&
et Ey = —FEycoslwt + kz)éy — Egsinfwt + k2.

— —
a) Exprimer le champ F; associé & E.

—

b) Exprimer le champ Eg associé a Fs.
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Champs et opérateurs

c‘;x [Entrainement 6.4 — Voir la divergence.

Le théoreme de Green-Ostrogradski affirme que, pour un champ de vecteurs Z, on a

///vdiv(Z)dT = y][éZ-ﬁ,

ou V est le volume délimité par la surface S fermée.

=
Ce théoreme indique que si le flux élémentaire d¢ du champ de vecteurs A a travers une surface infinité-
simale fermée dS autour d’un point M est non nul, alors la divergence de ce méme champ de vecteurs au

point M est non nulle. En particulier, si d¢ > 0 (flux sortant) alors div Z(M) > 0.

On consideére le champ de vecteurs suivant :

> — > > — > — +—> +—> ——>

—_— — >

> > —> 7

> > > 7

VAN G

©

AN

AN

T — — — —

Pour chacune des zones suivantes, en estimant le flux du champ de vecteurs sur la

divergence du champ de vecteurs y est nulle, positive ou négative.
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%& [Entrainement 6.5 — Voir le rotationnel.

Le théoreme de Stokes affirme que, pour un champ de vecteurs Z, on a

//gfz.(rs:yﬁz.@,
S T

ou S est la surface délimitée par le contour I' fermé.

Ce théoreme indique que si la circulation élémentaire dC du champ de vecteurs A & travers un contour
fermé I' délimitant une surface infinitésimale d.S est non nulle, al_o)ri le rotationnel de ce méme champ de
vecteurs au point M est non nul. En particulier, si dC > 0 alors rot A(M) > 0.

On considére les champs de vecteurs suivants :

e R T e
A T
L T R
o T I L A
SR L R R R B
T L R N A
A N A R
®z

_ > > > > > > > > > > > —>

—_ > > > > > > > > > > —>  —>

e e e e e e e I I
I I

i 1D

|

-4 — D s — — — ——> —

ON¢

Pour chacune des zones suivantes, en estimant la circulation du champ de vecteurs sur la zone, indiquer si

la composante du rotationnel selon e, du champ de vecteurs y est nulle, positive ou négative.

........ e) Zone b
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Conservation de la charge et potentiel électrique

ol [Entrainement 6.6 — Conservation de la charge. 00

On note p la densité volumique de charge et 7 le vecteur densité volumique de courant.

-

On rappelle les équations de Maxwell-Ampeére : rot B = ug j + poeo——, et de Maxwell-Gauss : div E = Ly

ot ’ €0
A div 4
On rappelle aussi le théoréme de Schwarz : pour tout champ A on a dw(a@t > %

a) Développer div(;(?t E) a laide de I’équation de Maxwell-Ampere.

¢) On rappelle que, pour tout vecteur Z, div(r?‘g Z) = 0. Quelle équation obtient-on ?

rd . > (3'p . 6/) —> 8
@lej———O @dwg—ka:O @uodWJ—!—a:O @,uodWJ—— 0
L |[Entrainement 6.7| — Piége électrostatique. 00
On considere une région de l'espace, vide de charge, dans laquelle regne un potentiel :
Vo
V(z,y,z) = ?(:E2 + 297 — 322),
ou Vp (en V) et a sont des constantes positives.
a) Donner Punité de @ .......o.oiii
o’V 9%V 9*V
L’opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes est donné par AV = + + .
o0x2  Oy? 022
b) Déterminer expression de AV ... . i
¢) L’équation de Poisson AV = L esteelle vérifiée ? L.t
€0
d) L’allure de V(x,0,0) en fonction de 'abscisse  est une portion :
@ de cercle @ d’hyperbole @ d’exponentielle @ de parabole

e) Calculer le champ électrique E=— grad V en O, origine du repéere ...........
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Théoremes de Stokes-Ampere et Green-Ostrogradski

%{ [Entrainement 6.8 — Théoréme de Stokes-Ampére. 00

Dans le repeére (O, e,,€,,€.), considérons le vecteur fixe

—> —>
w=we,.

Rappelons que, pour tout point M de I'espace, on a :
e OM = r&, + z&2 dans la base cylindrique (e;, &g, e, ) ;
e OM =z + ye, + zé, dans la base cartésienne.
On considére par ailleurs un cylindre infini d’axe (Oz) et de rayon a.

On considere le champ de vecteurs défini par :

—
T=wAOM pourr<a;
ot =0 pour r > a .

a) Déterminer expression de U = we, A (T€ 4 2€2) «evvneeriniennaenaennn.

b) Déterminer I'expression de U = we; A (285 + Y€y + 2€2) wvveeeiiineaiiin.

En coordonnées cartésiennes, I'opérateur rotationnel est défini par :
— ov ovy, \ ov ov, \ _, ov O0vg \ s
rot v = E_ e+ T _ = ey + -4 _ T el
oy 0z 0z Oz Ox dy

— , , .
c) Calculer rot ¥ pour r < a en coordonnées cartésiennes ....................

Le théoreme de Stokes s’énonce de la fagon suivante.

Soit I' un contour fermé et orienté, et soit 3 une surface quelconque s’appuyant sur I' et orien_t)ée avec la
regle du tire-bouchon de Maxwell ou la régle de la main droite. Pour un champ de vecteurs A défini en

tout point, on a :
% A(M) . df(M) = /] I"Ot(A)(M) . ﬁ)dS(M)
I p

En appliquant ce théoréme sur un contour fermé circulaire I' de rayon r, calculer v(r) dans les deux cas
suivants :

Q) POUL 7 @ et

€) Pour T >a ...
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%L [Entrainement 6.9] — Application du théoréme de Green-Ostrogradski. 00

On considere le champ suivant : N
A(r,0,0) = (ar — br?)e;,

en coordonnées sphériques, ol a et b sont des constantes.

En coordonnées sphériques, I'opérateur divergence est défini par :

—

divA =

1 a(r?A,) n 1 O(sinfAy) 1 04,
r2  Or rsingd 96 rsinf dp

a) Calculer div(z) ....................................................

b) Quelle est I'expression de 1’élément de volume d’une boule en coordonnées sphériques ?

@ dr =rsinfdrdfde
@ dr = r?sinfdrdf de
@ dr = rsinfsinpdrdfde
@ dr = r?sin #sin @ dr df de

On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit S une sgrface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteurs A défini en tout point, on a :

#Sz-d_ﬁ_///vdiv(Z)dr.

c) A Taide de ce théoréme, exprimer le flux # A.dS du champ a travers une sphere de centre O de

sphere

rayon R.

d) Quelle est I'expression de 1’élément de surface d’une sphére en coordonnées sphériques ?
@ dS =sinfdfdy
(b) dS =rsin6dfde
@ dS = r?sinfdf dy

e) Calculer directement le flux du champ a travers la sphére de centre O et de rayon R a partir de
I’expression du champ A.
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Qv

Jouons avec les équations de Maxwell

On donne pour les quatre prochains exercices les expressions du rotationnel en coordonnées cartésiennes :

et en coordonnées cylindriques :

0A\
ox eyt

04, 04\
ox oy )~

ey G laAz_% = 8AT_8AZ H_’_} 87‘A9_8A,« -
ro “\r 06 0z er 0z or € r\ Or 00 €z

[Entrainement 6.10| — Existence ou non d’un champ électromagnétique. 000

Vérifier a l'aide des équations de Maxwell si les champs électromagnétiques suivants existent ou non.

Répondre par « oui » par « non ».

1
On se place dans le vide; on rappelle donc que eopo = — = —5-
c

—>

- Eyk
a) E = Eycos(wt — kx + ¢o)g;, et B = — cos(wt — kx + ¢o)e2
w

- Eyk

b) E = Eq cos(wt + ky)e, et B=——cos(wt+ky)ey ...........
w

E=E cos(wt + kz + ¢1)e, + Ea cos(wt + kz + ¢2)e,

- FEsk -,  Eik -
B = =22 cos(wt + kz + pa)és — —— cos(wt + kz + ©1)ey
w w
[Entrainement 6.11] — Utilisation de ’équation de Maxwell-Faraday. 000
On rappelle I’équation de Maxwell-Faraday :
—, >~ 0B
{(E) = ——.
rot(E) T

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (sans champ statique).

— -
Déterminer I'expression du champ magnétique B associé a chacun des champs électriques E suivants.

N
a) En coordonnées cartésiennes : E = Fycos(wt — kz +

©)eq

)exp(—at)e,

¢) En coordonnées cylindriques : E=—2

62
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B |[Entrainement 6.12] — Utilisation de 1’équation de Maxwell-Ampére. 000

BN > E
On rappelle I'équation de Maxwell-Ampere : rot(B) = o j + 80#0887'

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (pas de champs statiques).

— —
Déterminer I'expression du champ électrique E associé a chacun des champs magnétiques B suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : B = Bysin(wt — kz + ©)ey

= B
¢) En coordonnées cylindriques : B = (Z ;)2 sin(wt)eg
r
|Entrainement 6.13| — Détermination de E & partir de B. 00

Le champ magnétique créé dans un solénoide infini de rayon R, d’axe (Oz), comportant n spires par unité
de longueur et parcouru par un courant d’intensité électrique i(¢) dépendant du temps est

B = poni(t)e,.

On rappelle que le champ magnétique a l'extérieur d’un solénoide est nul.

On rappelle les expressions de ’équation de Maxwell-Faraday sous formes locale et intégrale :

oiBE=_28 9513.@:_//33.@.
ot - v Ot

a) Par analyse des invariances, déterminer la ou les variable(s) dont dépend le champ électrique. On
adoptera les coordonnées cylindriques.

@r @9 @z @ret&

Le champ électrique E est dirigé selon ey.

En utilisant I’équation locale de Maxwell-Faraday, déterminer I’expression du champ électrique créé par le
solénoide dans les deux cas suivants.

b) Pour 7 < R ..o

¢) Pour r > R, sachant que le champ est continu ......................
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On souhaite retrouver ces résultats en passant par la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday.
Cette méthode nécessite de choisir une surface sur laquelle nous allons calculer le flux et la circulation.

d) En tenant compte de la direction du champ B et des dépendances spatiales du champ E , quelle surface
pouvons-nous choisir ?

@ Un cylindre de hauteur h et de rayon r @ Un disque d’axe (Oz) et de rayon r

@ Un plan rectangulaire de dimension 7 X z @ Une sphere de rayon r

En utilisant la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday sur cette surface, déterminer I’expression
du champ électrique créé par le solénoide dans les deux cas suivants.

e) Pourr <a ...

£) POUr 7 > @ oo

Vecteur de Poynting

[Entrainement 6.14] — Vecteur de Poynting. 000

La forme générale du vecteur de Poynting vérifie : H=—EAB.
Ho

Développer les vecteurs de Poynting pour les champs électromagnétiques suivants :

a) E = Eycos(wt — kz + @)és et B = Bysin(wt — kz + v)e,

b) E = Eycosh(Bz)exp(—at)é et B = By sinh(B2) exp(—at)e,

[Entrainement 6.15] — Vecteur de Poynting complexe. 00

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant 1'axe (Oz). Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

R E, = Ey, cos(kz—wt+ 1)
E | E, = Ey, cos(kz —wt+1)9)
E.=0.

-
Le vecteur d’onde est noté k = ke, avec w = kc.

On travaille tout d’abord en notation réelle :

> EAE
a) Déterminer I'expression du champ magnétique B = —— ......
w
- : = EAB
b) Déterminer l'expression du vecteur de Poynting IT =
Ho
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On travaille maintenant en notation complexe :

¢) Déterminer I'expression du champ électrique E .................

d) Déterminer I'expression du champ magnétique E ...............

e) Déterminer I'expression du conjugué du champ magnétique E T

— —>%

E AN
f) Calculer les composantes du vecteur complexe ———— ..........

2 po
Conclusion : o . S s S o
- EAB ENB 2ENB EANB
g) On en déduit que <H> = vaut : S e )7
| Y @ (BLE) @ (EAEY @ (En
|[Entrainement 6.16| — Un bilan d’énergie. (]

On considére un condensateur composé de deux disques métalliques
de surface S, de rayon R, distants de L < R et séparés par du vide.
Lors de la charge, on suppose que, dans le systeme de coordonnées (+Q)
cylindriques, les champs électrique et magnétique régnant entre les

S
T
L
deux armatures sont : .\L
- Q(t)—> B _ Mo dQ _, (_Q)

E(t) = 5075 2 et B(T‘, t) = %Ereg.

On ne considére aucun courant de conduction dans cet exercice.

On considere que I'énergie stockée dans le condensateur est essentiellement sous forme électrique. La densité

5‘()17]2
volumique d’énergie électromagnétique s’écrit alors e = 5

a) Calculer I'énergie stockée £ = /// edr dans le condensateur sachant que 1’élément de volume dr, en

%
coordonnées cylindriques, vaut dr = rdrdf dz.

-~ EAB
b) Calculer le vecteur de Poynting I = enr=R ...
Ho
¢) Calculer le flux sortant ¢ = // I - dS a travers la surface cylindrique délimitant le volume entre
cylindre

les deux armatures.

d) Les résultats précédents permettent de déduire que :

(@) E+0=0 @54—%:0 @8—54—@%7: %Jr@:o
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On rappelle le théoreme de Green-Ostrogradski.

e)

de vecteurs A défini en tout point, on a :

Soit 3 une surface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ

ﬁiz.ﬁ:mdiv<2>dT

En utilisant ce théoréme, quelle relation (appelée théoréme de Poynting) obtient-on ?

de 0 <div ﬁ)

o o

Réponses mélangées
2

1 ( i(k 2—
~(Egy eilkzmwittvn) o> M-L E2 +E,
Oui @ c Ow. Y 2 Nulle Négative i e
_EOy el(kz—wt-l-wz) 6_;) I-T 2#06
e ) s> _ —Eg expli(wt + kz)|es
Ey cos|wt — kxle, + Ey sin[wt — ke rweg By explilwt + k2)]e m
Positive _EoBo cosh(Bz) sinh(Bz) exp(—2at)eq Négative Positive Positive
L d 3B,
(© rw 1,1 x 10 ~25 d_? ﬁ cos(wt)es —wye, + wre,
E?+ E?
EoBo cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + p)e2 Nulle = Y& Positive
Ho Mo € )
M @ (© Nulle 47R%a—bR?)  Négative  (b) Sy
- dp i B2, R dQ.
i
di 1x107® — i ér
Ho GV ‘7 o5y ot 10 RO o out 2605'2Q dt
— LQ?
D Eovm bl o) 2;35 ©® © ®
goo,u cosh(y/ggpoaz) exp(—at)e, W e~ sin(wt — kz + ¢)én @ 0
E
di r L cos(kz —wt+1s)e,
—pon— =€ ¢ 47R*(a—bR®)  Nulle  3a—5br?
dt 2 EOac k ¢ —>
t— cos(kz —wt+ 1) ey
1 .
—i(k z—wit+y1) >
2E0 / — di T _s — - EO:ve €y
——— [ cos(wt)eq dt —lon— =€4 @ 2we _
k2r3 dt 2 : By, eikzwtti) e—;)
k - ddivE iR,
Ey— t—k ey 1-T div j _— ——
M) 0 cg(sk(w t+z;rs0)ey po div j + g0 o ne 5@
Ey, e\Frmettv) gn . . =
+Eoz il 2w t+a) e_z, oui Negative non 0 1,1 x 102

@ - 3(d;\; H)

@ e—l—divﬁzO

=0

» [Réponses et corrigés page 212|
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EMV2 Fiche d’entrainement n°7 Electromagnétisme en régime variable

Induction

Fiche du « Cahier d’entrainement 1' année » pour se préparer
— Champ magnétique, Induction

Prérequis
Champ magnétique. Loi de Faraday. Orientation d’une surface a 'aide de
la régle de la main droite (régle du tire-bouchon).
Flux du champ magnétique ® = B.dS.
— S —> —
Force élémentaire de Laplace dFr, = id¢ A B. Loi des mailles.

Pour commencer

c‘;x [Entrainement 7.1 — Orientation d’une surface. 00

On associe a un contour orienté son vecteur normal en utilisant la régle dite de la main droite ou du
tire-bouchon.

Pour chaque contour I'; orienté suivant, exprimer le vecteur normal unitaire 7; de la surface qu’il délimite
en fonction des vecteurs €, €, €.

A) T et A) T o
D) M3 €)  TIB et
€) M3 et £) MG
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%& [Entrainement 7.2 — Orientation d’un contour. o

On associe & un contour orienté son vecteur normal en utilisant la regle dite de la main droite ou du
tire-bouchon. Quelle représentation du contour pourrait correspondre aux vecteurs suivants ?

La réponse peut étre « aucune » !

) I C) €y e
D) —Cp d) € e
LB |[Entrainement 7.3| — Varie ou ne varie pas? Telle est la question. 00

Soit un cadre de vecteur normal 77 et un champ magnétique B.

—
Dans les situations suivantes, le flux de B a travers le cadre varie-t-il au cours du temps ?

Répondre par « oui » ou « non ».

On rappelle que le flux est défini par ® = // B-dS.
s

a)

>

> . Lo — — Ap 2
B est uniforme et initialement B A 7 = 0. Le cadre tourne autour d’'un de ses cotés ...

— —
Le cadre pénétre dans une zone ot régne B uniforme. B et 7 sont colinéaires ..........

Le champ B (t) dépend du temps et est perpendiculaire & 7. Le cadre est fixe et indéformable.

7N

-
La surface du cadre diminue. Le champ B est uniforme, colinéaire de sens opposé a 7.

68
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Flux du champ magnétique

[Entrainement 7.4] — Flux & travers un circuit mobile (I). L
Y
On consideére un circuit carré de coté £ se déplacant a la vitesse U = ve, /
et dont le c6té droit est repéré par I'abscisse x. >
Un champ magnétique uniforme B = Be;, régne dans la zone comprise = U ®§
entret=0etxz=a>/. o
On oriente le circuit tel que 7 = —e.. x'c PN z
R a
Exprimer le flux du champ magnétique ® = // B+ dS en fonction de B, x¢, £ et a si :
s
a) T <0 ..o ) £<Te<A v,
b) 0<@e<l .ovvviiiiiiii... d) a<zc<a+l ..............
En déduire la dérivée du flux par rapport au temps en fonction de B, v et £ si :
e) <0 ... g) L< <A viiiiii
f) O<me<l ..o, h) a<azc<a+l ..............
[Entrainement 7.5 — Flux a travers un disque. o
On considere le systéme de coordonnées cylindriques (r,6,z) de base f
(€r,€8,€2). Soit un champ magnétique uniforme
’ - . I
B =Bycos(wt)e, sir<a et B=0sir>a. ﬁ(t) B-T
2 -h
Déterminer le flux ® du champ magnétique a travers un disque de rayon @
R d’axe z et de vecteur normal e, si : T Yy
a) R<a ............. b) R>a ..ccoovvnnn..

—>
On considére maintenant un champ magnétique B’ défini par

—>

B’(M):Bo(l—f)e_;sir<a et B =0sir>a
a

On désire exprimer son flux ® aussi & travers le disque de rayon R d’axe z et de vecteur normal e, .

c) Quelle sera I'expression de I’élément de surface dS du disque & considérer pour calculer le flux de B’ ?
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[Entrainement 7.6 — Flux a travers un circuit mobile (II). 0

Dans une zone de champ magnétique uniforme

—

B = Bez,

on consideére une spire orientée de rayon R en rotation
autour d’'un axe A perpendiculaire & 'axe (Oz) avec
une vitesse angulaire constante w.

a) Quelle est 'expression du flux de B & travers la spire & t quelconque? ...................

Exprimer le flux en fonction de B et R pour les différentes valeurs de wt suivantes :

T 27 117
[Entrainement 7.7 — Flux propre d’un tore. 00
Soit un tore d’axe (Oz), constitué de N spires carrées "Z
AL 2 oy s 7 e e d
de coté a. Le champ magnétique créé par ce dispositif —
est tel que
o MONI —>
B(M) = e
(M) omr 0 a

pour 0 < z < aoud<r<d+a, et nul sinon.

On désire, dans un premier temps, calculer le flux de
ce champ & travers une seule des spires. Le vecteur
normal & la spire est le vecteur eg.

a) Quelle sera la surface élémentaire dS a utiliser pour le calcul du flux ¢ = // B- dSeg?
s

(a) dS =drdz (b) dS =rdfdr (c) dS =rdfdz (d) dS =dfdz

b) Quelle sera l'expression du flux a travers une spire ?

a+d a 2T a
B poNIT . puoNI
@cp_// oo drxdz @q>_// 5740 x dz
r=d z=0 0=0z=0
a a NI at+d a NI
Ho Ho
b= dr x d =
(b) // o drxdz @) @ // o—rdf x dz
r=02=0 r=d z=0

c) En réalisant le calcul intégral, calculer ® ...........................

d) En déduire 'expression du coefficient d’auto-induction L défini par ®ore = LI, 01t Piope désigne le flux
du champ créé par le tore a travers ses N spires (aussi appelé fluz propre).
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Lien avec I’équation de Maxwell-Faraday

[Entrainement 7.8| LY

Soit £ un champ électrique d’expression E(r)eq et soit B un champ magnétique d’expression By cos(wt)eé;.
— 0B

Ils sont reliés par I’équation de Maxwell-Faraday rot £ = o

On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques :

— (1814,3_81419)% <8AT_6AZ>H 1(8(TA9)_8AT)_,

rotd=\"%g ~ ;)& .  or )T\ Tar a0 )

r

a) Quelle est ’équation vérifiée par E(r)?

1d(rE(r)) . 1d(rE(r)) :

@ P By sin(wt) @ P Byw sin(wt)

d(E(r) _ : 1dE(r)

@ —— g = Bow sin(wt) @ 7 I Bow cos(wt)
b) En déduire E(r).
On prendra E(r =0) = 0.
Systemes d’équations couplées
[Entrainement 7.9 )

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, un étudiant obtient ce
systeme d’équations a résoudre :

Ri4+aBv=0
d
md—: —1Ba = myg.
a) Quelle est équation différentielle vérifiée par v ?
@ dv  a?B?%v B dv L a’B%v B
at ~ Rm Y at " Rm Y
@ dl n a’B%v _
a ' r 7
a2 B2

?

b) Quelle est la dimension du coefficient
m

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
® 1 ok
® 1 @ 1A
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[Entrainement 7.10| — Passage en complexe. 000

On considére un dispositif dont les équations mécaniques et électriques permettent d’établir le systeme
suivant, ou u est une tension :
di
Ri + L& —aBv=u
dv
m— = —1Ba —kz — hv
dt
dz

v=—.
dt
Les grandeurs ¢, u et v sont sinusoidales donc du type z(t) = X, cos(wt + ).

Leur grandeur complexe associée est du type z(t) = X, exp(jwt + ¢) et leur amplitude complexe associée
X = Xuexp(jp) (ou1j? = —1).

a) Comment s’écrit le systéme apres passage en complexe ?

RI+L1—aBV-U

Jw
(@) { jmwV = —Bal — jkwY — hV.
V=jwZ

RI + jLwl — aBYV = Uy, cos(wt)
1
®) {2V = —Bal —k—V —hV
Jw Jw
V=jwZ
RI +jLwl —aBV =U
1
(©) {jmwV = —Bal —k—V — hV.
V=jwZ

c¢) En éliminant V dans les deux premiéres équations du systéme, déterminer la bonne expression de

U
I'impédance complexe Zqq = ? parmi les expressions suivantes.

L o’B?
Ze — Pa— _—
(@) Zeq B ko — )

k
(b) Zcq:R+jLw+a232<h+j mw—))
—_— w

01232

Zeg =R+jLw+ ———
@ﬂ ! h—|—j(mw—£)

@ R+ jLw+ a?B?
27 (et j(mw— B)
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[Entrainement 7.11] — Bilan de puissance. 00

On considere le systeme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant avec la force électromotrice

induite e = —Baw, avec la force de Laplace de valeur f;, = Bai et ou f est une force exercée par un opérateur
extérieur :
e=FRi (EE)
dv
moe = f+fu (EM)

1
On rappelle que ’énergie cinétique de la barre est E, = gmUQ et que la puissance dissipée par effet Joule

est Py = Ri?.

a) Exprimer, en fonction de R et i, le terme Bavi & partir de e dans (EE) ...

b) Exprimer, en fonction de m,v et f, le terme Bawvi a partir de f, dans (EM).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie par 'opérateur fv en
fonction de E. et Pj.

On rappelle que (f2(x))l =2f"(z)f(x).

Force de Laplace

[Entrainement 7.12] — Force de Laplace sur une spire rectangulaire. 00

-
On considére un champ magnétique B uniforme ainsi qu'un circuit rectangulaire (appelé « circuit 1 »),
parcouru par un courant .

Y Circuit 1
A
O):;
S R
Vi |»
ey
P
Ay a - T
ez €a

Quelle est ’expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion du circuit 1 en fonction de B,
a, i et des vecteurs unitaires du repére ?

e) Quelle est la résultante des forces de Laplace exercées sur le circuit 17 ....
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[Entrainement 7.13| — Force de Laplace sur une spire triangulaire. 00

Y Circuit 2
A
- = o . B
On considére un champ magnétique B uniforme et un circuit triangulaire
_—
(appelé « circuit 2 »), parcouru par un courant i. g

Quelle est 'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion ey A
du circuit 2 en fonction de B, a, i et des vecteurs unitaires du repere 7 R Q

a) QR. ... b) RS .... c) SQ ....

[Entrainement 7.14| — Couple des forces de Laplace sur une spire. 00

z
A

Un circuit mobile C de surface S dans le- E;T C‘

quel circule un courant d’intensité I est
soumis a différents champs magnétiques ‘ )
uniformes et constants produits par trois
bobines tels que :

x"://
—_—> —_—> —>
By =DBe; ; Bp=DBe; ; B;=DBe. By

On rappelle que le moment magnétique d’une spire M est défini par M =18 avec S son vecteur surface.

a) Exprimer le vecteur surface S en fonction de S et de la base (€2, €9,€2) unnnn.

Exprimer le couple des forces de Laplace FL =MAB que subit la spire C en fonction de S, I et B pour :

b) Bl C) BQ d) Bg

Les couples des forces de Laplace mettent la spire en rotation. Parmi les champs produits par les bobines,
déterminer a l'aide de la regle de la main droite celui qui provoque les rotations du circuit C données
ci-dessous.

e) La rotation de la spire autour de I’axe (Ox) dans le sens direct.

@E @EQ) @E; @aucun

f) La rotation de la spire autour de axe (Oy) dans le sens direct ?

@E @E’ @E;; @aucun

g) La rotation de la spire autour de 'axe (Oz) dans le sens direct ?

@E @E; @Eg @aucun
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Autour du rail de Laplace

Le rail de Laplace est un circuit constitué de deux rails conduc-

teurs paralleles horizontaux espacés d’une distance £ = 10 cm Yy T
sur lesquels repose une tige conductrice 7 de masse m = 10 g. T
Celle-ci glisse sans frottement sur les rails tout en leur restant
erpendiculaire. - v
perp D @ B s
On repére la position z de la tige sur 'axe (Oz). On suppose
que les rails conducteurs et la tige ont une résistance nulle.
L’ensem@}e est soumis a un champ magnétique uniforme per- z Q T
manent B = Be,, avec B = 1 T. A I'instant initial, la tige est 0
lancée & une vitesse U (t = 0) = vpe,.
Le composant D est un dip6le dont la nature sera indiquée dans les exercices suivants.
[Entrainement 7.15 — Rail de Laplace (I). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est une résistance R. On peut établir 'équation électrique (EE) et
Péquation mécanique (EM) suivantes :

Blv = Ri (EE)
dv
— = —Btli (EM).
my i (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t) ...................o...

b) Quelle est 'expression de la vitesse v(t) ?

mR BQEQ
® e~ i) © nwen(- )

[Entrainement 7.16] — Rail de Laplace (II). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est un générateur de tension non idéal (constitué d’un générateur de
tension idéal de force électromotrice E en série avec sa résistance interne 7). On peut établir 'équation
électrique (EE) et I’équation mécanique (EM) suivantes :

Blv(t)+ E=ri (EE)
mdz—f) — _Bli (EM).

a) Déterminer 1'équation différentielle vérifiée par v(t) ................... ...

b) Quelle est I'expression de la vitesse limite vy, atteinte par la tige? .......
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[Entrainement 7.17| — Rail de Laplace (III). 00

Dans cet entrainement, le dipole D est une bobine d’inductance L = 0,5 H et de résistance r = 1.

On peut établir I'équation électrique (EE) et 1’équation mécanique (EM) suivantes :

Blv = Ldfi—(;) +ri(t) (EE)
dv )
M = —BUli(t) (EM).

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par i(t) ................cooont.

b) Quelle est 'équation caractéristique associée a 1’équation différentielle vérifiée par i(t) ?

T B2¢?
(a) 2* + T =0
2+ £z + B¢ =0

r mL

L B2¢?

¢) Comment peut-on qualifier le discriminant associé & ’équation caractéristique ?
@ Il est strictement positif.

@ Il est nul.

@ 11 est strictement négatif.

d) Quelle est 'expression de i(t) ?

Les nombres « et 3 sont réels.

. /72 3252 . B2g2
a ae<7ﬁ+% - ) 56(7ﬁ7% iz )t

r 1 B2y? 1 B2y?
— =t
@e oL <acos< Iz 4mL >+Bsm< Iz 4mL t>>

@ (oz—i—ﬁt)e_ﬁt
. 1 [ B2 2 1 [ B2 2
— ¢t .
@ e <a605<2 e ‘th>+55m<z 4mL_L?t>>
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|[Entrainement 7.18] — Equations différentielles.

On consideére un circuit constitué d’un générateur de force élec-
tromotrice constante F, d’un dipole et d’une tige mobile T de
résistance R repérée par la coordonnée x sur 'axe (Ozx), plongé
dans un champ magnétique B. On oriente le circuit dans le sens
horaire.

On admet que le principe fondamental de la dynamique appliqué
ala tige T selon I'axe (Ox) permet d’écrire la relation m@ = iaB.
De plus, la force électromotrice induite est e = — Bai.

On étudie les cas ou le dipdle correspond a ces trois montages
suivants.

Dipdéle 1 Dipdle 2 Dipdle 3
C

.

a) Quel sera le montage complet en tenant compte de la force électromotrice induite e ?

di

du
¢) Exprimer — en fonction de B, a, m, R,ietde — .........

dt dt

d) Donner 'équation différentielle vérifiée par i pour le dipdle 1.

A

> <

.

¢
0
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Autres entrainements

[Entrainement 7.19] — Vitesse limite. o

L’expression de la vitesse v(t) d’une tige sur des rails de Laplace a pour expression

=20 £ o-t).

a) Comment s’écrit la dimension du coefficient 7?7

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
@) 1 (@1
(b) T (LTt

[Entrainement 7.20] — Un systéme couplé. 00

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, on obtient le systéme
sulvant : )
. di
Ri+L— +aBv=0
dt
dv

ma —1Ba = mg.

a) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par v(t)?

d>v Rdv aBv Rg

® Sra ooy
dt Ldt  Lm L

® v  Rdv  a’B» _ Ry
a2 Ldt  Lm L

@ Ev, Rdv_ @By Ry
2 " Ldt  Lm L

b) Quelle est la dimension du coefficient % ?

On note T la dimension d’un temps et M la dimension d’une masse.
(a) 1 (oL t-1
® 11 @11
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[Entrainement 7.21] — Force de Laplace.

Soit une bobine de N spires de rayon R d’axe (Oz) et soumise a un
champ magnétique extérieur radial Bey; = Be, dans le systéme de -
coordonnées cylindriques.

a) Donner I'expression d’un élément de longueur d¢ de la bobine.

(a) dr (b) dz (c) da (d) Rde

(@) [Entrainement 7.22] — Choix du sens du courant induit. o

Soit un circuit électrique de surface S = 500 cm?, composé d’un générateur idéal délivrant une tension
FE =200mV et un résistor de résistance R = 5k¢).

N t_,
Il est plongé dans un champ magnétique tel que B = B—e, avec B =2T.
T

On prendra 7 = 1s.

Y ET() R| | |u

z xT

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens horaire.

a) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport & E ?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

b) A partir de la regle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (e, €,,€,).

¢) Exprimer le flux magnétique ¢ traversant le circuit en fonction de B, ¢, 7 et S.

d) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......
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e) Quelle est la valeur de la tension u aux bornes du résistor? ..................

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens anti-horaire.

f) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport a E?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

g) A partir de la régle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (&, €,,€,).

i) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......

j) Calculer la valeur de la tension u aux bornes du résistor .....................

[Entrainement 7.23] — Un bilan de puissance. 00

On considére le systéme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant, avec la force électromotrice
induite e = —Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai, la force de rappel d’'un ressort de valeur —kx
et une force de frottement fluide de valeur —aw :

E+e=Ri (EE)
dv
& ke EM).
my fo—kzr—av (EM)

1
On rappelle que l’énergie cinétique de la barre est E, = imvz ; que la puissance dissipée par effet Joule

1
est Py = Ri?; que l’énergie potentielle de la barre est E, = gka ; enfin, que la puissance dissipée par

frottements est Py = av?.

a) Exprimer, en fonction de E, R et i, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie Ei en fonction des
grandeurs E., P;, E, et Ps.

On rappelle que v = &.
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Réponses mélangées
2 .
. di

o N - dv (Ba)
@ —iaBe, I1BSe, 0 mva fu @ = zd R%QF @
— — . — —> v
@ —Se; @ @ €. oui €y tey @ T + RV 0
E e -— .
@ 0 B @ xo—l—E t+7¢ T —7T E — Bat — Ri
dzi(t)  rdi(t) B2 d  _di  [(Ba)® 1
aw oa T W70 © Lttt )0
2
B —
271'30% ibBe, BS 0 non —BES @ —But 0
T T
B
oui  BrR®  —ibBe;  —IBse Bt @ ®  -B?  —Ri?
mv% + kav + av? oui —i?aBe_z’ #fl—%) But \/TEBWRz @
BS dv(t) B?¢? _ BIE . N uolN%a d+a
T dt mr v(t) = - mr = iaBe, @ 2m ! d
BrR? R? R3 . r
300 mV - dS =rdfdr non 27 By (7 - £> Byw Sln(wt)i
di  (Ba)®. V3o V2
Rda + dm i=0 @ ZTQBGI @ @ ) 0 —7(6y +e)
E. dE, E.
dtN—;T -;Pf-i-lpj @ @ @ @ a + Pj —Bzl
u027r a ln< ; a> —e, non 7 R? By, cos(wt) —B(a— (. —0))X
N di  [(Ba)® 1.
2
aucune (@) BrR? cos(wt) 0 300 mV 0 R+ <T +5i=0
eI °B Se,  Ei—Ri® iB2rRNe
T(Gy +er) @ ma” By, cos(wt) €y 1 — Ri —iB2rRNe,

» |Réponses et corrigés page 222|
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EMV4 Fiche d'entrafnement n°8 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques I

Prérequis
Pour une onde plane progressive monochromatique : A =c¢/f et f =1/T.
Equations de Maxwell dans un espace vide de charges et de courants :

(Maxwell-Gauss)
(Maxwell-Thomson)

s &
< <
ol )
([
e 9

Tt E = —88—13 (Maxwell-Faraday)
. B \
rot B = MOEOE (Maxwell-Ampére)

Formules d’analyse vectorielle, en coordonnées cartésiennes :

QA  0A,  0A.
dvAd=5*%, T 5

= 0A. 04, e_,+(8Az_8Az)e_,+ 04y 0As o
—\ 9y 0z * 0z oz )Y ox dy §
RA = AA,E2 + AAE) + AALE
v v

Av= — + — + —
Y 8x2+8y2+8z2

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 x 10°m - s~ *

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H -m™*

— Permittivité du vide : eg = 9 X 107 2F .- m !

Calculs numériques

(@) [Entrainement 8.1 — Fréquence, longueur d’onde, vitesse de propagation. o

Calculer, avec un chiffre significatif, les grandeurs suivantes :

a) la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le vide ¢ =

b) La fréquence f d’une onde de longueur d’onde dans le vide A = 600nm ..........

¢) La longueur d’onde dans le vide d’une onde de fréquence f =3GHz .............

d) La période d’une onde de longueur d’onde dans le vide A\=3pm ................
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(@) |[Entrainement 8.2 — Combat de grandeurs (I). 0

On considére un pointeur laser émettant une onde représentée par son champ électromagnétique
= — 3 EO —
E(M,t) = Eycos(wt —kz)e, et B(M,t) =—— cos(wt — kx)e,,
c

avec Fy = 100V -m~! et une ampoule classique a filament de puissance lumineuse égale & 100 W.

Le faisceau laser est un cylindre de section S = 1,0 mm?.

a) Expliciter la puissance moyenne surfacique (P) = < // 0-ds >, avec 11 = E’;ﬁ)ﬁ
On rappelle que {cos®(a)) = 1/2 si o dépend du temps .............ccccoeveiinni...
b) Calculer numériquement la puissance moyenne du laser .........................
¢) Qui de 'ampoule classique ou du laser est le plus puissant en moyenne? .........
(@) |[Entrainement 8.3 — Combat de grandeurs (II). L)

On souhaite comparer le champ magnétique terrestre égal a5 x 107° T & une onde radiofréquence repré-
sentée par son champ magnétique B(M,t) = By cos(wt — kx)e,, de puissance moyenne 1 W.

E
Le faisceau a une section S = 1m?. On rappelle que dans ce cas By = = ot Ej est la norme du champ
c

électrique de l'onde plane.

E2S
a) Exprimer By en fonction de la puissance moyenne rayonnée (P) = 5 O
Hoc€
b) Que dire du champ magnétique de 'onde radiofréquence ?
@ Il est plus intense que le champ terrestre. @ Il est du méme ordre de grandeur que le

champ terrestre.

@ Il est moins intense que le champ terrestre.

Dérivées partielles et opérateurs

L [Entrainement 8.4 — Calcul de dérivées partielles (I). 00
On considere le champ électrique suivant : E (M,t) = Ey cos(wt — kx)eZ. Calculer :
OF O°E
T d) =5 o
) ) B
OF )
b) — e
) ox e) Ot2
| o
By
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Qb

[Entrainement 8.5 — Calcul de dérivées partielles (II). 00
On considére le champ magnétique suivant : B (M,t) = By sin(ﬂ) cos(wt — kx)e,. Calculer :
a
) 0B
)
ot
0B
D)
) or
) 0B
C) o
dy
0°B
Q) o
ot2
) 028
€)oo e
Ox?
2B
D
Oy?
|[Entrainement 8.6/ — Calcul d’opérateurs vectoriels (I). 00
On considére le champ électrique suivant : E(M ,t) = Eg cos(wt — kx)e,. Calculer :
a) QIVE oo
D) TOLE oo
c) R
|[Entrainement 8.7| — Calcul d’opérateurs vectoriels (II). 00

On consideére le champ Z(M ,t) dont les composantes sont données par :

A, =0
— my —
A, =4 cos( . ) cos(wt — kz)

A, =ady Sin(ﬂ—y> cos(wt — kz).
a

Calculer :

a) div A
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B |[Entrainement 8.8 — Equation de propagation. 00

On cherche dans cet entrainement a démontrer 1’équation de propagation des 0n_d>e5 électromagnétiques
dans le vide. On rappelle pour cela la formule du double rotationnel d’un vecteur A :

rot(rot A) = grad(div A) — AA.
a) En utilisant ’équation de Maxwell-Faraday puis celle de Maxwell-Ampére, on montre que :

BRI PE
rot(rot ) = a——-.

ot2

Quelle est 'expression de o ?

@04:/1050 @a: 1 @04:—#060

b) En utilisant I’équation de Maxwell-Gauss et la formule du double rotationnel, établir une seconde

expression de rot(rot E) .............................................................

—_— >
¢) En égalisant les expressions de r??c(rot E) obtenues aux questions précédentes, on obtient 1’équation de

: >>  10°E
d’Alembert AE = ?ﬁ

Exprimer ¢ en fonction de €g €t fag -« onvvniin i

Solutions de ’équation de propagation

[Entrainement 8.9] — Représentation d’un signal. o
On considere trois signaux :
e signal n°1 :
t 1
E(xg,t) =2+ cos <27rT) avec Ty =55 2
1
e signal n°2 : = SCLEL N Lemmnal
t T 5 0 Py "o s~~ "¢ .
E(xg,t) =0,5cos| 2n— + — | avec T, = 4s & Tenae AEPR LS
T 2
e signal n°3 : 9l
t U
E(zg,t) =0,5cos| 2mr—= + — | avec T3 = 2,55
T3 2
: . : : 0 2 1 6 8
On donne ci-contre leurs représentations graphiques
. , . t(s)
(& xo fixé, en fonction du temps).

a) A quel signal la courbe en trait plein est-elle aSSOCIEE ? ... ....ooeeee i,

b) A quel signal la courbe en tirets est-elle assoCiée? ............ooiiiiii

c) A quel signal la courbe en pointillés est-elle asSOCIEE? . ... ..eeee e,

Fiche n° 8. Ondes électromagnétiques I 85



[Entrainement 8.10 — Caractérisation d’une onde. 00

Dans chaque cas, dire si I’onde représentée est progressive (c’est-a-dire de la forme f(z — ct) ou g(x + ct))
et/ou harmonique (dont la dépendance temporelle est sinusoidale).

a)

E(LE, to)
=
E(x,ty+ At)

E(i&to)
8
E(I7 to + At)
8

E(iL‘, to + QAt)
8

E(l'7 t() + 3At)
8

Bz,
<>
—
—
—
Bt + A1
—
—
[
——
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[Entrainement 8.11] — Onde représentée par son champ magnétique. 00

On étudie une onde électromagnétique dont le champ magnétique s’écrit :

B(M,t) = B, exp(—(t/7 — x/6)?)u,.

Choisir la représentation qui convient :

o o
m::
[Entrainement 8.12] — Onde électromagnétique dans un guide d’ondes. 00

Soit une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par :
E = Eycos(az) sin(wt — kx)ey,

ou Fy et a sont des constantes. On rappelle ’équation de propagation d’une onde électromagnétique dans
le vide, aussi appelée équation de d’Alembert :

=l

82

RE =55,

1
2

D

a) Calculer R

2—)

b) Calculer vE

PR sans utiliser I’équation de d’Alembert ............................

¢) En utilisant ’équation de d’Alembert, exprimer k en fonction de w, v et ¢ .......

w
On rappelle qu’il y a dispersion si la vitesse de phase v, = ¥ de I'onde dépend de w.

d) Y a-t-il dispersion 1617 ...t
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[Entrainement 8.13] — Onde sphérique progressive. 00

- a _
On considére le champ électrique sphérique suivant : E(r,t) = — cos(wt — kr) ég.
r
On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées sphériques :

1 <6(sin0A¢)6A9>_, 1( 1 A, 8(TAW))6_9,+1(3(1"A9)8AT>_,

rsin(6) 00 Ao Ty sin(0) dp  Or r\ Oor a0 )%

a) Calculer le rotationnel du champ E.

¢) Indiquer les caractéristiques de la structure de ce champ électromagnétique :
@ L’onde est transverse.
@ L’onde est longitudinale.
@ Les vecteurs (7;, E , E) forment un triedre direct.

On attend plusieurs réponses.

Entrainement 8.14] — Onde dans un guide d’ondes. o
I g

On consideére le champ électrique suivant :

E(x, z,t) = Ey sin<ﬂ> cos(wt — kz)e,,.
a

a) Exprimer les valeurs de z pour lesquelles le champ E s’annule.
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[Entrainement 8.15| — Onde plane en notation complexe. 00

On consideére le champ électrique complexe polarisé rectilignement suivant :

-

E=E, exp(j(wt — kyx — kyy — kzz))e_; et ¥ = kyeq + kyé, + k€.

Calculer :

a) la dérivée temporelle de B o

b) la divergence de B oo

¢) le rotationnel de B o

d) le laplacien vectoriel de E ..........................................

Attribuer alors a chaque opération de dérivation ci-dessous ’expression qui lui est associée.

@ —ik-E (b) ~k*E (© —ik AE @ jwE

O .
e) 8—? ............................ g) TotE ...
) AIVE oo h) AE oot
[Entrainement 8.16] — Vitesse de phase et vitesse de groupe. 00

On considére une onde plane progressive harmonique pour laquelle la pulsation w et le vecteur d’onde k
2 2
S . . . w” —w N L.
vérifient la relation de dispersion k? = 720, ol wy est une constante positive telle que wy < w.
c

w
a) Exprimer la vitesse de phase v, = i’ de cette onde.
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Puissance et énergie des ondes électromagnétiques

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ wey, sont respectivement définis par :

E N § 50E2 32
et Wem =

i = =
Ho 2 2410

[Entrainement 8.17| — Puissance d’une onde plane progressive.

On consideére le champ électromagnétique plan progressif monochromatique suivant :

= — 3 E —
E(y,t) = Egycos(wt — ky)e, et B(y,t) = 70 cos(wt — ky)e,.

a) Calculer le vecteur de Poynting ..............................

b) Calculer I'énergie volumique électromagnétique ..............

[Entrainement 8.18] — Puissance d’une onde sphérique progressive.

On considére le champ électromagnétique sphérique suivant :

E(r, t) = a4 cos(wt — kr)eg et B(r,t) = e cos(wt — kr)eg.
r cr

a) Calculer le vecteur de Poynting .......................

b) Calculer I’énergie volumique électromagnétique ........

c) Calculer la puissance rayonnée P = // T - dS & travers une spheére de centre O et de rayon r.

[Entrainement 8.19| — Puissance d’une onde dans un guide d’ondes.

- T N
Pour un certain champ électromagnétique dans le vide, on a : E(z, z,t) = Fy sin(—) cos(wt — kz)ey,.
a

a) Calculer le champ B associé & l'aide de I’équation de Maxwell-Faraday.

b) Calculer le vecteur de Poynting .......................

¢) Donner la moyenne temporelle du vecteur de Poynting.

1
On rappelle que {cos?(a)) = 3 si « dépend du temps ... ...
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Autour de la polarisation

[Entrainement 8.20] — Polarisation rectiligne et circulaire. 00
On consideére les champs électriques, de période T', en représentation réelle ou complexe, suivants :
= Eqy cos acos(wt — kz)e, y
El = B si t k? — .
o sin a cos(wt — kz)e, N
i Eycos(wt + kz + a)e, / E
= _ ! le% \
? Epsin(wt + kz + o)ey ! !
\ O EO ! T
\ 1
B3 = Egexplj(wt — kz + )] (&7 — jéy) N )/
o {EO cos(wt + kz — a)e, N
4= -
—Eysin(wt + kz —
osin(wt + kz — a)ey Ces champs sont tous représentés a t = 0 et z = 0 par

la figure ci-dessus.
ou Fy est un réel positif.
Indiquer, pour chaque champ, le type de polarisation et la direction de propagation parmi les cas suivants :
@ Circulaire gauche se propageant selon —z
@ Circulaire droite se propageant selon +z

@ Circulaire droite se propageant selon —z

@ Rectiligne se propageant selon +z
@ Rectiligne se propageant selon —z

@ Circulaire gauche se propageant selon +z
a) Pour By ...t c) Pour Eq .oooovviiiiiiiiii.
b) Pour Ey ....coooiiiiiiiiiiiat. d) Pour By ....oovviiiiiiiiiiiat.
Parmi les représentations suivantes, en z = 0, laquelle représente :
Y - Y Y Y
,//EO N ,// EO SN ,//EO N ,//EO AN
\ , TN , \ , \
! \\ ! o —P\a T+ o \\ ! \\
1 ! ! !
7T,+ « \1 | \1 | /\ \1 ) O \1
T T T T T * T
] O E, 7 ] 0 Ey © - O E, 7 ] J Ey ©
. ~ |- ~ |- oY |2
E

e) le champ B, (t

N T

g) le champﬂg,(tzz,z:O)?
T
4

h) le champ E; (t =

f) le champ l<_72>(t =
91
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Réponses mélangées
—
ORI O

Ampoule classique
Ap sin(W—y) ( T cos(wt — kz)
a a

©

_ (g)zBo sin(%) cos(wt — kx)es

k*Eq cos(wt — kx)e,

Eo [ _ ksm(%) cos(wt — kz)ey

w
—g cos(%x) sin(wt — kz)e_;}
—Ap cos(wt — kz) ((z)Q + k‘z) X
G () rain()e
0 1x107'm (@ 1x107°W
€002 —20
1x107"s

cos? (wt — kr) x =qa

4regea’ cos? (wt — kr)

Stationnaire, donc

N
—k’E ; .
- non progressive et harmonique

@@« O

eocE} cos® (wt — ky)e,

2
3x10%m-s7! @ —k’By sin(ly) cos(wt — kx)e, jwE c= !
a ? - v/ oo
E?2 - -
@ €OCTO sin? (%ﬂj)ez e0Fj cos® (wt — ky) —jk.E, —(* +K*)E @
—wBy sin(%y) sin(wt — kx)e, signal n° 2 Progressive kEq sin(wt — kx)e; ~AE
EZ [1 . 9 N
— sin( %) | = sin( %F ) cos®(wt — kz)ez k
Ho () ¢ =) vy = ¢ - @ ax sin(wt — kr)eg
- cos(%) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e_;] 1— (ﬂ) r
aw w
EQS 2 — —>
2: p signal n° 1 £oca cos? (wt — kr)e, @ —w?Ey cos(wt — kx)e;
0
k 2u0(P
av cos(wt — kr)eg 5 x 10 Hz —k?Eq cos(wt — kx)e; By = 210(P)
wr cS
2 A 2
vg =cy/1— (ﬂ) z=ct— (2p+ 1)Z kB sin(@) sin(wt — kz)e, E* = w_2 —a?
w a c
o A cos(ﬂ) (Ea cos(wt — kz)
—kEy sin(wt — kx)e, oui @ 0 a’\a
—ksin(wt — kz)) €r

T By cos(@> cos(wt — kz)e,
a a

+kasin(wt — kz))

signal n° 3

Progressive et harmonique

®

—w?By Siﬂ(ﬂ) cos(wt — kx)e,
a

—ik.E ey + jkyE, e

®

—wEy sin(wt — kz)e,

» [Réponses et corrigés page 230|
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EMV5 Fiche d'entrainement n°9 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques 11

Prérequis
Maxwell-Gauss (M-G) Maxwell-Thomson (M-T)
divE = 2 divB=0
€0
Maxwell-Faraday (M-F) Maxwell-Ampére (M-A)
IREZ—%—? HE:NO?"‘EONO%_?
Relation entre ¢, po et o Loi d’Ohm locale
€0 ,uoc2 =1 i =~E
Pour bien commencer
c‘;x [Entrainement 9.1 — Vecteurs orthogonaux ou colinéaires. o
—>
Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs @, b et € sont cohérents avec les équations fournies.
Répondre simplement par « oui » ou « non ».
a) @-b=0et@-C=0 b) TAL=7C ) GAb=0et@-C=0
s 3 3
¢ @
a
c a c
a.;x [Entrainement 9.2| — Dériver des exponentielles complexes. o

Etablir une relation de dispersion liant k & w pour chaque équation différentielle.

On s’appuiera sur un champ électrique de la forme :

E(z,t) = Eyexpli(wt — k2)]en.

E 0
ot? 0z
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On considére dans un plasma « dilué » une onde électromagnétique de fréquence sufﬁsamrll)ent élevée, ce
—
qui simplifie I’écriture de la densité volumique de courant en notation complexe j = a(w) E.

[Entrainement 9.3] — Conservation de la charge.

En régime sinusoidal forcé, I'équation de conservation de la charge s’écrit iwp + div z =0.

a) Etablir une relation entre P, aetw

N ¢?
b) En tenant compte de I'expression de la conductivité complexe o = - et en introduisant la pulsation
imw
2
plasma w, = {/ ——, établir une relation liant w, w, et p ..................
meog -
[Entrainement 9.4] — Expression du vecteur d’onde. 000
On considere une onde plane progressive monochromatique polarisée rectilignement et caractérisée par le
2
- W, T
champ électrique complexe £ = Eq expli (wt — k z)] &,. On pose ag = wgrso =L 5 -
Mo €

Cette onde se propage dans un métal réel de conductivité . On admet que la relation de dispersion est :

2.2
pr

2
2 S —
B = WT(l—iWT)].

w
c? t1

Dans les différents cas, déterminer ’expression de k.

a) WK = KWy .unnnn ) —<Kwp<Ww .......
b) —<Kw<wp ....... d) —<wp<Kw ......
[Entrainement 9.5 — Vitesse de phase. 00

Dans un milieu de propagation, les vitesses de phase v, et de groupe v, d'une onde sont définies par

dw
dk”’

vy =

% et v, =

ol k' est la partie réelle positive du vecteur d’onde E Dans un plasma, la relation de dispersion s’écrit :

oll wy, est une constante.

a) Exprimer la vitesse de phase v, lorsque w > w,

b) Exprimer la vitesse de groupe vy lorsque w > wy,

94
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Energie et puissance

L |[Entrainement 9.6) — Vecteur de Poynting et énergie du champ. 00

On considere un champ électromagnétique dans un milieu d’indice réel n défini par

= Ejcos(wt — kz)e,

=

et ="g, cos(wt — kz)e,).
c

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ we,, sont définis par

EAB 0B  B?
et Wem = +

= —.
Ho 2 2p0

a) Exprimer le vecteur de Poynting ...................cool

b) Exprimer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting .. ...

¢) Déterminer 1'énergie volumique associée a onde .............

d) Exprimer la moyenne temporelle de I’énergie .................

“.;,L [Entrainement 9.7| — Puissance dans un conducteur. )

On considere une onde dans un conducteur d’épaisseur de peau §, de conductivité réelle v, vérifiant

E = Eye~ % cos(wt — %)e‘y>

et B= %exp<f%) [sin(wt - %) +cos<wt - %)]e_z’

Le vecteur de Poynting I et la puissance volumique perdue par effet Joule p; sont définis par
EAB
Ho

0= et pyj=j-E.

a) Exprimer la moyenne du vecteur de Poynting.
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[Entrainement 9.8 — Vecteur de Poynting en notation complexe. o

En notation complexe, la moyenne temporelle du vecteur de Poynting pour des ondes planes progressives
monochromatiques est donnée par

)

- Re E *A E
(if) = =5
240
olt le symbole * désigne la conjugaison complexe. On considére un champ électromagnétique dans un milieu

d’indice complexe n défini par

— - E
E = E,expli(wt — kz)le, et  B= BZo expli(wt — kz)]ey.
c

Déterminer la moyenne du vecteur de Poynting ..................

Manipuler les équations de Maxwell

[Entrainement 9.9| — Relation de dispersion. o

On considere ’équation de propagation complexe dans un plasma :

-~ 1 9%E aj
AE= 5 5 Mo

Le champ électrique qui se propage dans le plasma vaut : E = Ep expli (wt — k z)] e, avec k= ke..

2
— — nes —
En tenant compte de ’expression du vecteur densité de courant j = a F = - E, établir ’équation de
= iwm
2
ne
dispersion, liant k, w, c et wfj = —.
meo
|Entrainement 9.10| — Etablir une équation d’onde. 00

On considere un milieu ohmique localement neutre tel que : p = 0 et 7 = ’yﬁ . On pourra utiliser la relation
rot(rot E) = grad(div E) — AE.

a) Exprimer I’équation de Maxwell-Gauss modifiée.
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[Entrainement 9.11] — Vérification des équations de Maxwell (I). 00
Nous nous plagons dans le vide (p = 0 et 7 = 6) et nous supposons que E et B s'écrivent
E(z,t) = Eqcos(wt — kz)e2
- kE N
et B(z,t)= =0 cos(wt — kz)e, avec k=w/c.
w
a) Le champ électrique vérifie-t-il ’équation de Maxwell-Gauss? ..........................
b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils I’équation de Maxwell-Faraday? ......
¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Ampere? ......
d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
[Entrainement 9.12] — Vérification des équations de Maxwell (II). 000
On se place dans un plasma ot 'on a
2 2
hrd .€pr =2 g w D —>
1) = — E(z,1), ) =0 t  k=—4/1--2 > w,.
J(z1) i— E(z,t) p(z,t) =0 e - 36 avec w>wp
On suppose que
E(z,t) = B expli(wt — kz)]e2
= kE —
et B(zt) = —2 expli(wt — kz)le, avec k=w/c.
w
a) Le champ électrique vérifie-t-il I’équation de Maxwell-Gauss? ..........................
b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils ’équation de Maxwell-Faraday ? ......
¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Ampere? ......
d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
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Différentes familles d’ondes

[Entrainement 9.13] — Onde progressive ou onde évanescente. 00

Nous nous intéressons a un champ électrique de la forme
E(x,t) = By expli(wt — kx)]e2,
avec k = k' +1ik” et ou k” < 0.
Pour chaque relation de dispersion, déterminer si le champ électrique se présente sous la forme d’une onde
@ progressive E(glc7 t) = Egexpli(wt — k'x)]e;
@ évanescente E(z,t) = Eo exp(k™z) exp(iwt)e2

@ progressive atténuée E(I, t) = Egexp(k”z) expli(wt — k'z)]e;

w
Y T
c
, w?— wg
b) k*= BVEC W S W e vttt ettt ettt ettt e
o2
, w?— wg
c) k°= BVEC (W < W« eveene et e ettt et e e e
2
[Entrainement 9.14) — Courbes et expressions. o

-
Dans chaque cas, indiquer la ou les courbes qui correspondent a chaque expression de E fournie.

B Courbe 1 B Qrbe 2
t

x

B Courbe 3 P Courbe 4

V’\VA x x

a) E(m, 1) = Ecos(Wt — KT)EL oottt

b) E(x,t) = Egcos(wt) exp(—kz)es avec k> 0 «..oveeee

c) E(m,t) = FEycos(wt — k'z) exp(—k"x)e; avec k7 >0 ....oooiiiiiiiiiii
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Réflexion et transmission

c'%k |[Entrainement 9.15 — Coefficients de réflexion et transmission en amplitude. 000

On consideére les champs {E)Z, B)Z} dans le milieu d’indice n; en incidence normale sur un dioptre en z = 0
produisant les champs réfléchis {E,., B} dans le milieu d’indice n; et transmis {E;, B;} dans le milieu
d’indice ny tels que :

E;, = E, cos(wt — kyx)e, E, =rE cos(wt + kyx)e, B, =tE, cos(wt — kox)e,

- E N - E N - tE N

B, = ElY cos(wt — kix)e; B, = _mrro cos(wt + kix)e; B, = Ueliell cos(wt — kox)e;
c c

a) Les relations de continuité des champs entre les milieux 1 et 2 en x = 0 imposent :

- —

E1 :E2 et El :E

En déduire deux relations entre r, ¢, ny et ny ..............

b) En déduire lexpression des coefficients r et ¢ ..........

c.;,k [Entrainement 9.16] — Coefficients de réflexion et transmission. )
Un dioptre en x = 0 sépare du vide d’indice
n; = 1 pour z < 0 d’un plasma d’indice réel 7 4
ng pour x > 0. On rappelle les coefficients de 5 3 vide plasma
réflexion et de transmission en amplitude (r,¢) : >
g 2
r= E(@=0)_m —n & 1 — L
Ez(x:O) ny + no g 0 -- B,
=
. Ey(x=0)  2n E
z( = O) ny + TLQ ‘3;
Q.
et en puissance (R,T) : c%
<
o
R=1|r]> et T =t 2. —5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 zenm
n1

a) Donner la longueur d’onde dans chaque domaine ......

b) A laide du graphique, évaluer 7 et t ..................

¢) En déduire l'indice ny du plasma ......................

d) Calculer les coefficients Ret T .........ccooviuiiin...
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[Entrainement 9.17] — Coefficients de réflexion et transmission en puissance. 000

En notation complexe, pour des ogdes planes progressives Lnonochromatiques de vecteur d’onde El per-
pendiculaire au champ électrique E, le champ magnétique B associé est

> kG AE
E = = L —,
N Re(E* A B)
e
et la moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donnée par ﬁ> = #

On rappelle la relation d’analyse vectorielle ¥ A (T A W) = (W + W)V — (U« V).

a) Calculer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting ......

Ce champ, en 1n01dence normale sur un dioptre, donne lieu a un champ réfléchi de coefficient d’amplitude
r de vecteur d’onde — k 1 ainsi qu’a un champ transmis de coefficient d’amplitude ¢ de vecteur d’onde k2

b) Exprimer les puissances réfléchie et transmise.

o . (I1,)
¢) En déduire l'expression de R = — et T=-——- ..........
(IT) (IT)

Réponses mélangées

, _EPef? @ -
— = w
2|_| e(kl> non |L2?'1|L§|L:|2 . vg=cy/l—-2L @ oui
How = = Re(hg) Wp
2w
_ng—ng
nE; _, o W Cong g
j:; 2#0662 divE =0 :I:l; wy —w _ o, @
ny + no
. w? —w? 2
oui k= nad oui 2m et 4m :I:—p oui k= _w
E2 “ E2C w2 _ 0.1)9 1
802 % (14 n?) cos?(wt — k) let3 oui % (14 n?) k= ——2 5
< EN
B2 1+i 2 » 1 8°E OF
e e+ § = let2 AE- =22 = poye
2powd € 5 Ve 1o 0L W @ ¢ 2o M7
w? 3 E,|? r+l= t
non oui iwpl1-—=2]=0 =2 éw 1E,[" Re(n)e;
= w o o 2upc n1 —rng =tneg
1 4 B2 2 o - 10E
3 et 3 %e_% rot B = poyE + 2 let4 vy = ¢ wg oui
W
k 1 8 E? s
P (% + iw) Ir)? et [t? Re<£—j> non non 9 et 3 ZTE cos? (wt — kz)é;

» [Réponses et corrigés page 237|
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OPT1 Fiche d'entrainement n° 10 Optique ondulatoire

Modeéle scalaire de la lumieére

Prérequis

Optique géométrique (rayons, indice optique, lentilles, lois de Snell-
Descartes). Trigonométrie. Longueurs d’onde dans le vide et dans un milieu,
période, fréquence et pulsation.

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 X 108 m -s™*

Exprimer un chemin optique

Dans un milieu homogene, le chemin optique entre deux points A et B est défini comme le produit de I'indice
optique n du milieu par la distance géométrique AB parcourue par un rayon lumineux : (AB) = n x AB.

c.;)k [Entrainement 10.1] — De 1’eau dans un verre. )
S
Un rayon issu d’une source ponctuelle arrive sous incidence normale air | I Ih
a la surface de ’eau contenue dans un verre. Les indices optiques de
I’air et de ’eau sont respectivement notés n,i, et Neau- Y H
eau F

a) Exprimer le chemin optique (SI) en fonction de na; et b ovveoioiol

b) Exprimer le chemin optique (IF) en fonction de neay et H ....oooooon....

¢) En déduire l'expression du chemin optique (SF) ...................... ...

d) Comment se réexprime cette expression si 'air est assimilé au vide? ......

L |Entrainement 10.2] — Points conjugués par une lentille. 00
Deux points A et A’ sont conjugués par une lentille convergente :
tous les rayons issus de A et arrivant en A’ ont des chemins /4%\
optiques identiques. Pour simplifier, ces points sont choisis sur A _~—" B[ C A’ R
I’axe optique de la lentille. L’air est assimilé au vide. e

On note e I’épaisseur maximale de la lentille et n 'indice optique
du verre.

En travaillant avec le rayon confondu avec I’axe optique, exprimer :

a) le chemin optique dans le verre (BC), en fonctiondeeetn ................... ...

b) le chemin optique dans I'air (AB) + (CA’) en fonction de la distance AA" et e ...

c) Dexpression générale du chemin optique (AA’) qu’on peut en déduire ............
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[Entrainement 10.3] — Lentille éclairée avec un angle d’incidence non nul. 000

Des rayons, provenant d’une source S & l'infini, éclairent une lentille
sous un angle d’incidence «. Ils convergent en un point S’ du plan
focal image de la lentille. Les points A et B sont situés a gauche, juste
avant la lentille. L’indice optique du verre est n. L’air est assimilé au
vide.

a) En sachant que le plan passant par H et B est une surface d’onde pour la source S, exprimer la différence
de chemin optique (SA) — (SB) en fonction de la distance AB et de angle a.

b) Les points S et S’ sont conjugués donc les chemins optiques (SAS’) et (SBS’) sont égaux.
En déduire la différence de chemin optique (AS") — (BS') en fonction de la distance AB et de I'angle a.

Surfaces d’onde et théoréme de Malus

D’aprées le théoreme de Malus, les rayons lumineux issus d’un point source S sont perpendiculaires aux
surfaces d’onde relatives & cette source, la surface d’onde étant le lieu des points d’égal chemin optique par
rapport a la source.

[Entrainement 10.4] — Action d’une lentille inconnue sur des surfaces d’onde. ]

On considére ici des surfaces d’onde issues d’un point objet (en tirets) et celles de son image (en poin-
tillés) par une lentille inconnue. Pour chaque situation, déterminer si la lentille est « convergente » ou
« divergente ».

£1 ES
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[Entrainement 10.5| — Action d’une lentille divergente sur des surfaces d’onde. L)

L
On construit 'image, par une lentille divergente £, d’une source lumineuse "//
placée a l'infini sur I’axe optique. ——
Une ou plusieurs réponses sont possibles. EE ~JOF
A
a) En amont de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ perpendiculaires a ’axe optique @ des plans paralleles entre eux
@ des cercles concentriques centrés sur F
b) En aval de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ des cercles concentriques centrés sur F' @ des cercles concentriques centrés sur F”
@ des plans perpendiculaires a ’axe optique
[Entrainement 10.6| — Une loi bien connue... 00
Une onde plane arrive sur un dioptre plan séparant deux
milieux d’indices n; et no. . (2)
o depuis S,
On note H; le projeté orthogonal de I sur le rayon (2) et
Hs le projeté orthogonal de I; sur le rayon (1). (1) H;
|
On note 1112 = a. . :
1
a) Quels couples de points appartiennent a la méme sur- " A L
face d’onde ? Ny Io B
\iz
(a) Ly et I (b) Iy et Hy (c) I et Hy HY
vers Moo

¢) Exprimer le chemin optique (H;I;) en fonction de nq, a et a.

e) Exprimer le chemin optique (IoHsz) en fonction de ng, aet f ...o.ooooviii...

f) A partir des questions c) et e), déduire une relation entre ny, sin(i1), no et sin(iz).
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Retard de phase

Le retard de phase (ou, plus simplement, la phase) d’un rayonnement en un point M par rapport & sa
2w
o

source au point S est défini par ¢(M) \ (SM), ot (SM) est le chemin optique entre les deux points.

[Entrainement 10.7| — Surface d’onde et déphasage. 00

Un point source S émettant un rayonnement monochromatique de lon-

L
gueur d’onde \g est placé au foyer objet d’une lentille mince convergente. ‘ C
Une lame d’indice n et d’épaisseur e est placée a une distance d de la <
S

lentille et recouvre une partie du faisceau. On considére que les points A
et A’, & équidistance de S, se situent juste aprés la lentille. On prendra P
I'indice de l'air égal a 1. A" B C

a) Quels couples de points appartiennent & la méme surface d’onde ?

(a) Aet A/ (b) Bet B () Cet '

¢) Exprimer la phase ¢(C) en fonction de A\, (SA), d, n et e.

[Entrainement 10.8| — Phases et déphasage.

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ag est émis
depuis une source en S. On considére que le point d’incidence A
se situe juste avant le miroir, et on rappelle qu’'une réflexion sur
un miroir métallique produit un retard de phase de 7.

Exprimer la phase ¢, du rayon 1 réfléchi par le miroir de gauche
en fonction de h et 6; aux points de ’espace suivants :

¢) Exprimer la distance BD en fonction de e et €y ........... ...l

d) Exprimer la distance EB en fonctionde e, het 0o ...l

e) Quelle est I’ expression correcte de ¢2(B), la phase du rayon de droite au point B ?
@ 21 h - e @ 21 h _ e @ 21 e - h
Ao \2nsin(61)  cos(62) Ao \ 2sin(61)  ncos(fz) Ao \cos(f)  2nsin(6q)
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f) Exprimer la phase de ce rayon en M, ¢2(M), en fonction de h, e, n, 61 et cos(fs).

g) Exprimer le déphasage A¢ = ¢2(M) — ¢1(M) en fonction de e, n et cos(fs).

h) Quelle est I'expression correcte de A¢? On rappelle que sin(a) + cos®(a) = 1.

4 e(n? -1 4 e(n? -1 2 e(n? -1
@r ) . @erdl) .. er ) ..
Ao y/n? —sin?(6;) Ao \/n? — sin?(6;) Ao \/n? —sin?(6;)
[Entrainement 10.9] — Déphasage dii 4 une lame. 000
Cas 1 Cas 2
H1 H2 Hl H2
On souhaite exprimer les différences Soo ————o—o)\[ Soo — oo\
de phase A¢ = ¢(N) — ¢(M) entre le
rayon passant par N et le rayon pas- n
. N . I I,
sant par M issus de la méme source a S oN
oo
Iinfini S de longueur d’onde dans le
vide )\0.
L’indice de lair est pris égal a 1. e
-—
d -
<+ <+

On considere maintenant le cas 2.

b) Exprimer la distance I;15 en fonction de e et O ...l

¢) Exprimer la distance HiHs en fonction de I1Ia et 61 — 60y ..ot

d) Exprimer le déphasage A¢p = ¢(N) — ¢(M) en fonction de e, Ay, n, O et 1 — O.

e) Quelle est I'expression correcte de cos(fy — 02) ?

On, rappelle que cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) et que sin®(a) + cos?(a) = 1.
@ cos(0y) cos(fz) — n + nsin?(6y) @ cos(#1) cos(f) + n — n cos?(fy)
@ sin(fy) sin(f3) 4+ n — nsin®(6;)

f) En déduire une expression de A¢ fonction de e, Ao, n, cos(f2) et cos(f;).
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[Entrainement 10.10| — Lame séparatrice. 00
Cas 3

RARARAAAAA? AAAAAAAAAAAAAAR

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ay est émis depuis une
source en S. Il est séparé en deux rayons par une lame semi-réfléchissante
inclinée d’un angle #; = 45°. On cherche a déterminer le déphasage A¢
entre les deux rayons en sortie de la lame apres réflexion sur les deux miroirs
en M; et Ms. On rappelle qu'un rayon subit un déphasage de m apres
réflexion sur un miroir métallique, ou sur un dioptre si le rayon incident se
propage dans le milieu le moins réfringent (celui d’indice de réfraction le
plus faible).

@
INNNNNNNNNNNNNNNR S ENNNNNNNNNNNNNNN

a) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par M; dii aux différentes réflexions ..

b) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par My dii aux différentes réflexions ..

¢) Exprimer la distance I;I5 en fonction de e et Oy ...l

d) Exprimer la différence de phase A¢ entre le rayon réfléchi par My et le rayon réfléchi par My au point

I3 en fonction e, Ag, m €6 Ba oot

Largeur spectrale et cohérence temporelle

[Entrainement 10.11| — Différentes sources. 000

Une onde lumineuse est émise par des trains d’onde successifs de durée individuelle moyenne 7. (temps de
cohérence) et de longueur individuelle moyenne £, = ¢ x 7. (longueur de cohérence) dans le vide. D’apres

Panalyse de Fourier, & cette onde de durée finie correspond un spectre de largeur Af ~ — (en fréquence).
TC

On considére trois sources :
e une lampe spectrale basse pression a vapeur de mercure telle que 7. ~ 10 ps (source @),

e un laser de TP tel que 7. ~ 0,1 ps (source @),
e et une source de lumiere blanche munie d’un filtre ayant une bande passante AA = 50 nm autour de
la longueur d’onde A = 820 nm (source (3)).

On rappelle que la cohérence temporelle d’une source est d’autant meilleure que son temps de cohérence
est important.

a) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

b) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

Af

A
c) En utilisant la relation = estimer 7. en picosecondes pour la source @ .......

f

d) Classer les sources, de celle possédant la meilleure cohérence temporelle & la moins bonne.
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Photométrie

c'%k [Entrainement 10.12] — Intensité lumineuse. o

Un signal s(t) = Sy cos(wt) de période T est détecté par deux capteurs de temps de réponse 7 = 1ns.
Les capteurs A et B délivrent des signaux de tension u; et us respectivement proportionnels & la moyenne
de s et au carré de la moyenne de s : on a

up = Ky (s(t)) et uy = Ko (s*(t)),

ou K et K5 sont des constantes.

On considere que les signaux uy et ug émergent du bruit de mesure lorsque leur valeur absolue est respec-
K1Sg K53

e
271 x 100 2
On indique que la moyenne temporelle d’un signal f(¢) mesuré pendant une durée 7 est

tivement supérieure a

b) Quelle est la valeur maximale de u; fonction de % ?

@ 271'K150§ @ KISOﬁ

¢) En déduire la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A.

d) Exprimer us en fonction de Ko, Sy, 7 et T'.

1 2
On rappelle que cos? a = M.

e) Quelle est la valeur maximale de ug fonction de % ?
K2 Sg T K2 Sg T
T —) Sl
@ 2T ( * 47 @ T T 4r
Ky Sg T
@ 2T T An

f) Existe-t-il une fréquence maximale du signal exploitable par le capteur B ?
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La sensibilité d’'une photodiode s est, au cours d’'une mesure de durée 7, le rapport de proportionnalité
entre l'intensité du courant électrique produit I,es et la puissance lumineuse mesurée Ppes : On a

s = Imes/Pmes~

De plus, I'intensité du courant d’obscurité I,,,s d’une photodiode correspond & ’intensité électrique mini-
male que doit dépasser le courant produit au cours d’une mesure.

B |Entrainement 10.13| — Choix d’une photodiode.

On dispose de trois photodiodes détectant respectivement trois radiations de longueurs d’onde dans le vide
différentes. Les caractéristiques des photodiodes et des radiations sont données ci-dessous.

photodiode 1 | A\; = 470nm s1=0,300A-W " | Iops 1 =3,00x 107 °pA | 71 =2,00 x 10™ " ms
photodiode 2 | Az =550 x 10° pm | sz = 200mA - W' | Iops 2 = 150 pA 72 = 0,450 ps
photodiode 3 | A3 = 0,660 pm s3=300A kW' Iobs 3 = 2,00nA 73 = 50,0ns

Calculer en watts les puissances lumineuses minimales détectables par les photodiodes.
a) c)

Calculer en joules les énergies minimales détectables au cours d’une durée 7 par les photodiodes.

)

g) Sachant que I’énergie d’un photon est donnée par E = hv, ot h = 6,63 X 10734 J - s est la constante de
Planck, quelle photodiode permet de mesurer le plus petit nombre de photons?

@ Photodiode 1 @ Photodiode 2 @ Photodiode 3

Réponses mélangées

4 1
e n——|—m T Nair X b+ Neau X H Divergente
Ao cos(6z) n

T T 2r h e
K1So—— sin(2r— o .
150 2T sm( 71-T) Ao sin(6q) t cos(fz)

@ @ Convergente Af=1,0x10"Hz

2t e
1 H —_—
00 Gtz Ao cos(69)

7,50 x 107190W Af =1,0x 10" Hz

Pminl b) PminQ Pming

d) Eminl Emin2 f) Emin3

ABsin(a)

3,33 x10716J

®
4T ne

Ao cos(fy) T
(n — cos(6y — 02))

Convergente

®

g — etan(fs)

OLIONNO)

1112 COS(91 — (92)

1x (AA —e)
_°
cos ()

niy sin(il) = N2 Sin(ig)
)\—O(n —1e @
2
“T((SA) + d + ne)
Ao
2
K;SO (T + 41 sin(4ﬂ'%)> @ et @
T 7r
o (a) 1,00 x 1071°W

njasin(a)

non

2
Ten—1) 6,67 x 107°W
Ao

2T

Convergente 2e tan(fs)

3,38 x 10710 AA + (n—1)e i—ﬁe(n cos(fy) — cos(61))
T h
Ao sin(61)

i—:((SA’) +d+e) @, Opuis@  (©
@et@ To = 45 x 10% ps

dm(_h (LY
Ao \ 2sin 64 n ) cos(62)

» [Réponses et corrigés page 243

2x10717J —ABsin(a) noasin(f)

nxe

®

Neau X H

1 X h4+ neau X H Nair X h
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OPT2 Fiche d’entrainement n°11 Optique ondulatoire

Interférences a deux ondes

Prérequis

Fonctions trigonométriques. Signaux (fréquence, période, pulsations tempo-
relle et spatiale, nombre d’onde, longueur d’onde, phase).

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre ¢ = 3,00 x 10%m - s~*

Pour commencer

L |[Entrainement 11.1] — Des relations trigonométriques. 0o

On donne les relations trigonométriques suivantes :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (1) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (2)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) (3) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (4)

a) Sommer les relations (1) et (2) et isoler cos(a)cos(b) . ...

b) Réécrire la relation précédente pour a =5b ...............

¢) Soustraire les relations (1) et (2), isoler sin(a) sin(b) puis réécrire la relation obtenue pour a = b.

c.;)k [Entrainement 11.2] — Somme de signaux périodiques. o

On définit deux signaux lumineux : s1(z,t) = Sy cos(wt — kx) et sa(x,t) = Sg cos(wt — kx + ¢) avec w leur
pulsation temporelle, k leur pulsation spatiale et ¢ une phase & lorigine. La superposition s(x,t) de ces
deux vibrations peut se mettre sous la forme :

(1) = s1(@,8) + s2(2, 1) = So (£ (@,0) (1+ cos()) + () sin(p)).

On utilisera la relation trigonométrique : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Exprimer les fonctions suivantes :

a) fla,t) oo b) gla,t) ..o

¢) Pour quelle valeur de phase ¢ le signal s(x,t) s’annule-t-il ?

@ = ®v=3 ©p=n
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[Entrainement 11.3] — Valeurs moyennes (I).

Un détecteur mesure la moyenne temporelle d’un signal périodique s(t) de période 7'

Cette moyenne, notée (s(t)), est définie par :

On donne les relations trigonométriques suivantes :

_ cos(a—b) +cos(a+b)

e cos(a) cos(b) e sin(a) cos(b) =

2
cos(a — b) — cos(a + b)

2

On étudie les signaux suivants :

2

e sin(a)sin(b) =

Sl(t) = Sl cos(wlt — k’ll‘) et Sg(t) = SQ Sin(w2t — k’gl‘ + (pg)

a) Exprimer la période T} de s1(t) en fonction de w;.

sin(a — b) — sin(a + b) .

¢) Exprimer la période T5 de s2(t) en fonction de ws.

e) Exprimer la période Ty de f1(t) = s2(t) en fonction de w.

f) A partir de la définition fournie, calculer (f)(t)) sur Ts.
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B |[Entrainement 11.4) — Valeurs moyennes (II). 000

Les moyennes temporelles des fonctions cosinus et sinus pour un nombre entier de périodes vérifient :
(Acos(awt +b)) =0 et (Asin(awt+ b)) =0,

avec A, a, w et b des constantes.

On donne les relations trigonométriques suivantes :

cos(a — b) + cos(a + b)

e cos(a) cos(b) =

2
e sin(a)sin(b) = cos(a —b) ; cos(a +b)
e sin(a) cos(b) = sin(a — b) —;-sm(a + b)-

Calculer la moyenne temporelle, sur un nombre entier de périodes, des fonctions ci-dessous.

a) <[cos(wot + 1) + cos(wot + <P2)]2>

(@) [Entrainement 11.5| — Bataille de contrastes. 00
On mesure les maxima et les minima d’éclairement de différentes figures d’interférence.

Imax - Imin

Etant donné les mesures d’intensité Innax et Imin suivantes, quelle figure présente le contraste C' =
Imax + Imin

le plus élevé?

On rappelle que 1pW =1 x 10712 W.
(8) Imax = 10,0 x 10°W - m™? et [ipin = 1,00 MW - m™~?
(b) Imax = 660mW - mm ™ et Ipnin = 0,220 kW - dm >
@ Tnax = 5,00mW - mm =2 et Lin = 2,00 mW - cm ™2
(d) Imax = 72,0pW - pm ™2 et Iiy = 3,00 MW - km >
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[Entrainement 11.6] — Signaux isophases.

Une source émet deux vibrations lumineuses s(z,t) = Sy cos(wt — kx) et s'(2',t') = Sy cos(wt’ — kz') de

période temporelle T' (associée a la pulsation w = % et a la fréquence f = T) et de longueur d’onde A

27
(associée a la pulsation spatiale k = 7) On note n € Z.

a) Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour t =t = tg

b) Pour t =t = 5, comment s’expriment les écarts de position Ax,, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

c)

Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour z = 2’ = x¢

d) Pour z = 2’ = x4, comment s’expriment les écarts d’instant At,, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

@ At, =nT

Etudes d’éclairements

(@) [Entrainement 11.7| — Fentes de Young.

L’éclairement I(z) obtenu en un point M d’un écran
a une distance D des fentes de Young est représenté
sur la figure ci-contre. Il vérifie :

ou f(x) est une fonction dont nous ne tiendrons pas
compte, ou a est la distance entre les deux fentes, ou
n est I'indice du milieu et ot A est la longueur d’onde
du signal.

2mnax

I(z) 2D

flx) [1 + COS(

a) Identifier, grace a la formule fournie, l'interfrange
rement consécutifs).
@ i = na _ 2mna
AD \D

b) Mesurer, a partir de la figure, Uinterfrange i

c)

En déduire a, sachant que n = 1,0, que D = 1,0m et que A = 630 nm

T

I(x)

I

I
A
LVA'l

33 20 -7.0 7,0

N

z (mm)

20 33

i (c’est-a~dire la distance entre deux maxima d’éclai-
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(@) [Entrainement 11.8 — Doublet spectral.

On éclaire des fentes de Young verticales espacées d’une distance a, avec un doublet spectral de longueurs

A2+ M

d’onde A1 et A2 (on pose AN = Aoy — A1 et Aoy =
d’un écran a une distance D des fentes, est représenté sur la figure ci-dessous. 1l vérifie :

2mnax
I(z) = Loy {1 + C(x) COS<>\moyD>] ,

AN
ou C(z), appelé terme de contraste, est défini par C(x) = co (%)
moy
I(x)
S I | N
Sl ! " ‘ N K ‘ [\

\\/\ A /\\A A/
A | X “\) \
\\\ \\l] 1 \1// \\ ’I
\\ ,/ v y \\ //I

L L ] A N
) —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

a) Identiﬁer grace a la formule fournie, la période X du terme de contraste.

D A2
moy X = moy
@ = nad @ 2naA\
2)\2 D A2 D
“moy " X = _~moy™
@ naA\ @ 2rnaA\

). Léclairement I(z), obtenu en un point M

moy

b) On rappelle que i = . Déterminer graphiquement l'interfrange 7.

c) En déduire Apoy, sachant que n = 1,0, que D = 1,5m et a = 0,20 mm.

e) En déduire 1’écart spectral AX du doublet.
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Interférométrie

Dans cette section, nous exploiterons les trois figures d’interférence suivantes.

Figure 1 Figure 2 Figure 3
y, 8 v, 8 v, 8
%{ [Entrainement 11.9| — Fentes « deux » Young. 000

On éclaire des fentes de Young en faisceau parallele conformément au schéma ci-dessous. La différence de
marche entre les deux rayons 1 et 2 est : dsm = Lsm,2 — Lsm,1 = Ls,H.

Y
Ekl fentes de Young £‘2 A
A
S T ln ’
fi S2 3\ f3
\ 61 \

On donne le développement limité suivant : sin(x) = = — % +o(z*) quand = — 0.

a) En étudiant le triangle S1SoH, exprimer la longueur SoH en fonction de 6; et a.

c) Exprimer dgy en fonction de a, y et f5 lorsque 61 < 1rad ................

d) Exprimer Uinterfrange ¢ de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que ’éclairement y est

tel que I = 21, [1 + cos(?ésM>} =21, [1 + cos(27r%)]

e) Quelle est la figure d’interférence observée sur 1’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3
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[Entrainement 11.10] — Interféromeétre de Mach-Zehnder. 000

On a positionné une lame d’épaisseur e et une lame prismatique
d’épaisseur ¢/ = e — ay, toutes deux d’indice n, au niveau des

bras d’un interférometre de Mach-Zehnder (on ne tiendra pas . ‘E“ .

compte de la réfraction en sortie de la lame prismatique). Somp o LS, {—I - M1 nap =1
Les lames séparatrices LS atténuent I’éclairement I des rayons ‘: . {_1 { v

d’un facteur 2. On rappelle que 'amplitude Sy d’un rayon est [\ ‘\ Ecran
liée a son éclairement de telle maniere que Iy est proportionnel N — > M

a Sg. La différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est : Mo @LSQ\O

dsm = Lsm,1 — Lsm,2 = Lrs, My — LaM,L8,-
a) De combien est atténuée 'amplitude d’un seul rayon aprés la deuxiéme séparatrice ?

(a) 1/2 (b) 1/4 (©) 1/8

b) Exprimer la différence de marche dgy entre les deux bras en fonction de n, a et y ..

¢) Exprimer Uinterfrange ¢ de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que I’éclairement y est

tel que I = I'[1 + cos(Ap)] =T [1 + COS(QW%)} ........................................

d) Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3

[Entrainement 11.11] — Interférométre de Michelson en lame d’air. 00

Un interférometre de Michelson en configuration lame d’air repose sur I’as- J
sociation de deux miroirs M et M5 dont le schéma optique équivalent est 2
présenté ci-contre. Les rayons se propagent dans l’air, assimilé & un milieu I K
d’indice optique n. M,y

Dans ce cas, la différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est : ' ) @
dsm = Lsm,2 — Lsm1 = L1y + Lyk — Lin- S

a) Exprimer les longueurs 1J et JK en fonctionde et e ...,

b) Exprimer la longueur IK en fonction de @ et e ...l

¢) Exprimer la longueur IH en fonction de @ et TK ...,

On rappelle I'identité trigonométrique : cos?(z) 4 sin®(z) = 1.

d) Exprimer alors la longueur IH en fonction de cos(f) et e ...............cooiii....

e) En déduire l'expression de la différence de marche dgp en fonction de cos(f), n et e.

f)  Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3
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9]5

[Entrainement 11.12| — Interféromeétre de Fabry-Perot.

Un interférometre de Fabry-Perot est constitué de deux miroirs séparés
d’une distance e par un milieu d’indice n. On s’intéresse aux deux rayons
ci-contre. En sortie de I'interférometre, une lentille permet de les focaliser
afin qu’ils interferent en un point M d’un écran. Au niveau de chaque
miroir, ’amplitude d’un rayon est multipliée par un coefficient r, qu’on
approxime a 1/ V2, ou par un coefficient ¢t = 1 + 7 selon qu'il est réfléchi
ou transmis. On considérera que l'air et le milieu entre les miroirs sont
d’indice n = 1, et on notera i I’angle de réflexion tel que ABD = 2i et
BEH = i.

On rappelle que ’éclairement est proportionnel au carré de Iamplitude.

a) Quel est le rapport des éclairements entre le rayon du bas et celui du haut ?

(a) 1/2 (b) 1/4 (c) 1/8

b) Exprimer la longueur BH en fonction de e et ¢ ...,

c) Exprimer la longueur BD en fonction de e et ¢ ...

d) Exprimer la différence de marche dsy = LSABDFM — LSABHCOM «« - vvvvevenenns

]
e) Quelles formes auront les franges d’interférence sachant que I(M) = 2, [1 + cos<2SM)] ?
™

@ bandes rectilignes @ carrés évidés @ anneaux

Autres entrailnements

[Entrainement 11.13| — Grandeurs caractéristiques d’un signal.

La valeur d’un signal lumineux sinusoidal en un point # (en m) & un instant ¢ (en s) est donnée par :

T

s(z,t) = Sp cos (27‘1’(; + A) + go) = Spcos(2m(vt £ ox) + @) = S cos(wt + kz + @),

avec Sy son amplitude, T sa période, A sa longueur d’onde, v sa fréquence, o son nombre d’onde, w sa

pulsation temporelle, k sa pulsation spatiale et ¢ sa célérité.

Calculer la valeur des différentes grandeurs caractéristiques des signaux suivants :

t t 3 t 2
s1 = Spcos(60t — 28z) SQZSOCOS<——x+x> ; 53:Socos(ﬁt+— 7TVB:U—{—

21 32 7 12 5 23 5¢
a) Ty (s) ........ c) vo (371 ..., e) ws (rad-s7h) .
b) A1 (m) ....... d) oy (m™h) ... f) ks (rad-m™1)
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[Entrainement 11.14] — Brouillage. 00

On éclaire un interférometre de Michelson réglé en lame d’air avec une source ponctuelle émettant deux
signaux lumineux de fréquences v; et 1o, et de longueurs d’onde Ay et Ay. En sortie de 'interférometre,
I’éclairement au niveau de 'axe optique est tel que

I(x) =1 [1 + cos (27TV1 — x) cos <2wwx>],
c c

avec x I’écart d'un des deux miroirs de l'interférometre par rapport a I’autre, comme illustré par I'interfé-
rogramme ci-dessous (pour lequel I’échelle est non respectée).

A/2 = 0,500 0 mm

. L(2) 8)' = 2,400 pm

V1 — UV
a) Exprimer la période spatiale A de cos (277 ! 23:).
c

%1 +V2
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B |[Entrainement 11.15| — La bonne formule. o

On considere les figures d’interférence suivantes, pour lesquelles le repére cartésien associé est donné.

z, Figuren® 1 y? Figure n° 2 z Figure n° 3

Y& L» T T > Z (/O]

a) A quelle quantité est proportionnelle I'intensité lumineuse de la figure d’interférence n° 17

c) A quelle quantité est proportionnelle intensité lumineuse de la figure d’interférence n° 3?

@ 1+ cos (47;\”6 Yo >

z2 +y? + 2%
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(@) [Entrainement 11.16) — Anneaux du Michelson en lame d’air. 00

Les franges d’interférence d’un interféromeétre de Michelson en configuration lame d’air sont des anneaux
sombres et brillants (voir figure ci-dessous).

On peut schématiser les rayons lumineux en sortie de I'interférometre avec le schéma optique ci-dessous ou
r est le rayon d’un anneau brillant, ol 8 est I’angle d’incidence des rayons lumineux et ou f’ est la distance
focale de la lentille.

L Ecran
M

a) Exprimer le rayon d’un anneau r en fonction de 6 et de f' ......................

2ne cos(0)
A

b) On rappelle que 'ordre d’interférence pour le Michelson en configuration lame d’air est : p =

avec n = 1,00 I'indice optique de l’air; e = 500 pm et A = 643 nm.

Calculer 'ordre d’interférence pg dans le cas ou I’angle d’incidence est nul ...........

¢) Sion fait varier 6 entre 0 et g, cos(f) :

@ augmente @ diminue @ reste constant

d) On rappelle que l'ordre d’interférence d’une frange brillante est un nombre entier.

Quel est Pordre d’interférence p; du premier anneau brillant visible sur I’écran (sachant que § = 0 corres-
pond au centre de 'écran) ?

555 1555,5 1556
1

e) En déduire le rayon r; du premier anneau brillant en mm sachant que f’ = 50,0 cm.

f)  Quel est Pordre d’interférence po du deuxiéme anneau brillant visible sur 1’écran ?

(a) 1554 (b) 1555 (c) 1556 (d) 1557

g) En déduire le rayon ry du deuxiéme anneau brillant en mm .....................

h) Calculer le rayon 19 du dixiéme anneau brillant en cm ............. ... o
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Réponses mélangées

©

k(z' — )

2esin?i

1+ cos(£p1 F ¢2) 9,5 x 10 3m™*

8,22 mm (n—1)ay 48 pm

1 — cos(2a)
cos(i) 2

0o (@ O arctan(}%)
woowt-t) 0 ©

f3
599,8 nm 2,6 x 107371

©

cos(7)

©® ®

2

A? a=

sin

s

1,3cm

foA

na

®

6,4 cm

Ao
(n—1a

0,57 cm

5,47 cm 2,2x 107 'm

L0x107's ©  ®  (©
@ IK sin(6)

A%+ B? S3

2 2 wy
©

2ne cos ()

™

1/ tan(0)

C

v+ 1o

o 1+ cos(2a)

2
600,2 nm i cos” a 5

w2

1,9rad-s7!

cos(a) cos(b) =

1,3x 10 %rad - m™*!

21 c

v — Uy @
1555,2 19,7 mm
_sin20)

2

®

sin(a) cos(a) 0,14 pm
2e tan(6) —sin(wt — kx)

3,000 x 10'* Hz

®
®

cos(wt — kx)

@ cos(6)
1 — cos?(6)
cos(0)
cos(a — b) + cos(a + b)
2

0,76 pm

0

5,000 x 10'4 Hz

2ne cos(i)
2 (5 costen)

asin(6y) 3

4

— + cos
» [Réponses et corrigés page 250
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THMO Fiche d'entrainement n° 12 Thermodynamique

Outils mathématiques pour la diffusion

Prérequis
Expression des surfaces usuelles (disque, sphere, ...).
Expression des volumes usuels (parallélépipede, cylindre, sphére, ...).

Pour bien commencer

c.;x [Entrainement 12.1] — Calcul de volumes. O

Dans chacun des cas suivants, exprimer le volume du solide en fonction des données.

|
|
b T
|
S L
> N
a ul N N
c
Volume a)
/
/
7/
b/
Ao L
[\«
c
Volume b)
\
\
T
I
I
1
!
/
/
h

Volume d)

a) b) c) d)
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%& [Entrainement 12.2| — Signe des dérivées partielles. o

On consideére la fonction de deux variables f(x,y) repré- \
sentée ci-contre. On étudie le signe des dérivées partielles

au niveau des points A et B.
a) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f A
0 ,
par rapport & x au point A, notée a—f(A) ? x N B y 2
............................................ >
£
b) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f =
0]
par rapport & y au point A, notée a—f(A) ?
Y
(e )
............................................ .

On s’intéresse maintenant au comportement de f au voisinage du point B. Pour chacune des questions
suivantes, choisir la bonne réponse.

c) e)

of of 9%f % f

@a—x(B)>0 @%(B)<O @@(Bpo @Tyz(BKo
8f o 82

(b 5,(B) =0 @a—yé(B):O

d) f)

of of 8?2 82

@ 7,® >0 © 5,® <0 @ 28>0 © 2Lm) <o
af B 52

® z,® =0 @87*’;()—0

B |[Entrainement 12.3] — Volume d’un céne. )
wr2h

Le volume d’un cone de hauteur h et dont le rayon de la base est r vaut V(r,h) =

ov
a) Quelle est I'expression de W(T’ ) I S P

b) Quelle est Pexpression de —— (7, h) 7 ..o

On souhaite comparer 'influence d’une méme variation d¢ de h ou de r sur la valeur du volume V.
oV

Vv
- - ?
ah (T’, h’) > a,r (T7 h’) °

@h/3<r ®h<r @2h<r @3h<r

¢) A quelle condition sur h et 7 a-t-on
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%L [Entrainement 12.4| — Fabrication d’une casserole. L)

Les questions de cet entrainement ne concernent pas le manche de la casserole et ne concernent donc que
la partie principale de la casserole. L’épaisseur de la tole utilisée pourra étre négligée.

A

__________
- -
-

Un industriel souhaite fabriquer une casserole a partir de plaques de métal d’épaisseur constante.
a) Pour cela, quelle surface de tole S(R, H) doit-il utiliser ?

(a) S(R,H) =2rR*>+ nRH

(b) S(R,H) = nH?+ 2rRH
(¢) S(R,H) =nR*+2rRH
(d) S(R,H) =2nH? + nRH

b) Que vaut le volume utile V(R, H)?
(a) V(R,H) =2rR*H
(b) V(R,H) =nR*H

¢) Exprimer S(R,V) la surface de tole que I'on doit utiliser pour fabriquer la casserole en fonction du
rayon R et du volume V.

Le fabricant souhaite fabriquer une casserole de volume V = V[, donné, tout en minimisant la quantité de
tole utilisée.
d) 1l cherche donc une géométrie qui vérifie :

ds
() @(Rﬂfo) =0

e) Déterminer Uexpression de Vj en fonction de R, puis celle de H en fonction de R permettant de
minimiser la surface de tole utilisée.

(a) Vo =R (b) Vo = 2R’ (¢c) H=R (d) H=2R
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B |[Entrainement 12.5| — Quelques équations différentielles (I). 00
Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions aux limites.
Les quantités ng, n1, jo et p sont des constantes.
92n n(0,t) =ng
a) ——(x,t)=0 avec ON .
0x2"’ 20t =3
8.T( 1) Jo
9’n n(0,t) no
b) ——=(z,t) =0 avec T
) 8332( ) {n(L,t) =m
0*n n(0,t) no
c) ===z, t)= avec
) Gzt =p {n(L,t) n
B |[Entrainement 12.6] — Quelques équations différentielles (II). 000

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions initiales (7, ng, n., p et L

sont des constantes) :

on n
a) E(az,t) = avec N(2,0) =10 e
on 2
b) E(w,t) = T avec n(z,0)=ng ...
) Py ="y (2,0) = no(1 -2
C E Z, ; p avec nlx, = TLO( z) ...........

Réponses mélangées

t
ga:(x —L)+ng n(x,t) = ng exp(;) @ et @
v
TR* + 2§ @ mr?h cos(a) n(z,t) = jox + no
n (1 :zr) exp t)
_ o\+t— 7 =
n(x,t) = ux+n0 L T .
+pr(1l— exp(——))
-
n(t) n‘;m = opositit . B ©  ®
1
NeT

7r2h
©
®)

abesin(a)

27rh
3
abc
mr
5 ®
négatif

» [Réponses et corrigés page 259
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THM2 Fiche d'entrainement n° 13 thermodynamique

Diffusion thermique

Prérequis
Premier principe > et deuxieme principe de la thermodynamique.
Loi de Fourier : 5 = —\ gradT'.

Dans toute la fiche, les caractéristiques du matériau homogene et isotrope étudié seront notées :
e D, le coefficient de diffusivité thermique (m? - s™1),
e /1, la masse volumique (kg -m™?),
e ¢, la capacité thermique massique du matériau (J- K% -kg™1),
e )\, la conductivité thermique du matériau (W-m=*-K™1).
Pour évaluer les ordres de grandeur caractéristiques du phénomeéne, on notera :
e 7, la durée caractéristique (s),
e [, la longueur caractéristique (m).

Etude de flux thermique

L |Entrainement 13.1] — Bilan thermique en géométrie cartésienne. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

dx

x r +dx

On note S la section du conducteur et ¢ le périmetre de la section.

a) Le vecteur densité de flux thermique 55 = —Agrad(T") a pour unité possible :

@an*l-K*l @))JS-HF2 @W~m73 @)V\/-rrf2

— oT _, —
@ Jjo = —/\Eez @ Jjo = —)\%ex
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On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre x et x + dzx.
c) L’énergie interne U(t) de la tranche considérée a 'instant ¢ est :
@ eSdaT(z,t)+C @ peS daT(x,t) + C
@ eSdtT(x,t) + C @ peS diT'(z,t) + C

ol C eSt Une COnSTaANLE ... ... i i

d) En déduire la variation d’énergie interne dU entre ¢ et ¢ + dt.

On souhaite maintenant évaluer les transferts thermiques entre la tranche et ’extérieur.

e) En z, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + d¢ s’écrit :

(&) —jo(z,1)Sdt () jolz.t)Sdt © 0

f) En z + dz, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢ + dt s’écrit :

(&) —jo(x +dz,1)S dt () oo +dz,1)S dt © 0

¢) Au niveau de la paroi latérale, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t 4+ dt s’écrit, en notant £ le périmetre de la section :

() jo(x,t)¢dxdt (©) o (e) —jo(z +dx,t)¢dxdt
(b) —jg(x,t)tdzdt @ ol +da,t)ededt

LB |[Entrainement 13.2| — Equation de la chaleur. 0o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5. On se place en coordonnées cartésiennes.

L

Ty D S

M

0] L

Initialement, ’ensemble de la barre est a la température Tj.
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a) Le champ de température est de la forme :

(a) T =1T(z,t) (c) T =T(x) (e) T =T(y,1)
@ T:T(x’yat) @ T:T(‘T,y) @ T:T(Iayazvt)

b) Le vecteur de densité volumique de courant thermique j?g) est de la forme :

() jo = jo(z, )& (D) jg =jo(z)er
(©) jq = jau(x,v)eEx + jou(z,y)e, (D jo =jo(z,y,z,t)es

oT
¢) L’équation de la chaleur — = DAT s’écrit ici :

ot

@ % _p?T or _ [T 9T
ot Oy? ot or? = Oy?
oT o°T d?T
2 _pl - D=
@ ot Ox? @ 0 da?
La diffusion : un processus lent
L |Entrainement 13.3] — Etude qualitative. 0

L’équation de diffusion caractérise ’évolution temporelle du profil de température dans un matériau.
En raisonnant en ordre de grandeur, cette équation fait le lien entre un temps caractéristique 7 et une

A
longueur caractéristique de diffusion L : L = v D7 ou D = — est le coeflicient de diffusion thermique.
e

Par combien est multipliée la longueur caractéristique de diffusion lorsque 1’on double :

a) la conductivité du matériau? ...... ... ...

b) la capacité thermique du matériau? ... ... ..o

Par combien est multiplié le temps caractéristique de diffusion si on double :

¢) lalongueur du matériau L7 ......ooiuiuini

d) la masse volumique [17 .. .. .ot
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%& [Entrainement 13.4] — Nombre de Fourier : transformation adiabatique ? o

Le nombre de Fourier Fo = est un nombre sans dimension utilisé couramment en transfert thermique,

72
A

avec D = — (m?-s7!) le coefficient de diffusion thermique, At (s) la durée étudiée et L (m) la longueur
c

caractéristique d’étude.

Il se définit également comme le rapport entre la durée At d’un processus et un temps caractéristique de
diffusion (qui est le temps nécessaire au transfert thermique pour diffuser sur une distance L).

a) Dans quel cas un processus peut-il étre considéré comme adiabatique ?

@Fo<<1 @Fo>>1

On considére la compression du mélange {air 4+ carburant} dans un cylindre d’'un moteur 4 temps en
acier. Avec un régime moteur d’environ 2000 tr - min~!, la durée de la compression est de 1,5 x 1072 s. On
considere que I’épaisseur du cylindre est de 5 mm.

On donne Aucier = 13W -m™' - K71 f1acier = 7800kg - m ™3 et cCacier =480T - K1 - kg™t

b) En exploitant les données ci-dessus, calculer la valeur du nombre de Fourier ........

¢) L’hypothése d’une compression adiabatique habituellement utilisée est-elle valide ? ..

En régime permanent : utilisation des résistances thermiques

%L [Entrainement 13.5| — Champ de température en géométrie cartésienne. o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5.

On se place en coordonnées cartésiennes et on étudie le régime permanent.

L

Ty T S

2

a) Le champ de température vérifie e 0. Exprimer T'(x).
x
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b) Quelle(s) hypothese(s) de ’énoncé assure(nt) que le flux thermique ®(x) = // j_é ds soit uniforme,
5
c’est-a-dire ne dépendant pas de x 7

@ barre homogene @ parois latérales calorifugées

@ régime permanent

¢) En déduire le flux thermique ®(z) traversant une section S de barre située a 1’abscisse .
AS AL
(@) T(Tl —1Ty) © ?(Tl —Ty)

(b) %(T2_T1) D %(TQ_Tl)

L |[Entrainement 13.6] — Analogie thermique/électrique. L U

Une inhomogénéité spatiale de température 77 — T se traduit par un transport d’énergie caractérisé par le
flux ®. Ceci est analogue au transport de charges caractérisé par une intensité I causé par une inhomogénéité
de potentiel électrique Vi — V5. Ainsi un conducteur électrique élémentaire de section S, de longueur ¢ et

L

de conductivité électrique ~ est caractérisé par une résistance R = o permettant grace a la loi d’Ohm
v

Vi — Vo = RI de déterminer I a partir de V; — V5.

Le flux thermique ® est proportionnel a 77 — T, en régime permanent. En utilisant ’analogie électrique,
on peut définir une « résistance thermique ».

a) La contrainte imposée au conducteur thermique 77 — T4 est ’analogue de celle imposée a un conducteur
électrique :

(a) v ) Vi-Vs 1 OR:

b) Quelle grandeur, dans la liste suivante, est analogue électrique du flux thermique ® ?

O ®) Vi - V2 ©1 @ R

¢) Pour caractériser le conducteur thermique, on introduit une « résistance thermique », analogue de :

@~ ® Vi— Vo ©1 @ R

d) Quelle grandeur, dans la liste suivante, est I’analogue électrique de A7

OF OREAE OF @ R
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(@) |[Entrainement 13.7| — Conducto-convectif en une dimension (I). 0

Soit une vitre (surface S =1 m?, épaisseur L = 5 mm) fabriquée en verre, B vire | Tt
de conductivité thermique A = 1W-K™1 . m™!. Celle-ci sépare I'extérieur * / n
(& la température 71 = 9°C) de lintérieur (a la température T = 19°C)

i X T Rm| T2
d’une maison.

La situation est étudiée en régime permanent. La conduction thermique

-
envisagée est telle que la résistance thermique de la vitre est Ry, v = S 0 L
a) La résistance thermique de la vitre vaut :

(a) 5x107°K- W™ () 5x107°W-K™! (©)2x10°K- W™ (D) 2x10°W-K™!

On rappelle que le flux thermique est relié a 'inhomogénéité de température par la relation AT = Ry, ®.

b) Le flux thermique ® & travers la vitre vaut :
(a) 5x107°W (b) 5x 1072 W (c) 2x 10°W (d) 2x10°W

c) En réalité la température n’est pas totalement uniforme dans l’air & proximité des surfaces de contact
avec la vitre. Les transferts thermiques a U'interface avec les thermostats sont régis alors par la relation
de Newton : ® = hyS(Ty — T(0)) et ® = hoS(T(L) — T), ot hy et hy sont les coefficients de transfert
conducto-convectifs dans les deux couches limites.

Les résistances thermiques Ry, ; correspondantes sont de la forme :

h; S 1
(&) Runi = g (®) Runi = - (©) R = S

7

d) Les résistances Ryp v, Rn,1 et Rin 2 sont-elles en série ou en parallele? ...

e) Evaluer le flux thermique ®' & travers la vitre en tenant compte des pertes conducto-convectives si

hi=ho=5x102W - Kl - m 2

LB |[Entrainement 13.8) — Conducto-convectif en une dimension (II). 0

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T3
et lintérieur d’une maison (température Ts).

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis

par la relation de Newton. Avec une convection plus importante a Ext vitre Int
lextérieur due au vent, on peut considérer que T(0) = T7. V./)
T R T
Les températures et le flux thermique vérifient alors le systéme : ! Vth 2
¢ =hoS(T(L) — T5) 01 x
71 —T(L) = Rno.

Quelle est Pexpression de T (L) 7 «.ooveiiniiiiiiiiiiiii,
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[Entrainement 13.9] — Isolation thermique d’un mur. 00

€p €
<> <>
S¢=1,2m?
Stot = 7,5 1’112
Vue en coupe Vue de face

Un pan de mur de surface totale Syor = 7,5 m? est composé d’un mur de brique d’épaisseur e, = 20 cm, de
conductivité thermique A\, = 0,70 W -m~! - K1, et d’un isolant en fibre de bois d’épaisseur ¢; = 12 cm, de
conductivité thermique \; = 0,036 W-m~! . K1
Une fenétre de surface S; = 1,2m?, de résistance thermique Ry = 0,70 K - W™, est percée dans le mur.
La température intérieure est Ti,, = 20 °C, la température extérieure vaut To = 5 °C.

e
La résistance thermique d’une surface S plane d’épaisseur e est R, plan = S

Quelle est la valeur de la résistance thermique :

a) Ry dela brique? ............ b) R;delisolant? .............

¢) Parmi les montages suivants, lequel correspond & la situation étudiée ?

d) Quelle est la résistance thermique globale Ryp tor dumur? ..........................

e) En considérant que les échanges thermiques ne peuvent se faire qu’a travers cette paroi, quelle puissance
thermique ¢ doit développer le systéeme de chauffage pour maintenir cet écart de température ?

(a) 475 W (b) 475 W (c) 4,75kW
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(@) [Entrainement 13.10| — Igloo de survie. 00
Un alpiniste, surpris par le mauvais temps, décide de construire un igloo de survie.

Le volume de son igloo doit valoir 1 m?®:; il le construit avec des blocs de neige d’épaisseur e = 10 cm et de
conductivité thermique Apeige = 0,2W -m ™! K.

Il hésite entre trois formes d’igloo : un igloo cubique, un igloo cylindrique dont la hauteur est égale a son
rayon et un igloo hémisphérique.

a Rcyl
\ /
D
Igloo cubique Igloo cylindrique Igloo hémisphérique
- 1 3/ 3
Pour les calculs numériques, on prendra : — ~ 0,7 et {/ — =~ 0,8.
I 27
Pour que le volume intérieur des igloos soit de 1 m?,
a) quel doit étre le rayon de l'igloo cylindrique ? b) quel doit étre le rayon de I'igloo hémisphérique ?

¢) On souhaite déterminer la résistance thermique de chaque igloo. Associer a chaque igloo 1’expression
de sa résistance thermique.

0,8 0,9 1,1
[ / dr [ dr [ / dr
@ /] 3mar2 @ ) 2mar? @ ] 5a2
0,7 0,8 1

d) Aprés avoir calculé chacune des intégrales précédentes, quel igloo présente une résistance thermique

1
approximative de —K - W™17?

e) L’alpiniste dégage une puissance thermique de ¢ = 100 W.

En déduire la différence de température entre l'intérieur de 'igloo hémisphérique et I'extérieur en régime
permanent.
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[Entrainement 13.11] — Analogie électrique d’une habitation (I). 0

L’objectif de cet entrainement est d’approfondir I’analogie entre les phénomenes de conduction thermique
et les phénomenes électriques en étudiant une habitation dans sa globalité.

On constate que :

e le flux thermique ¢ est 'analogue de 'intensité du courant électrique (flux de charge électrique) ;

e la température 6 est I’équivalent du potentiel électrique;;

e un matériau ayant une capacité thermique Cyy, peut étre modélisé par un condensateur électrique;

e tout comme la résistance électrique traduit une relation de proportionnalité entre la différence de
potentiel et le courant électrique, la résistance thermique traduit la relation de proportionnalité entre
la différence de température et le flux thermique : Af = Ry, .

Une habitation est isolée de 'extérieur ol régne une température 6.(t) par une enveloppe isolante de
résistance thermique Ryy. A lintérieur de I’habitation, un systéme de chauffage apporte un flux thermique
¢; permettant d’atteindre une température intérieure 6;(¢). L’intérieur de la maison posséde une capacité
thermique Ciy,.

Parmi les circuits ci-dessous, lequel correspond a la situation étudiée? ..................

Rth

Ct h Rt h

A @ = On

777
Circuit () Circuit (b) Circuit (c)
L [Entrainement 13.12] — Analogie électrique d’une habitation (II). 00

a) Etablir Péquation différentielle sur 6; dans le cas du circuit @ de 'entrainement précédent.

Du fait de l’alternance jour/nuit, la température extérieure 6, peut s’écrire :

Oe(t) = Bep + Oo1 cos(wt).

b) Quelle doit étre 'expression du flux ¢; fourni par le systéme de chauffage pour maintenir une tempé-
rature intérieure constante égale a 6;y ?
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(@) [Entrainement 13.13] — Une résistance thermique en géométrie cylindrique. 000

T=20°C

T=20°C
Vue en coupe

Un mince tuyau métallique d’une longueur L et de rayon 1cm transporte de la vapeur a 100 °C. Celui-ci
est couvert par deux couches d’isolants :

e une couche (a) intérieure d’une épaisseur de 4 cm et de conductivité thermique 0,1 W - m- K
e une couche () extérieure d'une épaisseur de 2cm et de conductivité thermique 0,3 W - m~ ! KL

La température extérieure est de 20 °C.

La résistance thermique dans le cas d’'un flux radial est de la forme Ry, = In(ra/r1).

1
27 AL

a) Parmi les deux montages électriques ci-dessous, lequel correspond au systéme étudié ?

Ry
e -
100°C 20°C 100°C 20°C

7}7 Montage (@) 7;7 7;7 Montage (b) 7;7

b) Quelle est la température a l'interface entre les deux isolants ?

(a) 25,2°C (b) 30,2°C (c) 30,2°C (d) 35,2°C (e) 40,2°C

In(7)
In(5)

On prendra R L 2L
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Plus de diffusion thermique

[Entrainement 13.14)] — Choix d’un isolant. 00

La résistance thermique surfacique » d’'un matériau traduit sa capacité a résister a un flux thermique. Elle
dépend de I’épaisseur du matériau e et de sa conductivité thermique A, selon la relation

r=-e/\

Le déphasage thermique A7 définit le temps que met un front de chaleur pour traverser une épaisseur
donnée de matériau. Cette grandeur dépend de la masse volumique et de la capacité thermique massique

du matériau, selon la relation
e
AT =ey/—
T V 2w’

ou w est la pulsation excitatrice associée au front de chaleur.

La prise en compte du déphasage thermique est notamment utile pour le confort 1’été, en décalant au cceur
de la nuit plus fraiche I'arrivée de la chaleur recue par les parois extérieures durant la journée. Dans le cas
de l'alternance jour/nuit, on a w = 7,3 X 10~ °rad - s~ 1.

La consommation totale d’énergie primaire non renouvelable, communément appelée énergie grise, permet
de quantifier assez bien 'impact environnemental global d’un produit. L’énergie grise surfacique & d’un
isolant peut se calculer par la relation £ = pe€ ou &€ est ’énergie grise massique.

Isolants Conductivité thermique Masse volumique  Capacité thermique  Energie grise massique
A(W-m™ - K™ w (kg -m™?) c(W-m ' K™ £ (kWh - kg™ ")
Fibre de bois 0,037 150 2000 2
Bottes de paille 0,052 100 1550 0,1
Laine minérale 0,030 30 900 8
Vermiculite 0,050 300 950 0,8
Polystyrene expansé 0,032 20 1300 32
Polyuréthane 0,022 35 1000 30

Un maitre d’ceuvre doit choisir un isolant pour fabriquer un mur avec comme contrainte d’avoir
2 -1
r>270m* - K-W

et un déphasage
AT > 8h.

Apres avoir calculé ’épaisseur nécessaire pour vérifier la contrainte sur r et le déphasage correspondant, le
maitre d’ceuvre choisira l'isolant ayant ’énergie grise surfacique la plus faible parmi ceux qui vérifient les
contraintes ci-dessus.

Quel isolant choisira-t-i17 ... ... e

Fiche n° 13. Diffusion thermique 135



B |Entrainement 13.15| — En présence de source. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

On a alors :
=-A—¢é,.
JQ dz T
On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre x et x + dz :
dx
es
S
x x+dx

Le conducteur thermique est le siege d'une production algébrique volumique d’énergie de puissance pprod
(effet Joule, réaction chimique, etc.).

a) Donner lexpression de la variation d’énergie interne dU de la tranche dz du conducteur entre les
instants ¢ et ¢ + dt.

¢) Donner 'expression de I’énergie produite dans la tranche entre t et t + dt.

%& [Entrainement 13.16| — Transfert conducto-convectif latéral. o

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

— dT _, T (12 . .
On a alors jo = —A——e;. On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et

) dx
compris entre z et  + dz.
La paroi latérale du volume de section S est en contact avec un thermostat & la température Toyi. Le
flux thermique surfacique au niveau de la surface latérale vérifie la loi de Newton, i.e. est proportionnel a
T(xz,t) — Text (facteur de proportionnalité noté h). On note p le périmetre de la tranche de section S.

a) Donner 'expression de dU en fonction de la variation de température ........

b) Exprimer le transfert thermique algébriquement regu par la tranche dii aux transferts conductifs.
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¢) Quelle est I'expression de 1’énergie algébriquement regue au niveau de la paroi latérale dans la tranche
entre t et t +dt?

@ h(T(x,t) — Toxt)pda dt @ —h(T(z,t) — Toxt)pda dt @ 0
(b) (T (2,t) = Tex)S da dt () W(T(2,t) = Tex)S da dt () —h(T(x,t) — Text)p

d) En déduire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par T ...................

L |Entrainement 13.17 — Conducto-convectif en une dimension (III). 000

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T}
et l'intérieur d’une maison (température T3).

Ext vitre Int

4
v Ru| T3

7

0 L

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis par la relation de Newton. Si ’on
prend en compte les effets conducto-convectifs aux deux interfaces, on obtient le systéme :

¢ = h1S(Ty — T(0))
T(0) = T(L) = Reno
¢ =h2S(T(L) — T3).

a) Le profil de température est de la forme :

T, T,

Rth Rth
T2 T2

T1 Tl ‘
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En coordonnées cylindriques et sphériques

%{ [Entrainement 13.18] — Régime permanent en géométrie cylindrique (I). 000

On considére le cas d’isothermes cylindriques d’axe (O, €;).
Pour obtenir le champ de température et le flux thermique, il
faut adapter le volume élémentaire étudié aux symétries du
probleme. Pour cela, on raisonnera sur un cylindre évidé de
rayon 7, d’épaisseur dr et de longueur h.

a) Que vaut la variation d’énergie interne du systéme en
régime permanent ?

b) Qu’en déduire concernant le transfert thermique 6@ entre
tett4dt?

¢) Que peut-on déduire concernant le flux ®(r) = 2wrhjg(r) de ;5 a travers un cylindre de rayon r et de
hauteur h?

@ Le flux ®(r) décroit avec le rayon. @ Le flux ®(r) augmente avec le rayon.
@ Le flux ®(r) est indépendant de r.

On dit alors que fé est & « flux conservatif ». Cela permet notamment de le calculer pour tout cylindre de
rayon r connaissant les conditions limites.

d) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par T ................. ... ..

LB |[Entrainement 13.19| — Régime permanent en géométrie cylindrique (II). 00

On considére un cylindre évidé de longueur h, de rayon intérieur r; et de rayon extérieur ro. En régime
)
permanent, dans le cas d’isothermes cylindriques, la température est régie par 1’équation différentielle

dT Dy 1
T 27r§h;’ ou ®j est le flux thermique radial.
g 2 a) Les conditions aux limites imposent ®g et T'(r1) = T7.
%%\ ; s Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et ®g.
(‘/\, ST
A
AVAV N Y
T b) Les conditions aux limites imposent T'(ry) = T} et T'(r2) = Tb.
k‘/:’\J '\?y) Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et T5.
T(r

0S¢5

15
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%L [Entrainement 13.20] — Résistance thermique d’une canalisation. 0000

On considére une canalisation, de longueur L, comprise entre les cylindres de rayons r; et ro > r1, de méme
axe (Oz). Elle contient de l’eau a la température T, et est entourée d’air a la température T,,.

T. €z /™

T2

T.

On se place en coordonnées cylindriques et on considere la canalisation assez longue pour négliger les effets
de bord.

a) Quelles sont les dépendances spatiales du champ de température ?

@ T(r,0) @ T(z) @ T(r) @ T(z,0)

b) En déduire la forme du vecteur densité volumique de courant fQ.

(@) jo(2)Er ®) e (©) Ja(r)e: () jel2)e2

On consideére un élément de volume de co6tés dr, rdf et dz.

A g)et élément de volume est une portion de tube de champ de
2+ ds Jo entre deux portions d’équithermes de surface

628 =rdodz,

distantes de 6L = dr.

c¢) En déduire sa conductance thermique, c’est-a-dire la ca-
pacité du matériau a transmettre un flux thermique. Elle est
Y définie comme l'inverse de la résistance thermique.

On associe les éléments de volume précédents (représentés ci-dessus) de fagon a obtenir une couronne en
faisant varier 6 de 0 & 2.

d) Tl s’agit d’une :

@ association série @ association parallele

e) En calculant la bonne intégrale parmi celles proposées ci-dessous, déduire I’expression de la conductance
de cette couronne. La conductance est définie comme l'inverse de la résistance thermique.

™ Ndzrdé T dr
2 _ 2 _
ORECH _/0 dr ® 6 /0 Xdzr do
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On associe les couronnes précédentes de fagon a obtenir un cylindre évidé en faisant varier z de 0 & L.

f) Cette association de résistance thermique est une :

@ association série @ association parallele

g) En déduire la conductance de ce cylindre évidé ................. ... ...

On associe les cylindres précédents de fagon a obtenir la canalisation étudiée en faisant varier r de r1 a ro.

h) Il s’agit d’une :

@ association série @ association parallele

i) En déduire la résistance de ce cylindre évidé ............... .. ...

j)  En déduire ’expression du flux thermique sortant ® en fonction de T}, et T.

[Entrainement 13.21/ — Régime permanent en géométrie sphérique (I). 000

On consideére le cas d’isothermes T'(r) correspondant & des
spheres concentriques de centre O. Pour obtenir le champ de
température et le flux thermique, il faut adapter le volume
élémentaire étudié aux symétries du probleme.

Pour cela, on raisonnera sur une « coquille sphérique » : boule
évidée de rayon r et d’épaisseur dr, comme représenté ci-
contre.

a) Que vaut la variation d’énergie interne du systéme en N
régime permanent ?

b) Que peut-on en déduire concernant le transfert thermique
6Q entre t et t +dt?

¢) Que peut-on déduire concernant le flux ®(r) = 4nr?jg(r) de ]_45 a travers une sphere de rayon r ?

@ Le flux ®(r) décroit avec le rayon. @ Le flux ®(r) augmente avec le rayon.
@ Le flux ®(r) est indépendant de r.

On dit que jz; est & flux conservatif. Cela permet notamment, en connaissant les conditions limites, de le
calculer pour toute sphere de rayon r.

d) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par T.
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[Entrainement 13.22| — Régime permanent en géométrie sphérique (II).

On consideére une sphere évidée de rayon intérieur 1 et de rayon extérieur ro. En régime permanent, dans

dT Dy 1
le cas d’isothermes sphériques, la température est régie par ’équation différentielle e _ﬁ_z ou &g
r AT
est le flux thermique radial sortant.
a) Les conditions aux limites imposent ®q et T'(r1) = T7.
,? ? Déterminer T'(r) en fonction notamment de T} et ®g.
i hf
L AT
- T
T /\/» b) Les conditions aux limites imposent T'(ry) = T3 et T'(rq) = Tb.
g\:\J T(r) Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et T5.

Réponses mélangées
1

0 1,1 x 10°W () 0,53K- W1 5Q=0 (@) 45x1072K- W~
In(2
T(r)=T1+ (T2 — T1)1 é § en série (cub.,@) (cyl.,@) (sph.,@) @ @
n
AU = pe-Sdedt Ti4 22— = v - 0,
v pe ot Sdw 1+ 4\ ( T1> /\/_ dt Rtthh Rtthh (Rth¢ + )
oT 0T P 2w ALr
2 2 2 W) - T :
@ . \/h_S @ peo )\axz hS( (x,t) t) 0,7m o
T1 + Renha STo o
—rhs ¢+ ® ® © © © ® ® uc
h1
Rinh1S+ — o
h 1 o 0 1
e 2 T + I T @ @ et @ @ T(r) = T1 + m 111(7)
1+ — o + Rtph1 S 1+h—2+Rthhls
dU =0 %:de 32x10'K- W' B B T@=2Tuim ©
oT 0T
_3 .
@)\L 2% 10 ® @ @ @© pe 8)\8 — +Pproa oul ; 0,8m
2 T
A T, T, héri 2t
ln(rg/rl)( ) @ @ 0 Sphérique A— 92 7S drdt dU = uc ot Sdxdt
ar - @y 1 02T 2 Ar dz ar - @ 1
dr  AmAr2 )\8 g Sdvdl dr @ dr _h27r)\hr
1_ 1 =2 4 RyphaS
ks T1 1
T(r)=T1+(Ty —T1)5 1 @ @ T2 it hlhg T
s 1 14+ — 4+ RinhaS 1+ —= + RinhaS
( ) hi hi
djo In( 7 .
DprodS d:va dt —%S dx dt PV Les bottes de paille @
T 1
dU = ucEde dt @ @ R—th(ﬁio — Oop — 0oy cos(wt)) @

» |Réponses et corrigés page 261|
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THM3 Fiche d'entrainement n° 14 Thermodynamique

Transferts thermiques

Prérequis
Loi de Fourier : 7tn = —AgradT.

Vecteur densité de courant thermique

[Entrainement 14.1) — Dans un calorimétre. ]

Un systéme Sy est constitué d’un vase parfaitement calorifugé contenant initialement une masse m; d’eau
a la température 73 = 20°C. On y ajoute ensuite une masse mo d’eau a la température T, = 80°C
(systeme S3). On attend que 1’équilibre thermique soit réalisé.

a) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme Sy 7 ................

b) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéeme So? ................

¢) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme S; U Se? ...........

[Entrainement 14.2] — Une dalle en béton. 000

On considére une dalle en béton d’épaisseur e = 20 cm et de conductivité thermique A = 1,2W - m~! . K~*
séparant deux pieces d’une habitation.

X
e ' 3
C &
: 1
0 ® Lt 6_1; e_;

La température de la face inférieure contenant A est Th = 8°C et celle de la face supérieure contenant C
est Tc = 18°C. La température en un point M(z, y, z) du béton ne dépend que de x en régime stationnaire.
dT _,

Le vecteur densité de courant en M est 7, (M) = —/\d—ex.
x

a) Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies ?
(&) Tm(A)-&7 >0 @ 7 & >0
(®) Tm(B)-e: <0 (©) Twm(B)-& =0
(©) Tw(C)-& =0 ® 7 ey <0

b) Calculer || Ten(B)]| - - eereie e
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|[Entrainement 14.3| — Tuyau en cuivre.

On considére un tuyau cylindrique en cuivre d’axe (Oz) et de conductivité
thermique A = 400 W -m™! - K1 séparant deux fluides de températures
différentes.

En régime stationnaire, la température de la face interne contenant A est
Ta = 20°C et celle de la face externe contenant C est T = 10°C. Le profil
de température est alors, en coordonnées cylindriques,

TC — TA T
— ¢ In (—)
In (—) a
a
Les distances a ’axe sont a = 2 cm et ¢ = 4 cm.
Le vecteur densité de courant thermique en un point M est noté 7, (M).

SN 1
On donne grad f(r,0,2) = %e_; + ;%6_5 + %_z’ en coordonnées cylindriques.

T(T) =TA +

a) La direction de 7n(A) est : b) La direction de 7, (C) est :
@ ® ©s @c O ©s

¢) Donner le sens de 7Tn(A). d) Donner le sens de 7, (C).

e) Calculer | Twm(A)]| -...... f) Calculer | 7w (C)|| ..-....

Transferts thermiques conducto-convectifs

On considére une paroi solide fixe de température 7}, en contact
avec un fluide en mouvement de température différente T'. - T

Les transferts thermiques de la paroi vers le fluide peuvent étre
modélisés par la loi de Newton donnant le vecteur densité de Ty
courant thermique conducto-convectif :

Jee = h(Tp - Tf)ﬁp—n“v

R
> Npf

ou h est nommé coefficient de transfert conducto-convectif.

La puissance transférée par la paroi ¥ au fluide est Py, ; = // TeedST oy
b

On rappelle que la résistance thermique Ryy est le rapport entre la différence de température Ty — T3 entre
deux isothermes et la puissance thermique P;_,o transférée. Elle vérifie :
T —1T;
Ry = —.
Py
Fiche n° 14. Transferts thermiques 143



B |[Entrainement 14.4] — Unité ? o

En quelle unité s’exprime A7 ...

[Entrainement 14.5| — Puissance échangée par conducto-convection. 00

a) La résistance thermique conducto-convective associée a une interface de surface S est :

© Vis
1
& ® s

b) Un toit plat d’immeuble a une surface de 50m?. La température de air extérieur est de 25°C et le
coefficient de transfert conducto-convectif est h = 20 USI.

La puissance cédée par conducto-convection par le toit a I’air extérieur vaut 40 kW.

Calculer la température de la face du toit en contact avec I'air extérieur.

[Entrainement 14.6] — Ailette de refroidissement. 000

Une tige conductrice cylindrique de rayon a, de section S = ma?, de longueur L > a, de conductivité
thermique A, est en contact en = 0 avec un corps solide de température Ty stationnaire. Cette tige est
en contact avec l'air de température T, stationnaire.

dz
( (L O
To T,

a) L’élément de volume Sdx de la tige situé entre x et x + dx regoit une puissance de la part de l'air
égale a :

(a) W(T, — T(x))S (¢) MT, —T(x))2radz
@ T (z) —T,)S @ WT (z) — Ty)2madx

A
b) En posant b = Z—Z, on montre que T(z) = T, + (To — Ty)e™ /"

Exprimer la puissance thermique Py recue par la tige en = 0 en fonction de X, a, b, Ty et T,.
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Rayonnement thermique

Un corps noir de température T émet un rayonnement de puissance surfacique ¢ donnée par la loi de
Stefan p = oT*, oti o = 5,67 x 1078 W - m~2.K~* est la constante de Stefan.

[Entrainement 14.7| — Le Soleil rayonne. 000

On utilisera la loi de Stefan donnée en haut de la page.

Le Soleil, de rayon Re = 696 x 10® km, rayonne comme un corps noir de température Ty = 5772 K.

a) Calculer la puissance surfacique g a la surface du Soleil ........................

b) Calculer la puissance Pg émise par le Soleil ......... ... il

¢) La puissance radiative traversant une spheére de centre S (centre du Soleil) et de rayon r > Rg ne
dépendant pas de r, la puissance surfacique radiative o(r) est :

on onk on®) on(z)

d) La distance Soleil-Terre est Dst = 150 x 10° km. La puissance surfacique du rayonnement solaire recu
par la Terre est (en W -m™?) :

(a) 1,4 x 10! (b) 1,4 x 10 (c) 1,4 x 10° (d) 1,4 x 10*

[Entrainement 14.8] — Radiateur convecto-radiatif. 000

On utilisera la loi de Stefan donnée en haut de la page.

On étudie un radiateur de chauffage central, dont la température de surface est Ts = 60°C, en contact
avec l'air ambiant de température T, = 20 °C. On note S l'aire de l'interface radiateur-air.

Le radiateur et l’air rayonnent comme des corps noirs de températures respectives Ts et T,. Seuls les
échanges thermiques entre le radiateur et I’air sont pris en compte.

a) La puissance cédée par le radiateur & 1’air par rayonnement est :
() o(T, - T))S (o) o(T} +T)S
(b) o(T - 1T,)S (d) nulle

b) Ennotant h = 10 W -m~2 - K~ ! le coefficient de transfert conducto-convectif entre le radiateur et 1'air,
la puissance cédée par le radiateur a ’air par conducto-convection est :

@ h(Ta - TQ)S @ h(Ta + TS)S
(b) h(Ts —Ta)S (d) nulle

c¢) Calculer la surface S d’un radiateur fournissant une puissance totale de 1,0kW & l’air.
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Equation de la diffusion thermique

LB |[Entrainement 14.9 — Dimension du coefficient de diffusivité thermique.

Dans un matériau solide de diffusivité D, le champ de température T'(M,¢) en un point M & un instant ¢

vérifie ’équation de la diffusion thermique — = D AT

Quelle est la dimension physique de D7 ... .o i

ot

L |[Entrainement 14.10| — Echelles de longueur et de temps associées.

a) Les variations du champ de température T (M, ¢) au sein d’un matériau homogene de diffusivité D sont
caractérisées par une longueur caractéristique L et une durée caractéristique 7.

Quelle proposition est correcte ?

®-x

L

L L2 D
®) =173 Q=% D=1

b) Un ceuf de poule a une longueur comprise entre 5 et 6 cm et une masse entre 60 et 70 g alors qu’un
ceuf d’autruche a une longueur entre 15 et 20 cm et pese environ 1,6 kg.

Sachant que la cuisson a la coque d’un ceuf de poule dure 4 minutes, cuire un ceuf d’autruche a la coque
nécessite environ :

@ 12 min

(@) [Entrainement 14.11] — Prise en masse d’un mur de béton.

Un mur de béton est coulé entre une paroi rocheuse de tem-
pérature stationnaire T, = 20°C et un coffrage métallique
maintenu a la température 77 = 10°C.

Le mur de béton est d’épaisseur L = 1,0m et de conductivité
thermique A = 1,2W - K~ . m™!. La prise en masse du béton

roche béton

coffrage

est le siege d’une réaction chimique exothermique dégageant |
une puissance volumique p,,. 0

En régime stationnaire, la température T'(x) & 'abscisse z vérifie ’équation différentielle

a) Exprimer le profil de température T'(z) dans le béton .....

|

T

dzz ~ A

T
L

_Pv

b) La température est maximale & I’abscisse x; = 3L/10. L’expression de p, est :

(a) 3AL(Ty — Th) (¢) BAL(Ty — T1)
® A1) @ A -m)

c)
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[Entrainement 14.12| — Fusible en régime stationnaire. 0000

Un céble métallique cylindrique d’axe (Ozx), de rayon a, de section S = ma?, de longueur L, de conduc-
tivité thermique A et de conductivité électrique ~y, est parcouru par un courant électrique d’intensité I

L
stationnaire. Les deux extrémités en r = ia sont maintenues a la méme température Tj.

Lorsque ce céble est latéralement calorifugé, la température T'(x) a 'abscisse z vérifie, en régime station-
naire, I’équation différentielle :
d?T B I?

dz? Ay S%

a) Exprimer le profil de température T'(x) dans le cable.

b) Quelle est abscisse du lieu ou la température est extrémale ?

¢) Donner 'expression de cette température extrémale.

On note Jn(z) le vecteur densité de courant thermique de conduction a 'abscisse x.

d) Quelles propositions sont vraies ?
@ Jth<_2)'ez>0 @ ]th(2)'ez>0
@ jth(_Q)'ea:<0 @ ]th(Q)'e$<0

Associations de résistances thermiques

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) sont en association série lorsque la puissance thermique traverse
le conducteur (1) puis le conducteur (2) avec une surface de jonction isotherme. La résistance thermique
équivalente Ry est alors la somme des résistances thermiques de chaque conducteur. On a

Rin = Rin1 + Ren 2.

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) en association paralléle ont des faces communes a la méme tempéra-
ture : ils sont donc soumis a la méme différence de température. La conductance thermique Gy, équivalente
est alors la somme des conductances thermiques de chaque conducteur. On a

1
G = o= Gin,1 + Gin,2-
th
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(@) [Entrainement 14.13] — Mur de béton. 000
On considére un mur en béton d’épaisseur e = 30 ¢cm, de hauteur h = 2,5m et de longueur L = 10 m.

Les deux faces verticales isothermes de ce mur sont en contact avec l'air et sont a des températures
différentes T et T5.

Lorsque |T7 — T»| = 10 K, la puissance thermique traversant le béton est P = 1,0kW.
On rappelle que la résistance thermique d’un matériau de méme géométrie que ce mur est

e
Rin =
S’

ou e est Iépaisseur, S laire des sections isothermes et A la conductivité thermique du matériau.

La résistance thermique Ry, est le rapport entre la différence de température 77 —T5 entre deux isothermes
et la puissance thermique P;_,o transférée : on a
T — Ty

Ry = .
th P1—>2

a) Calculer la résistance thermique de conduction du mur ..........................

b) Calculer la conductivité thermique A; dubéton .................. ...

On isole ce mur avec une plaque de polystyréne de conductivité Ao = 4,0 x 1072 W -K~! . m™! afin que la
puissance thermique traversant le mur isolé soit divisée par 5 pour le méme écart de température |17 — T5|.

c) Calculer I’épaisseur d’isolant nécessaire .............cooiiiiiiiiiiiiiiiiii...

[Entrainement 14.14] — Ouverture dans un mur. 000

On considére un mur de surface S, et de conductance thermique G,,. On souhaite percer ce mur afin
d’installer une fenétre de surface S; et de conductance thermique Gy. On rappelle que la conductance
thermique est I'inverse de la résistance thermique : G = A\S/e pour un matériau de conductivité thermique A,
d’épaisseur e et de section S.

a) La conductance thermique G}, du mur percé (mur seul aprées installation de la fenétre) est :
Sm — Sf S
= __=2ra., =Lan, Gy — Gy Gm
® ® 3 © Gn=G; @

b) La conductance thermique G du dispositif (mur et fenétre) apres installation de la fenétre est :
S
(&) Gm + Gy @Gm<1—5f>+af

Gme @ GmSm + Gfo
Gm—‘rGf Sm—‘rSf
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Encore un peu de rayonnement thermique

Un corps noir de température T émet un rayonnement de puissance surfacique ¢ donnée par la loi de
Stefan o = oT*, oti o = 5,67 x 1078 W - m~2-K~* est la constante de Stefan.

|[Entrailnement 14.15| — Loi de Wien. o
1 [ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T B
0,8 - B
Le Soleil émet un rayonnement a large spectre. é 061 i
La figure ci-contre donne le graphe du flux sur- g
facique spectral normalisé en fonction de la lon- E 04l |
gueur d’onde.
On considere le Soleil comme un corps noir. 0,2} N
Ll Ll Ll Ll
0 0,5 1 15 2
A en pm

a) Mesurer la longueur d’onde ), correspondant au flux surfacique spectral maximal .....

b) D’apres la loi de Wien, on a A, T = 2898 um - K.

Calculer la température de surface du Soleil ....... ... .. i

¢) Le corps humain a une température de 310 K. En le considérant comme un corps noir, quelle est la

longueur d’onde X, de son rayonnement maximal? .. ........e et
m

|[Entrainement 14.16| — Température de 1’atmosphére terrestre. 00
L’atmosphere est modélisée par un corps noir rayonnant o Sl T@a

une puissance surfacique ¢,. Le rayonnement solaire a 1’en-

trée de I'atmosphere terrestre a une puissance surfacique Atmosphere

moyenne po = 342W - m~2. L’atmosphére en absorbe la

partie pg. L’atmosphere absorbe aussi la puissance surfa- ‘PTT J@a

cique 7 provenant de la Terre.
a) A partir du bilan énergétique de Patmosphére en régime stationnaire, la puissance surfacique ¢, est :

@¢T+<Ps @SDTTM
2(pr + vs) b )
@ T s @ 5

b) Calculer la température de atmosphere Ty . ...ovini i
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Réponses mélangées

2
14x10°W-m™2 260K )\%(TO ~7,)  050pm  65°C  (b)

5 2 A = Pu _ A
29%x10°W - m @ Méme sens que e, 2)\1‘(L z)+ (Th TO)L + T

’ . 12 L2
négatif ®) () et © 1,5m? @ © 0 Ty + WS s
nul Meéme sens que €, 9,35 pm @ @ 4,0cm @ @
®  60W-m™? 60W - m~2 12W-K ' m! 1,0 x 102K - W1

. 2 L\’
@ @ positif @ 3,8 x 10> W To + 27)\—52 <<§> — x2)

®» ®et(c) W-K'm? 629MW-m? 58x10°K  L*.T!

» [Réponses et corrigés page 269
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ELC1 Fiche d'entrainement n° 15

Signaux

Prérequis
Continuités imposées par les bobines et condensateurs.
Comportement des bobines et condensateur & HF et BF.

Pour bien commencer

Electronique

B |[Entrainement 15.1] — Un peu de calcul intégral. 00
Calculer les intégrales suivantes si T' = 27 /w est une constante homogene & un temps.
Iy I
a) T /0 cos(wt)dt ......... c) T /0 tcos(wt)dt ........
1 T
b) = cos?(wt)dt ........
) 7] cosn
Régimes transitoires
L |Entrainement 15.2] — Premier/second ordre. L)
Soit les deux courbes s1(t) et so(t) respectivement & gauche et & droite sur la figure ci-dessous.
s1(t)y 52(t)
6 —— 6 —
-4 // 4 /
e TR |
N y 7 /
2 1 | t1t2-3 4 5 8§ 9 to2 1 123 a4 5. ) t
Parmi les propositions suivantes,
ds s FE ds s FE d?s 5 )
@dt T T dt+7_7 @@—i—wos:on
ds s d®s  wpds 9 9 d®s  wods 9 9
22— — + —=—twis =wiE — — —=— twis =wyFE
b 5 +-=0 @ @t gaq tebs=u ® a2 g THE=
ou (1,wo, Q, F) € (Ri)4, laquelle correspond & :
a) s1()7 b) $a(t)? oo
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%& |Entrainernent 15.3| — Stabilité d’un systéme linéaire continu invariant. 00

Qualifier de « stable » ou d’« instable » les systémes décrits par les équations différentielles suivantes. Les
signaux s, r et v sont les signaux de sortie des systemes étudiés tandis que le signal e est un signal d’entrée.
Toute autre notation renvoie a des constantes strictement positives.

d?s 9 ds
a) @ = OS ............ b) Ta + S=—€ ..... ...
d2
c) ditg — WA = =GOSO SI 0 > /2 L
d%s  wy ds .
d) @ + 6(1 — H()A)a +w§s = w%e S1 H()A < 1 ..............................
d?v 1 L\ dv 1 R L
—+ —|RC——=|—=+-—F|1-——)v=0si R tR< — ...
°) dt2+LC< r)dt+LC( r)” SAoreatsie
[Entrainement 15.4] — Continuité (I). 00

On consideére le circuit ci-contre. L’interrupteur K est ouvert
depuis tres longtemps. On le ferme a 'instant ¢t = 0.

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit a ET
I'instant ¢t = 07, I'instant ¢ = 07 et lorsque ¢t — +o0.

Etudiant ®) :

i(07) =E/R
ir(07) =0
ic(07) =E/R
uc(07) =0

b) A t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ................

Etudiant @) : Etudiant ® : Etudiant © :

]

z:(0+) =0 i(0") =E/R z:(0+) =0
1.3(04“) =E/R ir(0%) =0 ;R(0+) =E/R
ic(07) =-E/R ic(0Y) =E/R ic(0t) =0
Uc (0+) =F UC (0+) =0 uc (0+) =E

¢) A t=+o0, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ...............

(Etudiant @ : w ( Etudiant ® : w (Etudiant © : w
Z:(OO):E/(R+T) i(c0) =FE/R i(co) =FE/r

ir(c0) = 0E/(R+?") ig%(o)o) = ]/E/R ZE%(O)O) = é/R

ic(o0) = ic(00) = 0 ic(o0) = B/r — E/R
uo(o0) = 1 uc(o0) = 0 uc(o0) = E
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[Entrainement 15.5| — Continuité (II). 0000

On consideére le circuit ci-dessous.

L’interrupteur K est ouvert depuis tres longtemps. On le ferme a l'instant ¢ = 0.

1 19

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit :
e alinstant t =07,
e 3 linstant t = 07,

e lorsque t — 400.

a) A t =07, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

:
]
j

Etudiant © :

i(07) = E1/2R
i1(07) =0
i2(07) =0

Etudiant ® :

i(07) = E1/R
i1(07) = E1/R
i2(07) = E/R

Etudiant @ :
i(07) = E1/2R
i1(07) = E1/2R
i2(07) =0

b) A t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

(Etudiant @ : - (Etudiant © : w
N (Etudiant ® : W -
i((07) = F1/R i((07) = F1/2R
=R () = 1 /2R O B ok,
0w(0) = —5— i1 (0%) = By /4R nw(0) = —p—

— CinHY -
22(0+):2E23RE1 ZQ(O )—E1/4R Z2(0+):2.E24]%-E1

c) A t = +o00, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ..........

- - /Etudiant ©: h
(Etudiant @ : w (Etudiant ® : w B E
. 1 2
_ E) + By , Ei+ E» i(00) = —p—
i(o0) = 3R i(00) = SR . ob — B,
i1(00) = E1 /3R i1(00) = E1 /2R i1(00) = —5—
ZQ(OO) = EQ/?)R ’LQ(OO) = E2/2R 22(00) _ 2E2 - El
- 3R J
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Reégimes oscillants forcés

(@) I[Entrainement 15.6] — Qui est-ce (I) ? [

Un étudiant a mesuré la tension et l'intensité électrique traversant un dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-dessous.

=
~
=
—
H;>
N

<
[

e .

= —
!

o v

ot ~

E)

»n

~

+
'
—_

Un peu étourdi, il a oublié si ces courbes correspondent a celles mesurées aux bornes d’un condensateur
ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Quelle est lamplitude de l'intensité ? b) Quelle est 'amplitude de la tension ?

c) Quelle est la fréquence des SIgNAUX? . ... .o.ieit i

d) Comment est la tension par rapport a Uintensité électrique ?

e) Le déphasage de la tension par rapport a l'intensité vaut :

_g @ +g @ -7 @ +

f) Le dip6le étudié est alors :

@ une bobine d’impédance jLw

@ un condensateur d’admittance jCw

g) Le cas échéant, déterminer la valeur de la capacité ou de I'inductance de ce dipole.

1
On prendra — =~ 0,32.
™
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(@) |[Entrainement 15.7| — Qui est-ce (II) ?

Un étudiant a mesuré la tension et
I'intensité électrique traversant un
dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-contre.

Un peu étourdi, il a oublié si ces
courbes correspondent a celles me-
surées aux bornes d’un condensa-
teur ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Comment est la tension par rapport & l'intensité électrique ?

@ en avance

b) Le déphasage de la tension par rapport a l'intensité électrique vaut :

© -n

Vs ™
) ® +3

¢) Le dipéle étudié est donc :

@ une bobine d’impédance jLw

@ en retard

@ +n

d) Le cas échéant, déterminer la valeur de la capacité ou de I'inductance de ce dipdle.

1
On prendra — =~ 0,16.
2w

[Entrainement 15.8) — Caractéristiques d’un montage RL (I). LY

On considere 'association de dipéles ci-contre.

a) L’impédance de cette association est de la forme : U

@ 7= Rk

T (b) Z=R+jLw

1
=R+ —

@ - jLw

On note Uy et Ij les amplitudes respectives de la tension u(t) et de I'intensité électrique i(¢). On note ¢ le
déphasage de la tension par rapport a Uintensité électrique (c’est argument de Z).

b) Les grandeurs L et R vérifient le systéme :
R? 4+ (Lw)® <Uo>2 =
(LRw)? Iy
L ta (77 + ) @
= tan( =
R 2 Y

O,

- (%3.))2 - (%)2

@ | & @)2
)

— = — =t
Riw ) g (e
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B |[Entrainement 15.9] — Caractéristiques d’un montage RL (II). 000

La tension u(t) et l'intensité électrique
i(t) de I’association série d’une bobine et
d’un conducteur ohmique sont mesurées
expérimentalement (courbes ci-contre).
L’impédance de ce montage est

Z=R+jLw.

On peut montrer que R, L et w vérifient
le systeme :

R? 4 (Lw)? = <U°)2

ou Uy et Iy sont respectivement les amplitudes de la tension u(t) et de l'intensité électrique i(t) tandis que
 est le déphasage de la tension par rapport a l'intensité électrique.

a) La pulsation des signaux est :

(a) 898 x10°rad-s" (D) 8,98 x 10°rad-s™'  (c) 8,98 x 10" rad -s™"

b) Quelle est la valeur du décalage temporel dt entre lextinction de la tension et celle de Iintensité
électrique 7

¢) Le déphasage ¢ de la tension par rapport & Uintensité électrique vaut :

@ grad @ —g rad @ %77 rad @ —%w rad

En résolvant le systeme, déterminer :

d) la valeur de la résistance R ....... e) la valeur de l'inductance L .......
B [Entrainement 15.10] — Equivalents. 00
On considere les trois fonctions de transfert suivantes :
. . 1+ 2jx . 2 + 3jx
H =—— H =——— e H =
o) = T m gy H2Uo) =75, ot Hs()

. 1\’
1+5J(x—>
x

Pour chacune des fonctions de transfert, trouver un équivalent de la forme Az"™ au module des fonctions
de transfert, ot A € R et n € Z sont deux constantes a déterminer.

a) |Hy(jz)| pourz —0 ..... d) |Ha(jz)| pour z — oo ...
b) |Hi(jz)| pour z — oo ... e) |Hs(jz)| pourz -0 .....
¢) |Ha(jz)| pourz —0 ..... f) |Hs(jz)| pour z — oo ....
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Analyse spectrale

L |Entrainement 15.11] — DSF d’un signal triangulaire. 00

L’oscillogramme d’un signal triangulaire u(t), d’amplitude U et de période T, est représenté ci-dessous.

¢) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale f du signal? ..................

T T
d) Laquelle des propositions ci-dessous décrit le signal triangulaire sur 'intervalle {—2, 2] ?
1+4¢/T) sitel0,T/2]
@) u(®) { 1—4t)T) site[-T/2,0] (© ult) =

i [ 1—2t/T) sitel0,T/2]
U( [~
U(1—4t/T) site0,T/2]
®U( ={ U(l+4t/T) site[-T/2,0] @u(t):{

U(

U(l+2t)T) site|-T/2,0]
U1 +2t) sitel0,7/2]
U(

)
)
)
) 1-2t) site[-T/2,0]

Le signal triangulaire peut se décomposer en série de Fourier :

u(t) = ag + Z an cos(2mnft) + b, sin(2anf t),

n=1

avec ao la moyenne de u(t), a,, et b, les coeflicients des harmoniques définis par :

T
ap, = %/0 u(t)cos(n2mft) dt = —/ )sin(n2nft) d

€) QUE VAUL G0 7 ottt

Ici, il est admis que, pour tout n € N, b,, = 0 et
4 [T/2
ap, = —/ u(t) cos(2mfnt) dt
T Jo

f) A T’aide d’une intégration par parties, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes :
@ an = 0 si n pair @ an—Osinimpair
@ 8U 1 si ai @ a si n impair
an = — —5 si n pair - -
T 22 p n p
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¢) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal triangulaire ?

an an an

[y 8U £y SU Y

'Y = e =1

8U | 2 | a2 |
w2 | 1 |
4 ao 1

ao; T ® e eo:n —f—r—f—'—f—.—f—‘—»n ao; ‘
0 3 5 7 9 0 3

0123456789

B |[Entrainement 15.12| — Spectre d’un signal carré. 00

L’oscillogramme d’un signal carré s(t), de moyenne sg, d’ampli-
tude Sy, et de période T, est représenté ci-contre. 0.3 ﬁs(t) (V)

Par lecture graphique, déterminer les propriétés du signal :

-20 0 20

d) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale v du signal? .........................

Le signal carré peut se décomposer en série de Fourier :

oo
S(t): Z @eQO/t?

n=—oo

avec ¢, les coefficients complexes des harmoniques définis par :

L
T

Cn =

T
/ s(t)e™ ™2™t At pour n € Z.
0

e) A laide de la définition de la valeur moyenne, déterminer la valeur de [

f)  En remarquant que s(t € [T/2,T]) = 0, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes

pour n # 0 :
@cﬂ:OSinimpair @cﬂ:OSinpair
25m1 . . 25m 1 | .
@ ¢, = —— — si n impair @ ¢, = ——— — sin pair
— im n — m
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g) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal carré? ....

® ® ©

|en | len len |
x A [y
50 @ S0 @ T
2S5m
™
25m
™
n n
01234567289 0123456789 0123456789
(@) [Entrainement 15.13] — Fréquence d’échantillonnage. L)

L’acquisition du signal s(t) ci-dessous est effectuée en I’échantillonnant en N points équidistants répartis

sur un intervalle [0, tmax]-

Signal s(t)

T T T T
0.00 025 050 075 100 125 150
Temps t (s)

a) Quelle est la fréquence f dusignal? ... .. ... i

On effectue cette acquisition sur trois durées t,,. différentes.

Les spectres ainsi obtenus, similaires mais pas parfaitement identiques, sont représentés ci-dessous.

1.50 <
15+
15+ 1.25+
] o © 1,004
2 101 g 107 £
£ £ £ 0751
g 0.5+ 5 0.5 E 0.504
0.25 o
0.0 0.0+ 0.00 -
v T T T ¥ T T T T T T T ¥ T v T T
0 2 4 6 8 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
fréquence f(Hz) fréquence f(Hz) fréquence f(Hz)
(@) N =500 Thnax = 30,05 (b) N =500; Tpax = 40,0 (©) N =500; Thax = 52,05

N
Quelle est la fréquence d’échantillonnage f, = T dans les conditions expérimentales du spectre :
max
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D’apres I’analyse de Fourier, un signal périodique se décompose en une somme de signaux sinusoidaux dont
les fréquences sont des multiples de la fréquence du fondamental, fréquence du signal.

e) Lequel des spectres (@, @ ou @) vérifie cette propriété? ........................

f) Comment s’appelle leffet responsable des différences entre ces spectres? ............

g) Quelle condition doit étre remplie pour ne pas observer ce phénomene ?

@) fe=f
®) fo=2f

=
@ fe = nf, ou n est 'harmonique qu’on souhaite observer
=

@ fe = 2nf ou n est 'harmonique qu’on souhaite observer |:|

\%

B |

Entrainement 15.14] — Filtrage numérique. 00

Un filtre, d’entrée e(t) et de sortie s(t), posséde une fonction de transfert H = , avec Hg > 0 un

Hy
I+j=
terme identifié au gain statique et wy la pulsation caractéristique du filtre.

a) A T’aide d’une analyse qualitative de la fonction de transfert, déterminer la nature et Pordre du filtre :

@ passe-bas d’ordre 1 @ passe-haut d’ordre 2
@ passe-bas d’ordre 2 @ passe-bande d’ordre 2
@ passe-haut d’ordre 1 @ coupe-bande d’ordre 2

Une chaine d’acquisition permet de numériser respectivement les signaux analogiques e et s en des signaux
numeériques e, et s,, définis par :

en=e(t=1t,) et s,=s(t=ty),

ou t, = nT, et ou T, est la période d’échantillonnage et n le numéro d’un échantillon.

¢) En approximant la dérivée par un taux de variation entre ¢,1 et ¢, (schéma d’Euler explicite), laquelle
des relations de récurrence proposées ci-dessous permet de calculer la suite s,, pour tout n si sg est connue ?

@ sp = (1 = Tewo)Sn+1 + TewoHoepn41
(b) snt1 = (1 = Tewo)sn + TewoHoer,
@ Snt+1 = 8n + TewoHpen 11

@ Sn+1 = Sn + TewoHopen,
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B |[Entrainement 15.15 — Démodulation d’amplitude.

Le signal u(t) modulé en amplitude est émis sous forme d’onde radio contenant les fréquences f,, fp + fm

ainsi que fp, — fm.

Une antenne capte ce signal, mais également du bruit contenant les fréquences f,, fv, fc, fa et fe.

Le spectre du signal u;(t) généré par I'antenne est tracé ci-dessous.

Bruit  Antenne
amplitude r ¢ IR K7
T e Jp=Fm ; "”” Filtre Mélangeur Filtre
T i Jd
0l Ip » Onde radio passe-bande passe-bas
T fe fo U1| U2 | =< us3 Ug | =< Us
{ B HEEAN —~— —
T (N S 4 | < =
- - - /
1 ¢ P . , . u
L f (kH2) Pré-amplificateur s
0 100 200 300 400 500 GBF

Le signal uq (t) capté est envoyé successivement au travers :

e d’un pré-amplificateur de gain A = 10,

d’un filtre passe-bande idéal de bande passante [175kHz, 225 kHz],

e d’un mélangeur produisant un signal uy(t) = kus(t) x uj(t) avec k = 0,1 V™! et uj(t) = U, cos(27 fyt),

e d’un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f. = 60 kHz.

Les spectres des signaux us(t), ug(t), us(t), us(t) et us(t) sont représentés

ont été retirés pour plus de clarté.

ci-dessous. Les titres des axes

T + T
100 - 100 10
T - T
1 . { 1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
100 ® 100 ®
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Attribuer un des spectres proposés ci-dessus & chaque signal :
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B |Entrainement 15.16| — Figure de battements, modulation d’amplitude.

Une station de radio émet un signal modulé en amplitude :
u(t) = Up cos(27 fpt) x (1 + mcos(27 ft))

avec fr, la fréquence du message sonore transporté par la porteuse, de fréquence f, et d’amplitude Uy,
avec un taux de modulation 0 < m < 1.

Numériquement, f,, est trés grande devant f, ; ainsi, u(t) peut étre vu comme un signal oscillant « rapi-
dement » a la période T}, entre les enveloppes

uy(t) = +Up[1 + mcos(27 fint)] et —U,[1 4+ mcos(27 fut)],

des fonctions oscillant « lentement » a la période Ty,.

12 —M

0,28

ne |
0,12 0,16 0,24
t (ms)

0,04 0,08

N

A Taide d’une lecture graphique de 'oscillogramme, déterminer la valeur des grandeurs suivantes :

a) T .. b) T, .. c) Uy .. d) m ...
En déduire les fréquences caractéristiques du signal u(t) modulé en amplitude :
€) o e ) T
Réponses mélangées
10z 01V instable (@  4a7? 45 4 wos = Hywoe B
5 ) 1 0S = Ilowo
stable 12° 10kHz @ @ et @ 20ms 1ms @ @
. 2 4
instable 2V 0 @ et @ @ 53: @ 0 B @
instable A 0,1V @ Repliement de spectre @ 333 Hz 500
16,7 Hz (@) 1Hz (@ © 50 Hz (@) 200kHz 0 0,75 A
01V (@ 06 4V  25mH (@ ¢ (© ( ()
@ gxo stable @ @ 0,1 ms D 1,6 pF 7mH @
2 0 0
125Hz  0.005ms  Zx 4 © ® 961Hz (@ (@ 10V

» [Réponses et corrigés page 273
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ELC5 Fiche d’entrainement n° 16 Electronique

Circuits logiques

Pour bien commencer

c.;,k [Entrainement 16.1] — Bataille de mémoires. )

On quantifie 'espace mémoire d’un support de stockage d’information en nombre d’octets, mais il existe
deux systemes d’unités différents en fonction du multiple choisi.

On distingue :

e les kilooctets, mégaoctets, gigaoctets et téraoctets, qui sont basés sur des multiples de 10 :
> lko=1x10%0
> 1Mo=1x 100
> 1Go=1x10"0
> 1To=1x10"0

e les kibioctets, mébioctets, gébioctets et tébioctets, qui sont basés sur des multiples de 2 :
> 1Kio =20
> 1Mio =2%0o
> 1Gio=2%0
> 1Tio=2%0

a) Quel est le fichier MP3 le plus volumineux ?

(a) 3746ko
(b) 3221Kio
(c) 3,746 Mio

b) Quel est le jeu le moins volumineux ?
(a) 4,588 Gio
(b) 2 x 4,482 Mio
(c) 2'% x 4,653 Mo

¢) Quel ordinateur a la plus grande mémoire ?

(a) 2% x 2,845ko
(b) 2'° x 1,368 Gio
(c) 2° x 0,158 To
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Ecriture d’un nombre

[Entrainement 16.2] — Encodage : du décimal au binaire. 00

Afin d’encoder un entier de la base décimale, par exemple 78, vers la base binaire, on utilise le principe
suivant : on effectue la division euclidienne par deux du nombre & encoder et on réitere I’'opération avec le
quotient obtenu jusqu’a obtenir 0. Par exemple :

78/2 reste 0 39/2 reste 1 19/2 reste 1 9/2 reste 1 4/2 reste 0 2/2 reste 0 1/2 reste 1 0.

La lecture de droite a gauche des restes obtenus permet d’écrire le nombre binaire correspondant : 1001110.
Déterminer I’encodage dans la base binaire des entiers suivants :

a) 12 b) 35

(a) 1000 @ 1100 (c) 1101 (a) 100101 @ 100011 (¢) 100111

e) Combien de valeurs peut prendre un octet (nombre binaire composé de 8 chiffres) ? ....

[Entrainement 16.3| — Décodage : du binaire au décimal. o

Pour décrypter un nombre binaire, par exemple 1101, et I'exprimer dans la base décimale, on utilise le
principe suivant : chaque chiffre du nombre binaire correspond a un coefficient associé a une puissance
de 2. Cette puissance dépend de la place du chiffre dans le nombre : le chiffre le plus a droite est a la
position 0 et est le coefficient associé & 2°; le chiffre le plus & gauche est & la derniére position p et est le
coeflicient associé a 2P. Par exemple :

1101 5 1x 22 +1x2240x2'4+1x2°=13.

La somme des puissances de 2 pondérées par les coefficients 1 ou 0 de 1101 donne 13.
Déterminer les nombres décimaux correspondant aux nombres binaires suivants.

a) 1111 c) 101010

(a) 13 (b) 15 (o) 17 (a) 42 (b) 54 (c) 68

b) 10101 d) 10111101

(a) 17 (b) 19 () 21 (a) 181 (b) 189 (c) 193

101010

t en binaire le résultat du calcul ———— 7
e) Que vaut €n binailre le resulta u calcu 1111_1101
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L [Entrainement 16.4] — Mystérieux 121... o

L’écriture d’un nombre repose sur une décomposition en puissances successives d’'un nombre appelé base.

Par exemple, le nombre 1908 en base 10 s’écrit 1908|19 = 1 X 10 +9 x 102 4+ 0 x 10! + 8 x 10°.
Autre exemple : on a égalité 1642|; = 1 x PB4+6xT+4xT +2x7°.

Donner la décomposition des nombres suivants :

¢) Quelles sont les relations correctes ?

(a) 121} # 1213 (c) 1213 = 16|10
(b) 3|121 = 10|12 @ 121], = 121|3

d) Donner la décomposition du nombre 121], en base b>2 ..................

e) Quel nombre x > 0 vérifie 2% = 121|, pour b > 2?

(a) b (b) v (c)b—1 (D b+1

Logique et tables de vérité

Les fonctions logiques
Nom de le fonction || NON A AETB AOUB
Symbole logique A ANB AUB
Formule logique 1-A Ax B A+B—-AxB
L |Entrainement 16.5] — Calculs logiques et lois de Morgan. 00

Etablir les formules logiques des écritures symboliques suivantes :

a) AUB .....occoiiiiiiiii, b) ANB ...,

e) Quelles sont les relations correctes ?
(a) ANB=ANB (©)
(b) ANB=AUB (d) AUB=4

Plusieurs réponses sont possibles.
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[Entrainement 16.6] — Des tables de vérité.

On considére les quatre tables de vérité de portes logiques suivantes.

Porte OR
Al B | S
010 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1
Porte NOR
A | B | 83
010 1
171010
0|11]0
1 1 0

On consideére aussi quatre formules a leur attribuer :

1)S=1-AxB
(2)S=A+B-AxB

Porte AND
A| B | S,
0|01 O
1101] 0
0|10
111 1
Porte NAND
A| B | S,
0|01 1
11011
0|1 1
1]11]0

3)S=1-A-B+AxB

@S:AXB

Attribuer a chaque porte logique la formule correspondante.

a) Porte OR ........... ...

b) Porte AND ...,

c) Porte NOR

d) Porte NAND

e) On applique la formule S =1— A — B+ A x B, en remplagant A par Sy et B par Ss.

Quelle table de vérité obtient-on ?

®
A| B|Sy|S3| S
00| O 1 |1
110]0 011
0|10 010
17111 010
©
A| B | S | S| 8
0|00 110
110]0 011
0|10 0|1
171711 010

®)
A| B | S| S| S
0]01] 0 110
1700 010
0O|1] 0 0|1
111]1 0|1

@
A|B|S |5 |S
0]01] 0 1|1
1700 010
0]11]0 0|0
1111 0|1
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Circuits de logique combinatoire

On rappelle les tables de vérité des fonctions logiques OR, AND, NOR, NAND, XOR et XNOR :

Porte OR Porte AND Porte NOR Porte NAND Porte XOR Porte XNOR
A | B | S A| B | S A| B | S3 A| B | S, A | B | S A | B | Sg
001 O 0|01 O 01011 0|01 1 0101 O 01011
1101 1101] 0 1]10]0 11011 110 1 1]10]0
01 1 0|10 0O[11]0 0|1 1 01 1 0O|11]O0
1|1 1 1|1 1 1|111]0 110 1]11]0 1|1 1
[Entrainement 16.7] — Un circuit logique.

On considere le circuit électrique ci-contre.

Il est composé de deux types de transistors qui fonctionnent
comme des interrupteurs commandés en tension.

Le type 1 est considéré comme un interrupteur ouvert ou un in- Vae

terrupteur fermé si sa tension d’entrée est respectivement nulle
ou non nulle. Le type 2 est considéré comme un interrupteur
fermé ou un interrupteur ouvert si sa tension d’entrée est res-
pectivement nulle ou non nulle.

type 1 type 1

Déterminer la valeur de la tension de sortie Vg en volts dans le cas ou les tensions d’entrée sont telles que :

a) Va=0VetVg=0V .......... ¢) Va=0VetVg=1V ..........

b) Va=1Vet V=0V .......... d) Va=1Vet V=1V ..........

e) S’agit-il d’'une porte OR, AND, NOR ou bien NAND? ... . ...t

[Entrainement 16.8] — Bis repetita. 00

On considere le circuit électrique ci-contre. tVe=1V
type 1

Il est composé de deux types de transistors qui fonctionnent w

comme des interrupteurs commandés en tension.

Le type 1 est considéré comme un interrupteur ouvert ou un in- Vae

terrupteur fermé si sa tension d’entrée est respectivement nulle
ou non nulle. Le type 2 est considéré comme un interrupteur
fermé ou un interrupteur ouvert si sa tension d’entrée est res-
pectivement nulle ou non nulle.

Déterminer la valeur de la tension de sortie Vg dans le cas ou les tensions d’entrée sont telles que :

a) Va=0VetVg=0V .......... ¢) Va=0VetVg=1V ..........

b) Va=1Vet V=0V .......... d) Va=1Vet V=1V ..........

e) S’agit-il d’'une porte OR, AND, NOR ou bien NAND? ... . ... it
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[Entrainement 16.9] — La porte mystére. 00

On associe deux portes NO, deux portes AND et une porte OR selon une configuration représentée ci-apres
en utilisant les notations européenne (a gauche) et américaine (& droite) :

A 1 A
&
o i
>1 -5 S

H e I
a) Quevaut SsiA=B=07 ............ c) Quevaut SsiA=0et B=17 .......
b) Quevaut SsiA=B=17 ............ d) Quevaut SsiA=1et B=07 .......
e) Ce circuit est-il I’équivalent d’'un XOR ou d’'un XNOR? ...,
Circuits de logique séquentielle
[Entrainement 16.10| — Chronogramme d’une bascule RS. 000

On s’intéresse a un type de circuit logique appelé bascule RS comportant deux entrées R et S et une sortie
principale Q. Le chronogramme ci-apres a pu étre obtenu :

Pour chaque affirmation suivante, préciser si elle est vraie ou fausse.

a) Si R et S sont au niveau logique 0, la valeur de Q dépend de ’état antérieur ..............

b) L’activation de R est une commande pour assurer d’avoir une sortie Q de niveau logique 1

c) Lorsque S passe au niveau logique 0, la sortie Q passe au niveau 1 ..............c..cooon...

On rappelle qu'un circuit a logique séquentielle est monostable s’il présente un état stable dans lequel il
peut rester indéfiniment et un état instable de durée déterminée (période) ; bistable s’il présente deux états
stables, pouvant passer de I'un a 'autre par une impulsion extérieure de commande ; astable s’il n’y a pas
d’état stable du systéme.

d) La bascule correspond-elle & un circuit monostable, bistable ou astable? .........
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NOR 256 0 @ o0 (@ ®et@ 1v ov ov @

1x32+2x3! 1x b2 +2xb 1x10% 4+ 2 x 10!
+1x3° @ +1x8° +1 x 10° @ @

@ ® AN 1 @ (© Fax 4AnB (@@ (o 1010
® @ @© ov (@ ® 1V  Bistable 0V 0V  Faux

AUB Vrai ov XOR 1 © 1-(A+B)+AxB 1-AxB

» |Réponses et corrigés page 27|
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MOD2 Fiche d'entrainement n° 17 Physique moderne

Physique quantique

Prérequis
Ondeqprogressive. Densité de probabilité de présence. Etat stationnaire en mécanique quantique.
Normalisation d’une fonction d’onde. Coefficient de transmission. Principe de superposition.
Constantes utiles

— Constante de Planck h = 6,6 x 10** kg - m’ s

— Constante de Planck réduite : i = %

—1

— Constante d’Avogadro N4 = 6,0 X 102 mol !

Pour commencer

%L [Entrainement 17.1] — Caractére quantique. o0

Un objet est qualifié de quantique des lors que L < 100, avec L sa taille, A sa longueur d’onde de de Broglie
telle que A = h/p, et p sa quantité de mouvement.

Calculer la longueur d’onde de de Broglie A\ des objets ci-dessous.

a) Balle de pistolet : L = 10mm; m = 10g; v = 350m - s~ *

1

b) Grain de pollen : L=5pm; m =5ng; v =2cm-s"

e) Quel(s) objet(s) pouvez-vous qualifier de quantique ?
@ une balle de pistolet
@ un grain de pollen
@ le virus de ’hépatite B
@ une molécule de Oy
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[Entrainement 17.2| — Interférences. 00

Prenons une expérience d’interférences impliquant un faisceau de particules quantiques. Ce faisceau est
dirigé vers un dispositif a trois fentes contenues dans un méme plan. Un détecteur est placé en un point
M, a une grande distance du plan contenant les fentes.

Sans plus de détails sur la géométrie de 'interférometre, voici les différentes configurations observées :

e si la fente n° 1 est ouverte alors Pamplitude de probabilité en M vaut o1 (M) = 1/v/2;
e sila fente n°2 est ouverte alors 'amplitude de probabilité en M vaut ¢o(M) = i/2 avec i = —1;
—im/2

V6

e sila fente n°3 est ouverte alors I'amplitude de probabilité en M vaut pz(M) = ¢

On rappelle que la densité de probabilité de présence est donnée par |o(M)|%.

Déterminer la densité de probabilité de détection d’une particule au voisinage de M lorsque :

a) seule la fente n°1 est ouverte

b) les fentes n°1 et n°2 sont ouvertes

c) les fentes n°2 et n°3 SONt OUVEItES .....ouvuiiiiiiiii i

d) toutes les fentes sont ouvertes

Autour des fonctions d’onde

+oo
e On rappelle qu'une fonction d’onde est dite normalisée si / lo(x)|? dz = 1.
— 00
e On rappelle que, en mécanique quantique, un état est dit stationnaire si sa densité de probabilité de
présence |¢(z,t)|? est indépendante du temps.

1 2
e On rappelle la formule de linéarisation : cos?(z) = —i—c%(x).
[Entrainement 17.3] — Normalisation d’une fonction d’onde (I). 00

Pour chaque fonction d’onde spatiale, déterminer la constante A > 0 pour normaliser la fonction d’onde.

a) (x)=VAe lzl/a (olta > 0) ..o

b) p(x) = Ae =P (ol b > 0) .

Av1—122/a® si —a<z<a
c) pz)=

0 ailleurs
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[Entrainement 17.4] — Normalisation d’une fonction d’onde (II). 000

Pour chaque fonction d’onde spatiale, déterminer la constante A > 0 pour normaliser la fonction d’onde.

Acos(rz/a) si0<z<a
a) o(x)=

0 ailleurs

A(ei”/“—i—l) si —a<z<a

b) ¢(z) = { (Ola>0) cooiiiiii

0 ailleurs
AE si0<z<a
a
¢) ¢la)= Az—x Ga<aoch ORO<a<D)
—a
0 ailleurs
[Entrainement 17.5| — Etat stationnaire. 00

Parmi les différentes fonctions ¥(z, t) suivantes, quelles sont celles pouvant représenter un état stationnaire
en mécanique quantique ?

@ U(x,t) = Ae keeivt @ U(x,t) = Acos(kx) cos(wt)
@ U(z,t) = Acos(kz — wt) @ (z,t) = Ae (e7irt 4 e7iwet)
(c) W(x,t) = Acos(kz)e "

[Entrainement 17.6] — Fonction d’onde associée a une onde progressive. 00

Rappelons I’équation de Schrodinger unidimensionnelle :

h? 9%W(z,t) ., 0¥(x,t)
_%W + V(JZ, t)\I'(x,t) = lﬁT

On cherche une solution pour une particule libre sous la forme d’une onde progressive.

a) Pour une particule libre, que vaut la grandeur V(z,¢)? ...................

b) Dans nos conditions, rappeler ’expression de I’énergie cinétique de la particule en fonction, entre autres,
de la norme du vecteur d’onde k.

d) Dans quel sens se propage l'onde ?

@ Dans le sens des x décroissants @ Dans le sens des = croissants

e) Calculer la densité de probabilité de présence |W(z,t)[* ...................

f) La fonction d’onde représente-t-elle un état stationnaire : « oui » ou « non » 7 ..........
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[Entrainement 17.7| — Particule dans un puits. 00

Une particule quantique de masse m est confinée dans un puits. Dans son état fondamental, la fonction
d’onde spatiale s’écrit :

Acos(ax) si— Zcr<—
o(z) = 2« 2«
0 ailleurs,

ou « est une grandeur réelle positive.

a) Déterminer la constante de normalisation A >0 ...,

T
b) Calculer la probabilité P que la particule se trouve dans l'intervalle 0 < z < o Cette probabilité est
e

/4
définie par P = / lo(2)|? dz.
0

“+oo
¢) Donner sans calculs la position moyenne (z) de la particule, définie par (z) = / z|p(x)|? d.

[Entrainement 17.8] — Particule liée. 000

Prenons une particule quantique de masse m susceptible de se déplacer le long d’un axe (Oz). Son état
quantique est représenté par la fonction d’onde :

0 si <0
\Il(xat) = { AxefawefiEt/h siox> 0’

ou A et a sont des grandeurs réelles positives.
a) Comment s’écrit le calcul de la probabilité de présence P de la particule dans tout l’espace ?
+o0 +oo
oo 0

@ P:AZ/ 1,267204‘1’ dx @ P:AQ/ x2672a$+2Et/h dz

b) La normalisation de la fonction d’onde impose P = 1.

Gréce a une intégration par parties, déterminer la constante de normalisation A.

c¢) Calculer la probabilité que la particule se trouve dans l'intervalle 0 < x <
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Cas d’un potentiel uniforme par morceaux

[Entrainement 17.9] — Détermination d’une fonction d’onde.

On consideére le profil de potentiel V(x) ci-contre, constant par mor-
ceaux. On souhaite obtenir les formes (), @(x) et pmi(x) de la
fonction d’onde d’une particule d’énergie E (Vi1 < E < V1) dans les
trois zones.

Pour cela on utilise I’équation de Schréodinger a une seule dimension
x, indépendante du temps :

n? d*p(z)
- =F . 1
2D LV (@)ele) = Belw) (1)
, o AP f ()
De plus, on rappelle les solutions pour I’équation différentielle P
x

V(z)

Vi

zone I :zone II1zone III

=af(z):

esia<0: f(x)zAcos( \a|x)+Bsin( \Oé|$);

esia>0: f(xr)=AeV* 4 Be VT,

d2pr1(z)
dz?

a) Utiliser ’équation (1) dans la zone I pour exprimer

d®pri ()
dz?

¢) Utiliser ’équation (1) dans la zone IT pour exprimer

A% ()

e) Utiliser I'équation (1) dans la zone III pour exprimer 122
x

f) Exprimer (pIH(I) en fonction de AIII; B, m, E et V1.

174
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[Entrainement 17.10] — Puits de potentiel fini, étude des solutions paires. 00

Soit un puits de potentiel fini, de valeur nulle entre les positions z = —a Viz)
et © = a, et de valeur Vj partout ailleurs. En étudiant une particule Vo
d’énergie E < Vj, on peut montrer que sa fonction d’onde spatiale | | S
©(x) prend les formes suivantes dans les trois zones définies sur la
figure ci-contre : zone 1 zone II  |zone IIT
pr(z) = A1e® ; on(z) = Ancos(Kz) 5 om(z) = Ame” %" - .
—a a

On cherche a déterminer une relation entre Ay et App, les amplitudes de la fonction d’onde dans les zones
I et III, ainsi qu’une relation entre Q@ et K, des parametres liés a V et E, en utilisant les relations de

de(z)

continuité pour ¢(x) et g e et a.
x

a) On a calculé ci-dessous les dérivées d<p1(x)7 deur(@) et (@) :
dx dx dx
—Kasin(Kx) QB — Qe @ Kosin(Kx).

Déterminer, parmi les termes «, 3, v et d§, ceux qui correspondent a Ay, Ay et Ay :

(a) A1 =8, Au =96, A =7 () Ai=7, Au=a, A = f3
(b) A1 =, Au = @, A =~

dpr(—a) ot den(—a)
dz ’

en —a. Egaliser
dx

¢) Ily a continuité de

der(a) ot deri(a)

. Egalis
en a ga 1Ser d:C dSL'

e) Ily a continuité de
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[Entrainement 17.11] — Puits de potentiel fini, étude des solutions impaires. 00

Soit un puits de potentiel fini, de valeur nulle entre les positions z = —a st)
et x = a, et de valeur Vj partout ailleurs. En étudiant une particule Vo
d’énergie E < Vp, on peut montrer que sa fonction d’onde spatiale ~— | | |
o(x) prend les formes suivantes dans les trois zones définies sur la
figure ci-contre : zone I | zone Il |zone III
or(z) = Ae® ; on(z) = Ansin(Kz) ; om(x) = Ape” 9% L -z
—a a

On cherche a déterminer une relation entre A; et Apr, les amplitudes de la fonction d’onde dans les zones
I et III, ainsi qu’une relation entre ) et K, des parametres liés a Vp et E, en utilisant les relations de

de(z)

continuité pour ¢(x) et 4y e et a.
x

a) On a calculé ci-dessous les dérivées dcpl(x)’ den(z) et diun () :
dx dx dx
—Qae™ 9" KB cos(Kx) — Kvcos(Kz) Qe

Déterminer, parmi les termes «, 3, v et d, ceux qui correspondent a Ay, A et Ay :
(a) At=a, Au =8, Amu =4 (¢) A1=0, Au = 5, Am = «
(b) Ar=46, Au =7, A = «a

25
85
N—

derr(a) ot derr(a)

. Bealis
en a ga 1Ser dx dx
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Effet tunnel

c'%k [Entrainement 17.12| — Coefficient de transmission. 00

On considére une particule de masse m se déplacant selon un axe (Ozx) soumise

au potentiel représenté ci-contre. Cette particule arrive de la région I avec une Vi I
énergie £ < Vj. Dans ces conditions, on peut montrer que le coefficient de 0
transmission 7" s’écrit :
1 om(Vo — E I 1I 111
T= W avec k= %.
1+—-"C—sinh?(ka
4E(Vp — E) (ka)
0 a
Dans le cas ol ka > 1, on montre que 7" se simplifie sous la forme : T~ Tye™ 2k,
e(L’
On donne l'approximation suivante : pour x > 1, sinh(x) ~ 5
a) Exprimer Ty en fonction de Vo et E ..o
b) Toutes choses égales par ailleurs, la probabi- d) Toutes choses égales par ailleurs, la transmis-
lité de transmission est d’autant plus grande que la sion est d’autant plus probable que la particule est
barriere est épaisse. énergétique.
@ vrai @ faux @ vrai @ faux
¢) Toutes choses égales par ailleurs, un proton a
plus de chances d’étre transmis qu’un électron.
@ vrai @ faux
[Entrainement 17.13| — Courant tunnel. 00
V(z)

On considére un électron de masse m. = 9,1 x 1073! kg se déplacant selon un y
axe (Oz). Ce dernier arrive de la région I avec une énergie £ = 1,0 eV sur une Vo
barriere de potentiel de hauteur Vj = 2,0 eV et d’épaisseur a = 1,0 nm. On

peut montrer que le coefficient de transmission 7' s’écrit :

I 11 111
_I6EVo—B) ope g [2m(o— B)

T - - @7
‘/02 h2 I

en supposant approximation ka > 1 vérifiée. On rappelle : 1 eV = 1,6 x 1072 J.

a) Calculer T ...

On considére maintenant un faisceau incident d’électrons correspondant a un courant I = 10 mA.

b) Calculer l'intensité du courant transmis Iy, en A ... i
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Toutes choses égales par ailleurs, on remplace maintenant le faisceau d’électrons par un faisceau de protons,
de masse m, = 1,7 x 10~ *" kg.

¢) Qualitativement, I'intensité transmise va :

@ augmenter @ diminuer

Réponses mélangées

5—2v6 2
a

12 AHIG_QU’ = AH sin(Ka)

3 Q _ 6 _
1 E—tan(Ka) 8x 107" m A=

AV 3 (V= E)e
+Byre” V 2 (Vin—E)z

2m
Arrcos| 4/ ﬁ(E —Vinz

@ et @ QAe 9 = K Ay sin(Ka) 5 oui
+ By sin ﬁ_Zl(E - VII)fE

21.2
®) 1,9x 1073 m Qh—TZ(VIII — E)om(z) @et@ ® s

QAIG_Qa = KAp COS(K(L) 0 A =207 A = A

2m
1 0a 16E(Vy — E)
0 A= _2\/62 —QAe 9% = KAy cos(Ka) @ YT @
m 1
LapA  —E- A= —A A 41
An 72 ( Vir) e () I I @ 7 5

7x1072'm |\I/(917,t)|2 = A? —g = tan(Ka) QAe 9 = K Ay sin(Ka
1 1
1 + 7 Are™®% = — Ay sin(Ka) @ @ 1—5e? A
s V

)
L 2«
2 Vo
- 1 /3 2 . 9
@ Are Qa:AHcos(Ka) A:i\/; A1c0s< /ﬁ_Tan‘”> +Bls1n< /h_?El)

11— 26 3

2m
1 A= 3 0A Ame™®% = A cos(Ka) —ﬁEgoI(as)

1,4-107* 2,5 x 107" ' m @ Bye~ V3% (Vin—B)z

» [Réponses et corrigés page 233
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IF'iche n° 1. Opérateurs vectoriels|

Réponses
Lol o (@] 16b) e ®)
<z+y+y—>e_;—|—(x+z+ﬂ)e_; 1.6C) ....................................... @
1.2a).... y‘f,c
(rry+L)@ | Led) ®)
1.2b) o ’6;36—;+ 2ae, — 2aé; 1 I ) D ()
1.9 ) (2xy-|—z2)e‘:;-|—(2yz+x2)e‘; 1.7 a) ............................. 6x + 2a — 2b
i C)ovnniii
+(22z + y*)es a? .
1.7D) 21‘4—4?67”
2
1.2d) o 2es + 2me, + 4%&/(2”)@—; P~
1.7 C) 16zy — —
1.2 ¢) 16y + (802 - 8 \ & — 2
e Ty TR ) z L7 d) [0]
o 1.7€) x(2y — x)
1.3a)......ooiinnt. (——29)5;—239+3e—;
a
18 8) .o —3- 41
a
242 50 —> 5a2 50—
L3b).coiin TE e T TR 8 ) [0]
1.3 C) .............................. r 6_7) 1.9 @
2 — a2
1 L I P
1.3 d) 1w el 110m)
WD A) e Y r Y 9 o 2 AUD)
ZSII’I(G)_, ZCOSQ., Sln(e)_, 1.10 C) ..................................... @
1.3¢e)...... — 5—€r 5 € >
r r -
LA1a) oo
LA o @ 111 B) oo ’_4662%6_;_ -
1B A) ottt 522
111 ¢) i — Bz —y)ez
1.5 D) oo (© )
A1 d) .o 2%,
130 ) )
15 d) oo () 1AL e)reen e 2uy(Ey + &) — 27
L128) e
1 IR ) D (©)
112 b)
15 6) o 2V/17
) TAB8) oo ()
1.6a) oo @
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ABD) e L 2., 6 _,
1.13b) 080UA/m |y g7y &+ 7ae9 T

- €
rsinfp? ¥

I 5 2 (a)
sin®(0 — )
1.13 d) ...................................... . 1.17 b) 31"2 COS(G—@)SinZ(G—(p)
2 _ (0 — sin2(f —
LA Q) et Zy sing 0 — @) (0 —¢)
T4 B) 251“99
cos
)2 117 ¢C) i /@ T
114 C) e 6 — ) 20
2y 1
— L17d) oo —_—
a ) rcos?f?
1.15 2 J
2 4 S 6
62 118 a) e gy 2
22 r w?sinf r
116 a) o @ 1.18 b) ........ Ar sin 0,/@ + 2r cos 0,/ + "
2\/p
A6 D) oo ®] |18 ) e 1 tan()
116 C) et @ 6b _, 6b_, 2a6_,
1.19a)............. ——e, — —€p+ —eg,
r tan 6 rE r
116 d) .o (a)
r
1.19b) ... ——eg — 1/ pcos(f)eq
116 €) oo @ ) 2% Ve cosP)e
119 C) it 2e,
Corrigés
1.1 Calculons les trois composantes du vecteur gradient dans le systéme de coordonnées cartésiennes (z, y, z).

On a
ov ov ; ov

or Y oy T 82 T

Parmi les solutions proposées, la @ est donc exclue.

xy.

Les solutions @, @ et @ sont possibles (termes de droite corrects) mais les notations des gradients (termes de
gauche) ne sont pas tous valables.

La notation V comme grad doit étre surmontée d’une fleche pour qualifier la nature vectorielle de I'opérateur
gradient, donc les réponses @ et @ sont exclues. Précisons que le gradient s’applique & un champ scalaire donc

un champ dont la notation ne doit pas étre surmontée d’une fleche : deuxiéme maniére d’exclure la réponse @

La réponse @ est 'ultime solution restante, on constate bien qu’elle ne comporte aucune erreur de notation.
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1.2 a) Posons f(x,y,2) =2y +yz + zz + LYZ  Calculons les dérivées partielles : on a
a

OF _yqov¥2, Yo @ o Y W
Ox a dy a 0z a

Donc le vecteur gradient de f s’écrit (z +uy+ %)e}’ + (ax +y+ %)e_y’ + (m +y+ %)e_;.

La réponse attendue est bien un vecteur!

of of of
26, =24 et ZL=_2.
Ox “ Ay R “
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 6ze, + 2ae, — 2ae..
1.2 ¢) Posons f(z,y,2) = 2y + y*z + 22z + a®. Calculons les dérivées partielles : on a
ngwy—&—z?, g:xQ—i—Qyz et g:yz—i—?zm.
oz oy 0z

1.2 d) Posons f(x,y,z) = 2zy + 8a’e™ ) — 6¢2. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of a’® /e
— =2 — =2 - =4— .
Ox Y Oy voet 0z b <

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 2ye, + 2ze, + 4%ez/<2b)e_;.

1.2 ¢) Posons f(x,y,2) =8z y + — 5b%2. Calculons les dérivées partielles : on a
of of .. o 6a* of .2
e 16zy, oy ( 5) et 92 = 5b°.

2
1.3 a) Posons f(r,0,z) = 3z — % — 2r@. Calculons les dérivées partielles : on a
of _ 2r of _ of _
o~ a0 ggT 7 ot =3

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — (—T + 29) & —2€o + 3e5.
a

2

1.3 b) Posons f(r,0,z) = %659. Calculons les dérivées partielles : on a
0f _ 20 O 50 OF _

or 3790 72 0z

2 2
. , .. 24" 59 5a” 59

Donc le vecteur gradient de f s’écrit —=—e e, + —e Co.

r r
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1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = \/r2 — a?. Calculons les dérivées partielles : on a

of _ v O0f_y o 9 _y
87"_\/7'2—@27 00 8z
Donc le vecteur gradient de f s’écrit Le_ﬁ .
T2 _ a2

4
1.3 d) Posons f(r,0,z) = 7(2) 0 4 In(z/b). Calculons les dérivées partielles : on a

3 2

Of _p ' Or ot 0f 1

or a* 00 a* 0z =z
. e 0O o, _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 28—46,« + 7—4 €0+ —e..

a a z
1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = z sin(#). Calculons les dérivées partielles : on a
T

of _ =zsin(d)  Of _ zcosf ¢ of _ sin(0)

= , = e
or r2 a0 r 0z r
L. zsin(6) _, cosf_, sin(0) _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — 2( )e,» + z >— €0+ ( )ez.
r r r
1.4 Considérons la notation du gradient (terme de gauche des équations proposées). La réponse @ est

exclue car la notation nabla d’un gradient ne fait pas intervenir le produit scalaire. La réponse @ est exclue car le
couple de variables ne correspond & aucun de ceux proposés par ’énoncé. Considérons donc la formule cartésienne

du gradient (terme de droite des équations proposées) pour les deux options restantes. La réponse @

fait une

interversion des coordonnées de dérivation et de celles de direction, elle est donc exclue. La bonne réponse est @

1.5 b) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
> a —> a —> 8 — —> — —
grad(g(z,y, 2)) = Ier+ —gey + Y= (2(z — 2))es + (2y + 2)ey, + 2ze2.

or Jdy 0z

Par projection sur I’axe de direction €, on obtient la quantité 2z. Réponse @

1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
grad(g(z,y, 2)) = %e‘; %@+ %6‘; = (2(x — 2))es + (2y + 2)e, + 2z€.

Par projection sur l’axe de direction €, on obtient la quantité 2y + 2. Réponse @

dg » Oy

g _»
gex“rafy =

grad(g(z,y,2)) = 22

s
ey +

Par projection sur ’axe de direction e, on obtient la quantité 2z — 4. Réponse @

— 2z — 2))& + (2y + 2)&; + 2222,
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1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a

grad(g(z,y, 2)) = %ez + G—Zey + 8—262 = (2(z — 2))es + 2y + 2)ey, + 2ze2.

Cette notation est équivalente au vecteur colonne de la réponse @
1.5 f) Connaissant les composantes du gradient d’apres les réponses précédentes, on peut exprimer la norme

du vecteur gradient H?g(m,y, z)” en un point quelconque. On a

[Fote.v.)] = VB =07+ @y F 2+ 0

On réalise I'application numérique au point A(—1,1,2) : on a

[¥g(A)]| = [[Va(-1,1,2)|| = /(-2 = 4)2 + (2 +2)2 + 4 x 22 = V36 + 16 + 16 = V68 = 2V/17.

1.6 a) Rappelons I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes : on a
d ] — 7 _ €z a a_ Cz-
gra. (f(‘r7y Z)) axe +ayey+aze
Or, ici grad f = 2zyé, + 2°e, + a’e2 ; donc, par identification : of _ 2xy, of _ z? et of _ a’. Réponse @
ox oy 0z
0
1.6 b) On a 8—f = 2zy donc, par intégration par rapport a la variable z, il vient f(z,y,z2) = a:2y + cste avec
x

7]
cste = g(y, z) une fonction des coordonnées y et z car % = 0. Réponse @
x

0
1.6 c) On a f(z,y,2) = 2’y + g(y, z) donc f(g’ Y:2) 2+ % Or, d’apres 1’énoncé, on a
Y Y
of(@,y,2) _ >
— =",
dy
s L , . . dg ,
On déduit de ces deux équations que ’on a nécessairement vl 0. Réponse @
Y
1.6 d) o Og(y,z) L . . . o . o
na Ty = 0 donc, par intégration par rapport a la variable y, il vient g(y, z) = cste avec cste = h(z)
oh
une fonction de la seule coordonnée z car 8(Z) =0.
Y
0 h
On a f(z,y,2) = 2’y + g(y,2) = 2’y + h(2) donc w = g— Or, on sait d’apres ’énoncé que gf =a’
z z z
On déduit de ces deux équations que l'on a nécessairement — = a* donc h(z) = a’z + cste, soit finalement

0z
g = a’z + cste. Réponse @

1.6 ¢) On a f(z,y,2) = z?y + g(y,z) = 2%y + h(z) = z?y + a’z + cste. On a donc £(0,0,0) = cste, or
£(0,0,0) = 0 donc cste = 0. Réponse ().

1.7 a) Pour éviter les étourderies, vous pouvez vérifier que les trois termes de la somme ont bien la méme

dimension et que cette dimension correspond a la dimension de 'argument de l'opérateur divergence divisée par
une longueur.
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2 2

On a 0+2x+8;—be% = 2x+4%e%.
6 6z

On a8 x2zy — — + 0= 16y — —-.
Y Y

1l faut calculer chacune des divergences au point A.

e Cas @ tona div(acze_gc> +y’e + 226_;) = 2z + 2y + 2z donc la valeur de divergence en A vaut

2x (=) +2x(-1)+2x1=-2.

o Cas @ :ona div(er_; + er_y’ + ZQe_z’) = 2z donc la valeur de divergence en A vaut 2 x 1 = +2.

e Cas @ :on a div(zQe_; + xze_y’ + y2e_§) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

e Cas @ :ona div(er_; +2%e; + zze_y’) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

La valeur de divergence maximale est dans le cas @

1 9(r?.r) 3r?
On 1 8(5:) +040=2"L209 Réponse @

2
On a (0 - 82066%)6_;—&— (0—0)ey, + (0 — 2z)e; = —4ce?< e, — 2xe,.

r or

5.2
Ona (% ><(0)70)e7’+(070)e‘5+ (1‘9(2’“9)())6—;:495_
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1 _,  , (10(r?) o
1.12 b) Ona(TX(O)O)eTJr(OO)equ(T o 0)62—262.

1.13 a) Par définition du potentiel, on a d® = grad ® - A7 = T .d7. Cette quantité étant nulle sur une

équipotentielle par définition, le vecteur ¥ doit étre nécessairement orthogonal au vecteur d7 en tout point de
I’équipotentielle. Réponse @

AD
1.13 b) Au premier ordre, on peut écrire que v(C) ~ — . Graphiquement, au niveau du point C, on a :

AL
AP =1,60UA —1,20UA =0,40UA et Al=AC=0,50m donc v(C)=0,80UA/m.

1.183 ¢) Le champ demandé est orienté dans le sens du gradient de @, c’est-a-dire dans le sens des potentiels

croissants. Réponse @

1.13d) Les deux points C et D sont sur une méme ligne de champ. En considérant un tube de champ centré

sur cette ligne de champ commune et qui s’appuie sur les deux autres lignes de champ de la figure, on peut écrire

que : Scvc = Spup. Les valeurs de S sont proportionnelles & la distance sur le graphe entre les deux lignes de
PO . . . S 1,6¢
champ délimitant le tube; donc, en mesurant ces distances au niveau des points C et D, on a : S—D ~ 078 o ,0.
fe cm
L’intensité du champ ¥ est environ 2 fois plus importante en C qu’en D. On retrouve le fait que plus les lignes de

champ sont resserrées, plus le champ est intense.

1.14 a) Posons f(z,y,2) = ry + bz 4 ¢*. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a
o*f _2y Of of
—5=—, =0 e =0
Ox? a’' Oy B2
2y

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit —.
a

1.14 b) Posons f(z,y,2) = y® — 5az. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
o*f of of
— =0, =—=2 et —=0
Ox? T Oy 9z

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 2.

1.14 ¢) Posons f(z,y,2) = b’ ln(i) + 3z°. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a

2 2
P Oy W
ox? Oy 0z 22
b2
Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 6 — — .
z
ny 2 2 2 z 2
1.15 Posons Az (x,y,z) = o +bz+c” puis Ay =y° —5Saz et A, =b ln(a) + 3z°. On calcule les laplaciens
2 2 )
scalaires de ces trois fonctions selon la formule : A(f(z,y,2)) = s + o + ﬂ

ox? = OJy?  0z?
3 2y b2 3 3 94 el 2y —> —> b2 —
On obtient AA, = =, AA, =2et AA, =6— —- Le laplacien vectoriel s’écrit donc : —~e; + 2e,; + 6 — —e€z, que
a z a z

I’on peut aussi mettre sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.
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1.16 a) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : grad A et non grad(A)!!

1.16 ¢) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : rot A et non rot(fT) I

1.16 d) Vérifiez 'homogénéité des trois termes : homogénéité de 'argument du laplacien divisé par le carré d’une

1.17 a) Posons f(r,0,¢) =1+ 2a6 + % Calculons les dérivées partielles : on a

of of of  —6b
or 00 @ e Op o2
. f e 1= — —6b _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit le, + —eg €s-
7 sin Op?

1.17 b)  Posons f(r,6,¢) = (rsin(f — ¢))*. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of _

ar 00 e

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.

1.17 ¢) Posons f(r,60,¢) = r2\/psin 6. Calculons les dérivées partielles : on a

of . . af _ of _ rsinf
E-Zsm@, 80—7'(2050 et 95 = g

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposé en réponse.

L =3r%sin®(0 — @), == = 3r®cos(f — p)sin’(0 — @) et = —cos(0 — @) sin®(0 — ) sin 6.

1.17 d) La seule dérivée partielle non nulle est celle par rapport a la coordonnée #. On peut soit utiliser la

in 6
dérivation de la fonction tangente, soit développer grace a l’identité tan 6 = s 7"
cos
2
2 1 -6 4 5 6 6
1.18 a) On calcule BL-I-#ZSHIQCOS@-F - e =3 acosy _ - ¢
r2  rsinf rsinf @2 r p2sinf r

1.18 b) On calcule

3 1 1
LQ sin 0/p + Tsin0251n9c0s0r2\/¢ + rsin@rQ sinem = 4rsinf/p + 2rcos /v + NG
1.18 ¢c) La composante Ag ne dépend que de 7.
1.19 a) On calcule —cosf—0 )e; + ! _16 ?9+1(2a070)€;
0\ ¢ sin 0 r @
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1.19b) Ona

IGE(T2 sin(&)\/ae_;)

N S R DOADINES B WS DART DN .
= rsiné’(o 0)er + (rsin@ X 2, (r* sin(0)/) - X 0) €y + . (0 50 (r 5111(9)\/@))%
_ 1 g 2 . —> 10 2 —>

= L D sin)p)E - L D sin(0) R

1 1 1 1
1.19¢) On calcule Tsine(O—O)e_;—&— (rsin@ x 0 — - X 0)554—7( o (r?) —O)@:QE}.
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IF'iche n° 2. Changements de référentiel|

Réponses
2.18). M| 25¢) i (@
21D) (a) 25d) . (©
2.1C) i @] 25€) . (©
2.22). . 2.5 6) ©
2.2b) . 2.6 )
Ba).
2.20) .
260)
2838). i (a)
2.6 ¢) mupler
2.3b) i (®) B 2
2.3C) i ®| 2T ©
23 d). e © Y
2.8b).... | 2mwo(vee, — vi€;)
2.48) . . © ’ z
28¢)
2.4bD) —
) O ey
240C) i (a) 2.98) . i ®
2.4d) .. D] 49 D)oo ®
2, — e
24¢) 2.9¢)........ ’ —2mSQz cos \e, ‘
2415). 2.108) . ... ©
2.48) ier
2.10b) .o ()
25a) i (a)
2.10¢).......... 3,8rad-s7!
2.5b). (@) et (b)
Corrigés
2.1a) Cette trajectoire est appelée cycloide.
2.1 b) Le centre de la roue est immobile dans le référentiel du vélo, et le point V a une trajectoire circulaire

autour de 'axe (fixe) de la roue.
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2.2 a) Le référentiel R1 est en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen, donc il est
lui-méme galiléen.

2.2 b) Le référentiel Ro n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen (il est

en rotation!), donc il n’est pas galiléen.

2.2 ¢) Le référentiel R3 n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen (il est
accéléré!), donc il n’est pas galiléen.
2.3 a) R¢ est un référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen), donc il est lui-méme galiléen. R, est immobile par rapport & R¢ donc Ry est aussi galiléen. Réponse @

2.3 b) Le référentiel R n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen) ; donc il n’est pas galiléen. R, est immobile par rapport a Ry donc R, n’est pas galiléen.

2.3 ¢) Le référentiel Ry est en translation rectiligne non uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé
galiléen), donc il n’est pas galiléen. Le référentiel R, est en translation rectiligne uniforme par rapport a R qui est
non galiléen ; donc R, n’est pas galiléen.

2.3 d) Le référentiel Ry n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen), donc il n’est pas galiléen. Le référentiel R, est en mouvement par rapport & R¢ qui est non galiléen. 11
sera a priori non galiléen aussi sauf si la vitesse de marche compense exactement le déplacement du train, ce qui
parait peu probable...

2.4 b) Le référentiel R’ n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel galiléen R, il
n’est donc pas galiléen.

2.4 ¢) On rappelle qu’une accélération est homogeéne & une distance divisée par un temps au carré (comme le
2%
de?

On constate que seule la réponse @ est constituée de deux termes homogenes a une accélération.

montre la formule ); donc, on a [a] = L.T>.

2.4 d) Par analyse dimensionnelle, on constate que seule la réponse @ est constituée d’un terme homogene a
une accélération.

2.4 e) Ona,cTe’:ﬁ/\(Qez/\re_;):Qe_z’/\wre_@’7 soit e = —w”re,.
.......................................................................................................................................................
. dOM . —> PR 217 . T —> . —>
2.4 1) La vitesse vaut re,. Ainsi, 'accélération de Coriolis vaut : ac = 2wreg.
dt -
2.4 g) En utilisant 'expression de @ (M) issue des questions c) et d), et la loi de composition des accélérations,

on trouve @/ (M) = ie,.
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2.5 a) Le référentiel R est en rotation dans Ry. A priori, il faut prendre en compte la force d’inertie centrifuge

et la force d’inertie de Coriolis. Cependant, la vitesse de M dans le référentiel R, est nulle, donc la force de Coriolis
est nulle : réponse @

2.5 b) Le référentiel R4 est en rotation dans R¢. A priori, il faut prendre en compte la force d’inertie centrifuge
et la force d’inertie de Coriolis : réponses @, @
2.5 ¢) Le référentiel Ro est en translation rectiligne uniforme dans Rt : c’est donc un référentiel galiléen.

Aucune force d’inertie n’est & prendre en compte : réponse @

2.5 d) Le référentiel R3 est en translation rectiligne non uniforme dans R : il non galiléen.

25¢) L réftventicl Ry est on translation sectligne non uniforme dans R, - i st non galiléen,
250) Lo sélirentiel Ry cst en translation sectiligne non wniforme dans R, : i st non galléen,
2 6 a) ...... Sl . 1 e pomt M . est pla Ce Sur lyaxedemtat lom 1 a dlstance HM eSt n uue ............................................

2.6 b)  Comme le point M est placé dans le plan (O, €5, ;) (ou dans le plan (O, e, ¢€5)), la distance HM vaut £.
Ainsi, on a f_u: = mwile,.

2.6 c) Dans cette situation, on a HM = Esin(f). Ainsi, f_lg = mw%( sin(g)e_; = mwzgéer
....................... A—) Ovloo
2.7 Ona fic==-2mQ|[1|A| 0| ==2mQuv1| 1 =2mQov1 | —1

1 0 -1 1
284)  Comme & A& — —&2, alors Pexpression de la force de Corilis st 7o — 2magmie?.
281)  Onafid = om0 A TOM) = ~2mon A&+ oo AE) ainsi I = 2min(usfs — 0D
28¢)  Comme & A& &, alors Vexpression de In force de Coriolis est i = ~2mwond.
28d)  Le produit vectoriel & A 2 = , il ut done se concentrer sur &\ = — done fi = 2mayoi .
294)  La période de rotation de Ia Terre sur ellemérme st de T — 21 h — 86400s; sa vitesse angulaire autour

2r 27w

r Z) es Q=—=
de 'axe (O, Z) est donc T = 36400

=73x10%rad-s'.

2.9 b) L’angle entre le vecteur G et l'axe (Ay) est la latitude A. Par conséquent, la projection fait apparaitre

— . — . . — S —> 5 .
un cos A sur e, et un sin A sur e-. La projection sur e, est nulle car 2 L e,. C’est donc la réponse @
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0 0
2.9 ¢) Le produit vectoriel Q[ cosA | A | 0 | améne —2m cos A\ze,.
sin A z

2.10 b) Pour commencer, le cos a n’a pas de dimension. Seul le rapport % est homogene a un temps a la puissance
-2, comme doit ’étre w?. Cest donc la réponse @

2.11 f)  L’utilisation du principe fondamental dans un référentiel non galiléen comme R nécessite 1'utilisation

-
des forces d’inertie (d’entrainement ici). La réponse @ est pour laquelle la force d’entrainement fi, = —mae est
correctement utilisée.

k

2.13 b) C’est le signe de — — w? qui indique la solution. Ici ce terme est négatif. Ce n’est donc pas I’équation
m

de Doscillateur harmonique! La solution diverge : @

2.13 ¢) C’est le signe de — — w? qui indique la solution. Ici ce terme est positif. C’est I'équation de l’oscillateur
m

harmonique non amorti! C’est la réponse @

k
2.13d) Comme w? < g la solution est du type oscillateur harmonique : z(t) = A cos(Qt) + Bsin(Qt). L’appli-
cation de z(0) = 0 implique que A = 0.
Ainsi, (t) = BQ cos(§2t) et la condition #(0) = vo impliquent que B2 = vp.
Finalement, z(t) = v?;) sin(Qt).
k
2.13 ¢) La solution correspondant & w?® > o est de la forme z(t) = A cosh(Qt+p). C’est une solution divergente ;

le seul graphique qui représente une solution divergente est le @
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Réponses

B8 D) oo @] 312 €) )

Corrigés

3.1a) La brosse est animée d’un mouvement relatif par rapport au tableau : elle ne peut donc étre en situation

d’adhérence ; de plus, sa forme de parallélépipede empéche toute possibilité de roulement. Elle glisse sur le tableau,

réponse @

3.1b) Pour bien comprendre, imaginons que les pneus du vélo comportent en surface des points de peinture.

Si le vélo roule sur une route, alors le mouvement des roues va déposer les points de peinture sur celle-ci : ils
apparaissent nettement apres le passage du vélo et on pourrait dire métaphoriquement que le motif adhere au sol.
On dit qu’il y a roulement sans glissement, car la roue adhére au sol. C’est bien le cas ici, donc réponse @
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3.1 ¢) Pour bien comprendre, imaginons que les pneus du véhicule comportent en surface des points de peinture.

Si le véhicule freine a tel point que les roues ne tournent plus, alors on ne voit plus sur la route qu’une trainée
colorée sans motif net : 'un d’entre eux est étiré sur la route et on pourrait dire métaphoriquement qu’il glisse.
Dans le cas ou le véhicule dérape, on imagine trés bien que les pneus crissent ; autrement dit, les pneus glissent sur
le sol. On dit que la voiture glisse car elle n’adhére pas au sol. C’est bien le cas ici, donc réponse @ Lorsque la roue
glisse mais maintient un mouvement de rotation autour de son axe malgré le dérapage, on dit qu’il y a roulement
avec glissement.

3.14d) Le tapis roulant déplace le livre mais celui-ci n’a pas de mouvement relatif par rapport au tapis. La

vitesse de glissement est donc nulle, le livre adhere au tapis, réponse @

3.2 a) Exprimons la vitesse du tapis en m - sl v = 3,6km - h = 36005 — Im-s—

. . . . -1 . . .
Ainsi, T glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)uz = 0m s~ . Le valise de Sam ne glisse pas sur le tapis roulant.

. . . . 8,0N-s _
3.2 b) Déterminons la vitesse de la valise de Paul : v; = pr_ S0 S 0,6m-s 1
m 15kg
Ainsi, T glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)Us = —0,4m s~ . La valise de Paul glisse sur le tapis.
3.2 ¢) On a ¥ glissement (valise/tapis) = (v1 — vo)uz = —2m -5~ . Le sac d’Assia glisse sur le tapis
3.3 La réponse est forcément exclue car les vecteurs F et e, sont orthogonaux donc de produit scalaire

nul. Le solide est a 1’équilibre (immobile) donc la résultante des forces qui s’applique sur lui est nulle :
Rr+F+Ry+P=0.
Par projection, on a d’une part RN + P = U sur axe verticale et d’autre part RT + F =0 sur l’axe horlzontal En

decgnposant les forces a I’aide du repére introduit, ces deux équations deviennent respectivement RN-ey + P. ey =0
et Rr-e; + F+e, = 0. En développant l7express1911> de la force poids et en considérant la valeur de la norme de la

force de tension fournie par I’énoncé, on obtient Rx - &, —mg = 0 et RT cep+ HFH = 0, soit RN <&, =mg=10N
et RT ey = —||F|| = —5N . Les réponses @ et @ sont fausses, @ est vraie.
3.4 a) La projection du principe fondamental de la dynamique conduit aux relations suivantes

{F — Rt —mgsin(a) =0 (Ox)
Ryx — mgcos(a) =0 (Oy).

Nous obtenons donc Rx = mg cos(a). De plus, le solide est a la limite de glissement donc Rt = psmg cos(a).
Ainsi, F' = Rt + mgsin(a) = mg cos(a) (s + tan(a)) : c’est la réponse @ qui est juste.

3.4b) Ona F =mgcos(a)(us + tan(a)) = 0,35kg x 10m - s~ x cos(20°)(0,5 + tan(20°)) puis F = 2,8 N.
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3.5 ¢) D’apres la loi de Coulomb, le cube ne glissera pas sur son support si, et seulement si :

7] < 9]

Ici, on a HTH = 15N et us NH =0,6 X 3,2N = 1,9N. Le cube ne glisse donc pas sur son support.

3.6 Pour comparer les situations, il faut déterminer la valeur de o pour chacune d’elles, et le tout avec une

méme unité (choisissons les degrés). La situation @ est évidente et donne o = 30°. La situation @ équivaut a
b

«a = arctan 0,5 = 27°. La situation @ équivaut a o = arctan 0,8 = 39°. La situation @ équivaut a o = 5= 23°,

Le couple de solides ayant le plus grand cone de frottement est donc celui utilisé dans la situation @

3.8 a) Notons que, dans cette application, le glissement se fait suivant +e, donc T' = ?e_; <0et N = ]_\f>~e_; > 0.
D’apres la loi de Coulomb et la relation (1), on a ||?|| = |T| = fa(mg — Fsin(a)) > 0.
Nous en déduisons alors 'expression de T : T' = —|T| = fa(F sin(a) — mg).
s 10 . . . F .
3.8 b)  D’apres I'expression de T et la relation (2), nous obtenons : & = —fag + — (cos(a) + fa sin(a)).
m

3.9 a) La solution de I’équation différentielle est la somme de la solution particuliere z, de ’équation totale et

de la solution générale x5 de I’équation homogene :

T=xp+xg = f% + Acos(wot) + B sin(wot).
0) =
Les conditions & t = 0 imposent 2(0) = o Ainsi, A =z + fm 9 et B=0.
#(0) = 0. k
Ainsi, la position du solide obéit a I’équation : z(t) = (acg + %) cos(wot) — %
3.9b) Lavitesse dusolide dans le référentiel d’étude s’écrit : ¥ (solide),, = du, (wo + f—)wo sin(wot)
3.9 ¢) La vitesse du support est nulle, donc la vitesse de glissement est la vitesse du solide. Nous en déduisons
que ¥ (solide) = (m + %)wo sin(wot) Uz
3.94d) La phase de glissement s’arréte des que la vitesse de glissement s’annule de nouveau. On a alors
N B Img ; — _
vglissement solide/support (tl) = —|®zo+ L wo Sln(w()t)’uz = 0.

Cela impose : sin(wot1) = 0 donc t1 = L

Ainsi, t1 —7r1/ 03kg T = 384 ms.
V TN -m~
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_ fmg) ( m ) _ fmg _ _( fmg) _fmg . 2fmg
39e¢) On a z(t) = (wo + o) cos|wo o 3 donc z(t1) = —(zo + 3 w0 o
2x0,2x0,3kg x 10m - s~ 2

Ainsi, z(t1) = 0,09m —

0N -m- T = 3,0 cm.

1 7 X (O,82m-sfl)2
3.10b) Ona:fa==|8 =0,8.

B 0,15m x 10m - s~ 2

3.11 a) Par définition de la vitesse de glissement, on a

T glissement (palet/tapis) = U(G,t) — Tapis = (v(t) — vo)ea.

Le glissement s’arréte dés que la vitesse de glissement s’annule, & savoir v(t) = vo.

1260 x 100 _
La vitesse du tapis vg peut étre écrite dans la méme unité que v(¢) : vo = Wcm =35cm-s .
s

Reportons alors la valeur de vg sur le diagramme suivant afin de lire la date ¢;.

v (cm/s)

40
30 L~
20

10
0 1N / t (ms)
10 Nz | 0« | o6 | ols | 10

—20 ‘\ /, Lo
—30 /

—40

]
=
N
iy
=)
=
(o]
[N
o

Par lecture graphique : t; = 1,6 ms.

3.11 c)

2 (mm)

0.2

0.1 ™\ .

N L
0 S t (ms)

0 0.6 8 1 116 1.8 2.0

—0.1 I SHIE B B B B B ;‘;____ BRI DD

—-0.2

196 Réponses et corrigés



3.12 a) L’opérateur exerce une force de plus en plus importante sur 'armoire jusqu’a atteindre la valeur critique

au-dela de laquelle on passe d’une phase d’adhérence & une phase de glissement. L’armoire est immobile pendant
la durée ou la force croit jusqu’a la force limite, soit pendant environ 5 secondes.

3.12 b) Le sol exerce une force a peu pres constante de I'instant ¢ = 5s jusqu’a l'instant t = 12s. Au-dela, celle-ci
s’annule : armoire ne glisse plus et s’immobilise. La phase de glissement dure donc 7s.

3.12 ¢) La phase statique s’arréte a l'instant ¢ = 5 et correspond a la valeur maximale de la force exercée par
Popérateur, soit environ 350 N.

3.12d) La phase dynamique commence & l'instant ¢ = 5s. Au-deld, Popérateur exerce une force constante en
moyenne, de 'ordre de 175 N.

3.12 ¢) La valeur de la force de réaction tangentielle maximale du sol sur ’armoire est la force maximale exercée

par l'opérateur sur l’armoire, soit R7 max = 350 N. Or, a la limite d’adhérence, Rr max = psRn = psmg. D’ou
R max — . . 7. 7
s = —Lmax fy prenant ¢ = 10m - s 2, I’application numérique donne us ~ 0,5. Réponse @
mg

3.12 f) La valeur de la force de réaction tangentielle du sol sur 'armoire en glissement est la valeur de la force

exercée par l'opérateur sur cette phase, soit Rt gliss = 175 N. Or, en supposant I'armoire a I’équilibre mécanique

RT,gliss

lors du glissement, on a Rr gliss = paRN = pamg. Dol pa = . En prenant ¢ = 10m - s~ 2, 'application

numérique donne ps ~ 0,25. Autre maniére plus rapide de raisonner : la force appliquée en glissement est la moitié
de la force maximale en adhérence, donc le coefficient de frottement est diminué de moitié entre les deux phases :

s ~ 2uq. Réponse @
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[Fiche n° 4. Electrostatique|

Réponses
AL A) A8 D) it
ALD) . 20R| 8 e) ®et @
A1)t
A.908) .
A1 d) R?
4.9D) el
4.1 e) e
3 4.9C) i @
Au2 A) it Aol
) 400 .o (®) et (@)
A2B)
4011 a) . e et
A.38). +1000 x e ) ©et@
A3b). A11D) @) et (@
430) i 257107 Cm 2| 412 ©
(Ove_;'i_e_y:e_;)a (an_m)_e_i;)7e_z)) 413
44a)........ ot (0,0, A3 ) @
— o A3 D)
44Db) . ’ (0,¢e5,€2) et (O,¢e,,€,) 3b) @
45&) ............................ 6,5)(10 2m3 413C) ..................................... @
-9 2
45D) . 3,3x107°C 413 d) . o z
2e0 22 + R?
A5 C) 7,9 x 107t m?
g
- A03€) o —
A5 ). 6x10°°C ¢) 50
4.6 A) ..
2) ® A3 ) o
4degz?
4.6 D) o (©
414 a) . o et
A6C) o [0] ) @et @
A04D) .
AT Q) oo @ ) @
AAB Q) . @
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405 D) o (©
AT C) e @
q
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K
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............. ]Q = dpg AH /3, pm = 2p0/3‘
42T C) o ’ 0 RQH/Q /9 ‘

............. POT Pm = Po
AT ) o

.................... Q = poAnR?, pry = 0]
418 A) et
418 D) @
4.098) i @
4.09D) @
419¢) i ’an(1+e2 el)‘ @
420 8) oo

............................. Courbe @

1 a cos(6)
420b) r (1 + 2r )| 42T D) Courbe @
4.2000) 0o 1<1 B acos(0)\ | 4.27¢) Courbe @
r 2r
@ __h
4.20d) .00 gacos(9) | I 8meo R(R + h)
4megr?
Corrigés

4.1 a) Comme r et z sont constants, dr et dz sont nuls; ainsi dC = R d#.

6=2m R 27 r2 R R2
/ rdrde:/ rdr/ d = | =| [0 = = x 27 = 7R".
0= 0 0 2 2
0

=27
/ / r? sin(0) drdfde = / r dr/ sin(6) d dap
0 o=
3

= {%L X [ cos(c9)};T X [gp]

(—(-1-1)) x 27 = gwR3.
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27 27 2m 2
4.2 b) OnaQ@ = /\(G)adﬁz/ go—adf = qo 0do = qo [9] =2n%qo
0 0 0 2,
4.3 a) Chaque électron porte la charge (négative) —e. En arrachant N électrons de la feuille, celle-ci se charge
positivement : on a Q = +N X e, avec N = 1000.
4.3 b) La feuille est modélisée par un rectangle d’aire S = L x /.

4.5 b) La densité volumique de charge est uniforme donc la charge totale est donnée par
Q=pV=33%x10"7C,

en écriture scientifique, et en ne gardant que deux chiffres significatifs.

4.5 d) La densité surfacique de charge étant uniforme, Q = 0.4 = 6 x 107° C, en écriture scientifique, et en ne

gardant qu’un chiffre significatif (autant que la donnée qui posséde le moins de chiffres significatifs).

4.6 a) L’élément de surface dS = Rdfdz est la multiplication du déplacement élémentaire R d6 le long de la

circonférence d’un cercle de rayon R et d’axe (Oz) du tube par le déplacement élémentaire dz le long de 'axe (Oz).

4.6 c) On a Q = ooRH cos(f)df = 0. Le tube n’est globalement pas chargé. Ce résultat était attendu
0=0

puisque la densité surfacique de charge est o() = oo cos(f) (les charges positives et négatives se répartissent de

maniére égale sur sa surface).

4.8 a) Le principe de superposition assure que le champ électrostatique total en M; est la somme des champs
produits par les deux sources.

4.8 c) Le point M3 est le symétrique du point M; par rapport au plan P. Ainsi, le vecteur-champ en M3 est

le symétrique du vecteur-champ en M; par rapport au plan P. Enfin, le point M2 appartient & ce plan de symétrie
donc le vecteur-champ au point M2 appartient également a ce plan de symétrie.
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4.9 ¢) En un point M d’un plan d’antisymétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique est
perpendiculaire & ce plan. Par exemplg; si le point M est sur 'axe (Ox), appartenant au plan (Il2), le champ
électrostatique est suivant I'axe (0z) : E(M) = E(M)e,.

4.10 Le plan (M, e, &,) est un plan de symétrie donc E(M) = E.(z,y, 2)és + Ey(z,y, 2)ey. Enfin, 'invariance
par translation selon €, permet d’affirmer que les composantes E, et E,, et donc la norme Hﬁ H, de E(M) ne
dépendent pas de z.

4.13 a) En repérage cylindrique, le déplacement élémentaire est al = dre, + rdfeg + dzeZ. Sur le disque, z est
fixé (& 0) donc laire s’obtient en multipliant les deux composantes non nulles du vecteur déplacement élémentaire
dS = rdrdé.

4.13 d) En séparant les variables et en effectuant le changement de variable v = r? (d’ott du = 2rdr), il vient :

oz [0 u=R 2y-3/2 oz 2-12] " _ o !
E, = d0></ u+2°)" du:—[—Qu—&—z - } =—|1- .
8meo /9:0 u=0 ( ) 4eo ( ) u=0 2e0 /1+ R2/2?

0. Ainsi, £, ————

4.13e¢) Ona+/1+ R?/22 —— oo donc

R/z—+4oc0 /1 + R2/Z2 R/z—o0

4.13 f) Le développement limité fourni permet d’écrire :

2\ —1/2 2 2 —_—
L _(1+ & — - B gon B i1 | SR
22 R/z—0 222

222 2e
A1+ 5 0

ce qui correspond bien au champ créé par une charge ponctuelle Qo, distante de z du point d’observation.

4.15 a) L’aire d’un élément de surface d’une sphére de rayon r est dS = r? sin(#) df dy. Ici, le rayon de la calotte
est R donc la variable 7 est fixée & R. En conclusion, dS = R sin(#) d0 de.

4.15 b) Pour rappel, la colatitude 6 est définie sur [0, 7] quand la longitude ¢ est décrite sur [0, 27].

Pour décrire/paramétrer la calotte, on peut procéder de la sorte : on considére un point M(R, 6, ) sur la calotte, et
on lui fait faire un tour complet autour de l'axe (Oz); ¢ a alors parcouru Uintervalle [0, 27] en décrivant un cercle.
Ensuite, la calotte peut étre vue comme un « accolage » de cercles de rayon allant de Rsina & 0 (le cercle de rayon
nul étant confondu avec un point de axe (Oz)). En d’autres termes, cela implique que 6 € [r — a, 7).

Ainsi, pour totalement parcourir la calotte, il faut ¢ € [0,27] et 6 € [7 — o, 7]. 11 vient

e 27
b= / / E - R’sin() d8 dp@,.
O=m—a J =0
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4.15 ¢) Le champ E est celui sur la calotte sphérique, soit en 7 = R. Ainsi, on a

B 1 2 ™ ) 21 B q
¢ = p— xR /ezﬂia sin(@) d6 /50:0 de donc o= 2es (1 —cosa).
K
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R . d
4.19 a) Le segment AB a une pente constante = 2. Or, cette derniere correspond a d—y
x

Ainsi, dy = 2dz.

4.19b) Pour z > 0, le champ E est orienté suivant +éz. Il s’agit donc du sens des potentiels décroissants.
Comme 2a > a, V(2a) < V(a). V(a) est donc le potentiel le plus élevé.

............................................... : )Q_MOS(H)

4.20 b) Onalzl(l-l—(

/2
3 ) . On utilise ensuite 'approximation (1 +¢&)* = 1+ ae a
r

acos(@)).

T

'ordre 1 en e autour de 0. A Iordre 1 en g, on trouve L ~ 1 <1 +
r

AM 2r
2 1 a a cos(6) 2
4.20 ¢) De maniére similaire, BM? = % 4+ 7> + arcos(f) donc =—— = = <1 + ( ) + ) et, &
r
, a 1 1 a cos(6)
l'ordre 1 en o on trouve B - (1 o )

_q (1 L) . q acos(f) acos(f)\ _ qacos(0)
4.20 d) OnaV(M)74W80<AM o)~ T <1+ 14 = .

4.21 b) Sachant que E=— grad V, le champ électrostatique pointe vers les valeurs de potentiel décroissantes,
d’ou le signe +.
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4.21 ¢) En appelant Aioo et A2gp les projetés respectifs de A sur les équipotentielles de 100V et 200V, alors la

relation £ = —grad V = ———e_ (car ici E(A) est selon €7) permet d’approximer la norme du champ en A :

0z
B(A) = V(Az200) — V(A100) _ 200 — 100 C1x10°V.m-!
ZAs00 — ZA100 2,5 division x 40 cm - division ™! '

4.21 d) Du fait de la verticalité de 'individu par rapport & I'horizontalité du sol, les équipotentielles sont

davantage resserrées en B qu’en A ; ainsi, le champ électrostatique est plus intense en B qu’en A : c’est l'effet de
pointe.

4.22 a) Sachant que dV = dx dy dz, une séparation des variables conduit a :

d z=H z2 23 H
Q= o //A as [ (1 - Hz) dz = poA[Z - W} = amatfs

Le volume du pavé est 2H.A donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = 2p0/3.

4.22 b) Sachant que dV = rdr df dz, une séparation des variables conduit a :

r=R 7r,3 0=2m z=H r 7”4 R o I 5
©= pO[:O (T R? dr/e:o dol:o dz=po 2 4R? 0 [9]0 [z]o = pom R H /2.

Le volume du cylindre est mR>H donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = po /2.

4.22 ¢) Sachant que dV = r?sin(6) dr df de, une séparation des variables conduit & :

r=-+4o0 O=m =27
Q = poR? / ’ e /R dr/ sin(6) d@ /w dy = poR? [fRefr/R] ;oo [f cos(@)]g[np] - poAmR®.
r=0 6 %}

=0 =0 0
Le volume de l'espace étant infini mais la charge totale finie, la charge volumique moyenne est nulle : py, = 0.

o 10(0r%) 180 80
4.24 OnadlvEl_; 6’]“ -‘r;%—F&—Oﬁ-O-‘FO

e Pour 0 < r < R, 'expression fournie est celle d’'un polynéme de degré 2 en r dont la représentation graphique
est une parabole. Ici, le coefficient devant r> est négatif donc la parabole est orientée vers les valeurs négatives.

e Pour 7 > R, l'expression fournie est une fonction inverse dont la représentation graphique est une branche
d’hyperbole.

Les deux expressions prennent la méme valeur en » = R : la fonction est continue.
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4.27 ¢) L’équation fournie est celle d’une droite décroissante dont ’ordonnée & 1’origine est non nulle : le potentiel

décroit de maniere affine. Seule la courbe @ correspond & un tel cas.

4.28 Sachant que dr = r2 sin(0) dr df dy, une séparation des variables conduit & :
Q2 r=R+h d’f’ /-0:7r ] /*(p:27'r Q2 [ 1:|R+h . om Q2 h
&= — sin(6) d6 dep = —= —cos(# = _
32n2%eq J_p 2 Jo—o sin() =0 Y7 3om2e, | 1 R [ cos( )]0 [(40 8meo R(R+ h)
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IF'iche n° 5. Magnétostatique|

Réponses
Bl 8) e eee @et @] BI3a)
BaIB D)t [0]
Bl D) i @ T
Bl €)ceeiiiiiii )] BAB )
5.2 2jo82 | BB (@) et (o)
es — B.AD) . [0]
- 515 8) .. 0]
Bud ) oo @D| 515 D) e
54Db)..oii 47 R?j,(R) BID C) oo —Ba?
BB Met (@) 516a)....... M)
BB a) it @, (et (D] BABD).eeeeeeeee e ”;jr\;[
BB D) @,@et@ 5.16 ¢) HONIQIH(R+Q/2)
A6C) . o R a2
BB C)ure e @, @ et @
- BuLT ) oo
ST DY oo
BT D) et
N
5.7 C) ....................................... @ 5.18 a) .................................... @
BB a). .t —
BB D) ot HoM
58 D) @ 2723
5.9 @] %A @
£ 10 ® 5.2008) . .
mBext
BaLL @) oot @] BFOD) Mg
BAL ) ot )|  52la)... —e2
BuL2 8) ottt ABd|  B2LD)oc +e:
52 D) . Bu2L €) et +e2
512 ) oo %Bd 5.2 d) +e;
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_Holmes s s ) S
5u228) . oo O ) ST
522 D) i )| 5:25d) .o M)
5.2 (© 5.26 poll . Ry

26 8) - n )
B.24
@ to , Ro
5.26 D) .o o 1 A
B.25 8) oo @ T
,u012€ RQ
€ _ 2 526 C) e In —
5.25b) ... e c) a0t R,
s R
Ho 2
5.26d) ... —In —
) 2w . R1
Corrigés
5.1 a) L’intensité du courant s’exprime en fonction des densités surfacique et volumique de courant grice aux

relations]z//?-cfg)etlz/j_';-(ﬁ,

2 73 — — “ . b . . . b
5.2 Onal= // j+dS = //jer -dSe; = / jo=2mrdr = 21job X a, soit I = 2joS=, avec S = wa’.
o T a
N ¢ ¢
5.3 Onal= /js dl = / Js,0€0 +dzeg = / Js,0dz = jsof.
0 0
5.4 a) Le courant de particules chargées est radial : le vecteur densité de courant électrique 7 est radial, c’est-

a-dire porté par e, : 7 = jr(r,0, ). Aussi, I’émission est isotrope donc il y a invariance de la distribution de courant
7 . . . . 5 . . -2 . —>
électrique par rotation autour du point O : la composante j, n’est une fonction que de r. Il vient : j = j-(r)er.

5.4 b) L’intensité du courant électrique traversant une surface élémentaire de vecteur surface élémentaire
as = r? sin(0) d6 dye; est dI, = 7. ds = §r(r)r? sin(f) df de. Cette grandeur est uniforme sur une sphére de
rayon R (de surface 47 R?) donc Ir = 47 R*j,(R).

5.5 Les plans (zOy) et (zOz) sont des plans d’antisymétrie de la distribution car les courants de la dis-
tribution sont répartis de maniere strictement opposée de part et d’autre de chacun de ces plans. Par ailleurs, la
longueur du solénoide n’intervient pas dans I’étude des symétries d’'une distribution, mais doit étre considérée lors
d’une étude de ses invariances.
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5.6 a) En tout point M du plan (zOy), plan d’antisymétrie pour la distribution, le champ magnétostatique

gppartient a ce plan. C’est bien le cas pour le point O et les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :
B(M) = B,(M)e, + By(M)e,. Par ailleurs, le vecteur € est bien normal au plan (zOy).

5.6 b) Le vecteur €, est bien normal au plan (yOz). En tout point M du plan (yOz), plan de symétrie pour

la distribtlgion, le champ magnétostatique est perpendiculaire & ce plan, donc est selon %e,. Il est alors possible
d’écrire : B(M) = B,(M)e,. Les différents points P; n’appartiennent pas & ce plan, donc rien ne peut en étre déduit
sur le champ en ces points.

5.6 ¢) 1l faut bien préciser que c’est en tout point M du plan (zOz), plan de symétrie pour la distribution,
que le champ magnétostatique est perpendiculaire a ce plan. C’est bien le cas pour le.> point O mais pas pour les
différents points P; (qui n’appartiennent pas a ce plan). Il est alors possible d’écrire : B(M) = B(M)e,.

Le point O appartient aux plans de symétrie (zOz) et (yOz) donc le champ en ce point doit étre perpendiculaire
a ces deux plans : il est nécessairement nul.

Puisque le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution, en tout point de ce plan le champ ma-
gnétostatique appartient a ce plan. C’est bien le cas pour les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :

B(P:) = B.(P:)& + By (P:)é;.

De plus, puisque le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution, c¢’est un plan d’antisymétrie pour
le champ magnétostatique. Tout cela permet alors d’écrire : By(P2) = —By(P1) et Bz(P2) = B;(P1), mais pas
§(P2) = —§(P1) ! En bref, il est aussi possible d’écrire : E(Pg) = —sym(ﬁ(Pl) , Ol « sym » représente ’opération
de symétrie par rapport au plan (yOz).

5.7 a) onaI://7-@://joa?.dydze—;:jox2£x2d:4joed.
3 S

5.7 b) Le vecteur densité volumique de courant est 7 = joea et jo est constant donc la distribution est invariante

par translation suivant (Oz) et (Oy). La couche étant finie, elle n’est pas invariante par translation suivant (Oz),
et encore moins par rotation autour de cet axe, le vecteur j étant porté par e,.

5.7 ¢) La distribution est invariante par translation suivant les axes (Oz) et (Oy), donc la composante By, du
champ ne dépend que de z.

5.8 a) En tenant compte du sens du courant, on a E(O) = —ponz2l2e,, oll N2 est le nombre de spires par unité

de longueur du solénoide (2).

5.9 Sachant que la force magnétique s’exprime comme F= qu A B alors le produit guB est homogene a

une force. Si 'égalité B = MY est vraisemblable alors qu X B =qv x my

qR R~ R

serait homogene & une force. Or,

2

muv” est homogéne & une énergie puisque 1’énergie cinétique s’exprime comme . De plus, d’aprés I'expression

- — —
du travail élémentaire 6W = F' «df d’une force F', une énergie divisée par une longueur correspond & une force.
2

mu
Finalement, le rapport est donc bien homogéne a une force et la relation B = R est vraisemblable du

point de vue de ’analyse dimensionnelle. Bien siir, d’autres raisonnements sont possibles en se fondant sur d’autres
relations!
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5.10 Le champ magnétique est linéaire pour 0 < r < a et hyperbolique pour r > a.

5.11 a) Sachant que By = kx # 0 pour tout M(z,y, z) alors le vecteur champ magnétostatique ne peut pas

étre constamment paralléle & &, ce qui élimine la carte de champ @ En prenant les points de ’espace ou = = 0,
le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire comme B (M) = kye, : les vecteurs champs le long de cette ligne
doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Parmi les cartes de champ @, @ et @ restantes, seule la @ possede
cette propriété.

Autre méthode possible : En prenant les points de ’espace ou y = 0, le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire
comme B(M) = kxe, : les vecteurs champs le long de cette ligne doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Seule
la carte de champ @ possede cette propriété.

5.11 b) Le flux magnétostatique est conservatif donc le resserrement des lignes de champ constaté de M a N
permet d’affirmer que le champ magnétostatique est plus intense au point N qu’au point M.

5.12 a) Le calcul de la circulation du champ magnétostatique de A & C se décompose en deux.

B
- —

e D’une part, sur [AB] : on a Cag = / B+ d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
A

e D’autre part, sur [BC] : on a

c —
Cec = / B+ dl = 4Bd (chemin paralléle aux lignes de champ).
B

— —

B
5.12 b) D’une part, sur [AB] : Cag = / B +dl = —8Bd. Seule la projection de AB sur la ligne de champ doit
A — —
étre prise en compte. Le signe moins provient du sens de B par rapport a celui de la projection de AB. D’autre
c
part, sur [BC] : Cgc = / B-d¢=6Bd.
JB

B
5.12 ¢) D’une part, sur [AB] : Cag = / B.dt = %dB. Le chemin [AB] est un demi-cercle de longueur %i
A

e
D’autre part, sur [BC] : Cec = / B +d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).

B
5.13 a) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Iens = +1.

5.13 b) Le contour n’enlace pas le fil donc Ien1 = 0, quels que soient Porientation du contour et le sens de 1.

5.13 d) Le fil est positionné de fagon telle que le courant passe quatre fois « & l'intérieur » du contour. L’orien-
tation du contour et le sens de I sont tels que Ien = +41.

5.14 a) Le produit scalaire B-dS est positif lorsque le champ B et le vecteur surface élémentaire dS (donné par

Porientation de la surface) pointent globalement dans la méme direction (ils forment ainsi un angle aigu, ¢’est-a-dire
compris entre 0 et 90°).

Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. De méme, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le haut (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.
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Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le bas. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et
- —>
orienté vers le haut (d’apres lorientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le bas. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est

vertical et orienté vers le bas (d’aprés lorientation du contour). Finalement : B.dS > 0, soit ¢ > 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le haut. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est
vertical et orienté vers le bas (d’aprés lorientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

5.14 b) Pour le cas @, le champ B est horizontal. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical.

- —
Finalement : B+dS = 0, soit ¢ = 0. Aucune ligne de champ ne passe a travers la surface orientée, donc le flux est
nécessairement nul.

5.15 a) A ce sens de parcours de la spire est associé le vecteur normal 7 opposé au champ magnétostatique.

D’ou (f)(E) = // B-7dS=— // BdS en notant ¥ 'intersection entre le plan de la spire et la zone de champ.
) bl

Pour z < 0, on a donc ¢(§) =0.

5.16 a) Les N spires du tore traversent la surface délimitée par le cercle de centre O et de rayon R—% <r< R-l—%.
Le courant enlacé vaut donc Ien = NI.

5.16 b) Sur le contour fermé choisi, r et B(r) sont constants. Il vient :

%Ecﬁ = %B(r)e‘g’-rd@@’ = 2mrB(r).

NI
D’apreés le théoréme d’Ampére, on a 27rB(r) = polen et donc B(r) = @7.
N R R+a/2 NI a/2 NI 2
5.16 c) Ona(b(B)://B-ﬁ’dS: Ho dr/ dp = MoNTa, (Ra/23
Reaj2 27T —a/2 2m R—a/2
1000

N -7 —1
5.17 a) OnaB:,uourjl.Donc,Bzélﬂ'XlO H-m ><4000><m

5.17b) Ona ¢ = NBS. Donc, ¢ = 1000 x 1 x 10" T x (20 x 107°m)? = 4 x 10> Wb.

5.17 ¢) Le champ magnétostatique est un champ a flux conservatif. Or, le circuit magnétique joue le role d’un

tube de champ, donc la « loi des nceuds magnétique » appliquée a la jonction qui surmonte (S1) donne : ¢ = ¢1 + @2,

soit ¢1:¢7¢2:¢7i¢:§¢. Donc, ¢1:z><4><102Wb:3><102Wb.
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5.18 a) Pour une boucle de courant plane, de surface S et parcourue par un courant d’intensité I (ce qui permet

de définir le vecteur surface S ), le moment magnétique est deﬁm par la relatlon M= I s. Pour une spire de rayon
R et d’axe (Oz), le vecteur surface a alors pour expression S = Sez = tR%eZ, donc M = nR? Ie;.

5.18 b) Dans le cadre de approximation dipolaire : z > R donc R? + 2* = 2%, Le champ magnétostatique

= IR® -
s’écrit alors : B(M) = “;ZS &2 ou encore B(M) = gjr/;;l
5.19 Des valeurs particulieres de 0, telles § = 0 ou § = /2, et 'étude de lorientation du champ magnéto-

statique pour ces angles, permettent de conclure que §( M) = ZO (2cos(f)er + sin(0)eg).
773

5.20 a) Le moment du couple magnétique s’exprime comme I', = +mBext & 1’équilibre, car 7 et Bext sont
orthogonaux.

N Bex
5.20 b) A Déquilibre, le théoréme du moment cinétique donne : 0 = mBexs — dMg, soit d = MDext
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5.22 a) Lorsque le dipdle est aligné sur le champ (méme direction et méme sens) : 7 » Bext = mHBext ,

polm) _ _polm,>
o2rr ) 2mwr2

F= + grad (

5.22 b) La force F est dirigée dans la direction et le sens du gradient de la norme du champ magnétostatique.

Le dipole est donc attiré vers les régions de champ plus intense. On peut aussi remarquer que le dipdle a tendance
a se déplacer de maniere & minimiser son énergie potentielle.

5.23 La circulation du champ magnétostatique le long d’un cercle de rayon R au sein duquel passe par son
centre une ligne infinie parcourue par un courant électrique stationnaire est 2r RB. Le théoreme d’Ampeére appliqué
au cercle permet d’écrire 2rRB = ol : la circulation du champ magnétostatique est homogene au produit d’une
pol
2R

est valide.

intensité électrique par une perméabilité magnétique (du vide). Ainsi, seule I'expression B =

5.24 Le flux magnétique traversant un solénoide comportant N spires de section S est ¢ = NBS. Or,

LI
I’inductance propre L permet d’exprimer le flux en fonction de l'intensité : ¢ = LI. Il vient : B = NS

5.25 a) En un point de lorbite circulaire, la charge —e de ’électron passe & chaque période de révolution T,
d’ou le débit de charge I = —¢/T.
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5.25 b) La norme du vecteur surface S est l'aire du disque de rayon r et de centre O : ||§|| = 7mr?. De plus, le

R
vecteur surface S est orienté par la régle de la main droite, selon le sens du vecteur vitesse de I’électron (c’est aussi
2

T . ez . €
le sens choisi algébriquement pour U'intensité I). Il vient : m = T Tree,.

2
5.25 c¢) Par comparaison des expressions m = _fSet 7= &S‘" il vient : m = 7, avec v = — €
T T 2Me
5.25d) Ona|m| = |y ||Z], soit ||| = n —. Donc,
N~
+2§Le nh

HB

1.602 x 10~ (' x 8.63 x 107547 .5
I 27 _ —24 2
- 2 x 9,11 x 10 kg = 9,28 X 10754

UB

. ’ € .
Attention : la réponse @ n’est pas correcte car v = 5 donc ug = —hvy, et non pas ug = +hvy. Par ailleurs, la
Me
réponse @ n’est pas correcte car 'unité indiquée correspond a une énergie, et non pas & un moment magnétique !

Ro Ro
/ M—Olédr = MLIZ % _ kolt In Ry

Ry 2rr 2 R T 27 R,

5.26 ¢) La composante du champ ne dépendant que de r, on peut découper le volume en portions d’espace

comprises entre 2 cylindres, le premier de rayon r, le deuxiéme de rayon r + dr, tous les deux de hauteur £. Le
volume élémentaire vaut alors : dr = 27fr dr. L’énergie magnétique correspondant a une portion de longueur £ du

cable est alors : Ro 272 2 R
1 ? mol £
W = ///32de ¢ HoZ orrdr = £2 Elni~
200 20 Jp, 4m?r? 4w Ry
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[Fiche n° 6. Equations de Maxwell

Réponses
B.18) oo @
B.1 D).
M
6.1C) e T2
M- L
6.1 d) e s
M- L
6.l €) i 773
B2 8) ot ®)
6.2 D) (©

6.3a).... ’ Ey cos[wt — kzle, + Ep sinjwt — kzx]e,

—Ey expli(wt + kz)]
+iEy expli(wt + k2)]

—
€g
(&

Y

6.5 €) i Positive

- ddivE
6.6a)................. wo div 7 + €0 1o %
- 0
6.6D). ... to div 7 + po 87/;
6.6 C). e ()
6.7 ) o
B.7 D) [0]
6.7 C) et Oui
8.7 d) @
6.7 €) e
6.8 ). .\
B.8D) .
6.8 C) oot
6.8 d) i
2
B8 €) it Sy
r
6.88) crrrr oo
B.9 D) L ()
6.9C). 4w R3(a — bR?)
6.9d) .. (©
6.9€). . i 4w R3(a — bR?)
6.10 ) ..ot oui
6.10D) oo non
6.10C) ettt oui
k —
6.11a).........cooene an cos(wt — kz + p)ey

6.11Db).... ’ Ey+/opo sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e_y"

5 25 5 S cgati 2F N
6.5 f) 6.11¢C)eevniiiii. 2 % /cos(wt)eg dt
T
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6.12a)............ B sin(wt — kz + ¢)ea
) O€ouow ( ©)
6.12 b) Bo h( )exp(—at)es
A2 D) ... cosh(y/Eopoaz) exp(—at)e,
N 0Ho p
63 0
6.12¢C) ..ot e cos(wt)e,
6.13 ) . i (a)
dir
6.13Db) ... — ——eg
) Hon < 5 €
di R?
6.13¢C)...oeiii — — ¢
2 O™t 9 0
6.13d) . (©)
dir_,
6.13€e) ... — ——
e) Hon 560
di R?
6.13f). .. — — e
) HOT g 2
6.14 a) EoBo cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + p)ez
Ko
6.14 D) .... —% cosh(Bz) sinh(82) exp(—2at)e,
0
E
— 2% cos(kz—wt+1hy) En
6.15a).......... EC’
+2% cos(kz —wt + ) &
c
Corrigés
6.1 a)

E2+E; _,
i s
Mo €

FEox ei(k z—wt+h) 6_;
+E0y ei(k z—wt+hs) e—y>

1 (k b)) —>
E (EO$ el(k z—wt+p1) ey

_E()y ei(k z—w t+1h2) 6‘;)

1

(EOac efi(k z—wt+h) 6—y>

_EOy efi(k z—wt+hs) 6_;)

E§, + E§, =
2 Mo € i

Les trois premieres équations correspondent aux équations de Maxwell-Gauss, Maxwell-Faraday et

Maxwell-Ampeére. La derniére est une formulation de I’équation de conservation de la charge, qui n’est pas une
des équations de Maxwell mais une conséquence de deux d’entre elles.

6.1 b) La définition de l'intensité du courant électrique est : i(t) = %, donc dim(q) =1-T.

61 C) ...... Par analyse dlmenswnneu e de 1a force d e L Orent& On a .............................................................
dim(B) = dimc(li;)nc(lfrz(ﬁ’) - IMT LL T;l - IMTQ'

6.1d) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a : dim(E) = ((111:111((?)) _M .IL .TT72 = ?4 Tg
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6.1 ¢)

Par analyse dimensionnelle de 1’équation de Maxwell-Faraday, on a :

_ dim(E) _ dim(B)

> > dim(B)-L M-T'-T*.L M-L
dim(rot(E)) T T donc dim(FE) = 1m(T) = T = 77
6.2 a) On a ||700nd|| = ||oEo cos(wt + ¢)|| < ||loEo|| et ||7dép1|| = ||—eowEo sin(wt + ¢)|| < ||eowEo||. Donc,

Tq -1
Onaa>1 <<= K 7 1> 1078 - m

= =1,8x 10" Hz.
2me0  2r x88x 10 2F-m L ’

o 1,0 x 107S - m™*

= =1,1x%x 10" > 1.
cow 88x10712F-m ™! x1,0x10%rad st

o 1,0x 107*S-m™!
cow 88x1072F-m!x1,0x10°rad-s~!

=1,1x 1017 dont 'ordre de grandeur est 10.

o 1,0x 1078 -m™!
cow  88x107F-m~!x1,0x10%°rad-s!

=1,1x10% < 1.

E,1 = Eoexpli(wt — kz)|e; — iEo expli(wt — kz)|e2

= Eo(cos(wt — kx) + isin(wt — kx))e, — iEo(cos(wt — kx) + isin(wt — kz))e..

Donc, E;, = Re(E1) = Eo cos|wt — kz]e, + Eo sin[wt — kz]ex.

6.5 a)

On peut estimer le rotationnel selon un axe en observant si le champ de vecteurs « tourne » dans le

sens direct ou indirect. Si le champ de vecteurs ne « tourne » pas autour d’un axe alors le rotationnel est nul. Si le
champ de vecteurs semble « tourner » dans le sens direct alors le rotationnel est positif; dans le cas contraire, il est

négatif.
6.6 a) Avec la relation de Maxwell-Ampere et le théoréme de Schwarz, on a :
OE divE
div(ﬁE):div ,LL()7+€0,U,07 = o div 7+50N0 v .
ot ot
6.6 b) Avec la relation de Maxwell-Gauss, on a :
. _ . ? eo’ __ . 7 vpP
div(rot B) = po div j + €0 po ot Mo (le J+ ot )
. =3 . .. > Op
6.6 c) Comme div(rot B) = 0, on obtient : div j + % 0.
6.7 a) En utilisant ’homogénéité, on voit que a est une longueur, en métres (m)
’Pv._V PV W
6.7 b On a AV = =—(2+4-6)=0.
) na ox? + 0y? + 0z? a2( + )
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6.7 ¢) L’équation de Poisson AV = — P st vérifice en prenant p = 0 car ’énoncé impose un espace vide de

€0
charge
v
Vo 2
6.7 d) On a V(z,0,0) = — " @ c’est une parabole.
: a
L’allure en est donnée ci-contre :
T
6.7 e) Le champ électrique est donné par :
= — ov_, ov_ oV _, Vi N N
E=—gradV = —%em — a—yey — gez = ZQ—S(—xex — 2ye, + 3ze2).
En O, origine du repeére, ce champ est nul.
6.8 a) On a ¥ = we, A (re, + ze2) = rweg
6.8b) Ona ¥ =we, A (ze, +ye, + ze2) = —wye, + wre,.
6.8 c) En coordonnées cartésiennes, on obtient : rot ¥ = 2we>.

ndSan = rdr dbe; ; d’ou v21r = 4wmr dr, soit v = rw.

6.8 e) On simplifie 'expression %U(M) . (TZ<M) = // H(U)(M) + W dSm) en considérant dal = rdfes et
JT SIS

7 dSmy = rdrdfel; don v2rr = / 4wy dr +/ 0 X 27rr dr, soit v = 4w
0 a r

6.9 ¢) On a
AT avdar
sphere boule
r=R =27 O=m
= / / / (3a — 5br*)r? sin(0) dr dp df
r=0 ©=0 0=0

= [Lp] iw X [— cos(é’)};r X [ar3 — brs]f

= 47R*(a — bR?).
6.9 e) On a
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6.10 a) Il faut vérifier que les équations de Maxwell sont respectées les unes aprés les autres. On a :

. = Ok, OE, O0E.
e divE = 9z + y + 2 =0
o divD — 0B, 0B, 0B. -0

oz oy 0z
I (aEZ B 8Ey>e_z,+ (HEI B aEz)e_y,+ (aEy B BEI)e_Z,: aEya:Eoksm(wtka+¢o)a

oy 0z 0z ox or oy Ox
et 68—? = —FEoksin(wt — kx + @o)e.
e Enfin,
= —68?; ey = —EZJkQ sin(wt — kx + ¢o)ey
et 88—25 = —Fowsin(wt — kx + ¢o)é, donc souoaa—zj = —Ezjk2 sin(wt — kz + ¢o)ey

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.

divE = 887% = —Epksin(wt + ky).

L’équation de Maxwell-Gauss dans le vide n’est pas respectée donc ce champ électromagnétique ne peut pas exister.

- OF OF OF
B =2 Ty O
e div oz "oy T o 0
0B 0B 0B
div B = z Y z _
$ 0 + Oy Oz 0
[ ]
opo (9B OB\, <6Em - aEz)?+ 0B, 0B\ _ 0B, OB
“\ oy 9z | ° 0z ox )Y Ox oy |7 0z 7 o0z Y
= Esksin(wt + kz + p2)es — Erksin(wt + kz + p1)ey
0B _ N _ .
et il —FEsksin(wt 4+ kz + p2)éeq + Frksin(wt + kz + ¢1)ey
e Enfin,
ol B = 6Bz_8By — (831_8Bz)_> 8By_8BI 6_,7_8By?+63z6_)
T\ Oy 0z | ° 0z ox )Y oz oy ) 7 0z " 9z Y
2 2
__Ek sin(wt + kz + p1)es + Eak sin(wt + kz + p2)ey
w
OF _ . . N
et i —Fiwsin(wt + kz + p1)es — wEs sin(wt + kz + p2)ey, donc
OE _ Eik® _ Bpk? _,
Eopo 5~ =~ sin(wt + kz + p1)éz — sin(wt + kz 4 @2)e,

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.
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6.11 a) Le champ électrique est de la forme E= E.(z,t)es avec E,(z,t) = Eocos(wt — kz + ).
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

%e‘; = Eoksin(wt — kz + ¢)ey,.

E‘E(E) T oz

D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :
B= /fﬂ(ﬁ) dt = onke‘y'/sin(wt —kx +@)dt = EoE cos(wt — kz + )&, + cste.
w

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.
6.11 b) Le champ électrique est de la forme E= E.(z,t)es avec E,(z,t) = FEgcosh(y/eopoaz) exp(—at).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

—_— E
rot(F) = 86—;6_; = Eo+/Eopoa sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e,.

D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :

—

= /— rot(ﬁ) dt = —FEo+\/eopo sinh(w/aouoaz)e_;/exp(—at) dt = Eo+/zopo sinh(y/Zopoaz) exp(—at)é, + cste.

o1

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.

Ex(z,t) = cos(wt).

Eo
(kr)?
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a :

_OE., _ 2B
or 07 k23

rot(E) = cos(wt)ég.

D’apres ’équation de Maxwell-Faraday :

B= /_E){(E') dt = —]zi% /cos(wt)e_e’dt.

Comme eg est un vecteur dont lorientation dépend du temps (base cylindrique), on ne peut développer davantage
le calcul car on ne connait pas ’évolution temporelle de ’angle 6.

6.12 a) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bosin(wt — kz + ).
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

—aéiye_; = Bok cos(wt — kz + ¢)és.

rot(B) =

D’apres 1’équation de Maxwell-Ampere vide de courant (j = 6) :

= Boke_; cos(wt — kz + ) dt = Bok

sin(wt — kz + p)e, + cste.
EoMo EoMO Eopow

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.
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6.12 b) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = By sinh(y/zopmoaz) exp(—at).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a :

— = 0By,

rot(B) = 9% € = —Boy/Eopoa cosh(y/Eopoaz) exp(—at)e,.

D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

E= 1 r?f(ﬁ) dt = — 1 Bo+/eopoc cosh( souoaz)e‘;/exp(fozt) dt
E0 140 oo
Bo

cosh(y/Eommoaz) exp(—at)és + cste.

- v/ €00

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0.

Ce champ électromagnétique (E, E) est le méme que celui de la question b) de l’entrainement précédent, en posant

D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a :

— = 10rBy _, cBy . _
rot(B) = P sin(wt)e..
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :
- —_— = CB . CBB —_—
E= o rot(B)dt = —me_;. sin(wt) dt = k2wro3 cos(wt)e, + cste.

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc cste = 0. Contrairement
aux cas précédents, on ne retrouve pas le champ de la question ¢) de l'entrainement précédent : ces champs
électromagnétiques (E, B) ne sont solutions ni d’une seule équation de Maxwell, ni de I’ensemble (équation de
propagation!) donc il ne s’agit pas de champs électromagnétiques qui se propagent.

6.13 a) Le solénoide étant invariant par rotation autour de I'axe (Oz) et par translation le long du méme axe,
la norme du champ électrique ne dépend que de 7.

0B -
6.13 b) L’équation de Maxwell-Faraday est Tt E = “ o On calcule d’abord le rotationnel de F. Le champ
magnétique étant porté par (Oz), il reste : rot £ = = s
r Or oB "
On calcule la dérivée du champ magnétique par rapport au temps pour r < R : e uond—ze_;.
di r? dir
Enfi Eo = — ——d Eg = — =
nfin, on a rFy pon 4, 5 done Ep pon - 5
6.13 ¢) Le champ magnétique étant nul & I'extérieur du solénoide, on a :
10rE C
2IrRe 0 donc FEog = —
r Or r
avec C une constante. Il reste & déterminer cette constante. Par continuité du champ électrique en » = R, on a :
¢__ nyﬁ donc C=- ngR—2
R~ M"at2 ST
N 2
Ainsi E=- ———¢s.
insi, on a pon s 5 €6
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6.13 d) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est E Al = — / a0 -dS.
Nous sommes donc amenes 4 caleuler la circulation de E sur le contour délimitant la surface 3 que l'on va choisir
et & caleuler le flux de B & travers cette méme surface.

Pour que le calcul de la circulation soit simple, il faut trouver une surface dont le contour ne dépend pas de r, ainsi
le champ électrique sera constant sur ce contour.

Pour que le calcul du flux soit simple, il faut dans un premier temps trouver une surface dont la surface élémentaire
ne s’exprime pas en fonction des Varlableb de B : B étant constant ici, la question ne se pose pas. Dans un deuxieme
temps, on choisit une surface telle que B et le vecteur normal & la surface soient colinéaires afin que le produit
scalaire se calcule facilement : on choisit une surface perpendiculaire & e,.

On souhaite donc une surface de rayon constant r, perpendiculaire & €, : il s’agit donc d’un disque de rayon 7 et
d’axe (0Oz).

B —>
6.13 ¢) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est §£ E-dl = / 9B ds.

On choisit comme surface X le disque de rayon r et donc comme contour I le cercle de rayon r. La circulation de
E donne :

% E-de= 2rrE(r,t).
r

E — ) — )
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : / 9 «-dS = 71'7“2,uon%. Finalement, F = —,uonyie
s Ot dt dt 2
L S = OB
6.13 f) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est E Al =— e ds.
b

On choisit comme surface ¥ le disque de rayon r et donc comme contour I' le cercle de rayon r. La circulation de
E donne :

§I§ Edl= 2rrE(r,t).
r

B — di di R?
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : / %t -dS = nR? Mo Finalement, E = —uon&;i
b
6.14a) Ona
— —> EoBo

II= ITEO cos(wt — kz + p)ex A Bosin(wt — kz + ¢)é, = cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + p)es

o
L’énergie se propage dans une direction orthogonale a celles des champs électrique et magnétique.

=
I

iEO cosh(Bz) exp(—at)ez A B sinh(8z) exp(—at)e, = _EoBo cosh(fBz) sinh(8z) exp(—2at)es
Ho Ho

L’énergie se propage dans une direction orthogonale & celles des champs électrique et magnétique.

— — N — 0 Ez _Ey
F_FAE_@rE 1o g 1Ty
w (& C 1 EZ (& 0

On en déduit : B = _Ey cos(szthrl/)z)e_;Jr&cos(szthrwl)e_y’
c c
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6.15 b) Le vecteur de Poynting est donné par :

- -2 Ez 7Ey 0 2 2
E E
ﬁ':E/\B_L E, A E, :L 0 :Qe‘z’.
Mo Mo C 0 0 Mo C E2 —|—E2 Ho C
z Y

E=E, exp[i(z- T -wt)] = Eo expli(kz — wt)],

= i —> i — . T ) : A i
avec o = FEogze "' ez + Eoye "% e, ; Eg est 'amplitude complexe du champ électrique.

S 1 i ik e .,
6.15 ¢) On en déduit le conjugué : B = — (EO;r e ikEmwitv) o> By e iRz wity2) em).
c

6.15 f) Le produit vectoriel E A E* vaut :

el * i - — i(kz—w — 1 —i(kz—w — —i(kz—w 2) =—>
E /\E = (E‘OI gllk z—wityn) €z + Eoy e (k t+i2) ey) A (E (EOI e ik ) €y — Eoy e (& t+2) ez)>

2 2 2\ >
- Eimg; 4 @e—; - M‘
c c c
1 » =« Fo,+E2 _,
On en déduit le vecteur complexe — FE A B 0z - Hoy
2 1o 2u0c

1 -
6.15 g) Avec (cos®) = =, la valeur moyenne du vecteur de Poynting Il vaut :

_ E31+E3ye_.
- 2[100 '

<ﬁ>> [/ (Eox cos(kz—wt+ wl))2 + (Foy cos(kz —wt + wg))2 R
= e >

—>x

= > est identique : on peut donc choisir I’'une ou 'autre des deux méthodes.

La valeur moyenne du vecteur <

6.16 a) On intégre la densité volumique d’énergie électromagnétique dans tout le volume V séparant les deux

B 80E2 B Q2 B Q2 B LQ2
£= ///v 7 dT= //V 22057 1T = 2205219 = 2,57

armatures :

— ﬁ E c0S %25 g4 dQ _,
6.16 ) Onall— -2 _ = ¢ B pd@s
o o 26052 7 dt

6.16 ¢) On cherche le flux sortant du vecteur de Poynting & travers la surface ¥ du cylindre de rayon R et de

hauteur L formé par les deux armatures du condensateur, soit :

> — R dQ LwR? _dQ L dQ
II.dS = — ¥ x 27RL = — - — = QQ—=.
ﬁé 2052 <R 2052 At | o8l
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ot ot T 2608

6.16 ¢) Ona%Jrcf):O.

En utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, qui dit # .ds = /// div ﬁdT, et en utilisant que £ = /// edr,
) v v
on obtient :

//V%dnu///vdivﬁdfzo donc %erivﬁ:o,

ce qui correspond au théoreme de Poynting en I’absence de courant de conduction.

LQ(t)*
o 2e0S L d L _dQ
6.16d) Ona 2 = /- 20099 (1) = =
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Ficl o7 Tnduction

Réponses

To10a) e €, 7D C) et dS =rdfdr
— 2 3
T D) o Y 27TBO(R _R)

2 3a

= a’
TAd) .o 75 €) e 2m By
TLe) e g(e"; +e2) TBa). oo BrR? cos(wt)
T8 D) e [0]
7.1 1) —Q(e"—&- e’) 2
2 ¥~ TeB C) e 7B7;R
Te2A) @
3
7.2 b) TOHd). oo iBTfR2
.................................. 2
T2 C) e @] 78) oo
T.2d) oo @] T @
3 T ) oui T D) @
T8 D) oui NI i
3 ¢ TP non T7C) MOQWCLI ( da)
T3 d) e non
N2
TuB ) e oul|  TTA)i “027T“1 <d§a>
5 75 § non
Ted a) oo @ T8 a) oo @
7.4 b) .................................. —BQL‘CZ 7.8 b) ............................ BOUJ Sin(wt)*
Td €)oo —B(?
> P98 o
TAd) |—B(a— (z. — 0))(]
T D) o (a)
T €) o @
T D) TLO Q) ot ©
Ted @) e —aBI
o 710 D)oo s
TAAR) o h+j(mw — )
T5a). ’WRQBm cos(wt) ‘ TA0C) oot (©
TBD) ma’ B cos(wt) T11a) e —Ri?
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7'11 b) ............................ mv@ _ fU 7.17 d) ..................................... @

dt
iE TAB Q) oot )

TALC) o — 4Py
dt TA8D) oo

TAZ ) TR
TABC) v - i— R—
TAZB) ) m M

= di (Ba)> 1.
TA2€) i 718e) ...l Rdt+< T ]i=0
T138) e
A2 _di [ (Ba)® 1
7.181f)..... L— +R— + +=]i=0
TABD) .o i ape ) e "t ( m ' C
TA9A) o
0 1 ) zéaBe_gE> ) ®

TAAC) oo Te208) i ®
TA4d) T.200D) .o )
Tdde) o O 72ta). @
TAAE) o (] 721b) ..
T4 ) oo @ T.228) .. (a)
dv B2€2 7.22 b) ...................................
TABa) e — v=0
dt mR t
Te22C) i —B-S
TA5 D) o (© T
BS
dv(t) B2s2 BYE T.22d) . -
716 a). ... () = -
Te22 €) i 300 mV
E
TAGD) e TBEL T22 ) ®)
d?i(t) rdi(t) B 722 @)
7A7a). ... =t it =0
BSt
T22h) -
AT D) (a) T
BS
TLTC) oo To220) ==
0 © ) ’
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2 ) 300 mV d
J) = 7.23Db) i mvd—qtj + kzv + av?
T238) 0o Ei — Ri?
dE. dF
7.23C) i, —L2+P+P
© a @
Corrigés
7.1¢€)
7.1f1)
7.3 a) Il y a trois fagcons de modifier un flux : modifier la surface, modifier le champ, changer I’angle entre le

N . 3 =4 N . ’ .
vecteur normal & la surface et le champ. Ici, comme BA 7T = 0 &t = 0, les deux vecteurs sont colinéaires. Comme
-
le cadre tourne autour d’un de ses cotés, ’angle entre 7@ et B varie au cours du temps.

7.3 b) La surface ou le champ est non nul augmente au cours du temps tant que le cadre n’est pas entierement
dans la zone ou regne le champ.

7.3 c) Le produit scalaire entre B (t) et 7@ est nul.

7 3 d ) ...... Nl la Surf ace ml’angl e entre § et ﬁnevarle ............................................................................
7 3 e) ...... La Su rface var le ...................................................................................................................
789 11 ne fant pas confondre ls termes « uniforme » (ne varie pas dans Lespace) et « constant » (ne varic

pas dans le temps).
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7.4 b)

T
z Teq+1
a
R 27 R 27
Ona®= / B, cos(wt)r dr x df = B, cos(wt) / rdr x dé
r=00=0 r=0 60=0
a 27 a 27
Ona®= / B, cos(wt)rdr x df = B, cos(wt) rdr x do
r=060=0 r=060=0
R 27 R 27 9 9 3
Ona@':/ Bo<1—z)rdr><d0:B0// T—T— dTXd@zQﬂBoR——R—.
a a 2 3a
r=060=0 r=060=0
a 27 a 27
/ T rz a2
Ona® = Bo(l—a>rdr><d0=Bo T—E dTXdQIQﬂ'BOF.
r=060=0 r=060=0

L’angle entre la normale & la spire et le champ magnétique B étant wt, le calcul du flux s’écrit :

o = //s B-®dS = //s B cos(wt) dS = B cos(wt) //s dS = BrR? cos(wt).
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2
7.7 d) Le flux propre a travers les N spires sera w ln<d —; a) =LI.

m
7.8 b) On a @ = Borwsin(wt). Donc, E = / Bor'wsin(wt) dr’ = Bow sin(wt) / ' dr'.

r
r’'=0 =0
s s . . . « . . dv . . Tt a?’B%v
7.9 b) Chaque terme de I’équation doit avoir méme dimension. Or T a pour dimension T donc R
m

2 2

_ B

pour dimension L - T™2. On déduit la dimension de
22

en divisant L - T2 par la dimension de la vitesse L - T™".

. . —1
Donc a pour dimension T .

dt

7.12 ¢) Dans le cas d’'un champ uniforme (égal & la méme valeur en tout point de l’espace), la résultante des
forces de Laplace s’exercant sur un circuit fermé est nulle.

7.13 a) Le champ magnétique B et le vecteur @) sont tous deux portés par e,. Le produit vectoriel Cﬁ) AB

, R
étant nul, on a F1, = 0.

\]
=
N
[
=
=
)
e}
=
o
w
—
1)
=
o
(o]
=,
[e]
[oN
@
&
8
=8
=
o,
=
.
-t
Ry
—
@
w0
[e]
=}
w
(oW
[e]
[e]
=.
=
o
=
I
o+
=N
]
[=}
Q.
=
o
o
=
=
o
=
s
=3
[¢]
=]
w0
Z.
(e
~
=)
e}
o
wn
[¢]
Q
o
@
2
I
95}
[
<

—

7.14 b) D’apres lexpression du couple des forces de Laplace, on a TL=MAB: = ISe, A Be, = —IBSe..

—

7.14 ¢) D’apres Pexpression du couple des forces de Laplace, on a 1_“)L = /W A By = ISe, A Be, = 0.
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7.14 e¢) Le couple des forces de Laplace produit par §3> est orienté selon les z > 0, d’apres la regle de la main

droite, la spire va donc tourner autour de l'axe (Oz) dans le sens direct.

7.14 f)  Aucun couple calculé plus t6t n’est orienté selon &, il n’y a donc pas de champ magnétique qui provoque

une rotation de la spire autour de I'axe (Oy).

7.14 g) Le couple des forces de Laplace produit par §I est orienté selon les z < 0, d’apres la regle de la main

droite, la spire va donc tourner autour de 1’axe (Oz) dans le sens indirect. Il n’y a donc pas de champ magnétique
qui provoque une rotation de la spire autour de I'axe (Oz) dans le sens direct.

7.15 a) L’équation électrique permet d’établir que i(t) = = En injectant cette relation dans I’équation

mécanique, on obtient :

22

v(t = 0) = vo, donc Aexp(0) = vo et donc A = vg. Ainsi, on a v(t) = vg exp (— m}é t>

. ; ' s L . .. Btu(t)
7.16 a) On isole i(t) dans ’équation électrique pour obtenir i = " + En injectant ce résultat dans
I’équation mécanique, on obtient :

do(t) B2¢? B(E dv(t) =~ B*¢? BILE
= ty—— d t)=— ,
dt rv() r one dt +mrv() mr

. - . . . L. . do(t)

7.16 b) La vitesse limite viim correspond a la vitesse atteinte en régime permanent, soit quand a 0.
22
On a donc Bt Vlim = 7% On en déduit vijm = fﬂ.
T BY
A . » L . 1 di(t)

7.17 a) A partir de ’équation électrique, ona v = BI L T (t) ], qu’on injecte dans ’équation mécanique

d /. di d*  rdi B B**.
On obtient gﬂa(Ldt+ ) —BYi, et a1n51E+Z&+ L i =0.

2 22 -2
B/ 1 1x1

7.17 ¢) On calcule son discriminant A = % —4 ml 025 00?7;)05 =4—-4x2=-4

7.17 d) Le discriminant étant négatif, les racines complexes sont :

r 1 B2¢? r
— " 4i4/a T
Pre="or =0\ L T 12 oL, ¥

2€2 T2 N .
— L
T T On obtient i(t) = e 2L "(a cos(wt) + S sin(wt)).

7.18 a)  Avec la régle de la main droite, en utilisant l’orientation du contour, on oriente la surface pour le calcul

du flux (suivant —e;). La source de tension induite de fém e a une polarité (sa fleche tension) dans le méme sens
que orientation du contour.
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7.18 b) D’apres la loi des mailles, on a E + e = u + Ri, donc E — Bai = u + Ri, et donc u = E — Bat — Ri.

7.18 ¢) D’apres la question précédente, du = g(E — Bai — Ri) = —Bai — R%. Comme & = @z‘, on a :
dt dt dt m
2 .
du_ (@02, pai
dt m dt
Ba)® j i (Ba)?
7.18 d) Le dipéle 1 est un fil, sa tension u est donc nulle, ainsi fﬂi — R% =0, ou R% + (Ba) 1=0.
A , . L. du o du 7 .
7.18 ¢) Le dipdle 2 est un condensateur traversé par un courant d’intensité ¢ = C'—, soit — = —. D’oul :

dt’ dt C

_ (Ba)?, . di di  ((Ba)® 1Y, _
= = ) Rdt et donc Rdt+ = +C i=0.

Ql =

7.18 f)  Le dipdle 4 est une association série d’une bobine et d’un condensateur. La tension & ses bornes est donc

. 2. 2. .
u= L% + uc, avec uc la tension aux bornes du condensateur. Donc % = L% + dg—f = L% + é D’ou :

dez  C m dt dit? d m C

2. . 2 . 2. . 2
pLiy i (B, pdi done L(“+Rdi+<(3a)+1>i_o.

7.20 b) Chaque terme de 1’équation doit avoir méme dimension.

On pouvait aussi exploiter le fait que [%} =T 'etlg)=L-T >

27N 2N
7.21b) Onaly = / iRd0& A (B&) = —iRB 082 = —iB2rRNE.
6=0 6=0

7.22 a) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit 4ina, soit

horaire, donc elle est orientée dans le méme sens que F.

7.22 b) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon —eé; ; comme S est
positif, il vient que S = —Se.

7.22 ¢) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B+ S = B—e;+(—Se;) = —B—S.

B
<

-B
7.22 d) La fém apparaissant dans le circuit est telle que e = f% = flw = B—S
T T

7.22 ¢) D’apres la loi des mailles, u=E+e=E + B—S D’ou :
T

2T
uw=2,00x10"%V+ T X 500 x 10”*m® = 300mV.
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7.22 f) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit 4inq, soit

anti-horaire, donc elle est orientée dans le sens opposé a E.
7.22 g) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon €2 ; comme S est
positif, il vient que S = Sé.

|
\]

1d(Bt B
7.22 i) La fém apparaissant dans le circuit est telle que e = —% =—— (dtS) S
T T

B
7.22 j) D’apreés la loi des mailles, u=E —e=E+ —S D’ou :
T

2T
1s

u=200x10"°V + % 500 x 10™*m? = 300 mV.

7.23 ¢) D’apres les questions précédentes, on peut égaliser les deux expressions de Bawvi.

d
On a donc Ei — Ri* = mvd—i + kxv + av? et donc :

‘ dE. 1, dz? dE. d (1
Ei=mv

dv 2 2 2)
=4k = ke P4 Py = =(zk Pr+ Py =
g TRrvtov + Ri w kg thtPi=—g t gk )t Pt Py
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IF'iche n° 8. Ondes électromagnétiques I

Réponses

8L 8) oo
81 Db) 5 x 10" Hz

BB C)er i ’ k%Eq cos(wt — kx)e,

Ao sin(%y) ( - g cos(wt — kz)

— 87a)........
8.1 C) et 1x10"'m +hasin(wt — kz))
81d). . 1x107%5
A COS(Ly) (Ea cos(wt — kz)
8.9 E2S 87b)......... a’/ia N
2 ) m —k sin(wt — kz))ex
_5 2
8.2Dbh) .t 1x107°W 8.7 _AOCOS(wt—kZ)((g) —‘rk’Q)X
STcC)
8.2C) i ’Ampoule classique‘ (cos(ﬂ> + asin(@))e‘;
a a
2up{P
8.38) i By = po(P) BuB A it @
cS
88D) oo B BBD) —RE
1
— S — e 88cC) =
8da)...ooiiiiiiiii ’ wEp sin(wt — kx)e; c) ¢ Jlioes
84b)...oii ’ kEysin(wt — kx)e; 89 8) + oo
S O 8.9Db) . signal n° 2
B4 ). R Eycos(wt — k)P 8.9.¢).
L B ’ —w?Eq cos(wt — kx)es B0 &)t
85a)............ —wBy sin(@) sin(wt — kx)e, 8.10 b) Stationnaire, donc
a’s/ | Tmm A non progressive et harmonique
7T . —
85b). ... kB Sln(?y) sin(wt — kz)e, 8.10¢C)..coovvivn.... Progressive et harmonique‘
11
85¢C). i ZBO cos(iy) cos(wt — kx)e; 8 @
a a
Wy 8.12a) it (a® +k*E
85d).......... —w”By sm(—) cos(wt — kx)e;
a 812 b) ..o —w?E
85¢€e)........... —k%By sm(@) cos(wt — kx)e, w2
a B12C). it == -a
c
2
8.5f)........ —<g) By Sm(%) cos(wt — kx)ez 812 d). oo oui
k
8.6 a) ........................................ @ 8.13 a) ______________________ af sin(wt _ ]ﬂ”)a;
T
86Dbh). ... ’ —kEysin(wt — kx)e,
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ak —
813Db).ooiiii o cos(wt — kr)e,
8A3C) i (@), (¢) et (o)
Blda)....oovviiiinn... z=ct—(2p+1)
BLAD) oo T =qa
815 8) .. jwE
8.5 D) oot ik E
8.15C) e —ik:E ey + jkyE e
815 d) e —k2E
815 €) 1ttt (@)
8 A5 ) o (a)
BB @) e (©)
85 h) e ®)
8.16a) . ..o v, = <

1- (%0
w
W
816b) ... vg = ¢ 17(U0
B.17a) oo, eocE? cos® (wt — ky)e,
8ITDh) .o ’5—:0Eg cos®(wt — ky) ‘
Corrigés

EoCGQ

r2

cos? (wt — kr)e,

2

..................... 2

3
208 o8 (wt — kr)

................... ’ dregea® cos? (wt — kr) ‘

™
a

Eo [ _ ksm(%x) cos(wt — kz)éy

—— cos(%) sin(wt — kz)a}

c a

E—g Sin(%) {1 sin(ﬂ) cos?(wt — kz)&2

- cos(”x) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e‘z’}

2
cock§ . T
=0 gin? (

8.2 a) La puissance rayonnée par le laser a alors pour expression P = // I -dS = IIS. Le vecteur de Poynting

vant . BAB_ B
140 foc
1
En moyenne, puisque <c082> =g ona alors : (P)

0 cos®(wt — kx)éL A&y

_ E3S
a 2,[1,06'

2

E
= 2 cos®(wt — ka)és.
poc

1x10°VZ.-m ' 1x 107 mm?

= W=1x10"°W.

Numériquement, on a (P) =

2047 x 107" H-m™1)(3 x 103 m -s71) 750
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8.3 a) La puissance moyenne de I’onde s’exprime en fonction de la norme de By :

(P) = EZS _ cB3S donc By — 2p0(P)
cS

2(47 x 107" H-m™1)(1
8.3 b) Numériquement, on a By = \/ r XQ 0 Srn )(_IW) = 1x10"®T. Le champ terrestre est plus
Im*-3x10°m-s

intense que le champ de 'onde radiofréquence.

8.6 a) L’unique composante de E, ici suivant e, ne dépend pas de z, donc :

divE — O0E, OE, n oF.,

Ox Oy 0z =0+0+0=0.

QEN (aEz aEy> — (OB, O0E.\_, (0E, OE.\_ .
( — )ey + — e, ce qui donne :

Cat 0z ox ox dy

Wi E = (0 - 0)ez + (0 38% )& + (0~ 0)2 = kB sin(ut — k)&,

8.6 ¢) Ona AE = AE.e, + AEye, + AE.e;. Ici, comme E, = E, = 0, il reste donc :

T 0’E, 0O°E, O°E 0’E
AFE = AE.e; = = = = e = - es.
¢ < ox? + oy? + 922 )¢ ox? +o+0je

2 —>— —
Enfin, comme on a % = (—k)*Eo cos(wt — kz) = k> Eg cos(wt — kx), on a AE = k*Ey cos(wt — kx)es = k°E.
x

9z + oy 9 = aAoSln(a cos(wt — kz) + kaAo sin o sin(wt — kz)

= Ay sin(%) (—g cos(wt — kz) + kasin(wt — kz))

8.7 b) On a
e (A, A\, | (0As  0AN\_ | (04, 9A\ .
rOtA_(By 0z >6m+(6z oz )ey+(8$ Oy )ez
_[0A: 04y PN o [0As 0Ay L,
_(8y % >ez+(0 0)ey + (0 O)ez—(ay 9% >ez.

En calculant les dérivées partielles, on trouve :

—>

ot 4 = (zaAo COS(@> cos(wt — kz) + kAo cos(ﬂ) sin(wt — kz))ez
a a a

= Ao cos(%) (ga cos(wt — kz) + ksin(wt — kz))e_;
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8.7 ¢) Ona AA = AAze, + AAye, + AAe.. Ici, Ay = 0, il reste donc :

—>— _ — 82Ay 82Ay ? Ay =4 PA, A
AA=AAje, +AAce; = ( D2 + RIE + 9.2 €y 92 + RIE e,

(o) Py PAN L (), PA L PA y . 82A.\
- oy T a2z )% ay? 02 )& az2 v a 922 )

+

En calculant les dérivées partielles,

0?A,  0*A,
oy 022

NN
V]

+

ol

[ V)
~_

b
o

o

o

wn

—
~—

o

o

2}
—~

€

o~

I

ol

N
<

m
a
y _ Yy _
92 022 ) oAy sm( o )Cos(wt kz) — K ado sm( o )cos(wt kz)
m
a

(
(
o A 6‘2Az:_(
(

- oB
8.8 a) L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit rot & = ~r En lui appliquant le rotationnel, on obtient :
rot(rot E) = ~ rot B = _875( T ) H0E0 —5- 8t2 ,
ou l'on a utilisé I’équation de Maxwell-Ampére dans le vide. Ainsi, a = —poeo-
8.8 b) Grace & la formule du double rotationnel, on obtient : rot(rot E) = grad(div E) ) Or, d’apres
I’équation de Maxwell-Gauss dans le vide, on a div E=0. Donc, ﬂ(ﬂ E) = _AE.
8.8 ¢) Les deux formules obtenues précédemment donnent
27h 27
> E . —»> 10E 1 = 1
—AFE = —uosgw soit AE = FERTen avec = = pogp dou c= Tk

8.12 a) Le champ électrique n’a qu'une composante selon é,, qui dépend de z et de z.

Ainsi, le laplacien vectoriel s’écrit :

= O°By_, OB, . _, , d?
AFE = 8m2y ey + ER ey, =Eo cos(az)@(sm(wt — kz))ey + Eosin(wt — kx)a(cos(az))ey,
2 2
avec %(sin(wt—kx)) = —k?sin(wt—kz) et @(cos(az)) = —a’ cos(az). Ainsi, AE = (—k*—a°)E = —(k*+a°)E.
62 2 —> 2 2
8.12b) Ona: 52 = Ey cos(az) = (sin(wt — kz))ey, = —w” Eg cos(az) sin(wt — kx)e, = —w E

8.12 ¢) On utilise I"équation de d’Alembert avec les deux termes calculés précédemment, on obtient :
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2 w2e? 1

8.12 d) La relation de dispersion précédente se réécrit : % = o ; dolt vy, = % =c
La vitesse de phase v, dépend ici de la pulsation w : il y a donc dispersion.

8.13 b) Avec Maxwell-Faraday, on a rot E = g sin(wt — kr)e, = fa—B. Donc, B = ak cos(wt — kr)e,.
T wr

ot

8.13 ¢) Les vecteurs (E7 E, E) sont respectivement colinéaires aux vecteurs (€, €9, €,) donc le champ est trans-
verse électromagnétique et forme un triedre direct.
8.14 a) Pour que cos(wt —kz) = 0, il faut que wt —kz = (2p+ 1)% avec p € Z et donc que z = %t —(2p+ 1)1.

2 A
Or, dans le vide, k = g 771’ dott z=ct — (2p+ 1)2 La structure est analogue & une onde progressive selon z.
c

8.14 b) Pour que sin (E) =0, il faut que ™ _ qm, avec q € Z, et donc que x = ga. Ces plans sont indépendants
a a
du temps comme une onde stationnaire selon x.

8.15 b) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur 'axe z. On a donc :

OE, explj(wt — kox — kyy — k2 2)]
ox

= _ijEze_; + JkyEze_;

8.15 ¢) Seule la composante E, de E est non nulle. Donc, rot

&=y

8.15 d) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur 'axe x. Donc,

AE = A(exp[—j(kex + kyy + k=2)]) E, exp(jwt)es
= [(=ika)® + (=iky)® + (—ik2)* exp[—i(kow + kyy + k22)] Eq exp(jwt)es = —k’E.
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2 _ 2
8.16 b) On différentie la relation de dispersion donnée : on a d(k*) = d <waO), donc 2k dk = 2—(: dw, donc
c c

do ok _ ¢ e N wo '\ 2
— = ¢ — = —. On en déduit ainsi, grace a la vitesse de phase trouvée précédemment : v =c4/1— | — ) .
dk W w
=1 E A B) 3 — = —>
817a) Onall= = 2% cos?(wt — ky)e&2 A & = eocEj cos® (wt — ky)é,, avec poeoc® = 1.
1o poc
E2 32 2
8.17b) On a Wem = 802 S0 502 0 cos®(wt — ky) + 2u0002 cos?(wt — ky) = eoBg cos®(wt — ky), avec
pococ” =1
-~ EAB 2 R
8.18a) Omnall= = 3 cosQ(wt —kr)es Aeg = 6002a cosQ(wt — kr)e,, avec MoEoCQ =1.
Ho HoCT T
E2 B2 2 2
8.18 b) On a Wem = 802 0 820 5 cos” (wt — kr) + QN:CQ 5 cos” (wt — kr) = — cos®(wt — kr), avec

,u05002 =1.

8.18 ¢) On calcule la puissance rayonnée, avec ds = r? sin(9) dddye; :

I

2 2 ™ 27
= 80:; cos® (wt — kr)r® //sin(@) dody = 80:; cos®(wt — kr)r2/0 sin(6) dé?/0 de.

P

2 2
€oca 2 — 2 . s goca
2 Cos (wt — kr)€r+r°sin(f)dfdpe, = // >

. cos® (wt — kr)r® sin(0) d de

La double intégrale donne 47, donc 'expression de la puissance est :

eoca?
P =dr—; cos” (wt — kr)r® = 4megca® cos® (wt — kr).
r

8.19 a) Avec I’équation de Maxwell-Faraday, on a :

- E. FE.
rot £ = —Qe_; + Qe_; = —kFE, sin(B) sin(wt — kz)e, + EEo COS(E) cos(wt — kz)e; = —
0z ox a a a

i
ot

8.19b) Ona
- FEAB E,e, E,B:, ., EyB,_,
II= A = vy N (Bze_;'i_ Bze_;) = + yiez
Ko Lo Ko Lo
2
- E [1 sin? (E) cos”(wt — kz)ez — — cos(—x) sin(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e‘{]
to Le aw a
E§ 1 .
= ;70 1n<ﬂ) [E s1n<—) cos®(wt — kz)es — — cos(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)em] .
0
= Eo2 2(TX\ EOCES 2 — 2
8.19¢) Oma <H> = ( )ez =— (—)ez avec pogoc” = 1.
2u0cC 2
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8.20 b) L’onde associée a E; est circulaire droite et se propage selon —z.

E cosacos(27rT)e_’

B 0 €08 T3)" éx €x

209 v Fi(1= §e=0) = ER —me() 0T {0
3 Eosinacos(?g)e—y’ 3/ |sinaey 2 | sinae,.

Le vecteur est opposé au cas initial donc d’angle a + 7 et la norme est réduite de moitié, d’ou le cas @

T —
Ey cos(—g + a) €= [Epcos(t + )
Eosin(r + )

SUNS)

8.20g) Ona
Ei(1=1.2=0) = Boexp[i(5 7 +0)| @ — &) = Boexn(i5 ) exptio) (& - )

= Eoj exp(jo) (&2 — jey) = Eolcos(a) + jsin()] (jéx + &)
_ {EO sin(a)e,

Eo cos(a)e,.

Le champ est déphasé de g par rapport a ’angle initial, d’ou le cas @

E cos(Qﬂ-T —|—o¢)e" E cos(ﬂ- +o¢>e"

— 0 —= - o Z > s -

8.20h) Omna E4(t = Z,z = ()) = TQ#T _ 27r _ { osm(a)e_}
4 —Fy Sin(?z —a)e_,; —Eo sin(§ —oz)e_y’ —Ey cos(a)ey,

. ™ N
Le vecteur fait un angle « avec le vecteur —e_y’ et 3 + o avec e,, d’ou le cas @
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IF'iche n° 9. Ondes électromagnétiques 11|

Réponses

1+1i 2
................ + avec 6 =
o xw
.......................... +i¥ Jw? — w?
c
. w? — w2
............................. .
..................................... +—
c
c
.......................... Vyp =
4 wz
1— 2
w2
2
w
......................... vg =cy/1l— 2
Wp
2
..................... —2 cos?(wt — kz)e;
Hoc€
nEg _,
.................................. Y
SOE(% 2 2
.............. T(l + n?) cos®(wt — kz)

E2
9.6 d) ... iii 2 (1+n?)
E2 o
9.7 8) i 2/10(;56*276_;
E2 o
9.7 D) e 770 -4
E 2
0.8 | Re(n)e;
2upc
w? —w
9.9 . ="
c
910 8) .. ..ooee
I ~  19E
910 b) ................. I‘OtB:/,Lo’}/E—FC*QE
1 9°E OE
9.10 C) ................ g? /,LO’}/E
911 A) ot non
911 D) i non
911 C)evetiee non
911 d) . oui
9,12 8) it oui
.12 D) i oui
9.12C) it oui
912 d) .. oui
9.138) it (©)
T I 20 (a)
918 C) ottt M)
9.148) ..t
9.14 D) it
914 C) ot
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1 8
r+l1l= 1t et 2
9.158) c\eeieea 9.16d) ... 9 et 9
ny —rny =tnsg
EP o (7
- 917 8) oeoe Re( [ )
r= Ll T 12 ) 2,“0('0 !
ny +n2
9.15b) ...
) 2, PR (=
Cm4n D) Re(@l)
tre 9.17h) ..o |E‘2|‘;|2 R
.16 8) e 2o R (%2)
0
1 4
9.16Db) ... —et - k
3 3 9.17C) i Ir|* et |t|? Re(k2>
L]
9.16 ¢) 1
C) e —
2
Corrigés
9.1 a) La premiére équation indique que @ et b doivent étre orthogonaux. Les deux équations suivantes

N
indiquent que @ et € sont orthogonaux et de méme pour b et C.

9.1 b) Les trois vecteurs doivent étre orthogonaux et le sens de ¢ doit respecter la régle de la main droite, ce
qui n’est pas le cas ici.

9.1 ¢) Les vecteurs @ et b doivent étre colinéaires et orthogonaux a ¢.
OE . = OE _ o>
9.2 a) Onaﬁzlwﬂe 822:_EE'
35 . 377 5
9.2 b)  On peut écrire 5p = E et 5.5 = —ik°E
62 27
9.2 ¢ Ona — =—w'k
) ot? -
9.3 a) En régime sinusoidal forcé, ’équation de conservation de la charge devient, en tenant compte de la loi

d’Ohm locale, iwp + gdivE = 0. Avec I'équation de Maxwell-Gauss, on a p (E% + iw).
- ~\¢o
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1
9.4 a) Siw <K — K wp, alors :
T

w2

c2

k2

(1+i)°

En utilisant i =

{l—l—i

2,2
P

wT(lin)]

7

, on en déduit k = :I:l——;1 Voo pow = £ ——

2 2 2
w? L wpT w;
~ =
2w 2

2 w2 2 w2
st 5= = >
—iw c

9.4 c) Si l<<wp<o.;, alors
) 2
k* = 1
- 2 [ Jr1(4)7'(1—1(417')}
w? — w3
Il vient ainsi : k = &
c

1
9.4d) Si-<wp<Kw,alors:
T
) 2
F==
Il vient ainsi : k = £2.
c

2. 2
2 14+ Wy T
c2 iw? 72

9.5 a)

Si w > wp, alors k® > 0 : le nombre d’onde est réel. On a k" =0 et k' =

Le champ en notation réelle a pour expression E = FEy cos (wt —K z) €2. L’onde est progressive et sa vitesse de

phase vaut :

o = ¥ c
Y = 7, = i
k! w?
S w?
. P dw - . . . .
9.5 b) La vitesse de groupe est définie par vy = ETE En dérivant la relation de dispersion, on obtient :
k/ (JJ2
— 2 _ P
Vg =C —=c¢ —
= FENAB Ej _,
9.6 a) Onall= == cos® (wt — kz)ez.
Ho oC
=3 2 — NES —
9.6 b)  On peut écrire <H> = <cos (wt — kz)>e =
Hoc 2u0c
E2 B2 E2 2E E2
9.6 c) On a wem = 802 m: <8020 +;,uoco cos® (wt — k )—EOTO(lJrnQ)cos wt — kz
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2 2
9.6 d) On peut écrire (wenr) = @(1 + n2)<cos2(wt - kz)> = @(1 + n2).

2 4
9.7 a) On a
1= En BBt (ot = §) o - )
II = e J |cos|wt— = )sin|wt— +cos"|wt— =) |ex
1o Howd ) ) )
2
Donc, on a <H> Eo _%e_;.

- 2uo0c =ob = - 2uoc -
— 82‘» — —
9.9 Le laplacien AE se réduit ici a a—; La dérivée partielle de E par rapport & z vaut —k> E. La dérivée
z —
artielle de E ar rapport A £ vaut —w? E La dérivée partielle gl vaut iwa E .
p p Pp p P
1 2 2 2 .
Ilvientainsi:—E2E+—w2E:iwg ()E:Kg OE,Enposanthzﬁg OCQZKg—etavecﬂnon
5 o o 'p o
c m m m ~ €o
nul, on obtient :

10
c2 ot

9.10 a) Les équations de Maxwell s’écrivent div E=0ecttot B = MO’YE +

—AE. On peut alors écrire :

ot (7ot B) _r;g(aB) _ 9B - 3<Hw§+ 1 aE).

©
[y
(]
(@]
o
@)
=
[©]
k)
o]
=.
5
[¢]
o
=]
o
-+
[
3
Q
]
]
[¢]
3
.
3|
-
gl
=
&
I
o}
~
¥
a
e
<
=
!
|
>
=
Il

e ot

9.11b) OnaiotE—0+-28
ot
N E E wE
9.11 ¢) On peut écrire rot B = —% cos(wt — kz)ey, et poeo 8815 = % cos(wt — kz)eZ

9.11 d) OnadivB=28 _y
Ox
9.12 a) OnadlvE:a—E—O
Ox
g . . 0B .
9.12 b) On peut écrire rot E = —kEq expli(wt — kz)]e, et il —kEq expli(wt — kz)]ey
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- E oE
9.12¢) OnarotB= wc20 expli(wt — kz)]es et ,uoeoa—I = wc20

9.14 ¢) Lanorme de E est une fonction sinusoidale de ¢. Elle décroit exponentiellement avec x mais en présentant
des oscillations.

9.15 a) La continuité du champ électrique impose :

Ei((), t) + ET(O, t) = Et(o, t) donc Eo cos(wt) + rEp cos(wt) = tEp cos(wt) donc 14+7r=t.
La continuité du champ magnétique impose :

—

B;(0,t) + Er(O,t) = Et(O,t) donc nlcEO cos(wt) — nleO cos(wt) = nZZEO cos(wt) donc ny —7rny = tna.

9.15 b) On déduit de la question précédente :

ni —rny = tng = ng + rno donc n1 —nz = r(n1 + na2) donc r=—>"

et
_mit+ne+mni—na _ 2m

n1 + n2 n1 + ne

9.16 ¢) On peut écrire :

1-— 1 1
r= 1+Zz = 3 donc 3—3n2=1+ns9 donc 2 =4ns donc ng = 3

On peut aussi écrire :

t = = % donc 6 =4+ 4nso donc ng =
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Réponses

10.1¢)evnniiian, ’nairxh—l—neauxH‘
101 d) . 1 X h+ Neay X H |
10.28) i nxe
10.2D) oo 1x (AA —e¢)
10.2€) oo (AN + (n —1)e]
10.38) i ABsin(a)
10.3D) oo —ABsin(a)

10.48) oo
104 1) oo
10.4.¢). oo
10.4d) oo

105 8) cceiiiiiiiii e (a)et (¢)
10.5 D) e (©
10.68) .. ® et (©)
106 D) .o )
106 C) v nyasin(c)
10.6 d) .o (a)
10.6€) oo naasin(B)
10.6 ) ..o | nasin(ir) = nasin(is) |
107 8) et (a) et ()
10.7 D)0 i—Z((SA’) +d+e)
10.7¢) oo %((SA) +d+ ne)

10.7d) e i—ﬂ(n —1e
0
™ h
108 8) v > S0
2r h
10.8b) . oo S
10.8C) vviii 2e tan(fy)
10.8d). e — — etan(fy)
10.8€) onie e )
4m h 1 e
10.81)....... — - —
0-8£) Ao (2511191 + (n n) cos(92)>
10.8 g) ir_e (-1
B N c0s(03) n-- 7r
108 h) et (a)
2
10.98) oo )\—ﬂ-e(n —1)
0
e
10.9D) o
0.9b) cos(62)
10.9 C) ........................ ’1112 cos(91 - (92) ‘
10.9 d) 2T € (0 — cos(6y — 05))
Od)... ———(n— —
Ao cos(62) ! 2
1009 €) e (©)
2m
10.9f) ...l —e(ncos(fz) — cos(61))
0
1020 08) ettt
1010 D) ooeieie e
e
10.10C) oo e
0.10 ) cos(62)
4 ne
10.10d) oo Noos@] T
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1011 a) oo \Af =1,0 x 10" Hz\ 1012 €)oo M)

10.11b) oo, ‘Af = 1,0 x 107 Hz‘ 1012 €)oo non
—10
1041 C) oo =45 107ps|  10AB) 1,00 x 10710 W |
—10
YOI ) @) (D puis (3] 1018D) 17,50 x 10710 W |
T . 10.13C) e 6,67 x 1077 W
1012 2) cenoeeenen K1 Sp— sin(Qﬂ'—)
2n7 T 10183 d). .o
10.12 b) .................................... @ 10.13 e) ..................... 3,38 % 10716 J
10.12 C) ............................... 100 GHZ 10.13 f) ....................... 3’33 % 10716 J
Kgsg T . T
1012 d).oovon 2207+ - sin (4 7) 1013 8) e oeve oo ®
Corrigés

10.2 b) L’indice optique du vide est égal & 1. De plus, & la distance totale AA’, il faut retrancher ’épaisseur e

de la lentille pour obtenir la distance géométrique parcourue par le rayon lumineux dans ’air.
10.2 ¢) Les chemins optiques se somment : (AA') =n x e+ 1 x (AA" —e) = AA" + (n — 1)e. Cette expression
est valable quel que soit le rayon issu de A et arrivant en A’ puisque les points A et A’ sont conjugués!

10.3 a) En décomposant le chemin optique de la source S jusqu’au point A, la différence de chemin optique

demandée s’écrit : (SA) — (SB) = (SH) + (HA) — (SB). Par ailleurs, le plan passant par H et B étant une surface
d’onde issue de S, il vient : (SA) — (SB) = (HA). Dans lair, cela donne : (SA) — (SB) = HA = ABsin(«).
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10.4 a)

En vertu du théoreme de Malus, les rayons en aval de la lentille sont
paralleéles & I’axe optique. En amont, les surfaces d’onde sont des
cercles concentriques centrés sur un point (lui aussi en amont), qui
est donc le conjugué d’une image a l'infini sur ’axe optique, a savoir
le foyer principal objet. Ainsi, £ est convergente.

Les surfaces d’onde permettent de voir qu’il y a conjugaison entre un
objet réel et une image réelle (de méme taille, et renversée) : Lo est
donc nécessairement convergente.

Les surfaces d’onde incidentes sont des cercles concentriques centrés
sur un point en aval de la lentille. De plus, en vertu du théoreme de
Malus, les rayons émergents sont paralleles & I’axe optique. Le point
en question est donc le foyer objet de la lentille, situé apres son centre
optique : L3 est donc divergente.

En vertu du théoréme de Malus, les rayons incidents, paralleles entre
eux, proviennent d’un objet & I'infini, qui est conjugué par la lentille
d’un point hors de ’axe optique : il s’agit d’un foyer image secondaire,
situé apres le centre optique. L4 est donc convergente.

10.5 a)
sont perpendiculaires a ’axe optique.

Les rayons incidents étant paralléles & 1’axe optique, d’apres le théoréme de Malus, les surfaces d’onde

10.5 b)

. 7 /
sont donc des cercles concentriques centrés sur F".

. !, . 7 s
Tout se passe comme si F" était une source ponctuelle émettant une onde sphérique : les surfaces d’onde

10.6 a)

Le point Hi est le projeté orthogonal de Iz : d’apres le théoréme de Malus, ils se situent donc sur la

méme surface d’onde. De méme, Hy et I; appartiennent a un méme front d’onde issu de M (principe du retour

inverse de la lumiere).
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10.6 d) Dans le triangle HoI1I2, on a 8+ g + (% — ’ig) =m;dou 8 =is.

10.6 f) Les chemins optiques (Hily) et (IzH2) étant identiques, on retrouve la loi de la réfraction de Snell-

Descartes : n1 sin(i1) = na sin(iz).

10.7b) Ona¢(C') = 25(SC’) = i—:(SA’) 2T AR + 2B = i—:((SA’) Yd+e).

)\0 AO )\0
10.7¢) Ona 6(C) = i—:(SC) _ i—:(SA) + i—:(AB) + %(BC) _ i—:((SA) +d+ne).

10.7 d) Les points A et A’ appartenant & la méme surface d’onde, les chemins optiques (SA) et (SA') sont égaux

2

donc le déphasage est A¢ = /\—(n —1e.
0

10.8 a) D’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, au niveau du point d’incidence A, I’angle réfléchi est
égal a Pangle incident en valeur absolue. Le triangle SAM est donc un triangle isocéle qu’on peut subdiviser en
deux triangles rectangles. Ainsi, en se plagant dans celui d’hypoténuse SA et de cété h/2, le chemin optique (SA)

est tel que :
h h

2sin(0;)  2sin(0:)

(SA) = nair x SA =1 X

- 27 h m h
donc la phase ¢1(A) vérifie ¢1(A) = /\—Om = )\—Om

10.8 b) Le chemin optique (AM) est égal au chemin optique (SA), ainsi (SM) = 2x (SA). Donc, avec le déphasage

induit par la réflexion, la phase est telle que ¢1 (M) =2 X ¢1(A) + 7 = %25#(91) ™= i—:ﬁ + 7

10.8 c) En se plagant dans le triangle rectangle d’hypoténuse BC, on constate que :

tan(f2) = BD/2 donc BD = 2etan(fs).
10.8 d) La distance EB est telle que EB = h _QBD b etan(f2)

10.8 ¢) En se plagant dans le triangle rectangle SEB, le chemin optique (SB) est tel que :

EB h etan(6z) h esin(f2) h e
sin(91) - 2811’1(91)

(SB) = nair x SB =1 x T Tsin(61)  2sin(61)  cos(f2)sin(61)  2sin(61)  ncos(6z)

- 2 h e
donc la phase ¢2(B) vérifie ¢2(B) = )\—Z (25in(91) ~ noos(83) )
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10.8 f)  En se plagant dans le triangle rectangle d’hypoténuse BC, le chemin optique (BC) est tel que :

ne
cos(f2)

(BC) =n x BC =

Le chemin optique (SC) est donc tel que :
h e ne h 1 e

= (SB BC) = — = - = .

(SC) = (8B) + (BC) 2sinf,  ncos(f2) + cos(f2)  2sin6; + ( )005(92)

n

Le chemin optique (SM) est égal au double de (SC). Ainsi la phase est ¢2(M) = i—ﬂ (2 si};e + (n — %) cos?@ )>
0 1 2

47 h 1 e 47 h 4T e 1
Ad = ¢2(M) — (M) = Do <251n91 + (n B 5) cos(@z)) B )\T)QSin(Gl) -T= )\T]cos(eg) (n B E) N

10.8h) Ona
p=dm_e (_1)_77_41;_77
N )\o COS(@Q) n B )\0 1—- sin2 (92) .

Or, d’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, il vient que :

e(n?—1
A¢:(n_l>:4lL(n_l)_w:4i¥_m
n Ao y/n? —sin2(6) n Ao \/n? —sin?(6,)

Ad = $(N) — $(M) = i—:((SM) ~(SN)) = %(nmg _HHy) = i—:(ne td—e)— i—:d - i—:e(n _ ).

10.9 ¢) On identifie un triangle rectangle I;IoHs d’hypoténuse 112 avec un angle 6, — 02 de c6té adjacent HiHo.
11 vient que HiHs = I115 cos(61 — 62).
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10.9 d) Les chemins optiques (SI1) et (SHi), ainsi que (IoN) et (H2M) sont égaux, on peut donc écrire :

2 2
A¢ = ¢(N) = (M) = T((SM) — (SN)) = J"(nhi > — HiHz).
En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a :
27 2r e
Ap = —(nl;Io — 411 - =1 ——7>n- - .
¢ )\() (n 112 112 COS((91 92)) )\0 COS(@Q) (n COS(91 92))

10.9 ¢) En utilisant l'identité trigonométrique, il vient que cos(61 — 62) = cos(01) cos(f2) + sin(0;) sin(f2). De
plus, la loi de Snell-Descartes de la réfraction nous permet d’écrire cos(f1 — 62) = cos(6:1) cos(fz) +n sin®(62). Enfin,

en utilisant identité trigonométrique 1 = sin®(a) 4 cos”(6z), il vient que :

cos(01 — B2) = cos(01) cos(fa) + n — n cos®(62).

10.9 f) En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a :

2r e 2r e 2
80 = 53 on(ay "~ 00 = 02)) = 30y (= cos(0) cos(B2) — n+-cos”(82))
2 e 2
= o con(e) (7080 cos(02) + mos’(8))

Donc, A¢p = i—ﬂ-e(n cos(62) — cos(61)).
0

10.10 a) Lerayon est d’abord réfléchi par la lame semi-réfléchissante. I’indice de réfraction de la lame est supérieur

a celui de lair, il y a donc un déphasage de w. Puis, le rayon est réfléchi par le miroir et est donc, de nouveau,
déphasé de .

10.10 b) Le rayon passe une premiére fois dans la lame, puis est réfléchi par My : le rayon est déphasé de . Il

traverse une deuxieéme fois la lame et est réfléchi une seconde fois par la lame. Dans ce cas, le milieu de propagation
du rayon incident est le plus réfringent : il n’y a pas de déphasage supplémentaire.

10.10 d) Le rayon réfléchi par M; traverse la lame entre I; et I3 apres la réflexion par M;. Le rayon réfléchi par

M traverse la lame entre I; et I3 avant la réflexion par Ma, puis entre Is et I; aprés la réflexion par Ma, puis entre
I; et Is. En tenant compte du déphasage dii aux réflexions, et comme I112 = I;13, il vient que :

2

A¢p = "

2T LTy 4+ 27) = Tl — = ST __NC

L1 -= = -
(37’L ! 2) t )\o )\0 )\0 COS(QQ) T
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2
10.11 c¢) La relation % = % se réécrit % = %, soit 7. = CZ—A Ainsi, on a :
(820 x 107 m)”

T 3x10°m-s L x50x10 °m

=45 x 107" s = 45 x 10° ps.

10.11 d) Une source posseéde une cohérence temporelle d’autant plus forte que le temps de cohérence est long

(trains d’onde avec une durée importante). Parmi les trois sources, c’est le laser qui posséde la meilleure cohérence
temporelle. La source de lumiere blanche munie du filtre posséde la moins bonne cohérence temporelle.

10.12 a) La tension wi vérifie :

un = Ky (s(t)) = 22 /D s(t) dt = ? /OT So cos(wt) dt =

w

K180 {sin(wt)] T

1 . T .
= KlSOE sin(wt) = Kls()% sm<27r%).

T
10.12 c) La valeur maximale du signal u; est K 502—. Ce signal est exploitable lorsque
T

T K150 , r . 100
K1 Sp—— > 2120 t T t <
oy — 2 55100 0 ot Ss—

100
1x107%s

10.12 d) La tension wus vérifie :

T 2 T 2 T T
ug = K2<82(t)> = %/ s2(t)dt = K%SO/ cos®(wt) dt = K;fo (/0 dt +/0 cos(2wt) dt>

Ainsi la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A est f = =1 x 10" Hz = 100 GHz.

0 0
o KQSS T . T
= (T + o sm(47rf)).
10.12 e) La valeur maximale de la fonction sin (471'—) est 1, donc la valeur maximale de uz est 0 ( %)
T

2
10.12 f) La valeur maximale du signal uz est KQQ 5o (T + 42) Ce signal est exploitable lorsque
T T

T
soit K2Ss— >0 soit f < +4oo.
2 8T

K,S? (T 1) . K82
2T 4
Ainsi, théoriquement, il n’y a pas de limite & la fréquence du signal exploitable par le capteur B.

Iobs 1071 A -
10.13 a) On a Puin1 = b1 _ 3x10 — =1,00 x 107w,
S1 0,3A-W

10.13 g) Le nombre minimal de photons regus par une photodiode Nmin vérifie Nmin = =

Ainsi, on a Nmin 1= 477 Nmin 2 = 935 et Nrnin 3 = 1 104
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Réponses
-0 ‘ b Ba). o k(x' —
11.1 a).. |cos(a)cos(b) = cos(a = b) ;rcos(a +9) 11.6 2) (2" — =)
8 0 20 T (a)
9 1+ cos(2a)
11.1b) e cos‘a = ———+= -
2 116 C) i w(t—1t")
1-— 2
11.1¢) oo sin? g = C;S( a) 116 d) ottt ()
11.78) i
2
11.1d) oo sin(a) cos(a) = 51n(2 %) @
117 b)
11.2 a) ............................ COS(wt — kl’) 11.7 C) ..................................
11.2Db) ..o —sin(wt — kx
) ( s ) e ()
11.2 C) ..................................... @ 11.8 b) .................................
113 8) e I L1.8C)uvnnii
w1
11.8d) e 6,4 cm
11.3 D)ot . [0] [6.dcm|
118 €) it 0,14 pm
11.3 ¢) 2
T wo 11.9a) oo asin(6y)
11.3d) .o .
ﬂ_@ 11.9b) oo arctan(ﬁ)
1108 €) vttt — 2
w1 nay
11.9C) oo ,
S3? 2
113 6) oo >
/
A
11.9d) ... 22
1123 08) oo s na
B ) o
11.90€) conii e ()
11.3 h) 5
T 2 1 1 (a)
1lda). oo [Ltcos(p1Fe2)| 1310 DY e (n—1)ay
114 b) oo o
1110 €)oot oD
A2 + B2 n e
11.4C) oo 5
1120 d) .ot ®)
2
11.4d)..oeiii r ( + cos(<p0)> 11.11 a) €
A1 a) o o)
115 o (©
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1111 b)) o 2e tan(0)
11,11 €)oo IK sin(6)
N 2
1111 d) oo 9e2 CO(SQ)(Q)
COS
11.11€) e 2ne cos(0)
TLALE) oo (©
1102 08) et )
2e sin
11.12b) e o5
€
11.12C) e cosl)
1112 d) e 2ne cos(7)
1B S (©)
1113 8) o 1,0 x 10~
1113 Db) 2,2 x 107!
1 I 3 2,6 x 1072571
1113 d) o 9,5x10°m

1,3x 10 °rad - m~"'|

c

vy — U2

3,000 x 101! Hz‘

c

141 +I/2

5,000 x 104 Hz‘

..............................
..............................
.................................... @

.................................... ®
.................................... ®

f/ tan(6)
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Corrigés

11.1 a) Si on somme les relations (1) et (2), il vient que :
cos(a — b) + cos(a + b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = 2 cos(a) cos(b).

- b
Donc, cos(a) cos(b) = cos(a — b) + cos(a + )

s(z,t) = So cos(wt — kx) + Sy cos(wt — kx + ¢) = So (cos(wt — kx) + cos(wt — kx + ga))
=50 (cos(wt — k) + cos(wt — kx) cos(p) — sin(wt — kx) sin(go))
=50 (cos(wt — kx) (1 + cos(<p)) — sin(wt — kx) sin(ap))
= So( f(z,t) (1+ cos(p)) + g(x,t) sin(p) ).
Par identification, on a f(z,t) = cos(wt — kz) et g(z,t) = —sin(wt — kz).

11.2 ¢) La fonction s(z,t) s’annule si, et seulement si,

2
11.83 a) La pulsation du signal s1(t) = S1 cos(wit — k1x) est w1 donc sa période est T1 = w—w
1
11.3b) Ona:
LM faz)dt= = g ka)|
(s1(t)) ), 1 cos(wrt 1T) T o 1 [sin(wy 11:)}0
1 . . 1 . .
= ;—;w—lSl (sin(w1Th — k1z) — sin(—ki2)) = 551 (sin(2m — k1z) — sin(—k1x)).
Comme sin(27 — kix) = sin(—k1z), on voit que (s1(t)) = 0.
11.3d) Ona:
I 11 T2
<82 (t)) = — So Sin(LUQt — kox + @2) dt = ———95> |:COS(UJ2t — kox + (pg)
Tz Jo Tz w2 0
1 1
= f;—;w—Sg(cos(szz — ko + p2) — cos(—kax + p2)) = fﬁsz(cos(%r — ko + p2) — cos(—kaz + ¢2)).
2

Comme cos(2m — kax + p2) = cos(—kax + ¢2), on voit que (s2(t)) = 0.
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11.3 ¢) Le signal fi(t) = s1(t) = S cos(wit — kiz). Or, on a

— 1 2
cos(a) cos(a) = cos(a — a) ;cos(a +a) donc cos®(a) = H%(a).
2 2
Donc, fi(t) = % + % cos(2wit — 2k1x).
- . . L. 27 T
Ainsi, la pulsation du signal f1(¢) est 2w donc sa période est T3 = i
1 1
11.3f) Ona:
1 Ts Q2 2 1 §2 T3 T3
(fL(t))y = T /0 % + % cos(2wit — 2k1z) dt = ﬁ% (/0 dt + /0 cos(2wit — 2k ) dt
1 St . 1 1 St 1
=7 5;1 ([t]0T3 + Tm[Sin(let — 21{:13:)]53) = ﬁ% (Tg + Q—M(sin(leTg, —2k1x) — sin(—?klx)))
2
= % (1 + % 2(11 (sin(27 — 2k12) — sin(72k1x))>.
SZ
Comme sin(2m — 2k1z) = sin(—2k1z), on voit que (f1(t)) = 71

sin(a) sin(a) = cos(a — a) ; cos(a+a) donc sina = 1= cos(20) C;S(Qa) .
S3 S5
Donc, f2(t) = 5 "5 cos(2wat — 2kox + 2¢2).
- . . - 2m ™
Ainsi, la pulsation du signal f2(¢) est 2w2 donc sa période est Ty = o = o
w2 w2

1 Ty SQ SQ 1 SQ Ty Ty
() = o / 55 conauwat — 2han + 202) dt = 22 (/ dt — / cos(2ent — 2kaz + 203) dt)
4 .Jo 4 0 0

153 Ty 1 7. Ty
=T ([t]o " % [Sln(ngt — 2kox + 2@2)} .

153 1. .
=T 2 (T4 — m(Slﬂ(?&)QTzl — 2kox + 2¢p2) — sin(—2kox + 2g02)))

_ 8

> (1 — %i(sin(%r — 2kox + 2¢2) — sin(—2kax + 24,02))).

11.4a) Ona:
<[cos(wot + 1) + cos(wot + <,02)}2>
= <[cos(wot + ©1)]? + 2 cos(wot + ©1) cos(wot 4 @2) + [cos(wot + <p2)]2>

_ <cos(0) + cos(2wot + 2¢p1) > n <2(:os(<p1 — 2) + cos(2wot + @1 + @2) > n <cos(0) + cos(2wot + 2¢p2) >
- 2 2 2

1 1
:§+O+cos(gol7g02)+0+§+0:1+cos(:|:<p1:;:<,02).
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11.4b) Ona:
<[A cos(Bwot + 1) + A cos(wot + @2)]2>
= <[A cos(3wot 4 ©1)]* 4 2A% cos(3wot + ©1) cos(wot + 2) + [A cos(wot + npg)}z>
_ <A2 cos(0) + coséGwot + 2p1) > . <2A2 cos(2wot + p1 — p2) + cos(dwot + w1 + ¢2) >

2

2 c0s(0) + cos(2wot + 2¢p2)
# (4 d

:A2E+0+0+0+%+O] = A%

11.4c) Ona:
<[A cos(42wot + ¢1) + B sin(43wot + cpg)}2>
= <[A cos(42wot + 1)) + 2AB cos(42wot + @1) sin(43wot + @2) + [Bsin(43wot + @2)]2>
_ <A2 cos(0) 4 cos(84wot + 2¢1) > n <2AB sin(wot — w1 + @2) + sin(85wot + @1 + p2) >

2 2
n <32 cos(0) — cos(86wot + 2¢2) >
2
A? B? A? + B?
= {2+0+0+0+2—0] ==
11.4d) Ona
A A 2

([§m(rem)+ gan(gr2a)])

A 2 A2 A 2
= < {Z sin(%t + goo)} + T sin(%t + %o0) sin(%t + 2p0) + {5 sin(%t + 2@0)} >

A? cos(0) — cos(wot + 2¢0) A? cos(po) — cos(wt + 3p0) A? cos(0) — cos(wot + 4¢o)

“\16 2 7T 2 7T 2

2

A? A? A? A% 1 A% (5
= {2 -0+ 5 cos(po) — 0+ 5" 0} =5 (1 + cos(po) + 1) =5 (Z + cos(apo)).

10,0 x 10°W -m™? —1,00MW -m™? 1,00 x 10’W -m > —1,00 x 10°W -m™> 0.82
10,0 x 10°W -m™2+1,00MW -m~2 1,00 x 107W -m 241,00 x 10°W -m=2
660 mW - mm ™2 — 0,220kW - dm ™2 6,60 x 10° W-m % — 2,20 x 10* W - m 2

p , C = = = 93,5.
* Pour (&), on a 660 mW - mm—2 + 0,220 kW - dm~2 6,60 x 10° W - m~2 + 2,20 x 10° W - m 2
. -2 . -2 3 . -2 . -2
o Pour @’ onaC— 5,00 mW mmi2 2,00 mW crni2 _ 5,00 x 103W mi2 20,0 W mi2 — 992,
5,00mW - mm™~ 4+ 2,00 mW - cm 5,00 x 10°W -m™“ +20,0W -m

72,0pW - pm > —3,00MW -km™?  72,0W-m > —3,00W -m™?
72,0pW - pm 2 4+ 3,00MW -km 2~ 72,0W -m~ 2+ 3,00 W - m~2

=92,0.

11.6 b) Le déphasage Ay, entre deux positions successives est constant si k(zn — Zn41) =0 [27] = n27.

27 27 A

Autrement dit, on a Az, =n— =n
k 27

de fois la longueur d’onde de la vibration lumineuse sont en phase : réponse @

= nA. Pour un instant donné, les positions distantes d’un nombre entier
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11.6 c) Ona Ay =wt—kxo— (wt/ — kxo) = w(t - t').

11.6 d) Le déphasage A, entre deux instants successifs est constant si w(tn — tn+1) = 0 [27] = n27.
2m 2nT

Autrement dit, on a At, =n =n 9 = nT. Pour une position donnée, les instants séparés d’un nombre entier
w s

de fois la période de la vibration lumineuse sont en phase : réponse @

11.7 b) Par lecture graphique, on constate qu’entre z = —20 mm et = +20 mm se trouvent trois interfranges.

Donc, on a i = 470% =1,3cm.
AD 107° 1
11.7c¢) Onaa=—.Donc, a= 630 x 10 "m ><72,0m = 48 pm.
ni 1,0x1,3x 107" m
11.8a) OnaC(x) = (2 ) identifie donc X — 2merD
a na X ) = COS ; On 1aentifie donc = naA)\
ina 0,57 x 1073m x 1,0 x 0,20 x 103> m
11.8¢c) On a Amoy = o Donc, Amoy = Thm = 0,76 pm.
11.8e¢) Ona AX= M Donc, AX = 2x (07610 %) x 15 _ 0,14 pm
: T ThaX " T 10 0,2010-3 x 6,4.10-2 R
SoH

11.9a) On asin(6;) = — donc SoH = asin(61).
a

11.9 b) A Paide du tracé en tirets, on obtient un triangle avec : tan(f;) = % On en déduit 6, = arctan(%).
2 2

11.9 ¢c) On sait que dsm = Ls,u = nS2H = nasin(6:). A Tordre 1, on a sin(f1) = 01 et tan(61) = 61 = =

nay
Donc, on a dsm = ——.

11.9d) En identifiant, on a : Q = @ = n?y. nc: i = —=.
i A foA na

11.9 e) L’éclairement ne dépend que de la variable y. Ainsi, pour une valeur de y fixée, I’éclairement doit étre
constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2. La bonne réponse est @

11.10 a) Dans linterférometre, un rayon est atténué par deux lames séparatrices, ainsi son éclairement en sortie
I’ est tel que I’ = Ip/4. Donc son amplitude en sortie S’ est telle que S = S5 /4, soit 8" = So/2.

11.10 b) En considérant ! la distance parcourue par un rayon dans un des bras de 'interférometre de S jusqu’a
I’écran, la différence de marche entre les rayons passant par les deux bras de l'interférometre est :

d = nair(l — €) + ne — (nair<l—e/) —&—ne') =l+(n—-1e—-1l—(n—-1) = (n—l)(e—e') =(n-1)ay.
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2 2
11.10 ¢) Le déphasage entre les deux rayons est Ap = /\—ﬂ-é = )\ﬂ- (n — 1)ay. Par identification, on a :
0 0

2
or? = 7T(n — Doy donc 1= L.
1 )\0

11.10 d) L’éclairement ne dépend que de la variable y. Ainsi, pour une valeur de y fixée, ’éclairement doit étre

constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2. La bonne réponse est @

e e e
11.11 a) On a cos(6) o= J—K,donc, IJ=JK = cos(@)"
................................... K
11.11 b) Onatan(&)—%:—;donc, IK = 2etan(0).
I

) .
11.11 d) On a IH = IKsin(f) = 2e tan(f) sin(0) = 2e s1n‘ ) sin(0)

2
Donc, IH = 261C705@.

11.11 e) On a dsm = L1 + Lyk — Liu = n(1J + JK — IH). En injectant les résultats précédents, on obtient :
_ e 1—cos’(0)\  2ne 2 2ne 20
dsm = n<2cos(6‘) —2e ) ) 0 [ — (1 — cos (6’))} = cos”(0) = 2necos(6).

11.11 f)

La différence de marche ne dépend que de la variable 6. Or I’éclairement dépend de la différence de
marche (formule de Fresnel) donc I’éclairement dépend uniquement de la variable 6. Cela signifie que ’on retrouve

une valeur fixée d’éclairement pour une valeur fixée de ! Autrement dit, ’ensemble des points de méme éclairement
correspond & un cercle, conformément & ce qui est observé dans la figure 3. Réponse @

11.12 a) Le rayon inférieur d’amplitude S’ en M est réfléchi deux fois de plus que le rayon supérieur d’amplitude

S en M. Ainsi ' = 72S. Comme l’éclairement I est proportionnel au carré de 'amplitude, on a I’ = riI et

1BE
11.12 b) D’aprés la loi de la réflexion, on a tan(i) = 2

BH

et donc BE = 2etan(i). Par ailleurs, on a sin(z) = BE’
e

d’ot BH = BEsin(4). En injectant la premiére relation dans la seconde, il vient :

. 2.
BH = 2etan(i) sin(i) = 2:08:([12,)2.

11.12 ¢) D’apreés la loi de la réflexion, il vient cos()

e L. e
= BD" On en déduit BD = cos(d)”
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11.12d) Ona:

0sm = LsaBprM — L£SABHCM
= (SA + nAB + nBD + nDE + EF + FM) — (SA + nAB + BH + HC + CM).

Or, on a BD = DE, EF = HC et FM = CM donc :

% si 2 . 1 —si 2. 2 .
Ssm=2nBD —BH=2n—S _ — 2850 U902~ 0 0pe S L 9ne cos(7).
cos(t) cos(4) cos(7) cos(4)

11.12 e) Les franges d’interférence sont isophases, donc telles que dgm est constant. Or dsm ne dépend que de

Pangle ¢, donc les franges d’interférence coincident avec des cercles épais concentriques. Réponse @

11.13 a) On identifie la période ?jt = 60t donc T = %S =10x10"'s.
1

11.13 b) On identifie la longueur d’onde ?\—Wm = 28z donc A\ = %m =22x10 Ym
1
11.13 ¢) On identifie la fréquence 2nvat = (i — i) donc vp = € (i — i) T =26x10"7s""
: d 2= \21 " 32 2T o \21 32 -
11.13 d) On identifie le nombre d’onde 2mwost = (E — 1) donc 02 = L (1 - i) =95%x10"m™!
: ! TP EA\T T 12 2T \7 12 -

11.13 e) Attention : le terme T correspond & la valeur de la phase du signal & l'origine (argument de la fonction

cosinus pour t = 0 et x = 0), il n’entre ni dans I’expression de la pulsation temporelle, ni dans celle de la pulsation
spatiale.

Ainsi, on identifie la pulsation temporelle w3t = 3%15 + Qi?, ; donc ws = 3% + 2i3rad st = 1,9rad - st
. . . . 2my3 1,9 1 —9 1
11.13 f) On identifie la pulsation spatiale ksz = z;doncky = ————=rad-m  =13x10 "rad -m
c 5x3x10
- . V1 2 c
11.14 a) La période spatiale de cos (27r at) est telle que A =
1 — V2

A _
11.14 b) D’apres la figure, on a 5= 0,500 0 mm donc A = 1,000 x 10" m. Or, on a vu que A = > ¢ > Donc,
11— V2
8 -1
Ap=C=3XWmS T 5000010 Ha
A 1,000 x 107° m
11.14 c) La période spatiale de cos (27r vt v at) est telle que X' = L
c V1 + 12
11.14 d) D’aprés la figure, on a 8\ = 2,400 pm donc A" = 3,000 x 10" " m. Or, on a vu que A = > iy Donc,
1 2

c 3x10%m-s7!
T 2)V T 2x3,000x 107" m

= 5,000 x 10** Hz.

A
11.14 ) En sommant 2vg et Av, il vient que 2v9 + Av = v1 +vo + 11 — v2 = 2v1, done v1 = v + TV et donc :

3%x10%8m-s7!

V1 = 5,00 x 10" Hz + 3,00 ><21011 Hz

[ o
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A
11.14 f) En soustrayant Av a 2uvp, il vient que 2vp — Av = vy +v2 — v1 +v2 = 215, donc v = Vg — 7” et donc :

c 3x10%8m-s7!

= 1
Vs 5,00 x 10" Hy — 2:00x 10" 1y

11.15 a) La figure est dans le plan (zOz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction paralléle & 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée y (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée z.
De maniere analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

11.15 b) La figure est dans le plan (yOz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction parallele & 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée z (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée y.

De maniére analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

11.15 ¢) La figure est dans le plan (20y). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges
circulaires. Les ensembles de points d’éclairement constant sont définis pour une valeur constante de distance au
centre de la figure r = y/y? + 22 issu du point O. Réponse @

11.16 a) On a tan(f) = % ; donc r = f tan(6)
2necos(0)  2ne 2 x 1,00 x 500 x 107°
11.16 b) O =——*=——D = : = 1555,2.
) On a po 5 3 Done, po 6.45 x 10~ ,

11.16 d) Lorsque 0 augmente, cos(f) diminue donc p diminue aussi. Le premier anneau brillant correspond au

premier entier de p plus petit que po = 1555,2. Donc p; = 1555.

11.16 ¢) Onar = f tan(6) = f' tan(arccos(%)). Donc,

-9
r1 = 50,0 x 10~ 2 tan | arccos 1955 x 643 x 10 5 = 8,22mm.
2 % 1,00 x 500 x 10

11.16 f) Pour voir le deuxiéme anneau brillant, il faut que # augmente encore donc que p diminue d’un entier :
on a donc pa = 1554.

-9
ro = 50,0 X 102 tan|( arccos 1554 x 643 x 10 —5 = 19,7 mm.
2 x 1,00 x 500 x 10

11.16 h) On a p1o = 1555 — 9 = 1546 et r19 = f tan(f10) = f tan(arccos(l;lo/\)) Donc,
ne

-9
r10 = 50,0 X 10~ 2 tan (arccos( 1546 x 643 x 10 )) =

2 % 1,00 x 500 x 1076
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IF'iche n° 12. Outils mathématiques pour la diffusion|

Réponses

Corrigés

12.2 ¢)

x t
wf(1-5)en(-)

t
+pr(1l —exp(—))
-

Le point B est au niveau d’un col de la fonction f(zx,y). A partir du point B, en se déplacant dans la

direction y croissant et en gardant x fixe & x = =g, la quantité f(xp,y) décroit de plus en plus. La dérivée seconde

par rapport a y est donc négative.

12.2 f)

plus en plus. La dérivée seconde par rapport a x est donc positive.

De méme, en se déplacant dans la direction x croissant & y fixe & y = yg, la quantité f(z,ys) croit de

12.3 ¢) On a les équivalences suivantes :
o -
or 3
12.4 a) 1l faut sommer la surface du fond de la casserole et la surface latérale.
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12.4 b) C’est le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur H.

12.4 ¢) 1l faut utiliser les deux résultats précédents.

12.4 d) On fait varier le rayon R pour une valeur de V fixée a V5. La notation %(R, Vo) n’est pas adéquate, la

notation « d » étant réservée aux fonctions d’une seule variable.

1
@)VO =27R+2V(=33) =0, soit V = 7R®. OrV = nR’H,
on en déduit donc R = H par identification. On peut vérifier dans sa cuisine que cela correspond bien au choix

« standard » des industriels.

12.4 ¢) Pour minimiser la surface, on cherche : (

2
%(l’,t) = px + A donc ’I’L(,I,‘,t) = % + A1‘+B

Les conditions aux limites imposent :

TL(O, t) =B = TNo B =nyg
2 donc I
n(L,t):%—l—AL—l—B =ng A L

La fonction n s’écrit alors : )
L
n(z,t) = % — %x—i—no = g:v(m—L) + no.

—d—nz dt donc d(l):d< ¢ )

n2 NeT n neT

On integre :

1 1
— - — = donc n(t) = o
n(t) no et 14 not
NeT

12.6 ¢c) On a une équation différentielle sur ¢ : a—?(x, t)+ ——2 = p. C’est une équation linéaire dont la solution

t
) + p7. La condition initiale impose n(z,0) = no (1 — E) On a donc :

t de la f t)y=A —=
est de la forme n(z,t) exp( - I

A:no(lf%) —pr = A(x).

La solution est donc de la forme :
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IF'iche n° 13. Diffusion thermique|

Réponses
13.108) o0 @
13.1D) i )
13.1C) e (©)
13.0d) . dU = uc%—zSdmdt
13.1€) oottt ()
131 6) oo (a)
13010 8) et (©
131 h) oo f%Sd dt
1302 8) et (a)
13.2 D) o (a)
13.20C) coni e )
13.3 8) 0t
13.3 D) 1/V2
R 0 P
13.3 d) et
13.48) 0o (a)
18.4D)
1304C) ouent et oui
13.58) . .. T()7T22T19c+T1
13.5 D)t ® et (©)
185 C) ettt (a)
1326 2) .ttt )
136 D) it (©)

1306 C) oove e @
13.6 d) .. (a)
13.78) oot (a)
137 D) e (©)
137 C) oo ©
13.7d) o

13.7€) i 1,1 x 10° W

13.8 o+ Runha STy
1+ RinhoS
13.98)  oieieeeei e 45 % 102K - W
13.9b) oo 0,53K - W1
13.9C) c it (©
13.9d) e ceeeiei 32x 107 K- W' |
13.9€) e (a)

13.10¢)...... (cub , ) (cyl.,@) (sph ,@)
1300 d) .o
13100 €) .ot
1310 o (©)
do, 0, 1
13.12 ) dt * RinCeon  RenCin (Bundi +0e)
13.12b) ........... Ri(eio — B0 — 0oy cos(wt))
th
13.13 8) e (@)
1313 D) (a)
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13.14 ... Les bottes de paille ln(r—l)
13.19 b) ......... T(T) = T1 + (T2 - Tl) L
aT ln(’;—)
13.15a) ... dU = ucﬁde dt 2
13.20 8) 0o
o0*T ) ©
13.15 b) .......................... )\Wdedt
z 13.20 b) ..o )
13.15C) e
Adzrdd
TR 1820 C) .ot =
13.15 d) ................ MC@ == )\W +ppr0d
Z 13.20 d) ..o )
13.16 a) au O 5 4 at
d6a).. ool = puc—=Sdx 2
ot 18.200€) ..ot mAr dz
dr
o0*T
1316 D) oo Az drdtl g 00 f) ®)
1316 C) e 2w ALr
°) ©]  13.20 ) :
-
oT 0*T D
13.16 d) pegr = A5 ~ hE(T( i) — Text) 13.20 ). (a)
1807 8) oo ®) m(%)
13.2000) .o
h1 1) 27T)\L
) Rinh1S + T 1
13.17 b) . T + Ts 2w AL
h 13.20 ). .0 T (T, —T.
1+hf;+R“,h15 1+h—;+Rthh15’ J) ln(rg/rl)( a e)
13.2108) . o
) P24 Ruhas 3.21 a) [9]
13.17 ¢).. o T+ — Tol 1821 D) oot [0]
1+h72+R“‘h2S 1+hf2+RtthS
- - 1821 C) vt (b)
1818 8) . oo
aT Dy 1
1318 b) .o Q=0 1321d).......... T = I2
1318 C) et () d (1 1
................... "+ —|-——
a7 o1 drA\r
1318 d) ..o — =2 =
) dr 2nA\hr %_ %
P ) ......... T(’I"):T1+(T27T1)L_i
_ 0 E To r1
13.19a)............. T(ry=T1+ 5k ln( . )
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Corrigés

13.1 ¢) 1l faut utiliser la premiere loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A Pinstant ¢, I'énergie interne de I’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s’écrire : U(t) = p(Sdz)cT (z,t).

13.1d) On exprime 'énergie interne a Uinstant ¢t +dt¢ : U(t 4+ dt) = pcS dzT'(t + dt) puis on calcule la différence
dU =U(t+ dt) — U(¢).

13.1 e) On considére d¢ suffisamment court pour considérer B constant entre ¢ et ¢ + dt. Le vecteur S entrant
est orienté suivant e,.

—_>
13.1 f)  Attention aux conventions de signe! Le vecteur S entrant est orienté dans le sens —ea.

13.1 g) Il n’y a pas de transfert thermique au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques

de ‘7_Q> et de la surface considérée.

13.1h) On a jg(z,t)Sdt — jo(x + dz,t)Sdt = —%]—QSdtd:r. On peut vérifier qualitativement le signe pour
x

éviter les étourderies.

!

13.2 b) Le courant thermique j —Mgrad T est donc dirigé seulement selon e,.

Q
Il

oT
13.2 ¢) La variation d’énergie interne pendant dt est dU = p(S dx)ca dt. Cette variation est due au flux

djo . oT )
e Sdtdz. Comme jgo = )\ax, ona:

or o*T
u(S dx)ca dt =X 902

thermique ® dt = jo(z,t)Sdt — jo(x + dz,¢)Sdt =

Sdtde,

oT A - ) . e ey . .
qui se simplifie en = Dﬁ avec D = —. On vérifie donc ’équation de diffusion libre & une dimension sans
x ue

source.

18.4 a) Lorsque Fo < 1, il ne s’est pas écoulé suffissamment de temps pour que la diffusion ait eu lieu : le

processus peut étre considéré comme adiabatique.

Lorsque Fo > 1, suffisamment de temps s’est écoulé pour que la diffusion ait eu lieu.

13.4 ¢) Le nombre de Fourier vaut :
o — BW-m ' K 'x15x10°s
7800kg-m? x 4807 - K~ ' - kg™ x (5x 107°m)”

=2x107° < 1.

L’hypothése d’une transformation adiabatique est donc valide.
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2
13.5 a) L’équation de la diffusion devient (31—1; =0, soit T(z) = Az + B. On utilise enfin les conditions limites
x

T(0) =Ty et T(L) = T5. Le profil de température est donc linéaire dans la barre en régime permanent.

13.5 b) L’hypothese de barre homogene permet d’affirmer que la conductivité est identique dans toute la barre.

L’hypothese de régime permanent permet d’affirmer que 55 est a flux conservatif. L’hypothese des parois latérales
calorifugées permet d’affirmer que le flux n’est orienté que suivant e,.

13.5 ¢) ona¢u):Zlﬂa@-a*zﬂ@s:-as%g:%?ua—ny

13.6 b) La réponse correspond au flux d’une grandeur, le processus tendant & diminuer 'inhomogénéité spatiale
liée a la contrainte.

’ :E_ IW-K' m?!x1lm

1
¥ (T1 — T»). Les résistances thermiques sont en série; donc
th
L 1 _ _
Ry, = Ren + Rint + Rinz = )TS—FQX 7S =9x107°K - W1
10K

9x107°K-W!
premier modele : des conditions limites peu réalistes peuvent conduire a surestimer fortement les pertes thermiques.

On a donc &' = ~ 1,1 x 10® W. Les pertes sont presque deux fois plus faibles que dans le cas du

13.8 Par substitution, on élimine ¢ : on a 71 — T'(L) = Rynh2S(T(L) — T2) puis on isole T'(L). Ainsi,

_ T1 4 Rinh2STa
T 14 RunheS

13.9 a) La surface du mur en brique est de 7,5 m? — 1,2 m? = 6,3 m?. La résistance de la brique est :

€h —2 —1
Rp=——"  =453x10 2K -W !
"7 2(Stor — 51)
13.9 b) La résistance de l'isolant est R; = ‘L =529 %x 107" K- W™
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13.9d) La résistance de la brique et celle de I'isolant sont en série ; d’ott Rmur = Rp+ R = 5,74 X 1007'K-w L

Les résistances Rmur et Rf sont en parallele. La résistance équivalente du mur est alors :

Rmur Rf

w316 x 107K - WL
Rmur+Rf ’ %

Req =

13.9 ¢) Pour maintenir cet écart, le systéeme de chauffage doit fournir un flux thermique ¢ tel que :

AT 15K

13.10 c) 1 faut calculer les surfaces d’échange pour les différents igloos afin d’identifier le dénominateur des

intégrales. En notant r la variable d’espace, on a Scyb. = 512, Seyl. = 72 + 27r x r = 37r° et Ssph. = 272,

a a—+e

d 171 1
13.10 d) Toutes les résistances thermiques sont de la forme Ren = —7; = [ }
or o

aala+e)

On peut alors facilement calculer les résistances thermiques pour les différents igloos en identifiant pour chacun la

valeur de « et a. D’ou :

0,1m 1 1 1 1
R cub. — = K-W =—K- W
e T S 02W om K I x1mx1,lm 55 x0,.2 11
0,1m 1 1 .
e T X 02W - om K x0,7m x 0,8m 52,1 X 0,2 10,4
0,1 m 1 1 .
P T X 02W-m K ' x0,8m x0,9m 44,6 x 0,2 8.9
100 W
13.10 (0) AT =R = =11,2°C
e) Ona th,C® SOW K
13.12 a) La loi des nceuds en termes de potentiels appliquée en N donne :
do; 1 dé; 0; 1
Con— = ¢i+ 5— (0 — 0 d = — (R + 0.).
mgp = Ot Ry e T ) done g e T RanC (00 0

13.12 b) Si 6; est une constante, ’équation différentielle se simplifie en : ¢;(t) = R—(Hio — 0cp — Oc1 cos(wt)).
th

Le chauffage est donc en opposition de phase avec la température extérieure.

13.13 b) Les résistances thermiques des isolants () et () s’écrivent respectivement :

1 5 1 1 1 7 1 1
fo= oo (5) =z (500) o Re= g in(g) = s (e - wie)),

Les deux résistances étant en série et comme on cherche la température a 'interface entre ces deux isolants, la

formule du pont diviseur de tension appliquée au potentiel donne :

9M:20°C+L><80°C:20°C+ 80°C :20°C+L
Ra + Rb )\b 11’1(5) 1
1+ —— 1+ 3#
Xa In(7) — In(5) 1% -1
=20°C + Lcl =20°C + % =920°C + 7x80°C ~ 25,2°C.
14+3— 1+ 107
In(7) 1 0,07
In(5)
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13.14

Isolants Epaisseur pour r =7 Déphasage (pour r = 7) Energie grise surfacique
e (cm) AT Es (kWh-m™?)

Fibre de bois 26 17 h 00 78
Bottes de paille 36 14 h 30 3,6
Laine minérale 21 4 h 30 50
Vermiculite 35 19 h 20 84
Polystyréne expansé 22 4 h 40 140
Polyuréthane 16 4h 30 160

13.15 a) Il faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A linstant ¢, I’énergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s'écrire : U(t) = p(S dx)cT (z,t).

signe étant di & l'orientation de 5. Le flux total recu est la somme des flux précédents :

. 2
O(z +dz,t) = [jo(z,t) — jo(z + dz,t)]Sdt = —aaj—j(m +dz,t)dzSdt = A%de dt.

13.16 d) La surface latérale vaut pdz : attention & ’algébrisation.

La variation d’énergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dx est due aux flux thermiques
conductifs suivant 'axe (Ozx) et conducto-convectifs en radial :

2

or o°T
dU = /LCES dedt = )\dex dt — h(T(z,t) — Tewr)pda dt,

. oT *T P
soit pegr = )\@ — hE(T(x,t) — Text)-

13.17 a) Le premier graphique correspond au premier modéle ne prenant pas en compte les pertes conducto-
convectives.

13.17 b) A partir de la premiére et de la troisitme ligne du systéme, on obtient :

h
hlS(Tl — T(O)) = hQS(T(L) - TQ) donc T(L) = hfl(Tl — T(O)) -+ TQ.
2
En injectant cette expression dans la deuxieme équation, on trouve :
h1 h1 hl hl
T(O) |:1 + h7:| — (FTl + TQ) = Rthhls(T1 — T(O)) donc T(O) 1+ hf =+ Rthh15] = (Rthhpg + ?)Tl + Ty
2 2 2 2
h
RunhiS + )
donc T(0) = 7 2T+ 7 Ts.
14+ RuhiS 1+ 5+ + RihiS
h2 h2
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13.17 ¢) On fait de méme pour obtenir T'(L) : & partir de la 17 et de la 3° ligne, ona : T'(0) = T1 — %(T(L) —T5).
1
On injecte dans la deuxiéme équation :

h h
T+ 22T - [1 n h—ﬂ T(L) = RuhaS(T(L) — Ts),
1 1
soit :
h
hi + RinhaS
- h2 Tl + 1h/2
1 + — 4+ RtthS 1 + — + RtthS
h1 hl

1

13.18 a) La quantité U est une fonction d’état. Comme on est en régime permanent, I’énergie interne du systéme
fermé considéré est constante.

13.18 b) En appliquant le premier principe, on a dU = §W + §Q. Ici, il n’y a pas de travail fourni au systéme,
donc 6@ = 0.

. . T_ (I)o gi_ (I)() T
13.19 a) Ona/ dT =T(r) T1—/ S 27r/\hln( )

T T1

r1

La valeur de ®¢ peut étre imposée par continuité du flux par un autre processus physique (transfert conducto-
convectif par exemple); cela permet alors de mesurer la température sur une isotherme, par exemple T (souvent
une température de surface).

Do
2w Ah In ( T1 )
T2
T1 et To, on peut calculer &g a partir du champ de température déterminé ici, ce qui permet alors d’évaluer par
exemple des pertes énergétiques.

13.19b) OnaT, = Ti+ 1n<ﬁ> et donc g = (Tp — Th)
T2

13.20 b) La variation de température étant uniquement radiale, le flux thermique sera selon cette direction. Sinon,
on peut aussi utiliser la loi de Fourier sachant que le gradient s’écrit :

— of -, 10f . of
d — 7 €r Yy z
grad(f) = g er + ~ g€ + 5
en coordonnées cylindriques.
13.20c) On a 53Gth = & = M On utilise I'expression précédente de la conductance.

oL dr

2 Adzrdf  27Ard
13.20 ¢) Ona 8°Gu =Y 8°Ciy = / erd)_ 2mhvdz
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13.20 f) Les isothermes sont communes aux « bornes » de tous les éléments de volume.

L
. 2 o 2rArdz _ 2mwALr
13.20 g) On a 0Gtn = E 0" Gin _/o P

1 ™2 dr
13. i = = = .
3.20i) On a R E ORn E Hem / Ly

rl

. 1 T
13.20j) OnaT,—T. = Ru®o= 5~ 1n(i)q>0.

13.21 a) La quantité U est une fonction d’état. Comme on est en régime permanent, ’énergie interne du systéme
fermé considéré est donc constante.

13.21 b) On peut appliquer le premier principe : dU = §W + §Q. Ici, il n’y a pas de travail fourni au systéme;
donc, on a §Q = 0.

13.21 d) La loi de Fourier donne —)\%47'(7‘2 = dy.

T T
r _ . (b(] dr _ (IJO 1 1
13.22 a) On a/ dT =T(r) -Th = /T1 4T r2 27T)\< )

” 71

(5= 70)
T2 T1

températures 11 et Ts, on peut calculer ¢ & partir du champ de température déterminé ici, ce qui permet alors
d’évaluer par exemple des pertes énergétiques.

13.22b) On a 1o = T71 + &<i — i), donc ®¢ = (1> — Th) . Dans le cas ou 'on impose les

dtA\re 11
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IF'iche n° 14. Transferts thermiques|

Réponses
14l a). .o 148 €)oo 1,5m?
141 b) 14.9
141 €) v 1410 8) oot ©
14.2a). i et
) Dt © 1400 D)oo )
14.2b) ..o 60 W - m > Do
14.11a)....... ﬁx(L—x)—l— (Th —To)= +To
T4.38) oot )
1401 D)oo @
14.3 D) oot )
_ — 1411 C) i 60 W - m >
14.3¢C) v ’Meme sens que €,
14.3 d) ’Méme sens que &, 14.12 a) n I? L S
WO A) e q r . A)eeiii 0 2’)/)\52 B x
14.3€) oo 2,9 x 10° W - m ™2
‘ 1402 D) oottt [0]
143 0) e 14 % 10°W -m™?] T
14.12¢) oo To + —
144 o WK ! om2 ) ERERE
145 2) oot M| 1412d) i ® et (©)
145 D) 65 °C 14.13a) ..o ’ 1,0x 102K -W! ‘
14.6 a) ..................................... @ 14.13 b) ................... 172W'K71 .mfl ‘
2
4B ) oo A%(To 1) 1403 C) i
1404 a) oo (a)
TAT ) oo 62,9MW - m 2|
1414 D) oo
14.7D) oo 3,8 x 1026 W ©
1415 a) oo 0,50 pm
147 C) et (©) -
14.15b) oo 58 x 108K
147 d) o (©
1405 C) oo
R RRRRRRREEEEE ®] 1416 B) -+t ©
14.8 D)oo )| 1416 b) 260 K
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Corrigés

14.2 a) Le profil de température dans le mur est une fonction affine en régime stationnaire.

On a alors grad T = ae_; indépendant de x. La loi de Fourier donne alors 7, = —AgradT = —A%em pour
— Tc —T, Tc —T, _
tous les points de la dalle. Ici, grad T = %e_; avec ——— % — 50K -m™".
Tc — T _ _ 10K
14.2b) Ona || Tun( )||:/\‘ c — T4l 12W-m™ ' K™! og =60W - m

14.3 b) La température ne dépend spatialement que de la distance r & 'axe (Oz). Par conséquent, on a :

gradT = d—Te_f..
dr

d

1 —> T — —>
14.3 ¢c) On constate que gradT +e;, = — < 0 donc Jtn e+, > 0.

dr

d

1 —> T — —>
14.3 d) On constate que gradT +e, = — < 0 donc Jtn e+, > 0.

dr

AT Tc—Tal

14.3 e) On a 5 = W; dOIlC H Jth(A)H = ]th(A) *Epr = —Al(c)a DOHC,
a a
aa—Tel _ypow.mt k!« 0K L 99x10°W.m?
1n(5) a In(2) 2 x 1072
a

Tc—Ta 1l 1
14.3 f) On obtient Tth(c) 'e_: = —)\CicAE = §7th(A) a’

ln(f)

a

14.5 a) La puissance transmise par la paroi au fluide est P,y = hS(T, — Ty). Par définition de la résistance

T, —T 1
p” 0 donc Ree =

th i Ree = —.
ermique, on a Rcc P hS

40 x 10°' W

14.5b) On a Tioit — Tair = Proit—air

RS T 20W-K ! -m 2 x 50m?

270
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14.7 ¢) La puissance go(r)47rr2 traversant la sphere de rayon r étant identique a celle émise par le Soleil g 47TR%,

2
il vient o(r) = po (@) .

.
R \?
14.7d) On trouve ¢(Dgsr) = @@< ) . Donc,
Dsr
696 x 103km \
¢(Dsr) =629 x 10" W -m ™2 x (M> =1,35x10°W-m™> arrondia 1,4x10°W.m 2.
X m

14.8 a) Le radiateur rayonne vers l'air la puissance P, = oTS et recoit la puissance P, = 0TS de la part de
lair. La puissance cédée par le radiateur a ’air est donc P = P, — P,.

14.8 b) La loi de Newton rappelée dans la fiche donne le résultat.

o(Td = Td) + (T — To) =5,67 x 107 °W-m™ - K" x (333" = 293" )K" + 10W - m™? . K~! x 40K
=679W -m™>.

P 1,0x10°W
o(Td =T +h(Ts —Ta)  679W -m~2

Donc S =

2
L? a La
a sa diffusivité thermique D par 7 = o On en déduit que Ta _ () ~ 32 (ou l'indice « a » est pour 'oeuf
Tp

d’autruche et « p » pour ceuf de poule).

14.11 a) En intégrant = —2Y bar rapport 4 2, on obtient ar _ —Pvy 4 A puis T(z) = —&ﬁ + Az + B
' Sratlt gz T Ty parrepp ’ dz )\TJ? NN '

Les conditions aux limites T(0) = Tp et T(L) = T) ménent & B = Ty et A = — Z 0 4 p;A .

L Ty —1T T )
14.11 b) On pose A = pzv/\ + L 17 9 La température est maximale en z; = 3L/10. Or j—x = —%x +A.On a
donc a7 =0 pour z1 = —A Apres calculs, on obtient p, = @(To —T1).

dzx Do L2
-1 -1
14.11¢) Onap, = 2 12WE w0 og _sow . m?
1m
I? L d°T . . dT .

14.12 a) On note A = ——. En intégrant — = —A par rapport a z, on obtient — = —Ax + B puis

Ay S? da? dx

2 L
T(z) = —A% + Bx + C. Les conditions aux limites T(:I:E) =To ménent a B=0et C =T+ AL2/8.

On peut aussi justifier B = 0 par un argument de symétrie du profil de température par rapport au plan x = 0. Le

L
profil parabolique et le fait qu’on ait T(i§> = To prouvent que x — T'(x) est une fonction paire; on en déduit
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L dT dT L dT

14.12d) O Twml—=) 2 = —A— 0 il Oet T =) 60 = —\— 0

) na]th( 2) ¢ g S0 g, ¢ ‘7““(2) ¢ el IR
dT
- < 0.
dz |2

PP - . T —T1s 10 2 1
14.13 a) Par définition de la résistance thermique du mur, on a R = B, T 105 1,0x107°K-W
1—2

14.13 b) Ennotant S = hL = 25 m?, la conductivité du béton est alors Ay © 0,3 12W-K*-m™*

14.13 c¢) Les deux matériaux sont associés en série. Afin que la puissance traversant le mur isolé soit divisée par 5

pour la méme différence de température, il faut que la résistance thermique soit multipliée par 5. En notant R; la
résistance du mur de béton et Ra celle de la plaque de polystyrene, R1 + R2 = bR, soit Ry = 4R;.

€2 €1

A2
= 4——. L’épaisseur ez de polystyrene est donc ez = 4e;1— = 4,0 cm.
NS T s P 2 ¢ PRy TN

Ceci s’écrit alors

14.14 a) La conductance est proportionnelle & la surface du mur. En écrivant que G, = K Sim, on en déduit que
Sm — S
Gl = K(Sm — Sy) et donc Gl = ch:m‘

14.14 b) Le mur percé et la fenétre sont associés en parallele. La conductance thermique équivalente est la somme

de la conductance de la fenétre G et de celle du mur percé G, différente de G,,. Donc, on a :

Sm — Sf Sf)
- Sm=Sra (1 .
G =G+ 226 =G ( ) +6r

2898 pm - K
0,50 pm

2898 pm - K
310K

14.15 b) Avec la loi de Wien, on obtient T' = =58x 10°K.

14.15 c) On calcule )\, = = 9,35 pm.

14.16 a) La puissance émise par un élément de surface S d’atmospheére est P. = ¢, X 25 et la puissance regue

est Pr = psS + ¢rS. En régime stationnaire, P, = P. donc p, = WTW

(70 + 450)W - m ™2
2

AN 260 W - m 2 14
T, = (“0—) = e ) =260K.
o 567 x10°W.-m 2-K

14.16 b) On a p, = =260 W -m 2. On en déduit que :
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IF'iche n° 15. Signaux|

Réponses
30 ) D O] 157 )] 15120¢).
151 D) et % 15.7d) e 15.12d) .o
15.12€) .0, 0,1V
15.1C) i, [0] 15.8a)......ccoooiin, (b) ? 01V]
15.126)............ t
15.28) i, (©] 15.8b).ciiiiiii (© ) O ©
15.12°8). 0o,
15.2b) i D] 15.9a) e (b) & ®
s o) G i
15.3B) .o e R
15.30) oo 15.9C) i © 15.18¢) vvvren .
153 ) 15.9.d) .o 15.18d). .o
15.3€) . iieinnnn.. 15.9€).vovreeinn Tl 518 e). @)
0
15.4a). i, @ 15.10 ). 4z 15.13 1) .. ’ Repliement de spectre‘
15.10b) ............... 42
15.4b). oo (a) 15.40) oo = 15.13°8) oo (@
15.4C) i, (@) 5 15.14a). oo (@)
15.10d)................ gxo
1553.) ................... @ T 15.14 b) %—‘FW()S:H()OJOe
15.10€) ..., —zt -
155 D) i, (© 5 15.04C) oo @
3
15.5C) i, © 1510 f) ..o, gmo 1515 8) ovveeeeee
15.6 ). .............. 1501 8) 0oeeeeeeennn ) Tms|  1515b). ...
15.6b) oo 15.11h) oo 15.15C) o
15.6C) oevninnnnnnn 15.11C) evnnnnnnn 15.15d) ...
156 ). @] 1511d) . @] 155 D]
S D ()|  1811e) v 0] 162
" L6 15.16 b) ............
15.116) ... et
15.6 1) ... @ 15.16 C) ................
15.68). oo 256mH| 15:11g).......o @] 1516d) ...
15.78) e @ 15.12a) ..., 20 ms 15.16 e) .............
15.7 ) ® 15.12b) oo 1516 f) ooveenn .
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Corrigés

15.1 b) Il faut commencer par linéariser le cos” :

1/, 1 T 1+ cos(2wt) 1
= t)dt = - 7 dt==
T/o cos” (wt) T/o 5 3

T
comme la fonction cos(2wt) est périodique de période 3

15.1 ¢) 1l faut faire une intégration par parties. On a :

I o1 "
7/ tcos(wt)dt = = [— sm(wt)} T /0 ” sin(wt)dt =0
15.2 On commence par remarquer que les deux graphiques tendent vers une valeur non nulle : cela élimine

la proposition @ et les propositions @ et @, qui ne sont pas stables.

La proposition @ est ’équation d’un oscillateur harmonique : elle ne correspond pas aux graphiques.

Le signal s1(t) présente une discontinuité de sa pente : il est donc régi par une équation différentielle du premier
ordre : c’est la proposition @

On en déduit que le signal s2(t) est associé a la proposition @

15.3 Pour une équation différentielle linéaire & coefficients constants homogene, une condition nécessaire de
stabilité, et suffisante pour les systémes du premier et du second ordre, est que tous les coefficients de 1’équation
différentielle soient de méme signe.

15.4 En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme
un fil : on a uc(Of) =F, i(Of) = ic(Of) =0.
La bobine impose la continuité de I'intensité électrique qui la traverse et le condensateur la tension & ses bornes :

_ E
on a uc (0+) =F, z'(() ) = 0. Comme ur = uc, on a donc i (O+) =5 soit, d’apres la loi des nceuds :

ic(0%) = ~in(07) = .

En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un fil : ainsi,

R e e E Lo
onauc(—koo):TME,z(O )ZZR(O ):Tﬂet zc<0 >=0.
15.5 L’interrupteur étant ouvert et le régime permanent étant atteint : iz (0 ) =0et i (0_) = 1(0_> = 5712

_ E , . . o
La bobine impose la continuité du courant qui la traverse : i(0+) = i(O ) = ﬁ Pour déterminer i; et iz, il nous

faut deux équations; on utilise la loi des mailles dans la grande maille et la loi des noeuds :

By

. . E 1(07) +42(07) = o (o) — 3E1L— 2B

u (0+) + 2 (0+) - ﬁ donc donc Zl( ) 2F, _]%Ev1

B~ K (0%) = £~ Ris0") 8(0%) i) = BB w01 =
R
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= %, ia(400) = %

En régime permanent, la bobine se comporte comme un fil. On a donc directement i1 (+00) =

E E
ﬁ. On a donc le systéme :

donc i(+00) = 7
i1(+00) + ia(+00) = i(+0)

FE1— RZ1(+OO) = RZ(+OO)

FEo — R12(+OO) = RZ(+OO)

Ei+ E
ﬁ. On a alors le systeme :

En sommant les deux derniéres lignes, on a directement i(400) = o
; . Ei1+ E
i1(+00) +i2(+0) = %
) ; El - E2
i1(+00) —ia(+00) = -
. 2F — B . 2K, — FE
On a alors i1 (+00) = % et ia(+00) = %

4 1
[;‘— v :?Q.Or,ona\g|:Lw;donc:

-3
L:lgizlqg&:zsxu) — 2,56 x 1072 H = 2,56 mH.
1000

3
. e u 2v
15.7 d) Graphiquement, on trouve T'= 1 ms. Le module de 'impédance est |Z| = T=002A = 100 Q. Donc,
LT 0162 e o
T Zw 27zl T 1000 T R
15.8 On a une association de dipoles en série : Z = R + jLw. Comme |Z] est le rapport des amplitudes
2
de la tension et de lintensité électrique, on a |Z|> = R® + (Lw)® = (?) . L’argument de l'impédance vaut
0
= arctan(L—w)
$ = R )
15.9 L’analyse graphique donne :
Upo=8V, Io=100mA, T =0,"ms et Jt,;; =—100ps.
2 27 4 3 —1 . .
= —-10" =8,97 x 10" rad - s” . La tension est en avance sur ¢ donc ¢ > 0; donc le

La pulsation est donc w = T=
déphasage de la tension par rapport a 'intensité du courant électrique est égale a

5t 110 27 2
= 91— =29 =2 _Zq
L4 T o7 T T AT

A partir des relevés graphiques, on a le systéme :
R® + (Lw)® = (80)°

E = tan (gw)

i = .

2 2
On a donc R? [1 + tan2<2—ﬂ)} = (%) = 8 donc R =
7 —[O 071 27T IO
1+tan2<7)

On en déduit L = 7mH.
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15.11 d) La fonction u(t) est décroissante sur I'intervalle [0,7'/2] : cela élimine les propositions @ et @

En T/2, on a u(T/2) = —U : c¢’est donc la réponse @

15.11 f) Par intégration par parties, on trouve :

2 4t AU sty sin@rfnt)]™? 4 [ sin(2nfnt)
SIN(z2mT N SIN(z2Z7T N
“n—f/U(l‘?)cos(z”f”t)dt—? {(1_T)27rfnh +T/Wdt
0 0

AU 4 (2 e U AU
= (0 + {cos(wfnt)} = ‘ﬁw X (—cos(mn) + 1) = W(l — cos(mn)).

T @rfn)® |,
On a donc a, = 0 si n est pair et a, = 82—U2
m™n
15.12 d) La fréquence fondamentale est v = — = L = 50Hz
T 20ms

15.12 f) Pour ce signal carré particulier, numériquement, so = Sm. Ainsi, s(t € [0,7/2]) = so + Sm = 25m et
s(t € [T/2,T]) = 0. 1l vient alors :

1 T/2 in27wvt 28 in2mvt11/2
I QSm —1ln vt dt — m —1ln a2t
Z=7 /0 ¢ —in2mv [e }0

=1
= 0 si n pair
2‘Sfm —inm 2Sm n p
[e v —1] :7((_1) _1) = {QS .. .
si m impair.

15.12 g) Les harmoniques de rang pair doivent étres nulles, ce qui exclut le cas @

De plus, numériquement, on a s = Sm et 2/m & 0,64 < 1, d’olt sg > 2so/m = 25m /7 : cette relation n’est pas
vérifiée dans le cas du spectre @

15.13 b) La période T. d’échantillonnage est la durée entre deux points d’acquisition successifs. La fréquence

d’échantillonnage f. vaut donc :
1 N 500
e = — = = — = 1 s H .
Je =7 = T ~ 30 10T

15.13 e) 1l d’agit du spectre @ car les autres font apparaitre des pics « fantomes » vu que la fréquence 55 est

inférieure a la fréquence des harmoniques.
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15.14a) Ona H — Hoet H — w — 0; le filtre est donc un passe-bas. Le dénominateur étant
w—0 w—+too  JW  w—+oo

d’ordre 1, c’est un passe-bas d’ordre 1.

15.14 b) On a:

H
2 _ Ow donc (1+ji)§:Hog
€ 1+5— wo
wo
.o . L < s , ) . et . 1 ds
Multiplier par jw est équivalent & dériver en réel; on trouve donc I’équation différentielle s + NPT = Hye.
wo

15.15 a) Le pré-amplificateur ne change que 'amplitude du signal, pas son spectre : le spectre B correspond a
u2 (t)

15.15 b) Le filtre passe-bande a une bande passante assez étroite pour ne garder que fp — fm, fp et fp + fm : le

spectre A correspond donc a us(t).

15.15 d) Le multiplieur donne en sortie :

e pour une fréquence en entrée de f, :

E(Acos(2m ft)) x Uy cos(2m fit) = kAU, cos” (2 fpt) = kAUpw ;
e pour une fréquence en entrée de f, = fm :

E(Acos(2n[fp £ fm]t)) X Up cos(2m fpt) = kAU, cos(2n[fp £ fim]t) cos(2m fpt)
cos(2m[fm]t) + cos(2m[2fp + [m]t)

= kAU,

Le signal u4(t) correspond au spectre E.

15.16 d) La tension u4(¢) oscille entre 4V et 16 V. En identifiant les valeurs extrémes & partir de son expression,

on a le systéme :
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IF'iche n° 16. Circuits logiques|

Réponses
16.1 ) oo © 1x3242x3! 16.7 ). ...
16.4Db).... o
16.1b) © 16.7b) cooeiiiiin
"""""""""" 16.4¢) ..o |(@)(©]  1670).
16.1¢)..ovvvieneniinan. @ : : 16.7d) oo
16.4d).... | LxXUH2xb
16.2a). 0. O +1x8° 16.7¢€) e NOR
16.2D)0 o] 1640 @] 1B
— 16.8D) oo, 0V
16.52)......en... 1-AxB
16.2¢) vt @ a) 16.8C). oo
16.5Db).. |1 (A+ B)+Ax B]
16.2d). .o © 16.8d) ....oooiiiiin
16.2€) ..o, w6 0P R 16.8¢)..........ooin AND
16.5d) oo 16.9a). e [0]
16.32) . .iiiiiiiinn, M)
16.5€)............. et (@] 16.9b)................. [0]
16.3b). oo © 166 ® 16.9C) i
0a). .o
16.3¢C) ... () 16.9d)........oooii.
163 d) © 16.8b)...ovvviiiiiiinnn, @] 169¢).. XOR
""""""""" m 16.6¢)...................|(®| 16.10a)................ [Vrai
16.3€) ievieininnnn [10101]
) 16.6 d) D] 1610 D) e
1 102 9 101 0dA). e
16.42).. | 11 10 o 16.10¢C)...oooeeenn..
. e) ................... @ 16.10 d) ..........
Corrigés

16.1a) Ona:

3746ko = 3,746 x 10° o, 3221 Kio = 3,298 x 10%°0 et 3,746 Mio = 3,928 x 10°%o.

Par comparaison, la valeur la plus élevée est la réponse @

4,588 Gio = 4,926 x 10° o, 219%4,482 Mio = 2°°x4,4820 = 4,813 x 10°0 et  2'°x4,653 Mo = 4,765 x 10° o.

Par comparaison, la valeur la plus faible est la réponse @
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16.1c) Ona:

232 x 2.845ko = 1,222 x 100 2'% x 1,368 Gio = 2*° x 1,368 0 = 1,504 x 10?0
2% x 0,158 To = 2° x 0,158 x 10" 0 = 1,264 x 10"?o.

Par comparaison, la valeur la plus élevée est la réponse @

12/2 =00, g/ Iete Dy g g reste L g9 I L g soit 1100 (réponse (b)).
16.2b) Ona:
35/2 reste 1 17/2 reste 1 8/2 reste 0 4/2 reste 0 2/2 reste O 1/2 reste 1 0 soit 100011 (réponse ®)
16.2¢c) Ona:
123/2 reste 1 61/2 reste 1 30/2 reste 0 15/2 reste 1 7/2 reste 1 3/2 reste 1 1/2 reste 1 0
Donc, I’écriture en base 2 de 123 est 1111011 : la bonne réponse est @
16.2d) Ona:
255/2 reste 1 127/2 reste 1 63/2 reste 1 31/2 reste 1 15/2 reste 1 7/2 reste 1 3/2 reste 1 1/2 reste 1 0.

Donc, ’écriture en base 2 de 255 est 11111111 : la bonne réponse est @

16.2 ) Lenombre binaire 11111111 correspond a 255 en décimal ; comme le nombre binaire 00000000 correspond

a 0 en décimal, un nombre binaire composé de 8 chiffres peut donc prendre 255 — 0 + 1 = 256 valeurs.

Réponses et corrigés 279



42
16.3 ) D’aprés I’énoncé et les réponses aux questions a) et c), ce calcul correspond en décimal & 513’ soit
21|10. D’aprés la question b), on a 21|10 = 10101]5.

16.4 a) La base étant 10, on peut s’appuyer sur exemple fourni dans I’énoncé.
On a 121]10 =1 x 10> +2 x 10" 4+ 1 x 10°.

16.4 b) La décomposition est similaire a la question précédente, mais la base est désormais 3 et non 10.
Onal2llz=1x3"+2x3"+1x3°

e Onal2ls=1x3"+2x3"+1x3"=94+6+1=16# 121 = 121}1,. Laréponse@est vraie.
e Dans une méme base, deux nombres d’écritures différentes sont forcément différents. La réponse @ est fausse.
eOnal2ls=1x3"+2x3"+1x3"=94+6+1=16. Laréponse@estvraie.

e Raisonnons par contre-exemple : si b = 10, le résultat est faux (questions précédentes). La réponse @ est
fausse (sauf si b = 3 mais c’est un cas particulier).

16.4 d) La décomposition est similaire aux questions précédentes, mais la base est désormais b.
Onal2llp=1xb"+2xb +1xb"=b"42b+1.

16.4¢) Ona 121, =b°+2b+1 = (b+ 1)* donc 121|, est pour toute base le carré du nombre b+ 1. Ainsi, la
bonne réponse est @

Vérifions ce résultat. Si b = 10 alors b+ 1 = 11|19 et effectivement 11% = 121]19; si b = 3 alors b+ 1 = 11|3 = 4|1
et effectivement 42 = 16 = 121]3.

On remplace alors U par la formule correspondante. On a :

1-4A)u(l-B)=(1-A)+(1-B)—(1-A)x(1-DB)
=1-A+1-B—-(1-B-A4+AxB)=1-AxB.

16.5 b) On remplace A, B par les formules correspondantes, soit AN B = (1 — A)N (1 — B).

On remplace alors N par la formule correspondante. On a :

16.5 c) On constate que la formule 1 — A X B correspond & une fonction NON appliquée & une fonction ET
appliquée sur les deux entrées A et B, soit 1 —AX B=AxXxB=ANBkB.

16.5 d) On constate que la formule 1— (A + B)+ A x B correspond & une fonction NON appliquée & une fonction
OU appliquée sur les deux entrées A et B, soit 1 — (A+ B)+ AxB=A+B—-AxB=AUB.

16.5 e¢) En identifiant les énoncés de la premiére question de 'entralnement et les réponses obtenues & la

deuxieme, on constate que les propositions valides sont @ et @
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16.7 a) Comme V4 = Vg =0V, les deux transistors de type 2 sont fermés et les deux transistors de type 1 sont
ouverts. La sortie est donc directement liée & Vg =1V, donc Vs =1V.

16.7 b) Comme V4 =1V, un des transistors de type 2 est ouvert et un des transistors de type 1 est fermé. La
sortie est donc directement liée & la masse, donc Vs =0V.

16.7 ¢) Comme Vp =1V, un des transistors de type 2 est ouvert et un des transistors de type 1 est fermé. La
sortie est donc directement liée & la masse, donc Vs =0V.

16.7d) Comme Va4 = Vg = 1V, les deux transistors de type 2 sont ouverts et les deux transistors de type 1
sont fermés. La sortie est donc directement liée & la masse, donc Vs =0V.

16.7 e)
Va| Ve | Vs
On constate que la table de vérité de ce circuit électrique correspond a celle d’une porte 0 0 1
NOR. Réponse @ 1 0 0
0 1 0
1 1 0

16.8 a) Comme V4 = Vg =0V, les deux transistors de type 2 sont fermés et les deux transistors de type 1 sont
ouverts. La sortie est donc directement liée a la masse, donc Vs = 0V.

16.8 b) Comme Vg =0V, un des transistors de type 1 est ouvert et un des transistors de type 2 est fermé. La
sortie est donc directement liée & la masse, donc Vs =0V.

16.8 c) Comme Vg =0V, un des transistors de type 1 est ouvert et un des transistors de type 2 est fermé. La
sortie est donc directement liée a la masse, donc Vs =0V.

16.8 d) Comme V4 = Vg = 1V, les deux transistors de type 2 sont ouverts et les deux transistors de type 1
sont fermés. La sortie est donc directement liée & Vg =1V, donc Vg =1V.

16.8 ¢)
Va| Ve | Vs
P sy . N 0 0 0
On constate que la table de vérité de ce circuit électrique correspond & celle d’une porte 1 0 0
AND. 0 1 0
1 1 1

16.9 a) Si A= B =0 alors les deux portes ET sont alimentées par une entrée 0 et une entrée 1, donc renvoient
chacune 0. La porte OU est donc connectée a deux entrées 0 et renvoie donc 0.

16.9 b) Si A= B =1 alors les deux portes ET sont alimentées par une entrée 0 et une entrée 1, donc renvoient
chacune 0. La porte OU est donc connectée a deux entrées 0 et renvoie donc 0.

Réponses et corrigés 281



16.9c) Si A=0et B =1 alors la porte ET en haut est alimentée par deux entrées 1 et renvoie 1, tandis que
la porte ET en bas est alimentée par deux entrées 0 et renvoie 0. La porte OU est donc connectée & une entrée 0
et une entrée 1 : elle renvoie donc 1.

16.9d) Si A=1et B =0 alors la porte ET en haut est alimentée par deux entrées 0 et renvoie 0, tandis que
la porte ET en bas est alimentée par deux entrées 1 et renvoie 1. La porte OU est donc connectée a une entrée 0
et une entrée 1 : elle renvoie donc 1.

16.9 e) Le signal en sortie sera nul si et seulement si les deux entrées sont de méme niveau logique. Cela
correspond a la fonction OU EXCLUSIF, aussi notée XOR.

16.10 a) Cette situation se produit notamment avant I'instant ¢; (on a @ = 0), entre les instants t4 et ¢t5 (on
a @ = 1) et apres l'instant tg (on a Q = 1). On constate qu’alors la valeur de Q correspond & celle avant que la
situation ne se produise : la sortie reste dans son état antérieur. L’affirmation est vraie.

16.10 b) Lorsque R passe du niveau logique 0 & 1 (aux instants ¢1 et t5), la sortie Q passe immédiatement de son
état antérieur a 0, et non pas a I’état 1. La commande permet au contraire d’assurer que Q vaut 0 (on parle de
commande Reset en anglais, signifiant « réinitialiser »). L’affirmation est donc fausse.

16.10 c) Lorsque S passe du niveau logique 0 & 1 (aux instants t3 et ¢7), la sortie Q passe a 1 (on parle de
commande Set en anglais, signifiant « initialiser »), mais lorsque S repasse & 0 depuis 1’état 1 (aux instants t4 et
ts), on constate que la sortie Q reste a I’état 1 (elle ne passe pas mais reste!). L’affirmation est donc fausse.

16.10 d) Une fois la sortie Q dans un état, seule 'activation de I'une des commandes (R ou S) la fera changer de

valeur. Autrement dit, les deux états logiques 0 et 1 de Q sont stables (quand un jeu de niveaux d’entrée la met
dans un état de sortie, elle y reste) et ’on peut dire que la bascule RS est un circuit bistable.

282 Réponses et corrigés



IF'iche n°17. Physique quantique]

Réponses
17.008) oo LIX107 m| 176 d) ... O
17.1D) e 17.6€) couvniaiiaiaeene. |0 (z,t)|” = A
17.1¢) e 8x10~°m 17.6 1) oo oui
17.0d) e 2,5x 107" m
17.7a) A= 2o
0
17.00€) i (© et (D
1 1
D1 L177D) i S 4=
17.208) oo E 4 2
. 177 C) ot [0]
17.2D) o E VT8 8) o ®
17.2 ¢) 5—2V6 17.8 D) e A =20°"?
2 ) T
R
11-2v6
17.2d) ... 2
) 12 17.98) oot —ﬁ—TE¢I(x)
1
17.83a) oo A= % o om
a 17.9Db).. | Arcos FE:E + Bisin ﬁEw
1
17.83D) i A=—
Vb 2m
17.9 C) .................... 7?(E — Vh)(pn(l‘)
1
17.3C) e A= 3
2V a 2m
AH COS ﬁ(E — VH).Z’
17.48) it A= 2 17.9d). o m
a + B sin ﬁ(E — Vi)
1
17.4D) oo A= —
2 2m
\/& 17.9 e) .................... ﬁ(‘/ln — E)cpm(x)
3
17 4 ............................... A == - m
C) \/; 170 f) Aqpre %(VIH*E)“?
1725 e @ et (©) +Bye” VT
17.6 8) . .ot @ 17.98) oo Bie V 72 (Vin—E)z
h2k?
176 D) i T 170a) )
2m
1726 C) oo @] TTAOD) Are” 9" = Ay cos(Ka)
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17.10¢) coovenn... QAe™9% = K Aprsin(Ka)
17.10d) ...l Aqre™ 9 = A cos(Ka)
17.10€e)............ QAe 9% = K Ay sin(Ka)
1710 €) . oo Ar = Am
1710 ) v % = tan(Ka
T7 AL ) oo

1711 b) el Are™9% = — Aprsin(Ka)
1711 ¢) ... QAe %" = K Ay cos(Ka)
17.11d) .o Ae™ Q% = Ay sin(Ka)
17.11e).......... —QAme 9% = KAy cos(Ka)

Corrigés

17.1 b) Attention & la conversion de la masse m du grain de pollen : on a m =5 x 1072 kg.

h 6,6 x10%"kg-m?s~'-3600s-h~"

17.1¢) Onal=-—= = — — — =8x 10 %m.
m X v 3x107“kg-0,1 x10"”m-h
-84, 2.-1 23 -1 -1
17.1 ) Ona)\:ﬁ:hXNA _ 66x10""kg _II31$ ><6,_01>< 10%° mol 3>< 360_018 h —25% 10" m,
M x v 32,0 x 107" kg -mol™" x 1800 x 10°m - h
17.1e) On a, pour @, 10x107°m > 1,9 x 107 m; pour @, 5x107%m > 7 x 10719m;

pour @, 4,2 x 107%m < 8 x 1074m; pour @, 2,9 x 107%m < 2,5 X 107 m.

Le virus de I’hépatite B ainsi que la molécule de Oz peuvent donc étre qualifiés de quantiques.

1

17.2 a) On obtient |1 (M)|*> = =
17.2 b) Avec 'ouverture des fentes n°1 et n°2, on obtient :
2 2 2 " 1
l1 + 2| = [@1]” + [p2]” + 2Re(pr12) = 5 + 7

2 4

1 —i 3

Il est également possible de raisonner a 'aide de la définition du module d’un nombre complexe :
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17.2 ¢c) Avec Pouverture des fentes n°2 et n°3, on obtient :

o 11 i e 5 6) _5-2V6
|<p2+s032=soz2+soa2+2Re(sozso3):++2Re( >=+2 VE) B2

16 25 12 12 12

in/2 _ 1 V6

—let —=—.

NG

En effet, on a ie

17.2d) Avec 'ouverture de toutes les fentes, on obtient :

2 = lo1]* + 2] + ls|® + 2Re(p105 + 01903 + p2005)

_: im/2 s im/2 7 .
—1+1+1+me<1 kg Gl >_H+2< 1>_112x/6

lp1 + w2 + ¢3

2 4 6 V8 /12 /24 12 /24 12

17.3 a) Calculons la probabilité de présence dans tout I'espace. On a :

+o0 +oo t+oo +o0
o)) dz=A e 17/% qz = 24 e ™ dg = 2A[—ae™®/® =2Aa =1.
0
—o0 0

—o0

1
Donc, ona A = %

+oe 2 2 [T ol o [T oun o[ b —oua] T 2
/ ()] dx:A/ e 7 dx:2A/ e P dr =2A [—ie z“} =A"b=1.

0 0

1

7

Donc, on a A =

400 a A2 a 2 AQ 2 a AQ
[ b e [ () [ (o)) = 6 e ()] -
2
Donc, ona A=4/-.
a
17.4 b) Tout d’abord, calculons la densité de probabilité de présence |¢(z)|*. On a :
lo(@)2 = p(x)e" (z) = A2 (eim:/a n 1) (e—im/a + 1) — 942 (1 n cos(%)).
Passons a la probabilité de présence dans tout ’espace. On a :
/ lo(z)]? dx:2A2/ (l—i—cos(ﬂ)) de = 247 [az—f—gsin(ﬂﬂ =4A% =1.
e a a T all_a
Ainsi, on a A = !
’ N
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17.4 ¢) Par décomposition, la probabilité de présence P dans tout Iespace s’écrit :

o g2 b (b— ) 21 A2 [x3]7% A% A%(b—a)
p=a%] L g A2/(7d — 22| X A |An _
/0 a? T . (b—a)? v 3a? o + (b—a)?| 3 o 3 + 3 ’

3
ou on utilise le changement de variable X = b — z. La normalisation de la probabilité donne A = \/; .

17.5 En mécanique quantique, un état stationnaire est représenté par une fonction d’onde dont la densité de
probabilité de présence |¥(z,t)|* est indépendante du temps.

(@) [T(x,t)]* = A* # f(1). (d) [ (x,t)]* = A® cos® (k) cos® (wt) = f(x,1).
@ |W(z,t)]* = A® cos® (kx — wt) = f(x,t). @ | @ (x,t)]* = 24%(1 + cos((w2 — wi)t)) = f(t).
@ | U (z,t)|*> = A® cos® (kz) # f(t).

Ainsi, les fonctions d’onde @ et @ représentent des états stationnaires.

17.6 ¢) Seule la forme ¥(z,t) = Ae'** =9 permet de retrouver, avec les bons signes, 'énergie totale d’une
2.2

particule quantique : + V = hw, ou V = 0 puisqu’il s’agit d’une particule libre.

m

17.6 d) La fonction d’onde s’exprime comme une fonction de la forme f(z — ct), il s’agit d’une onde progressive
suivant les = croissants.

17.6 f) La densité de probabilité de présence |¥(z, t)\2 ne dépend pas du temps alors ’état est stationnaire.

17.7 a) Calculons la probabilité de présence dans tout I’espace. On a :

Foo 9 y [3a , [3a 9 1 & A’n
/ lp(z)|" de=A / cos”(az) de = A / (14 cos(2az))dz=A [az + oo sin(2am)] = =1.
0 0

i
[ee] e

pP= .£| (z)|? dac—A—2 ﬁ(1—}—005(204:5)) dx—g[x—&—isin@a:c) =
=), ¢ 2, T 2a -

17.7 ¢) Le calcul de la position moyenne n’est pas nécessaire. Il suffit de remarquer que la densité de probabilité

de présence est paire dans Uintervalle. Par conséquent, la position moyenne est nulle : (z) = 0.

17.8 a) Le calcul de la probabilité de présence dans tout l’espace s’écrit :

—+o0 —+o0 i
/ |U(z,t)|* do = A2/ e da.

—o0 0

Il s’agit donc de la réponse @
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17.8 b) La normalisation de la fonction d’onde impose :

+oo 400
P= / |U(z,t)|* do = AQ/ e dr = 1.

J —oo 0

Calculons l'intégrale, a l’aide d’une intégration par parties. On a :
400 2 +oo +oo
_ x° T _
/ ZEQQ 2ax de = |:e 2az:| + / Ze 2ax dz
0 2c 0 0 «@

1 T —2am:| Foo /+oo 1 —2ax 1 |: —2ax:| +oo 1
=0+ |-= — do ) =0- — =
+ o ({ Zae 0 * 0 2ae v 4o © 0 403

Il vient, par normalisation, A = 2a°%/2,

1/« 5 3 1/ 9 o
p :/ | (z,t)|]" = 4o / xz%e” " da.
0 0

Le calcul est similaire au cas précédent en remplagant la borne supérieure. Ainsi,

1/
2 —2
/ e dx =
0

|
'f‘
NS
Q
|
[ V)
2
8
| I
—
~
Q
+
S—
>
~
Q
8
|
(]
o3
8
o
8

Finalement, P =1 — 5¢ 2.

h* d®pi(x) d?er(x) 2m
_%W = ESO[(CU) donc W = _ﬁESOI(I)‘

h2

2 2 2
17.9b) Comme le coefficient _"p < 0, il vient que ¢1(z) = Ax COS( hn;Em> + Br sin( hZLEJS>

17.9 ¢) Dans la zone II, d’aprés 1’équation de Schrodinger indépendante du temps, il vient que :

d2<p11(a:) B 2m

n? d?
_ I den(z) + Virpu(z) = Eon(z)  donc  —S—5—= = ﬁ(E ~ Vien(@).

2m  dz?
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17.9 ¢) Dans la zone III, d’apres I’équation de Schrédinger indépendante du temps, il vient que :

12 d®pm(z)

- + Vi ) = dQSDII x) 2m
E 1 —_—
2m  dz2 e (2) err(x)  soit

2 = gz Vi = E)en(z).

2
17.9 f) Comme on a —m(VIH — E) >0, il vient que :

72
\/ B (Vin—E)x —\/ 2 (Vin—E)=
omi(z) = AmreV w2 + Brre w2 (Vi .

/2m _
17.9 g) Lorsque x — +oo dans la zone III, le terme AmeV #° (Vi —E)a — +00, il faut donc le supprimer afin

. . , . — /2 (Vi1 —E)x
que la fonction d’onde soit de carré sommable. Ainsi, on a ¢ii(x) = Bire [ ) .

17.10 a) En dérivant par rapport a z les expressions données pour les fonctions ¢r, @11 et @, on trouve direc-

tement v = A, a = A et 8 = Ar.

17.10 f) D’apres les réponses aux questions b) et d), il vient que :

Are™ 9% = Ajrcos(Ka) et Ame 9% = Apcos(Ka) donc  Are” @ = Apre 9" soit Ay = A,

17.10 g) D’apres les réponses des questions d) et e), il vient que :
Are™ 9" = Ay cos(Ka) et QAIG_Qa = KAusin(Ka).

Donc, on a QAr cos(Ka) = KA sin(Ka) ; et donc % = tan(Ka).

17.11 a) En dérivant par rapport & z les expressions données pour les fonctions o1, @11 et @i, on trouve direc-
tement o = AIH, ﬁ = A et § = A;.

17.11 f) D’apres les réponses des questions e) et g), il vient que :

QAIean = KA cos(Ka) et — QAme*Qa = KAy cos(Ka).

Donc, on a QAIean = fQAHIe*Qa ; et donc A; = —Ajr.
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17.11 g) D’apres les réponses des questions f) et g), il vient que :
A[HeiQa = A sin(Ka) et — QA11167QG = KA cos(Ka).

K
Donc, on a —QAmsin(Ka) = KAy cos(Ka) ; et donc 0" tan(Ka).

17.12 a) Gréce a 'approximation donnée dans I’énoncé, on peut écrire :

2 2 ka \ 2 2 2ka
I OIS R 1 S i B 1
4E(Vo — E) 4E(Vo — E)\ 2 16E(Vo — E)

Le coefficient T' s’écrit donc :

_16B(Vo—B) e g g _ 16E(Vo—B)
a Vi Vi ‘
17.12 b) Le coefficient de transmission est proportionnel a e 2% Ainsi, plus la barri¢re est épaisse (donc plus a

est grand), plus la probabilité de transmission diminue.

17.12 c) En explicitant la valeur de k, on voit que le coefficient de transmission est proportionnel a e V. plus

m augmente, plus la probabilité de transmission diminue. Un proton a donc beaucoup moins de chances d’étre
transmis qu’un électron.

17.12 d) Si I'énergie FE de la particule augmente, k diminue et, ainsi, le coeflicient de transmission 7' = g 2ha

augmente.
17.13 a) Dans le cas d’un électron, de masse m. = 9,1 x 10™* kg, on trouve k = 5,2 x 10° m™", ce qui conduit

AT=14-10""%

17.13 d) En remplacant par des protons, on obtient k = 2,2 x 10" m™" et T = 5,5 x 107" : la probabilité de
transmission est extrémement faible. Par conséquent, I; =T x I = 5,5 x 10715 AL
Il est légitime de considérer 'intensité du courant transmis I; comme étant nulle.
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