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Mode d’emploi

Qu’est-ce que le cahier d’entrainement ?

Le cahier d’entrainement en physique est un outil destiné a renforcer ’acquisition de réflexes utiles en
physique.

1l ne se substitue en aucun cas aux T'D donnés par votre professeur ; travailler avec ce cahier d’entrainement
vous permettra en revanche d’aborder avec plus d’aisance les exercices de physique.

Pour donner une analogie, on pourrait dire que ce cahier d’entrainement est comparable aux exercices de
musculation d’un athlete : ils sont nécessaires pour mieux réussir le jour J lors de la compétition, mais
ils ne sont pas suffisants : un coureur de sprint fait de la musculation, mais il fait également tout un tas
d’autres exercices.

Ce cahier a été congu par une large équipe de professeurs en classes préparatoires, tous soucieux de vous
apporter l'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Le cahier est organisé en fiches d’entrainement, chacune correspondant a un théme issu de votre programme
de deuxiéme année.

Chaque fiche est composée d une suite de petits exercices, appelés entrainements, dont le temps de résolution
estimé est indiqué par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.




Les pictogrammes
Certains entrainements sont accompagnés d’un pictogramme.

D Ces entrainements sont basiques et transversaux.

m Les compétences qu’ils mettent en jeu ne sont pas forcément spécifiques au théme de
la fiche et peuvent étre transversales.

Ce pictogramme a été choisi car le bulldozer permet de construire les fondations, et que c’est sur des fondations
solides que l’on batit les plus beaux édifices. Ces entrainements sont donc le gage pour vous d’acquérir un socle solide
de savoir-faire.

Ces entrainements vous entrainent au calcul a la main.
( ) Dans ces entrainements, les calculs doivent étre faits sans calculatrice.

Comment utiliser ce cahier ?

Le cahier d’entralnement ne doit pas remplacer vos TD. Il s’agit d’un outil & utiliser en complément de
votre travail « normal » en physique (apprentissage du cours, recherche de TD, recherche des DM).
Un travail personnalisé.

Le cahier d’entrainement est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez vos entrainements en fonction des difficultés que vous rencontrez, des chapitres que vous
étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur.

Ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Pratiquez 'entrainement a un rythme régulier : une dizaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’un objectif du type « faire dix fiches par
jour pendant les vacances ».

Un travail efficace.

Utilisez les réponses et les corrigés de fagon appropriée : il est important de chercher suffisamment
par vous-méme avant d’aller les regarder. Il faut vraiment persévérer dans votre raisonnement et
vos calculs avant d’aller voir le corrigé si vous voulez que ces entrainements soient efficaces.

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
pas a écrire a l’adresse cahier.entrainement@gmail. com.

Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi l’identifiant de la fiche, écrit en gris en haut
a gauche de chaque fiche.

vi
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GALL Fiche d’entrainement n°1 Généralités

Opérateurs vectoriels

Prérequis

Notation avec et sans le symbole nabla V des opérateurs :
e gradient : grad( )= f

e divergence : d1v(z) =V.
o

e rotationnel : rot(f) = VA A

Expressions de ces opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes.

Dans toute cette fiche, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes ayant la dimension d’une longueur.

Sur P'opérateur gradient

[Entrainement 1.1 — Quelle écriture pour le gradient ? o

Le gradient est un opérateur vectoriel qui s’applique & des fonctions scalaires. Pour un systéeme de coor-
données cartésiennes (x,y, z) décrivant I'espace, la définition du gradient d’une fonction f(x,y, z) est :

of
ox
d = = —_— = —€; _— ——€,
grad(f) = V() 9y G + ayey + 95°
of
0z
On consideére la fonction V(z,y, z) = zyz. Quelle est la bonne expression du gradient de V' ?
@V(V):zye_;—l—zxe_y)—i—yxe_z’ @grad(V):zye_y’—&—zx@’—Fyxe_;
Yz Yz
@ grad(f;) = | zz @ 6(‘/) = | zz
Yz Ty
“.;,L [Entrainement 1.2 — Calcul de gradients en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On rappelle 'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

— of . O0f_, Of_
gd(f(e.y.2)) = g+ o+ Gl

Développer les expressions suivantes :

a) grad (J;y +yz +zx + ﬂ) ........

b) grad(3z® +2a(y —z) +b%) ........

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 3



c)

grad(ach + 2z + 22+ a3) ........

d) grad (2acy + 8a%e?/(20) — 6c2> ......

¢)

4
grad (8x2y + ba” _ 5b22) .........
Y

[Entrainement 1.3| — Calcul de gradients en coordonnées cylindriques.

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

grad(f(r,0,2)) =

Développer les expressions suivantes :

a)

e)

2
grad (32 T 27“0) ..............
a

[Entrainement 1.4] — La bonne formule.

TR

On introduit deux systémes de coordonnées pour décrire un plan : des coordonnées cartésiennes (1, z2)
et des coordonnées polaires (p, «).

Parmi les formules suivantes de gradient a deux dimensions d’une fonction scalaire g du plan, identifier la
seule écriture valable :

- dg _, Og _,
@ grad(g(xlax2)) = 79611 + 8733926952

3331

- dg _, 09 _,
®) Vglor,22) = =0 + 5

e
6562 o 81’1 i
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%L |[Entrainement 1.5 — Valeurs et projections d’un gradient. 00

On munit 'espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne 'expression de 'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

V(f(2,y,2)) =

of , Of_, 0f_,
fiem+iey+ff

es.
0z

dy

On considére la fonction g(x,y,2) = (x —2)* + (y + 1)% + 2% — 1, on note M(z,y, z) un point quelconque

de l'espace et A le point de coordonnées (—1, 1, 2).

a) Calculer g(A) ............

b) La quantité 2z correspond & :

(a) grad() - & (c) grad(g)-e2

(B) grad(g) - ¢

e) La quantité $g(M ) correspond au vecteur :

¢) La quantité 2y + 2 correspond a :

(a) grad(g) - (©) grad(g) - &2
(B) grad(g) -

<&l

d) La quantité 2z — 4 correspond & :
(a) grad(g) - ex (¢) grad(g)-ez
(b) grad(g) - &,

2(x —2) 2(y—1) 2(x —2)
(a) |2(y—1) (b) | 2(z+2) (© |2w+1)
2z 2z 2z
f) Calculer H@’g(A)H ..............................................................
c.;)k [Entrainement 1.6| — Enquéte sur une fonction. 000

On considére une fonction f(z,y, z) inconnue telle que grad(f) = 2zye, + z%€, + a’e;.

a) Quelle est 'unique relation valable ?

@ Yevd _,, ® )

ox

b) Quelle primitive est solution de la réponse précédente ?

@ f(x,y7z) = ny —i—g(w,y)
@ f(m7yvz) = x2y+g(y7z>

(©) flx,y,2) = 2%y +ya®

¢) Que vérifie la dérivée partielle par rapport & y de la réponse précédente ?

dg
@@*yfo
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d) En s’appuyant sur les réponses précédentes, quelle est la bonne expression de g 7

@g:a2y+Cste @g:a22+Cste @g:a2—|—Cste

e) Quelle est expression de la fonction f(z,y, z) telle que f(0,0,0) =07
@f:x2y+a22; @f:y2z+a2x @f=x22+a2y

Sur 'opérateur divergence

%& [Entrainement 1.7| — Calcul de divergences en coordonnées cartésiennes. 00

On munit espace d’un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, 2).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.~ 0A, O0A 0A,
div(4) = o + 8yy+ 5

Développer les expressions suivantes :

a) div(3x26_§ + 2aye, — sze_z’) ...........................

b) div(2zye, +8a%e el — 6b°;) ..o

d) dIV(ZEL 4 2€3) et

e) div(z?ye, —yz?(€) — €2)) -oriiii

%L [Entrainement 1.8 — Calcul de divergences en coordonnées cylindriques. L)

On munit espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 9, z).

On donne I'expression de 'opérateur divergence dans ce systéme de coordonnées :

o 10(rA,) 104, 0A,
v === e T

Développer les expressions suivantes :

2
a) div (—e_,ﬂ> —270€q + 32?2) .........................
a
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gla

gla

[Entrainement 1.9 — Bataille de divergences.

Quel est le champ dont la divergence au point A(—1,—1,1) est maximale ?

2> 2> 2> 2> 25> | 25>
@xex—&—yey—i—zez @zem—i—xey—}—yez
2> 2> | 2> 2> 2> | 2
@yez—&—xey—i—zez @yex—l—xez—&—zey
[Entrainement 1.10 — Choix du systéme de coordonnées.

On munit Pespace d’un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y,z) et d’un systéme de coordonnées
ey

sphériques (7,6, ¢). On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, + ze, = re, et on donne l'expression

de lopérateur divergence en coordonnées sphériques :

i@rzAT . 1 O(sinfAy) n 1 04,
r2 or rsind 96 rsinf dp

Développer les expressions suivantes :

div(4) =

a) div(ze, +ye, + z€2) ..... b) div(rey) ..o,

On munit I'espace de dimension 2 d’un systéme de coordonnées cylindro-polaires (r, ).
—
On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, + ye, = re,.

¢) La divergence de ce champ en tout point vaut :

@ 1 (b) 2 © 3 (@ 4

Sur P'opérateur rotationnel

[Entrainement 1.11] — Calcul de rotationnels en coordonnées cartésiennes.

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne 'expression de 'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

S (PA0AN\ L (A AL (04, 0A.)
oy 0z )" 0z ox )Y Ox oy ) 7

Développer les expressions suivantes :

a) 5‘5(33@26—{ +2by€y — 2C2€2) i

b) E‘E(Qxye_; + 8% 8y —6C%E2) i

— 6zt
c) rot (é%xzye:,C + ;sey) .................................

A) TOL(—@E 4+ 282) « e

e) B‘E(nye_; — Y (E) — €2)) e

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels
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&

[Entrainement 1.12| — Calcul de rotationnels en coordonnées cylindriques. o

On munit espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).

On donne l'expression de l'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

rot(A) = (1 0A. 3Ae>e_r,+ <3Ar B 8Az>€_5+ (187349 3 8A,.>e_z,.

r 00 0z 0z or r or a0

Développer les expressions suivantes :

—

2
a) rot(—r—e_; — 2rfeqp + 3ze_z’> ...........................
a

Sur la représentation graphique

[Entrainement 1.13| — Exploiter une carte de champ. 00

On considére un champ ¥'(M) dérivant d’un gradient de potentiel @, c’est-a-dire tel qu’en tout point M :

T(M) = grad (M)

La figure dessous représente les lignes de champ (en traits pleins) et les équipotentielles (en tirets). Le
systéme est invariant par translation orthogonalement au plan de la figure. Les valeurs du potentiel ®(M)
sont données pour chaque équipotentielle en UA (unité arbitraire).

3
B O

On admet que le champ est tel que div v = 6, c’est-a-dire a flux conservatif. Autrement dit, le long d’un
tube de champ de section S la quantité vS' est conservée.

a) Par rapport aux équipotentielles, les lignes de champ sont orientées :

@ parallélement @ orthogonalement @ aléatoirement

8 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



¢) Le vecteur ¥(C) est orienté dans le sens du vecteur :

(@) AB ®) BA

C
d) Estimer graphiquement v(€)

(D)

en calculant un rapport de longueurs .......

Sur les opérateurs Laplaciens

L |Entrainement 1.14] — Opérateur Laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes. 00

On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (scalaire) dans ce systéme de coordonnées :

0? o? 92
A @9) = 55+ 51 + -

Développer les expressions suivantes :

c) (b2 ln( )+ 3z ) .................................................

L |Entrainement 1.15] — Opérateur Laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes. 00

On munit I'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne l'expression de 'opérateur laplacien (vectoriel) dans ce systéme de coordonnées :

A(A(x,y,2)) = A,em + AAE, + AALE

2
ﬁ-|-bz—|—c2

. e , - . a
On dispose d’un vecteur A dont les coordonnées cartésiennes sont les suivantes : y? — baz

b21n< ) + 322

Développer AR

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 9



Bilan sur les opérateurs

%{ [Entrainement 1.16] — Scalaire ou vecteur ? ]

Les différents opérateurs rencontrés peuvent étre des opérateurs :

@ scalaires s’appliquant a des scalaires @ vectoriels s’appliquant a des scalaires

@ scalaires s’appliquant a des vecteurs @ vectoriels s’appliquant a des vecteurs

a) Quel cas correspond a opérateur « gradient » 7 ... ... . i

b) Quel cas correspond a l'opérateur « divergence » 7 ........ ..o

c) Quel cas correspond a l'opérateur « rotationnel » 7 ....... .. ... . i

d) Quel cas correspond a l'opérateur « laplacien »appliqué a un champ scalaire? ..........

e) Quel cas correspond & lopérateur « laplacien »appliqué & un champ vectoriel 7 .........

Autres entrainements

%L [Entrainement 1.17| — Calcul de gradients en coordonnées sphériques. 00

On munit Pespace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).

On donne l'expression de 'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

grad(f(r,0,¢)) = Eer + ;@69 + m%ew-

Développer les expressions suivantes :

¥

- b
a) grad (r + 2a0 + 6) .....................

b) grad((rsin(0 —©))?) «oooiiiiiii

c) gﬂi(rz\/@sin ) o

d) grad(tan(0)) «....oeeeii

10 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



%L |Entrainement 1.18| — Calcul de divergences en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

.= 19?4, 1 O(sin(0)Ayp) 1 04,
div(4) = 2z o 7 sin(6) a0 * rsin(0) dp

Développer les expressions suivantes :

—> —> 6 —>
a) div <rer + 2a sin Oeqg + aew) ......
'

b) div(r’sin(0)\/@(e; +é +é;)) -....

€) div(r€g) «eiiiii

&,L |[Entrainement 1.19| — Calcul de rotationnels en coordonnées sphériques. 000

On munit 'espace d’un repeére sphérique dont le systeme de coordonnées est noté (r, 6, ¢).
On donne 'expression de l'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

or 00

rsin(d) dp  r Or

Développer les expressions suivantes :

-, . 6b_,
a) rot (re‘; + 2afeq + ew) ..........
¥

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 11



Réponses mélangées
Z — — 2r
—4ce2c e, — 2xe, @ (—E —20>er —2¢y + 3es @ @
2 el + Pa” 50 g 2y 4rsin /¢ + 2r cos 0/ + ! 921 + 42 esz
r3 T3 0 a 14 14 2/p b
o 2a_, —6b = 6b _, 6b_, 2a6_,
er+—ae —_— 0,80 UA/m €y — —69~|—i6¢
r rsin Op? rotand 7‘(,0 r
0r3 _, 1 (z+y+ ) —i—(m—i—z—i— ) R
28— + 7 ot+-e (3 0 28
at z —>
oty z)ez
sin®(0 — @)
_ape> 372 cos(f — ) sin(0 — @) 9 @ @ _3" i1
—LCOS(H— )sin?(0 — ) “
sin 6 ® v
2sin 6
@ Te, ae, ae, T 1 ” T —y)e,
2p
2y
a zsinf _, zcosf _, sinf _,
2b2 @ @ ——z e, + 2 €9+ - e, @ 0
60-2%
—> b2 r —>
2€y @ 6 — ; @ 1/tan(9) ﬂer 65C + 2a — 2b 3
— — —> —> — 6 —> —>
2e, z2e, — 2xy(e, +e2) — z%e;. 2 16zye, + (813 — y%)ey — 5b%e;
(2zy + 2°)es + (2yz + 2°)e,
3 2V17 z(2y — x
+(2xz + 312)€_z> @ @ 2y )
r 4a cos 0 6 a
3 _ z
@ ® © FgH-rREeE 3+ —- 5o
1 — — 2b) — 6 4
meg @ 2ye, + 2xe, + 4?62/( )es 16 16zy — y_

» [Réponses et corrigés page [284|
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MCA1 Fiche d'entrainement n°2 Mécanique

Changements de référentiel

Prérequis
Principe fondamental. Mouvement relatif de référentiels. Forces d’inertie.
Constantes utiles

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m/s”

Avant toute chose

c‘;x [Entrainement 2.1 — Trajectoires et référentiels. o

On s’intéresse ici au mouvement de la valve V d’une roue de vélo. En changeant de référentiel, la trajectoire
de ce point peut étre pergue de maniere différente.
On définit trois référentiels :

e le référentiel R4 lié a la Terre,
e le référentiel R4 lié au cadre du vélo,
e le référentiel R3 lié a la roue du vélo.

Voici différentes trajectoires pour le point V.

®

Parmi les quatre trajectoires présentées ci-dessus, quelle est celle qui peut correspondre a un mouvement
décrit dans :

a) le référentiel R4 ?

b) le référentiel Ry ?

c) le référentiel R3?

Fiche n° 2. Changements de référentiel 13



[Entrainement 2.2| — Référentiel galiléen... ou pas (I) ? {4

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
immobile ou animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme
par rapport a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

On considére un référentiel Ro(O, €5, €,, €,) galiléen ainsi que les trois référentiels suivants :
/ . .. . N
e R1(0,€,,¢,,¢2), en translation rectiligne uniforme par rapport a Ro.

, animé d’un mouvement de rotation uniforme par rapport a Rg.

O 0:€z)
e R3(A,e,,¢,,¢2), en translation non uniforme par rapport a Ry.

a) Rq est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ....... .. . .. . i

b) Rs est un référentiel galiléen : vrai ou faux? .......... i

c) Rs est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ....... .. ... i

[Entrainement 2.3

— Référentiel galiléen... ou pas (II) ? L)

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport
a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

Dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, on s’intéresse aux mouvements d’un train et de I'un des

passagers a bord. On note R le référentiel 1ié au train et R, le référentiel lié au passager a bord du train.

Dans chacune des situations proposées, indiquez quel(s) est (sont) le(s) référentiel(s) galiléen(s) parmi les
options suivantes :

@ R et Rp

@ ni Ry ni Ry
@ uniquement Ry
@ uniquement R

a) Le train suit une ligne droite & vitesse constante ; le passager est assis sur son siége.

c) Le train freine sur une ligne droite; le passager marche le long du train a vitesse constante.
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Composition de mouvements

[Entrainement 2.4] — Autour de ’accélération. 0000

On considére un référentiel R galiléen lié au repére (O, €,, €,,€,) et un référentiel R’, lié au repére cylin-
drique (O, e,, eg, e,). Un point M, en mouvement dans ces deux référentiels, est repéré par ses coordonnées
cylindriques habituelles 7, 8 et z = 0. L’angle 8 suit la loi : § = wt ol w est une constante.

e Caractérisation du mouvement de R’ par rapport au référentiel R

a) Le vecteur rotation du référentiel R’ par rapport au référentiel R, ﬁ, vaut :

@) 62 () —be @© we? @ we?

b) Le référentiel R’ est galiléen.

@ Vrai @ Faux

e Composantes de 1’accélération de M dans le référentiel R

¢) Par homogénéité, identifier 'expression de l'accélération radiale a, de M dans R en coordonnées
cylindriques.

@7'“'—7“92 @7’“—7“29 @f—rQQQ @F—TQQ

d) Par homogénéité, identifier I’expression de ’accélération orthoradiale ag de M dans R en coordonnées
cylindriques.

(a) 2760 + 16 (b) 276 + rf (c) 2i0 +rf (d) 270

e Composition des accélérations

La loi de composition des accélérations assure que :

ar(M) = dr/(M) + as +ad

S d20M| d20M
avec ar(M) = 32 | ar/ (M) = a2 | et comme R’ est en rotation uniforme autour d’un axe
R R
fixe par rapport a R,
@=Gn(GAOM) et ad=20n -
R/

e) Exprimer a, en fonction de 7, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

f) Exprimer ag en fonction de 7, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

g) En déduire 'accélération @r/ (M) ..oovunniiii
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Forces d’inertie

[Entrainement 2.5 — Forces d’inertie & prendre en compte. 00

Le référentiel terrestre Ry est considéré galiléen. On considére I’étude d’une masse ponctuelle M dont on
observe le mouvement dans différents référentiels R; en mouvement par rapport a R;.

On définit les quatre référentiels suivants :

R lié & un manege en rotation uniforme autour d’un axe fixe dans Ry,

R lié a un paquebot en mouvement rectiligne uniforme dans Ry,

R3 lié a un train en phase de décélération uniforme en ligne droite dans R;.

R4 lié & une caisse en chute libre dans R;.

L’étude du mouvement de M dans ces référentiels R; amene a envisager de prendre en compte des forces
d’inertie :

@ force d’inertie d’entrainement centrifuge @ force d’inertie d’entrainement quand R; est
quand R; est en rotation dans R en translation rectiligne dans Ry
@ force d’inertie de Coriolis @ aucune force d’inertie
Déterminer les forces d’inertie & prendre en compte dans les situations suivantes :
a) M est immobile dans Ry ........ d) M est en mouvement dans Rs ..
b) M est en mouvement dans Rq .. e) Mestfixedans Rz .............
c) M est en mouvement dans Ry .. f) M est en mouvement dans Ry ..
[Entrainement 2.6| — Force d’inertie centrifuge. 00

Un point M de masse m est animé d’une vitesse U(M) = veg
dans un référentiel galiléen R, lié au repere (O, é,,é€,,€.). On
étudie le mouvement de M dans le référentiel non galiléen R4 en
rotation par rapport a Ry caractérisée par le vecteur rotation —
instantanée . -

Une force d’inertie d’entrainement, ici centrifuge, s’exerce sur le
point M : fi. = mw?HM, ou H est le projeté orthogonal de M
sur I’axe de rotation. La distance OM vaut £.

Déterminer, dans la base (e,,eg,e,), I'expression de la force
d’inertie centrifuge dans les situations suivantes.

a) W = wpe, et le point M est placé sur 'axe (Oz) ......cooooiiiiiii.

b) & = wpe, et le point M possede les coordonnées cylindriques (¢,0,0) ...

— —> P~V . .z 7T N
c) W =uwpe, et OM est incliné de 3 bar rapport & (0z). .................
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o [Entrainement 2.7| — Force de Coriolis. o

L’étude du mouvement d’un point M est réalisée dans un référentiel non galiléen Rq, en rotation uniforme
autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen Ry.

Ce point matériel M de masse m posséde un vecteur vitesse U = vie, dans R1, quand il passe en O. Le
ez).-

vecteur rotation de R; par rapport a Ry vaut g = Qo(e, +e2

z
a
O y
v
x
On rappelle 'expression de la force d’inertie de Coriolis : ﬁg = —2mO AT,

La force de Coriolis subie par le point M en O vaut :
() fic =2mv1Q(—¢, —€2) (©) fic = 2muQ(—¢, + &)

e
(b) fic = 2mu,Qo(e, + 2) (@) fic = 2mun (e — &) D

B |[Entrainement 2.8 — Forces de Coriolis (II). 00

Un point M de masse m est animé d’'une vitesse ¥ (M) dans un référentiel non galiléen R en rotation par
rapport & un référentiel galiléen Rg. Le vecteur rotation de R dans R est noté &J.

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’expression de la force de Coriolis définie par JTC) = —2mw A
7(M)).

e Premier cas : on étudie le mouvement de M dans la base cartésienne.

a) T(M) =016y €6 W = W0Es et

b) T(M) =016y 4+ V2€2 €6 W = W0 «evvvnneeteaaiie e

¢ Deuxiéme cas : on étudie le mouvement de M dans la base cylindrique.

C) T(M) =016 €6 & = W0Co - vvetre ettt

d) T(M) = 0169 + V265 €6 W = W0Cs «evvneeeneet e,
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%& [Entrainement 2.9 — Force de Coriolis dans le référentiel terrestre. 00

On s’intéresse au référentiel terrestre Ry, lié au repére (A, e, €,, €2). Ce référentiel est en rotation autour
de I'axe (O, Z) par rapport au référentiel géocentrique Ry, supposé galiléen. Le mouvement de rotation de
Rt par rapport & R, est caractérisé par le vecteur rotation 2 = Qe.

Le point A est repéré par sa latitude A.

Ces référentiels sont représentés ci-dessous.

o)}

A
U

a) Quelle est la valeur numérique de Q7 b) Parmi les projections du vecteur 3 dans la base
@ 56 % 10-2 rad . o1 (€z,€y,€2), laquelle est correcte ?
)

0 0
(b) 1,7x 10 rad - s~ (a) Q| sin A (c) Q| cosA
@ 7.3x 10 %rad - s7* cos A sin A

..................................... Ccos A

On s’intéresse au mouvement d’'un point M de masse m dans le référentiel terrestre Ry ; on suppose qu’il
. , 5 . — . —>
est animé d’une vitesse U (M) = Ze.

On rappelle l'expression de la force de Coriolis subie par M dans Ry :

fic = —2m8 A T(M).

. g : 3 5 — —> —
c) Exprimer fic en fonction de m, 2, £ et d’un vecteur de la base (e, ey, €2).
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Dynamique

[Entrainement 2.10| — Pendule en rotation. 00

On s’intéresse & un pendule composé d’une tige (masse négligeable, longueur £ = 1,0m) et d’une bille placée
en M de masse m. Ce pendule est fixé en O a un axe vertical en rotation uniforme a la vitesse angulaire
W = we,. Sous 'action de la rotation, le pendule s’incline d’un angle o par rapport a la verticale tout en
restant dans le plan (O, e, €,).

On rappelle que la force d’inertie centrifuge vaut
fie = mw? HM,
ou H est le projeté orthogonal de M sur I’axe de rotation.

g
O

(8

—

/ !
—
. M er

a) La force centrifuge subie par le M vaut :
@ f—lg = —mw?OM
@ Fo = mw?l sin(a)e,
(©) fio = mw?lsin(a)e;
@ Fo = —mw?le;

¢) Déterminer pour quelle valeur de la vitesse angulaire w 'angle « vaut 45° .......
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B |[Entrainement 2.11] — Un pendule sur une voiture. 000

On s’intéresse a un pendule de masse m = 5g suspendu au rétroviseur d’une voiture animée pour ¢t < 0
d’une vitesse T = vpe, constante dans le référentiel terrestre (galiléen) Ro(O, €5, €y, €z).

A ¢t = 0, le véhicule accélére avec une accélération @ = ae, constante, avec @ = 5m - s~ 2.
L’étude du mouvement du pendule est menée dans le référentiel R4 1ié a la voiture.
A y
jcg |
T4
! a
— | —
fie 0
<y .
mg
1
0 T
9. . B A g — 5 :
On rappelle que la force d’inertie d’entralnement vaut fie = —mas. Sous I’action de cette force, le pendule

se stabilise pour une valeur particuliére de ’angle 6 notée 6.

a) Déterminer %7 le rapport de la norme de f; sur celle du poids .................

b) La force d’inertie d’entrainement est négligeable devant le poids.

¢) Décomposer le vecteur P dans la base (€2,85) «vvveeeeennn...

d) Décomposer le vecteur T dans la base (€2,€5) wevnaeaiiiia e

, rad — —>
e) Décomposer le vecteur fi. dans la base (ez,€5) ...........oooiiilaL.

f)  Parmi les quatre expressions du principe fondamental appliqué a la bille, dans le référentiel de la
voiture, laquelle est juste?

dv

me—| =P4+T m—| =P+T4+md
dt | dt R,
d_> —> — — d_> — s s
mi fie:P+T ml :P+T+ie
dt |5 dt R,

g) L’application du principe fondamental permet d’exprimer la position d’équilibre du pendule. Parmi les
trois propositions, laquelle est homogene ?

@ tan(6e) = mi @ tan(f,) = g @ tan(6e) = mag

h) Gréce a la relation trouvée a la question précédente, calculer 6, en degrés .......
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(@) [Entrainement 2.12| — Palet sur un disque en rotation. 00
Un disque horizontal de centre O tourne autour de son axe (Oz) & vitesse angulaire constante & = we;.

Un palet (assimilable & un point matériel de masse m) est posé en un point A du disque, & une distance
OA = d. On rappelle la force d’inertie centrifuge : mw?OA.

a) Quelle est Porientation de la force centrifuge ?

@ -a ® & © -& &

b) Sans frottement entre le disque et le palet, quel mouvement du palet peut-on prévoir ?

@ Le palet se rapproche inexorablement du centre du disque.

@ Le palet reste immobile dans le référentiel du disque.

@ Le palet est expulsé radialement du disque.

Il existe une force de frottement telle que le palet reste immobile tant que la norme de la force d’inertie
centrifuge est inférieure a pumyg.

¢) Déterminer Pexpression de la valeur limite wpax de la vitesse angulaire en-deca de laquelle le palet
reste immobile.

%L [Entrainement 2.13| — Anneau sur tige en rotation. 000

On s’intéresse dans cet entrailnement au mouvement d’un anneau de masse m placé sur une tige en rotation
a la vitesse angulaire w. Cet anneau subit aussi une force de rappel exercée par un ressort de raideur k fixé
sur I'axe de rotation. L’abscisse x de 'anneau sur la tige satisfait ’équation différentielle suivante :

i—l—(k—wQ)x:O
m

k
a) Quelle est la dimension du terme — 7 ... ...
m

On propose les solutions suivantes pour x(t), dans lesquelles A, Q, ¢ et 5 sont des constantes.

@ x(t) = Acos(Q + @)
@ x(t) = Acosh(Qt + @)
@ z(t) = Ae Pt cos(Qt + )

b) Quelle est la forme des solutions si wW? > — 7 ...
m

k
¢) Quelle est la forme des solutions si w? < — 2 ... oottt
m
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k
d) On pose Q* = — — w? > 0. Expliciter la solution dans le cas ot z(0) = 0 et @(0) = vy

e) Parmi les trois solutions représentées sur les graphiques ci-dessous, laquelle correspond & la situation

de la question b).

@ ™% ® 0 @ @ r @

2
-1 Tsin(@e)
10rad - s T cos(6.)

@ ® © © -me ©  -wred (©
K @ 2wreg @ —2mSZ cos \e, @ @ mwile;
@ % sin(Qt) @ @ et @ @ 27° @

Q
@ Faux 2mwov1 ey Vrai 3,8rad - s !

N
€x — —> >
= —mae, 2mwgvi e, re,

©
©
®

l@@@

@

—2mwov1
@ 2mwy (vae,, — v1€3)

® 05 (¢ Faux i

» [Réponses et corrigés page [293
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EMP1 Fiche d’entrainement n°3 Electromagnétisme en régime permanent

Electrostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique.
Intégrales curvilignes, de surface et de volume.
Champs scalaires et vectoriels. Gradient. Théoréme de Gauss.
Constantes utiles
— Charge élémentaire : e = 1,60 x 10~ *° C;

— Permittivité diélectrique du vide : g9 = 8,85 x 10”2 F - m ™.

Distributions de charge : symétries, invariances, charge totale

L |[Entrainement 3.1] — Calculs intégraux de longueurs, surfaces et volumes. (]

On rappelle les déplacements élémentaires dans chacun des trois systémes de coordonnées :
—
e en coordonnées cartésiennes : d¢ = dze, +dye, +dze;
N
e en coordonnées cylindriques (ou cylindro-polaires) : df = dr €, +rdf €y + dz e,

e en coordonnées sphériques : d/ = dr €, + rdf g + rsin(0) de €y

a) Exprimer 1’élément de circonférence dC d’un disque de rayon R ...........

b) Gréace & un calcul intégral, retrouver la circonférence d’un cercle de rayon R.

d) Gréce a un calcul d’intégrale, retrouver la surface d’un disque de rayon R .

e) Gréace a un calcul d’intégrale, retrouver le volume d’une boule de rayon R .

[Entrainement 3.2 — Charge totale d’une distribution linéique. (]

Dans chacun des cas suivants, déterminer la charge totale des distributions linéiques suivantes a ’aide de
la relation : Q = /)\(M) dly.

a) Pour une tige de longueur ¢ chargée avec une densité linéique de charge uniforme Ag.

b) Pour un anneau de rayon a dont la densité linéique de charge, non uniforme, est A(M) = go#/a avec g
une constante et 6 ’angle qui repére le point M sur ’anneau.
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%& [Entrainement 3.3| — Feuille d’aluminium chargée. 0

Soit une feuille d’aluminium de format A4 a laquelle 1000 électrons g =21,0cm

ont été arrachés. La feuille porte alors la charge électrique Q. L — 29.7cm

a) Exprimer la charge @ en fonction de la charge électrique élémentaire e .................

b) Exprimer la surface S de la feuille en fonction des longueurs Let £ ....................

¢) En déduire la valeur de la charge surfacique moyenne o = /S portée par la feuille ....

LB |[Entrainement 3.4 — Quadrupéble électrostatique. L)

On considere la distribution de charges ci-dessous.

_,

o
b
0]

© ©

a) Quels sont les trois plans de symétrie de la distribution ?

B |Entrainement 3.5 — Autour d’une sphére chargée. 00

Tous les résultats devront étre domnés en écriture scientifique.

a) Quel est le volume en m® d’une sphére de rayon R = 25¢m? ....................

b) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulomb, si celle-ci est chargée avec une densité volumique
uniforme de py = 50,0nC - m™3?

¢) Quelle est l'aire de la surface de la sphére en m?? ...,

d) Que vaut la charge totale de la sphere, en coulomb, si celle-ci est chargée avec une densité surfacique
uniforme o = 8 uC - m~27?
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[Entrainement 3.6] — Tube chargé localement. 00

Un tube conducteur d’axe (Oz) possede une densité surfacique de charge o(f) = ¢ cos(f), avec oy une
constante et  'angle des coordonnées cylindriques (r, 6, 2).

a) Comment s’exprime l'aire d’un élément de surface dS du tube?

(a) drdz (b) Rdfdz (c) Rsin(0)d6dz (d) Rdrdf

b) Comment s’exprime la charge totale @) portée par le tube?

(a) Q= /0/ 0)drdz Q= /9 /ZO )R d6 dz

c) A T'aide du calcul d’une intégrale, déterminer la charge totale Q .......................

Entrainement 3.7| — Autour d’un cylindre chargé. z 000
y g

Soit un céble cylindrique d’axe (Oz), de hauteur h et de rayon
R, doté d’une densité volumique de charge p.

a) Laquelle de ces formules permet de calculer laire de la sur-
face latérale du cylindre ?

(a) mR*h (¢) 4nR*h
(b) 27 Rh (d) 4w Rh

b) Sans négliger les effets de bords, déterminer les invariances de cette distribution de charge si,

r 3
pour 0 < 2 < h, p=po(5) -

avec po une constante homogene a une charge volumique.

. . . N N> . . . N N>
@ invariance par translation parallélement a e, @ invariance par translation parallelement a e

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz) @ aucune invariance

3 0
¢) Méme question si, pour 0 < z < h, p = po(%) sin<2> ..................................

a3
d) Méme question si le cylindre est de hauteur infinie avec p = pg (—) ......................
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De la distribution de charge au champ électrostatique

|[Entrainement 3.8 — Superpositions et symétries. 00

Sur le schéma ci-contre figurent, en M; et Ms, les champs
électrostatiques /| et I, respectivement générés par les deux
charges ¢ = +e et g2 = +e.

a) Exprimer le champ électrostatique total E au point M;
en fonction des vecteurs de la base.

b) Exprimer le champ électrostatique total E au point Ms
en fonction des vecteurs de la base. M,

Le plan (My, €,,€2), nommé P, est un plan de symétrie de la
distribution de charge.
G

¢) Quelles propositions sont correctes ? €,
(a) E(Ms) = —2¢; + 8¢ (c) EML) e P
() E(Ms) = 227 + 87, (d) EMp) L P 0 0

[Entrainement 3.9] — Symétrie d’une distribution volumique de charge. o

Le champ électrostatique créé par la distribution volumique ci-contre est noté E. Le plan (IT;) est un plan
de symétrie de la distribution. Le plan (Il3) est un plan d’antisymétrie de la distribution.

Yy (IL2)

@

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) de la distribution, le champ
électrostatique appartient (resp. est perpendiculaire) & ce plan.

P

A @
=

z (ITy)

->x

0O

a) Quel vecteur unitaire est normal au plan (II1)? ... ..o

b) Quel vecteur unitaire est normal au plan (TI3) 7 ...

¢) En un point M(z,0,0) de 'axe (Ox), identifier ’expression correcte parmi celles proposées.

(@) EM)=T (®) EM) = E(M)ez (© EMM) = E(M)e; (@) EMM) = EM)e2
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&1

[Entrainement 3.10| — Invariances d’une distribution volumique de charge. L)

La grille infinie représentée ci-dessous est constituée de tiges infinies selon €, et est chargée uniformément

négativement.
ey

Soit M un point de I’espace repéré par (z,y, z).

Sachant que les composantes du champ électrique E possédent les mémes invariances que celles de la
distribution de charges, lesquelles de ces expressions sont valides si ’étude des symétries a déja été menée ?

(a) E(z,y,2) = Ex(y)és + Ey(y)ey (c) E(x,y,2) = Ey(2,y) + Ey(z,y)
() E(z,y,2) = Ex(z,y)e + Ey(z,y)e, @D IEN(2,y,2) = | E|(2,y,0)
[Entrainement 3.11] — Homogénéités. o

Dans les expressions suivantes, p, o et A sont des densités de charge volumique, surfacique et linéique. Le
potentiel électrostatique est noté V et a, ¢, h et r sont des longueurs.

a) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & une charge électrique.

@ dra®p @ \ma? @ pra’h LES

b) Parmi les expressions suivantes, identifier celles qui sont homogenes & un champ électrostatique.
o 2 pr

— Vo —Wi)e 9 —

® 2 ®G-ne @ @

[Entrainement 3.12] — Tracé d’une composante du champ. o

La composante radiale du champ électrostatique créé au point M par une sphere de centre O, de rayon R,
dotée d’une densité volumique de charge pg, est donnée en fonction de la distance r = OM par

3po R?
por et E.(r>R) = Po >
EoTr

E.(r<R)= 300

Laquelle de ces courbes décrit I’évolution de E,. en fonctionde 7?7 ......... ...,
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[Entrainement 3.13] — Calcul d’un champ électrostatique par intégration. 0000

Un disque, d’axe (Oz) et de rayon R, posséde une charge surfacique uniforme o. On note P un point du
disque tandis que M est un point de ’espace qui appartient & laxe (Oz).

a) Comment s’exprime l'aire élémentaire d.S centrée sur P(r,0)?
(a) dS=rdrdz (c) dS = dxdz
(b) dS = rsin(f) drdg (d) dS =rdrdg

b) Quelle est expression du produit scalaire PM - e.?

(a) PM-& =PM (c) PM-& =
@m‘e_;:dz @PT\/E-@:T

c) Quelle est 'expression de la distance PM = HWH ?
(a) PM =22 +r? (c) PM =+/dz? + dr?
(b) PM =v/22 412 (d) PM =dr +dz

Le principe de superposition énonce que le champ électrostatique en M est la somme des champs électro-
statiques créés par chaque élément de surface d’aire dS et de charge dQ = o dS. L’expression du champ
créé par une source ponctuelle permet alors d’exprimer la composante axiale £, = F - e, du champ créé
par le disque sur 'axe (Oz) par :

B _// Udsmws_;_/r_R/G_z”crrdrdG z
z = P47T€O PM3 - 0 90 dmeg (T2+Z2)3/2'

d) Calculer lintégrale précédente a 'aide du changement de variable u = 2,

e) Simplifier expression obtenue en d) si z < R afin de retrouver expression du champ créé par un plan
infini uniformément chargé.

f) Sachant que (1 +¢)® =14 ae 4 l'ordre 1 en € quand £ — 0, simplifier 'expression obtenue en d) si
2> R afin de retrouver I'expression du champ créé par une charge ponctuelle Qo = 7R%o.
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Flux électrostatique

c'%k [Entrainement 3.14] — Signe d’un flux électrostatique a travers une surface. o

Le flux ¢ = // E-dS du champ électrostatique E & travers une surface orientée (S) dépend de lorientation

de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).

E E E E E

(S) (S) (S) (S) @ (S)
(2) ® © (@ ©

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ... .

b) Que vaut ¢ dans le cas @? ...........................................................

[Entrainement 3.15 — Flux électrostatique a travers une calotte sphérique.

Une charge ponctuelle g, placée au centre O d’un repére sphérique, crée le champ

q -

électrostatique E = yP— €r avec (1,0, ) les coordonnées sphériques du point
TEY T

M.
La calotte sphérique représentée ci-contre (en deux dimensions) est la portion

de sphere de rayon R qui intersecte le demi-céne d’axe de révolution (Oz) et de o 2
demi-angle o > 0.

a) Comment s’exprime un élément de surface dS de la calotte sphérique ?
@ dS = R?cos(ip) dpdf @ dS = Rcos(f) dfdp
(b) dS = Rsin(p) dedf (d) dS = R*sin() df dep

b) Comment s’exprime le flux ¢ du champ électrostatique E A travers la calotte sphérique ?

T+o 2 s 27

@ ¢ = / E-R? cos(p) dp doe, @ ¢ = / E - R?sin(0) d0dy @,

p=m—a JO=0 O=m—oa J =0

a T a 2w
p=—a J6=0 O=—a Jp=0

¢) Calculer la double intégrale. Ecrire le résultat obtenu sous la forme ¢ = K (1 — cosa), avec K une

constante a exprimer en fonction de g et 9. ...

d) Reéaliser 'application numérique de ¢ danslecasotla=metg=e. .............
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[Entrainement 3.16] — Avec le théoréme de Gauss. 00

Une distribution volumique, de charge volumique inconnue, crée un champ électrostatique dont I’expression

— > 1 T > R L.
en repérage sphérique est E(M) = E, €, = % - (1 + f)e_r/“ €, ol q et a sont des constantes positives.
TEY T a

a) Exprimer le flux électrostatique ¢(E) a travers une sphere de rayon r en fonction de E(r) et r.

b) Exprimer la charge Q = 50¢(E) (théoréme de Gauss) située a l'intérieur de la sphere de rayon r.
- ( ’r) 7T/a ( T) 77‘/@
2 (140 14 =
® L(1+3)e © a1+ D)o
C —-r/a —r/a
® afa+7)e @ e

¢) Quelles sont les valeurs limites de @ pour r - 0 et r — +00? .............

Circulation du champ électrostatique — Potentiel électrostatique

|[Entrainement 3.17| — Signe d’une circulation électrostatique le long d’un chemin. o

Les lignes du champ électrostatique E produit par une charge ponctuelle ¢ négative C
convergent vers cette charge. La circulation C = / E-dlle long d’un chemin orienté

dépend de 'orientation de ce chemin.

Pour chaque chemin orienté, indiquer si la circulation C est positive, négative ou nulle. D
a) A—B . b) B—C . c) C—D . d) D—A .
[Entrainement 3.18 — Orientation du champ au sein d’un condensateur plan. o

Le schéma ci-contre représente un condensateur plan dont les armatures sont portées aux potentiels
Vi =—6V et V5 = 3V. Deux surfaces équipotentielles sont représentées en pointillés.

a) Donner orientation du vecteur grad V' ?

— —> — —>
ex ®-a ©= O« .

b) Donner 'orientation du vecteur champ électrostatique E?
@ & ® -& © —& @&

Vi=-6V Vo=3V
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[Entrainement 3.19] — Circulation et différence de potentiel. 00

Soit un segment orienté allant d’un point A & un point B de coordonnées cartésiennes respectives (a,0) et
7 7172 . 7 s . 5 . =7 —> —
(2a,2a). Le vecteur-déplacement élémentaire en repérage cartésien s’exprime comme d¢ = dze, + dye,.

a) Laquelle des relations suivantes est valable le long du segment AB?

(a) dy =du (b) dy = 2dz () dz =0 (d) dy=0

Soit un champ E= Ey (1 — e*z/“)e_x’, avec a > 0.

b) Sachant que le champ électrostatique est orienté dans le sens des potentiels électriques V' décroissants,

déterminer sans calcul lequel de V(2 = a) ou V(x = 2a) est le potentiel le plus élevé .......

¢) La circulation électrostatique sur le segment AB est reliée a la différence de potentiel électrique par

Exprimer V(A) — V(B) en fonction de Eg et @ ........cooovviniien. ..

[Entrainement 3.20] — Approximation dipolaire. 000

Soit un dipole électrostatique constitué de deux charges ponctuelles opposées +q et —gq, séparées par une
distance AB = a. D’apres le principe de superposition, le potentiel créé par ce doublet en un point M

s’écrit ) )
q
M) = _— .
V(M) 4eg (AM BM)

a) Laquelle de ces propositions donne 1’expression de AM = ||KK/T|| au carré en fonction de a et 67

@ AM? =72 + (%)2 — arsin(f) @ AM? =72 + (%)2 — ar cos(0)
@ AM? =72 4 (%)2 + ar cos(d)

On se place dans "approximation dipolaire, c’est-a-dire loin du doublet de charges : r > a.

b) Réaliser un développement limité de 1/AM a lordre 1 en a/r ......

¢) Meéme question pour 1/BM .. ...

d) En déduire l'expression du potentiel V(M) dans I’approximation dipolaire.
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(@) |[Entrainement 3.21| — Effet de pointe. 00

Un individu porte une charge négative, ce qui modifie localement les propriétés du champ électrostatique.
La figure ci-dessous représente qualitativement les lignes de champ en trait plein tandis que les (surfaces)
équipotentielles sont illustrées en pontillés. L’échelle du schéma, est 1 division <+ 40 cm.

a) Comment sont orientées les lignes de champ électrostatique ?

@ vers I'individu
+300V
@ sortant de I'individu
.................................................. j:200 V
b) Quel est le signe des valeurs de potentiel électrostatique des
+100V
équipotentielles représentées? ...................
ov
¢) Evaluer 'ordre de grandeur du champ en A .

d) Indiquer par une analyse de la carte de champ, et sans aucun calcul, laquelle de ces propositions est
vraisemblable :

(a) E(B) > E(A) ©
@) IE®)| > [IEA)] @ IE®)]

Toujours plus d’électrostatique

[Entrainement 3.22| — Charge totale et charge moyenne. 000

La charge totale d’une distribution occupant un volume V' s’exprime comme @ = /// pdV avec p la
(V)

charge volumique et dV' le volume élémentaire dont les expressions en repérages cartésien, cylindrique et
sphérique sont respectivement dV = dz dydz, dV = rdrdfdz et dV = r?sin(6) dr d de.

Déterminer la charge totale et la charge volumique moyenne p,, = Q/V des distributions ci-dessous.

On notera que py est une constante homogéne a une charge volumique.

a) Un pavé, d’épaisseur 2H selon la direction €, (—H < z < +H) et de base d’aire A a une charge

2
volumique p(z,y, z) = po <1 - :12>

2
b) Un cylindre, de rayon R et de hauteur H, a une charge volumique p(r, 0, z) = po (1 — ;2)

2

c¢) L’espace (infini) a une charge volumique p(r, 6, ¢) = po— exp(—%) ou R est une constante homogene
T

a une distance.
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[Entrainement 3.23] — Analyse dimensionnelle.

Laquelle de ces expressions n’est pas homogene & un potentiel électrostatique V' (ou une tension U) si C est
une capacité de condensateur, ¢ une charge électrique, T une température, R la constante des gaz parfaits,
N34 la constante d’Avogadro, E, un champ électrostatique et d une distance ?

@Uqu

(b) V = RT/qNa

(c)U=E.d

[Entrainement 3.24] — Calcul de divergence de champ électrostatique. o

Le champ électrostatique et sa divergence en repérage cylindrique sont respectivement

E = E,& + Egég + E.&, et

) ) - o
Exprimer la divergence du champ E; = —e; avec « une constante ............
r

c‘;x [Entrainement 3.25 — Tracé d’une composante du champ — Bis repetita.

—

divE =
r

19(rE,)

10Ey OE,

o Troee os

Une distribution de charge & symétrie cylindrique, d’axe (Oz), de rayons caractéristiques Ry et R, produit
en un point de coordonnée radiale » un champ électrostatique de composante radiale donnée par

avec « et o deux constantes positives.

Laquelle de ces courbes décrit ’évolution de E,. en fonction de r?

ET(T < Rl) = —
E.(Ry <r<Rp)=

3
aRy

3€0T
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[Entrainement 3.26] — Orientation du champ créé par une charge ponctuelle. o

Sur le schéma ci-contre, on trouve 3 surfaces équipotentielles générées

par une charge ponctuelle placée au centre. L7 S
— N &
a) Donner 'orientation du vecteur grad V' ? ’ N

—> — — —> , ,
€ —€pr —€p €r , , PRSEREN \ \
’ \ \

b) Donner orientation du vecteur champ électrostatique E? . ' - /

@ ®-a @©-@ & 0.5V

|[Entrainement 3.27| — Un potentiel, une courbe. o

Les expressions des potentiels électrostatiques V,, V;, et V. données ci-apreés rendent compte de situations
physiques volontairement non détaillées ici. Les fonctions V,, V;, et V. sont définies pour des valeurs de r
strictement positives. Enfin, A\, o et p sont des constantes positives.

L(3R2 —r%) sir<R

—A r 6eg o
Va(r) = In{ — , Wi = t Ve =Vy— —
") 2meo n(?’o) b(r) R sir>R ’ (@) ="V g
3eg T
\%4 \%4 1%
roux \ rouzx roucx

‘ courbe (2) - courbe (3)

‘ courbe (1)

Attribuer & chaque potentiel électrostatique une courbe.

a) Vo oo, b) Vo oo, ) Ve oo,

|[Entrainement 3.28] — Energie électrostatique au sein d’un condensateur. o

Soit un condensateur sphérique dont I’armature interne est une sphére de rayon R et 'armature externe

une sphere de rayon R + h. Le champ électrostatique entre les deux armatures est E = —%e_; , avec
TEQT

—Q@ la charge portée par 'armature interne.

L’énergie électrostatique stockée entre les armatures du condensateur est
R+h T 27 D)
ol
&= / / / 0 2 sin @ dr d de.
r=k Jo=0Jp=0 2

Exprimer £ en fonction de R, h, Q et €9 «.vvvreeeinii ..
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Réponses mélangées

L 1-cosa) (B 257x1075C-m 2 65x102m® (b)) Aol

280
~—
K 0 A
0 —1.2 3
@ Rdo yr—— 7,9 %107 " m Courbe @ @ et @ gﬂ'R

A i 1 acos(6)
© O smErw T W OO ;<1+T>

0 1x10°V.-m™1 qetO Courbe @ négative nulle @ @

(©  Q=4poAH/3, pn=2po/3 (et (d)  (0,&,&)et (0,6,.6)  Lxt

33x107°C (@) (2 6x107°C  positive (b))  4mr’E(r)  —28;+8¢,

> > o [ 22 L
5ey @ +1000 x e 22 qo @ €y %0 (1 — m) positif

@ et @ @ @ % <1 - %@) Courbe @ 0 @ @
e rdrdf @ V(a) @ @ é @ nulle @ et @
(076_9:"_ 6_1;76_2‘))7 (076_90)_ 6_21)7 e_z))

B 5 B ga cos(6)
et (0,é,,¢,) 0 @ = pomBEH/2, pm = po/2 dmeqr? @

®et(©)  Q=poArR® pu=0  Eua(l+e?—e') (D 18x10°V-m

» |Réponses et corrigés page [297|
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H ! ™ o P
EMP2 Fiche d’entrainement n° 4 Electromagnétisme en régime permanent

Magnétostatique

Prérequis
Repérages cartésien, cylindrique et sphérique. Intégrales curvilignes, de sur-
face et de volume. Champs scalaire et vectoriel. Théoréeme d’Ampere.

Constantes utiles
— Charge électrique élémentaire : e = 1,602 x 107 C
— Masse de Délectron : me = 9,11 x 103! kg

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H-m™!

Distributions de courant et densités de courant

[Entrainement 4.1] — Dimension de densités de courant. o

La dimension d’une intensité électrique est notée I, celle d’'un temps T, et celle d’une longueur L.

— —
a) On note j une densité volumique de courant, js une densité surfacique de courant et I 'intensité d’un
courant. Quelles sont les relations correctes ?

@i1- |73 ©®©7-[ @ [fv @ [7d

[Entrainement 4.2] — Densité volumique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru par un courant d’intensité

I://7°CT§7

- b_, .y . ) -2 >
ou j = jo—e, est le vecteur densité volumique de courant, avec jg et b constants, et dS = dSe; un élément
r

de section orientée.

4
D —
a «
I -
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[Entrainement 4.3] — Densité surfacique de courant en coordonnées cylindriques. L)

Soit un conducteur cylindrique (rayon a et longueur ¢) d’axe (Oz) parcouru
par un courant d’intensité

> = 4
I= /[ js-df, ax 2
N . — .z . Y
ol js = js,0es est un vecteur densité surfacique de courant constant et df =
dze, un élément de longueur orientée.

Exprimer I en fonction de la longueur ¢ du conducteur et de la constante js o.

Symeétries et invariances

[Entrainement 4.4 — Vent solaire. ]

Le vent solaire est un flux de particules chargées, majoritairement constitué de protons et de noyaux
d’hélium. Le Soleil est considéré comme ponctuel et placé a 'origine O d’un repére sphérique. En premiere
approximation, le vent solaire est assimilé a un courant de particules radial et stationnaire.

a) Si’émission est isotrope, quelle est expression simplifiée du vecteur densité de courant en M(r, 8, o) ?
(2) J (M) =j.(r,0)& (©) (M) = ji(r,0)&

() J (M) = ja(r)es (@) 7 M) = j(r)er

|[Entrainement 4.5 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (I). L]
Soit un solénoide d’axe (Ox), parcouru par un courant station-
naire d’intensité I. Y
On rappelle qu’un plan de symétrie (resp. antisymétrie) d’une ©ePe®
distribution de courant est un plan pour lequel les courants de
la. distribution sont répartis de maniére strictement identique ____ solénoide pl
(resp. opposée) de part et d’autre du plan. 0]
Parmi les propositions ci-dessous, quelles sont celles qui sont O
correctes ?
@ Le plan (zOy) est un plan de symétrie de la @ Le plan (zOz) est un plan d’antisymétrie de
distribution. la distribution.
@ Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie de @ Le plan (zOz) est un plan de symétrie de la
la distribution méme si le solénoide n’est pas distribution seulement si le solénoide est infi-
infiniment long. niment long.
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B |Entrainement 4.6 — Propriétés de symétrie d’une distribution de courant (II). 00

On consideére la situation suivante, ou deux fils infinis sont parcourus par des courants de méme intensité
I et de méme sens (de l'arriére vers avant).

P Y Py

~®

@)

P3 Py

On rappelle qu’en tout point d’un plan de symétrie (respectivement d’antisymétrie) de la distribution, le
champ magnétostatique est perpendiculaire (respectivement appartient) a ce plan.

a) Le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions correctes ?

@ Le vecteur €, est normal & ce plan.
@ Au point O, le champ B est selon +e,.
@ Au point P, le champ B appartient a ce plan.

@ Au point P3, le champ B appartient a ce plan. |:|
b) Le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution.
Quelles sont les propositions incorrectes ?

@ Le vecteur e, est normal & ce plan.

(b) B(P4) = By(P4)é; + B.(Py)eZ

@ Au point Py, le champ B est selon +e,.

(d) B(0) = B(O)e2

c) Quelles sont les propositions incomplétes ou incorrectes ?
@ Le plan (20z) est un plan d’antisymétrie pour la distribution.
(®) B(O)=T0
@ Le champ B est toujours perpendiculaire au plan (zOz).

(@) B(Py) = —B(Py)
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%L |[Entrainement 4.7| — Couche épaisse infinie parcourue par un courant. 00
Soit une couche infinie suivant les axes (Oz) et (Oy), située entre les plans d’équations z = d et z = —d,
parcourue par un courant de densité volumique uniforme j = jo€a-

z z
Vue de coté d ><M Vue de face d XM
0 . 3 0 o
7 ; z 7 4
I _EY © ¢
—d —d

a) Exprimer I'intensité I du courant qui traverse la surface ¥ orientée suivant e, ...

b) Quelles sont les invariances de cette distribution de courant ?

@ invariance par translation parallelement a I'axe (Ox)

@ invariance par rotation autour de I'axe (Oz)

@ invariance par translation parallelement & I’axe (Oy)

@ aucune invariance

¢) Le champ magnétostatique au point M est suivant le vecteur e,.

Sachant que les composantes du champ magnétostatique possedent les mémes invariances que la distribu-

tion, déterminer ’expression correcte.

(a) B(M) = ey (b) B(M) = By(2)e, (©) B(M) = B,(y, 2)e,
Champs magnétostatiques
c‘;x [Entrainement 4.8 — Théoréme de superposition. o
Deux solénoides longs, parcourus par des courants stationnaires d’in-
tensités I et I, sont positionnés perpendiculairement entre eux et a I Y
égale distance d’un point O. En ce point, le champ magnétostatique N
produit par le solénoide (1) est supposé s’écrire Bl(O) = ponilie,, et (1 Bi1(0)
avec ni le nombre de spires par unité de longueur du solénoide (1). 777777 0 ¥
a) Par analogie avec 'expression fournie pour le solénoide (1), écrire G20 : K
le champ magnétostatique produit par le solénoide (2) au point O. i I
solénojde (2
................................... |
b) D’apres le théoréme de superposition, comment s’écrit alors le champ total produit au point O 7
@ B(0) = po(nily + nols)eZ @ B = po(nily — nolz)(eg + €y)
@ B(0O) = po(nily — nolo)ez (d) B(0) = po(ni L1y — nolsey)
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%& [Entrainement 4.9 — Analyse dimensionnelle et champ magnétique. o

— —

Sacll»ant que la force magnétique s’exprime comme F' = ¢U A B, avec U une vitesse, g une charge électrique
et B un champ magnétique, déterminer laquelle des expressions ci-dessous est homogeéne a la norme B
d’un champ magnétique si m est une masse et R un rayon.

qu mR qR mv
® -5 - - @ &
LB |Entrainement 4.10] — Graphes et expressions d’un champ magnétique. o

On donne les graphes associés aux champs magnétiques créés par divers dispositifs, chacun étant parcouru
par un courant d’intensité I.

Bir) @ B(r) @ Bir) ® Bir)y @

| |
| |
| ! |
| | : |
‘ T ‘ r ——— ‘ r
a a a a

Le champ magnétique d’un conducteur cylindrique de rayon a parcouru par un courant volumique uniforme
est donné par
polr pol

= pour 0 <r <a et B =— pour r >a.
2mwa? 2mr

Quel graphe correspond au champ magnétique créé par ce conducteur cylindrique? ........

LB |[Entrainement 4.11 — Champ magnétostatique quadrupolaire. L)

En repérage cartésien et dans le plan d’équation z = 0, les composantes du champ magnétostatique créé
par un quadrupoéle sont B, = ky, B, = kx et B, = 0, avec k une constante non nulle.

a) Quelle carte de champ correspond a lexpression du champ donnée ci-dessus? ..........

b) En ce qui concerne la carte de champ @, quelle est la proposition valide 7

(a) B(M) = B(N) (b) B(M) < B(N) (©) B(M) > B(N)
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Circulation et flux magnétostatiques

&,L |[Entrainement 4.12| — Circulation d’un champ magnétostatique sur un chemin. 00

La circulation C = B.dl du champ magnétostatique B le long d’un chemin orienté (I') dépend de
()

lorientation de ce chemin. Pour chaque cas, exprimer C le long du chemin ABC en fonction du pas d du

quadrillage. Sur chaque ligne de champ, la norme B du champ est supposée uniforme.

d d
*d 1 *d
B i
A B
4 ¢ B
B e
a) e, b) C) e
L |[Entrainement 4.13] — Courants enlacés. o

Pour chaque cas, exprimer l'intensité I, des courants enlacés par le contour (C) en fonction de l'intensité
du courant I. Attention aux signes!

-

" _(O) -
(o) | — R
PR L Ny S G
OR ) [ ® )
\\_/7)

\

(©)

c.;)k [Entrainement 4.14] — Signe d’un flux magnétostatique a travers une surface. o

On sait que le flux ¢ = // B-dS du champ magnétostatique B & travers une surface orientée (S) dépend

de lorientation de cette surface (voir ci-dessous la fleche sur chaque contour).
@ ® © @ ® ®

a) Quels sont les cas pour lesquels ¢ > 07 ...,

b) Que vaut ¢ dans le cas (d)7 ..ottt
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|[Entrainement 4.15 — Flux a travers une spire carrée. 0

Soit une spire carrée de coté a, orientée dans le sens ABCD. On note z A B
I’abscisse du coté BC Dans le demi-espace tel que = > 0, régne un champ
magnétostatique B uniforme perpendiculaire au plan de la spire. Qmn ©

sl

Exprimer le ﬂux magnétostatique & travers la spire orientée, de normale 77,

D C
défini par ¢ // B.mdS. i i
O =z

a) Powrz <O ... b) Pour z € [0, a) ¢) Pourz>a ...

|[Entrainement 4.16| — Théoreme d’Ampeére et flux d’un champ non-uniforme. 00

Un fil conducteur est bobiné en IV spires jointives sur un tore circulaire de z
rayon moyen R a section carrée de coté a. La normale de chaque spire est
orientée suivant le vecteur eg de la base cylindrique. L’intensité du courant
parcourant la bobine est notée I.

Le champ magnétostatique créé par cette bobine a lintérieur du tore
s’écrit : B = B(r)eg

a a .
a) Soit un cercle de centre O, de rayon R — 3 < r < R+ — et orienté suivant le vecteur egy.

Quelle est I'intensité du courant enlacé par ce cercle ?

a a
@ I @ NI (© EI ENI

b) Le théoréme d’Ampere s’écrit : B. dl = polent, avec Ioy l'intensité du courant enlacé par le contour

fermé choisi. En déduire I’expression de la composante B(r) du champ ........

¢) Exprimer le flux gb // B .dSey A travers la surface d'une spire ......

[Entrainement 4.17| — Flux magnétostatique au sein d’un circuit magnétique. 00

Dans le circuit magnétique représenté ci-contre, de perméabilité re-
lative p, = 4000, chaque colonne possede une section carrée de coté

= 20cm. Celle de gauche est bobinée, formant un solénoide de
N = 1000 spires jointives et de longueur £ = 10 cm.

Le circuit est alimenté par un courant d’intensité I = 200mA. Le
champ magnétostatique produit est guidé dans le circuit selon les
lignes fléchées en pointillés et a pour intensité B = uou,NI/L.

a) Calculer avec un chiffre significatif la valeur du champ magnétostatique au sein du solénoide.

b) Le flux magnétostatique a travers (S) s’exprime comme ¢ = NBS. Calculer ¢ ...........

c) Sachant que le flux ¢o traversant (S2) vérifie 492 = ¢, calculer le flux ¢ traversant (S7) .
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Dipo6le magnétostatique

c.;)k |[Entrainement 4.18 — Spire circulaire et développement dipolaire. o

Le champ magnétostatique créé en un point M(0,0, z) par un courant d’intensité I parcourant une spire

5 B HOIRz —
de rayon R et d’axe (OZ) est B(M) = m@z.
z

a) Quel est le moment magnétique associé a cette source de champ magnétostatique ?
() M =nR*I (B) M = porR*IE; (©) M=rRIE;

[Entrainement 4.19) — Champ créé par un dipodle. L]

La carte de champ d’un dipole magnétique de centre
O et de moment magnétique m est représgptée ci-
contre. Le champ magnétostatique est noté B.

En s’aidant de la carte fournie et en étudiant la situa-
tion pour certains arlgles particuliers, identifier ’ex-
pression correcte de B en un point M quelconque loin
du dipdle.

@ B(M) = L2 (25in(0); - cos(0)7)

47r3
®) B(M) = Zi:; (25in(0)&; + cos(0)ey) @ BM) = Z;’Z (2cos(0)ér, + sin(0)&7)
|[Entrainement 4.20 — Equilibre d’un aimant. L)
., m
Un aimant tres fin, de moment magnétique ni, est posé sur une pointe en B—’T —_—
un point O différent de son centre de gravité G. L’ensemble est plongé dans oxt
un champ magnétostatique Bex; vertical uniforme. L’aimant subit le couple —g’l o)\ G

magnétique de moment T' = 71} A Bexs. A 1équilibre, il est & Phorizontale.

a) Exprimer la projection du moment T suivant laxe (0z) coviiiii

b) Le moment du poids par rapport & 'axe (Oz) s’écrit —dMg, avec M la masse de aimant et d = OG.
En supposant qu’il n’y a pas d’autre moment, exprimer la distance d a 1’équilibre.
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|Entrainernent 4.21) — Moment de force magnétique. o

On rappelle qu'un dipole de moment magnétique m, balgnant dans un champ magnétostatique extérieur
uniforme B subit des forces magnétiques de moment T=mAB.

ey
Pour chaque situation suivante (boucle de courant ou aimant droit), les vecteurs m
et B sont dans le plan (Ozy). Indiquer la direction et le sens du moment T'.
e e
B —>
B3 m
w7 B
I N T
B
I m
m
a) ... b) ..... [ I d) ...
[Entrainement 4.22| — Force exercée sur un dipole. o
Un dipdle de moment magnétique m dans un champ magnétostatique By non uniforme subit la force
— ey ey ey d s
F = —grad(E,), avec E, = — * Bext. En coordonnées cylindriques, on a grad(f(r)) = d—fe,,.
r
a) Déterminer I'expression de I pour un dipdle qui serait de méme direction et de méme sens qu’un

N I
champ d’expression Beyi = /;Leg (fil rectiligne infini d’axe (Oz)).
T

b) Vers quelles zones le dipole est-il alors attiré ?

@ celles de champ plus faible @ celles de champ plus intense

Toujours plus de magnétostatique

I[Entrainement 4.23| — Encore une analyse dimensionnelle (I). 0

Quelle expression est homogene a la norme B d’un champ magnétique si I est une intensité électrique, pg
la perméabilité magnétique du vide et R un rayon ?

I 21 R Lol 27 g
P Ol OF =~ @ T
I[Entrainement 4.24| — Encore une analyse dimensionnelle (II). 0

Quelle expression est homogeéne a une norme B de champ magnétique si I est une intensité électrique, N
un nombre de spires, S une surface et L une inductance 7

LI LS NS NL
@B:NS @B:m @B:ﬁ @B*IS
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[Entrainement 4.25 — Moment magnétique élémentaire : magnéton de Bohr. 000

Dans le cadre du modele classique de Bohr, I’électron (charge —e, masse m)
de l'atome d’hydrogene décrit un cercle (rayon r, période de révolution T')
centré sur le noyau atomique (origine O du repeére). L’orbite est supposée dans
le plan z = 0. Le vecteur vitesse v indique le sens de rotation de ’électron.
La constante de Planck est h = 6,63 x 10734 J - 5.

a) En considérant que I'électron définit une boucle de courant circulaire (une spire), comment s’exprime
Pintensité I correspondante (voir schéma pour l'orientation) ?

(a) I=eT (b) I =¢/T (c) I =—eT (d) I =—¢/T

— —
b) De loin, le systéme est équivalent & un dipole magnétique de moment magnétique m = IS, avec S le
vecteur surface de la spire. Donner ’expression de m en fonction de e, T, r et e,.

2Mme =

¢) Le moment cinétique de I’électron par rapport au noyau (point O) est & = S. Montrer alors que

m = ~7, avec 7y le rapport gyromagnétique de 1’électron & exprimer en fonction de e et me.

N h s s
d) La quantification du moment cinétique ||| = nh, avecn € N* et i = 70 conduit & définir un moment
7T

magnétique élémentaire pup (magnéton de Bohr). Indiquer alors la ou les propositions correctes.

eh —24
: us = hy (:) = : up =928 x 107" N-m
. 2me
|[Entrainement 4.26] — Energie magnétique d’un cible coaxial. 0000

Un cylindre long et creux de rayon R; est parcouru en surface par un courant d’intensité I. Ce courant
« revient » par un cylindre de rayon Re > R;, coaxial au premier et d’épaisseur négligeable. Cet ensemble
forme un céble coaxial de longueur ¢ et d’axe (Oz).

Le champ magnétostatique produit est, en coordonnées cylindriques :

0 pour r < R,
= I
B= 208 pow Ri<r<R
T
0 pour 7 > Ro
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a) Exprimer le flux propre @, c’est-a-dire le flux du champ magnétostatique a travers une tranche du
cable de surface S = ¢R5, en fonction de I, ¢, Ry et R.

L @
b) En déduire 'expression de I'inductance propre par unité de longueur A = 7= E_; du céable en fonction
de R1 et R2.
2
On rappelle que la densité volumique d’énergie magnétique a pour expression w, = — et que ’énergie

Ho
magnétique s’exprime alors comme W, = [// Wy, dT7.

c) Déterminer I'expression de ’énergie magnétique Wy, correspondant & une portion de longueur ¢ du
cable ainsi formé en fonction de I, ¢, Ry et Rs.

L 2W,
d) En déduire l'expression de l'inductance propre par unité de longueur A = = = du cable en

¢
fonction de Ry et Rs.

jof  ® 0 4Bd  +&2  (@et(d  4rR%(R) (@et(e) (1)

) e 2> e ,U/ONI M Bext
@ %Sy FrE g @ 1 5 G ©
S
M _,
—2Bd @ I g?rz:” @, @ et @ @ et @ @ +e. @
pop B2 @ B 0 —ponale; (O il Tz @  4dej
o 'Ry ext HoT2l2€y dr R, Jo

®et(© —Baz 0 4 (), @@ (@, @Qel@d -Ba® (B

Bl paews © 0 4 ”0N1a1n<R+“/2> 3 x 10 Wb

2 Ry 27 R—a/2
woll . Ro - T 1 wolm _,
Pt 22 & ZTgg 1xi0'T - >

O o R, ¢ 2 % e @ ® ®

» [Réponses et corrigés page 304
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EMV1 Fiche d'entrainement n°5 Electromagnétisme en régime variable

Equations de Maxwell

I?rérequis
Equations de Maxwell. Opérateurs différentiels.
Constantes utiles
— Permittivité du vide : €0 = 8,85 X 10 2 F - m™*
— Perméabilité magnétique du vide : po = 1,26 x 10T -m-A"!

— dans le vide : oo = —, ou c est la célérité de la lumiere dans le vide
c

Pour commencer

|[Entrainement 5.1 — Equations de Maxwell et dimensions.

On munit I'espace d’un repére cartésien (x,y, z) et on note ¢t la dépendance temporelle.

— —

On s’intéresse aux équations de Maxwell auxquelles obéissent les champs électrique F et magnétique B
=

dans un milieu caractérisé par une densité volumique de charge p et une densité volumique de courant j .

a) Parmi les quatre équations suivantes, laquelle n’est pas une équation de Maxwell ?

@ div(E) = €0 @ rot(B) = po j +eoko 5,
RN OB >
@rot(E):—E @8—?+le(]):0

On s’intéresse aux relations entre les dimensions qui découlent des équations de Maxwell.

On considére les dimensions suivantes : L pour une longueur, 7" pour un temps, M pour une masse et [

pour une intensité du courant électrique.
-
-

On rappelle 'expression de la force de Lorentz : F= qﬁ +qv A B.

b) Donner la dimension d’une charge électrique ¢ .............c.cooiiiii...

¢) Donner la dimension d’un champ magnétique a 'aide de I'expression de la force de Lorentz.
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[Entrainement 5.2 — Courants et ordres de grandeurs. 0

-

L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit aussi, en introduisant le courant de conduction j conq €t le courant
—

de déplacement j qepi :

— = > - . , . =B - oE
rot(B) = uo(j cond + J dépl), qui est équivalente &  rot(B) = 10 J cond + €0k, -

On admet la loi d’Ohm Tcond — oF et on considére un champ électrique E= Eq cos(wt + ¢)é,.

a) Comment s’exprime lordre de grandeur de la b) Laquelle des conditions suivantes permet d’ob-
I 7 conall ) tenir a > 1 dans un conducteur (ol o a pour ordre

quantité a de grandeur 10°S - m™1)?

o el .
® 2e0 © 20w (a) f>10°Hz (c) f>10'"Hz
® 7 (b) f>>10°Hz

On considére une onde électromagnétique de pulsation w = 1,0 rad - MHz.

¢) Calculer « si cette onde se propage dans un métal de conductivité o = 1,0 x 107S-m~" .

d) Calculer « si cette onde se propage dans de 'eau de mer avec 0 = 1,0 x 1074S-m=t ...

e) Calculer a si cette onde se propage dans du verre avec o = 1,0 x 107 S.-m™* ..........

[Entrainement 5.3 — Transposition réels «+— complexes. o

On considere les deux champs électriques suivants :

E, = Eyexpli(wt — kz)]e;, — iEg expli(wt — k))&
et Ey = —FEycoslwt + kz)éy — Egsinfwt + k2.

— —
a) Exprimer le champ F; associé & E.

—

b) Exprimer le champ Eg associé a Fs.
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Champs et opérateurs

c‘;x [Entrainement 5.4 — Voir la divergence. o

Le théoreme de Green-Ostrogradski affirme que pour un champ de vecteurs Z7 on a

Mdiv(Z).dT:#SZ-ﬁ

ou V est le volume délimité par la surface S fermée.

Ce théoreme indique que si le flux élémentaire d¢ du champ de vecteurs A A travers une surface infinité-
simale fermée dS autour d’un point M est non nul, alors la divergence de ce méme champ de vecteurs au
point M est non nulle. En particulier, si d¢ > 0 (flux sortant) alors div A(M) > 0.

On consideére le champ de vecteurs suivant :

> > > > > > ——> ——> ——> —> —> > M \ i / v g e — ~ N \ T f 77

f;:$4+4+4+4+4»44» —_— — > > N\ x—l f v K'e—«—e—;:lge—f—‘\ ~ N P T 4 77
| | | I ] N l I

1 | 1 ! 1 | | | 1

- | | | I | !
4+ b > > > > > > ——> #4+AF+—a~+ > > b A € € C e — € € % ﬁ > > o
|l ‘ | g | ! 2T
1 L 3 PINE! 5 | 6

%4»4»%4»%—»@74‘—»%—»—»%/77 7 Z— —'&‘ KKK(—(—(—(—%%(/ Ve /L/ JL \J\ N

> > > > > > > ] 7 T Nox NS v i v Now

Dans chacune des zones, en estimant le flux du champ de vecteurs a travers chacune d’entre elles, indiquer
si la divergence du champ de vecteurs est nulle, positive ou négative.

Q) ZONE 1 oo
D) ZONE 2 oo
C) ZONE 3 oo
A) ZONE 4 oo
€)  ZOME D oo
£)  ZOMe B ...
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%& [Entrainement 5.5 — Voir le rotationnel.

Le théoreme de Stokes affirme que pour un champ de vecteurs Z, on a

//r—ogz.cﬁzﬂ.@
S T

ou S est la surface délimitée par le contour I' fermé.

Ce théoreme indique que si la circulation élémentaire dC du champ de vecteurs A & travers un contour
fermé I' délimitant une surface infinitésimale d.S est non nulle, al_o)ri le rotationnel de ce méme champ de
vecteurs au point M est non nul. En particulier, si dC > 0 alors rot A(M) > 0.

On considére les champs de vecteurs suivants :

e R T T T
A T
L T R
e L I R R
SR L R R R B
T L R N A
A N A R
®z

_ > > > > > > > > > > > —>

—_ > > > > > > > > > > —>  —>

e e e e e e e I I
I I

i 1D

|

-4 — D s — — — ——> —

ON¢

Dans chacune des zones, en estimant la circulation du champ de vecteurs sur chacune d’entre elles, indiquer

si la composante du rotationnel selon e, du champ de vecteurs est nulle, positive ou négative.

........ e) Zone b
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Conservation de la charge et potentiel électrique

ol [Entrainement 5.6] — Conservation de la charge. 00

On note p la densité volumique de charge et 7 le vecteur densité volumique de courant.

-

OF
On rappelle les équations de Maxwell-Ampeére : ot B = 1o ] + ppeg— et de Maxwell-Gauss : div E=2

ot €0
A div 4
On rappelle aussi le théoréme de Schwarz : pour tout champ A on a dw(a@t > %

a) Développer div(;(?t E) a laide de I’équation de Maxwell-Ampere.

¢) On rappelle que pour tout vecteur A div(E‘E Z) = 0. Quelle équation obtient-on ?
- Op - Op - Op
@dwg—a—O @dwg—ka:O @uodWJ—!-at 0 @,uodWJ—— 0
L |[Entrainement 5.7| — Piége électrostatique. 00
On considere une région de l'espace, vide de charges, dans laquelle régne un potentiel :
Vo
V(z,y,z) = ?(:E2 + 297 — 322),
ou Vp (en V) et a sont des constantes positives.
a) Donner Punité de @ .......o.oiii
o’V 9%V 9*V
L’opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes est donné par AV = + + .
o0x2  Oy? 022
b) Déterminer expression de AV ... . i
¢) L’équation de Poisson AV = L esteelle vérifiée ? L.t
€0
d) L’allure de V(x,0,0) en fonction de 'abscisse  est une portion :
@ de cercle @ d’hyperbole @ d’exponentielle @ de parabole

e) Calculer le champ électrique E=— grad V en O, origine du repéere ...........
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Théoremes de Stokes-Ampere et Green-Ostrogradski

%{ [Entrainement 5.8 — Théoréme de Stokes-Ampére. 00

Dans le repeére (O, e,,€,,€.), considérons le vecteur fixe

—> —>
w=we,.

Rappelons que, pour tout point M de I'espace, on a
e OM = r&, + z&2 dans la base cylindrique (e;, &g, e, ) ;
e OM =z + ye, + zé, dans la base cartésienne.
On consideére par ailleurs un cylindre infini d’axe Oz et de rayon a.

On considere le champ de vecteurs défini par :

—
T=wAOM pourr<a;
ot =0 pour r > a .

a) Déterminer expression de T = we, A (T€ 4 2€2) «evvneerinaeiinaennnennn.

b) Déterminer I'expression de U = we; A (285 + Y€y + 2€2) wvveeeiiineaiiin.

En coordonnées cartésiennes, I'opérateur rotationnel est défini par :
— ov ovy, \ ov ov, \ _, ov O0vg \ s
rot v = E_ e+ T _ = ey + -4 _ T el
oy 0z 0z Oz Ox dy

— , , .
c) Calculer rot ¥ pour r < a en coordonnées cartésiennes ....................

Le théoreme de Stokes s’énonce de la fagon suivante.

Soit T' est un contour fermé et orienté, et soit X une surface quelconque s’appuyant sur I' et origntée avec
la régle du tire-bouchon de Maxwell ou la régle de la main droite. Pour un champ de vecteur A défini en

tout point, on a :
% A(M) . df(M) = /] I"Ot(A)(M) . ﬁ)dS(M)
I p

En appliquant ce théoréme sur un contour fermé circulaire I' de rayon r, calculer v(r) dans les deux cas
suivants :

Q) POUL 7 @ et

€) Pour T >a ...
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%L [Entrainement 5.9] — Application du théoréme de Green-Ostrogradski. 00

On considere le champ suivant : N
A(r,0,0) = (ar — br?)e;,

en coordonnées sphériques, ol a et b sont des constantes.

En coordonnées sphériques, I'opérateur divergence est défini par :

—

divA =

1 a(r?A,) n 1 O(sinfAy) 1 04,
r2  Or rsingd 96 rsinf dp

a) Calculer div(z) ....................................................

b) Quelle est I'expression de 1’élément de volume d’une boule en coordonnées sphériques ?

@ dr =rsinfdrdfde
@ dr = r?sinfdrdf de
@ dr = rsinfsinpdrdfde
@ dr = r?sin #sin @ dr df de

On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit S une E}lrface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteur A défini en tout point, on a :

#Sz-d_ﬁ_///vdiv(Z)dr.

c) A Taide de ce théoréme, exprimer le flux # A.dS du champ a travers une sphere de centre O de

sphere

rayon R.

d) Quelle est I'expression de 1’élément de surface d’une sphére en coordonnées sphériques ?
@ dS =sinfdfdy
(b) dS =rsin6dfde
@ dS = r?sinfdf dy

e) Calculer directement le flux du champ a travers la sphére de centre O et de rayon R a partir de
I’expression du champ A.
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Jouons avec les équations de Maxwell

On donne pour les quatre prochains exercices les expressions du rotationnel en coordonnées cartésiennes :

ey 0A. 04, = 0A, 04, = 04, 0A,; =
0y oz ) * 0z or )Y ox oy )~

et en coordonnées cylindriques :

o (18AZ m)a <8A,. 8AZ)_, 1(67"A9_3A,»>_,

r 00 0z

rot A = 2 o ) o o0 )

[Entrainement 5.10 — Existence ou non d’un champ électromagnétique. 000

Vérifier a l'aide des équations de Maxwell si les champs électromagnétiques suivants existent ou non.

Répondre par « oui » par « non ».

1 2
On se place dans le vide donc on rappelle que eopo = — = %
c
= — e EOk —
a) E = Eycos(wt—kx+pole, et B=——cos(wt—kr+@o)es .......ooviiiii.
w

=  Epk

b) E = Egcos(wt + ky)e, et B="——cos(Wlt 4+ KkY)Ey ...uuiiiiiii
w

E=FE, cos(wt + kz + ¢1)ez + Eo cos(wt + kz + @2)é,

Y - FEik N
B = =22 cos(wt + kz + pa)és — —— cos(wt + kz + ©1)ey
w w
[Entrainement 5.11) — Utilisation de ’équation de Maxwell-Faraday. 000
On rappelle I’équation de Maxwell-Faraday :
— > 9B
t(F) = ——.
rot(E) Y

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (sans champ statique).
- —
Déterminer I’expression du champ magnétique B associé a chacun des champs électriques E suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : Eg cos(wt — kz + p)e,

¢) En coordonnées cylindriques : ——
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B |[Entrainement 5.12] — Utilisation de 1’équation de Maxwell-Ampére. 000

BN > E
On rappelle I'équation de Maxwell-Ampere : rot(B) = o j + 80#0887'

On se place dans un milieu vide de charge et de courant (pas de champs statiques).

— —
Déterminer I'expression du champ électrique E associé a chacun des champs magnétiques B suivants.

a) En coordonnées cartésiennes : By sin(wt — kz + p)e,

B
¢) En coordonnées cylindriques : (27;)2 sin(wt)eg
T
|[Entrainement 5.13] — Détermination de E a partir de B. 00

Le champ magnétique créé dans un solénoide infini de rayon R, d’axe (Oz), comportant n spires par unité
de longueur et parcouru par un courant d’intensité électrique i(¢) dépendant du temps est

B = poni(t)e.

On rappelle que le champ magnétique a l'extérieur d’un solénoide est nul.

On rappelle les expressions de ’équation de Maxwell-Faraday sous forme locale et intégrale :
> 9B - - 0B
rot ¥ = et E-dZ:f// .

&)

ot

a) Par analyse des invariances, déterminer la ou les variable(s) dont dépend(ent) le champ électrique. On
adoptera les coordonnées cylindriques.

@r @0 @z @ret@

Le champ électrique E est dirigé selon ey.

En utilisant I’équation locale de Maxwell-Faraday, déterminer I’expression du champ électrique créé par le
solénoide dans les deux cas suivants :

¢) pour r > R sachant que le champ est continu .......................
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On souhaite retrouver ces résultats en passant par la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday.
Cette méthode nécessite de choisir une surface sur laquelle nous allons calculer le flux et la circulation.

d) En tenant compte de la direction du champ B et des dépendances spatiales du champ E , quelle surface
pouvons nous choisir ?

@ Une sphere de rayon r
@ Un cylindre de hauteur & et de rayon r
@ Un plan rectangulaire de dimension r X z

@ Un disque d’axe (Oz) et de rayon r

En utilisant la forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday sur cette surface, déterminer I'expression
du champ électrique créé par le solénoide dans les deux cas suivants :

€)  POUL 7" < G ettt et e et e e e e e e e

£) pour > ..o

Vecteur de Poynting

[Entrainement 5.14| — Vecteur de Poynting. 000

—> 1 > >
La forme générale du vecteur de Poynting vérifie : I = —E A B
Ho

Développer les vecteurs de Poynting pour les champs électromagnétiques suivants :

a) E:Eocos(wtsz+<p)e_x’etE:Bgsin(wtsz+<p)e_y’

b) E = E, cosh(Bz) exp(—at)e; et B = B, sinh(8z) exp(—at)e,

[Entrainement 5.15 — Vecteur de Poynting complexe. 00

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant 1'axe (Oz). Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

| Bx = Eoz cos(kz—wt+11)
E| E, = Eyy cos(kz—wt+ o)
E., =0

-
Le vecteur d’onde est noté k = ke, avec w = kc.

On travaille tout d’abord en notation réelle :

> EAE
a) Déterminer I'expression du champ magnétique B = ——— ......
w
o . - EAB
b) Déterminer lexpression du vecteur du Poynting IT = .
Ho
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On travaille maintenant en notation complexe :

¢) Déterminer I'expression du champ électrique E .................

d) Déterminer I'expression du champ magnétique E ...............

e) Déterminer I'expression du conjugué du champ magnétique E T

— —>%

E AN
f) Calculer les composantes du vecteur complexe ———— ..........

2 po
Conclusion : o . S s S o
- EAB ENB 2ENB EANB
g) On en déduit que <H> = vaut : S e )7
| Y @ (BLE) @ (EAEY @ (En
|[Entrainement 5.16| — Un bilan d’énergie. (]

On considére un condensateur composé de deux disques métalliques
de surface S, de rayon R, distants de L < R et séparés par du vide.
Lors de la charge, on suppose que, dans le systeme de coordonnées (+Q)
cylindriques, les champs électrique et magnétique régnant entre les

S
T
L
deux armatures sont : .\L
- Q(t)—> B _ Mo dQ _, (_Q)

E(t) = 5075 2 et B(T‘, t) = %Ereg.

On ne considére aucun courant de conduction dans cet exercice.

On considere que I'énergie stockée dans le condensateur est essentiellement sous forme électrique. La densité

5‘()17]2
volumique d’énergie électromagnétique s’écrit alors e = 5

a) Calculer I'énergie stockée £ = /// edr dans le condensateur sachant que 1’élément de volume dr, en

%
coordonnées cylindriques, vaut dr = rdrdf dz.

-~ EAB
b) Calculer le vecteur de Poynting I = enr=R ...
Ho
¢) Calculer le flux sortant ¢ = // I - dS a travers la surface cylindrique délimitant le volume entre
cylindre

les deux armatures.

d) Les résultats précédents permettent de déduire que :

(@) E+0=0 @54—%:0 @8—54—@%7: %Jr@:o
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e) On rappelle le théoréme de Green-Ostrogradski.

Soit 3 une iurface fermée de volume intérieur V, orientée vers l'extérieur par convention. Pour un champ
de vecteur A défini en tout point, on a :

#E .38 = /// div(A) dr.

En utilisant ce théoréme, quelle relation (appelée théoréme de Poynting) obtient-on ?

de 8<div ﬁ) 3(div ﬁ)
ot e Y ©er =5 =0
@%+divﬁ: @e—f—divﬁ:O

Réponses mélangées

LQ? k R dQ
47R*(a — bR? Null B in(wt — k € 5@ 6
"R (a R ) e 2e0S 0€ouow sm(w i go)e 25052Q dt ©

dir_, R ) L4y
_”Ond_;g% @ \/Eoomcosh( Eoltoaz) exp(—at)e, 1,1 x 1078 ~5 d_?

o div 7 4+ &g po 8“25, @ —wye, +wrey, @ 2we, Nulle @
rweg non E cos|wt — kxle, + Eg sinjwt — kzxlez Négative Nulle oui
1 .
M M- L - (EOZ el(k z—wt+p1) e_y’
rw Oui Nulle 1-T @ c )
1-T2 I-T3 By, ez i) 6—;)
Positi 1,1 x10'2  Positi 3a — 5br? 2Eq t)eg dt
ositive ,1 % ositive @ a — bbr e cos(wt)eg
1 ( ;
~(Eys e—l(k z—w t+1)1) e di
11x100 (@) e\’ v ‘T

_EOy e—i(k z—wt+2) e_z’) _Mon& 569 @ m

EOE cos(wt — kz + ¢)é, @ [i] 0 —/1,077,% R—Qe_é Positive
Qi R“é o dt 2r
—pon— 5@ Négative (b)  Negative - % cosh(Bz) sinh(8z) exp(—2at)é;
?I. TI?: Eg;/—;fgy e, % e, 47 R3(a — bR?) a;w
Lo div 7 + o % @ @ EZfO cos(wt — kz + ) sin(wt — kz + p)ez Positive

E
— 2% cos(kz—wt+1by) En
oui Eo\/Eopo sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e, EC
+2% cos(kz —wt + 1) &
c

By . Egg elFzwitvn) g . —Eg expli(wt + kz)]e,
k2013 cos(wi)e + By el(kzmwitve) g Négative +iEy expli(wt + kz)]e,

» [Réponses et corrigés page |311f
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EMV2 Fiche d'entrainement n°6 Electromagnétisme en régime variable

Induction

Fiche du « Cahier d’entrainement 1' année » pour se préparer
— Champ magnétique, Induction

Prérequis
Champ magnétique. Loi de Faraday. Orientation d’une surface a 'aide de
la régle de la main droite (régle du tire-bouchon).
Flux du champ magnétique ® = B.dS.
— S —> —
Force élémentaire de Laplace dFr, = id¢ A B. Loi des mailles.

Pour commencer

c‘;x [Entrainement 6.1 — Orientation d’une surface. 00

On associe a un contour orienté son vecteur normal en utilisant la régle dite de la main droite ou du
tire-bouchon.

Pour chaque contour I'; orienté suivant, exprimer le vecteur normal unitaire 7; de la surface qu’il délimite
en fonction des vecteurs €, €, €.

A) T et A) T o
D) M3 €)  TIB et
€) M3 et £) MG
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%& [Entrainement 6.2 — Orientation d’un contour. o

On associe & un contour orienté son vecteur normal en utilisant la regle dite de la main droite ou du
tire-bouchon. Quelle représentation du contour pourrait correspondre aux vecteurs suivants ?

La réponse peut étre « aucune » !

) I C) €y e
D) —Cp d) € e
LB |[Entrainement 6.3] — Varie ou ne varie pas? Telle est la question. 00

Soit un cadre de vecteur normal 77 et un champ magnétique B.

—
Dans les situations suivantes, le flux de B a travers le cadre varie-t-il au cours du temps ?

Répondre par « oui » ou « non ».

On rappelle que le flux est défini par ® = // B-dS.
s

a)

>

- . e e 3 e A
B est uniforme et initialement B A 7 = 0. Le cadre tourne autour d’un de ses cotés ...

— —
Le cadre pénétre dans une zone ot régne B uniforme. B et 7 sont colinéaires ..........

Le champ B (t) dépend du temps et est perpendiculaire & 7. Le cadre est fixe et indéformable.

7N

-
La surface du cadre diminue. Le champ B est uniforme, colinéaire de sens opposé a 7.

60
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Flux du champ magnétique

[Entrainement 6.4] — Flux & travers un circuit mobile (I). L
Y
On consideére un circuit carré de coté £ se déplacant a la vitesse U = ve, /
et dont le c6té droit est repéré par I'abscisse x. >
Un champ magnétique uniforme B = Be;, régne dans la zone comprise = U ®§
entret=0etxz=a>/. o
On oriente le circuit tel que 7 = —e.. x'c PN z
R a
Exprimer le flux du champ magnétique ® = // B+ dS en fonction de B, x¢, £ et a si :
s
a) T <0 ..o ) £<Te<A v,
b) 0<@e<l .ovvviiiiiiii... d) a<zc<a+l ..............
En déduire la dérivée du flux par rapport au temps en fonction de B, v et £ si :
e) <0 ... g) L< <A viiiiii
f) O<me<l ..o, h) a<azc<a+l ..............
[Entrainement 6.5 — Flux a travers un disque. o
On considere le systéme de coordonnées cylindriques (r,6,z) de base f
(€r,€8,€2). Soit un champ magnétique uniforme
’ - . I
B =Bycos(wt)e, sir<a et B=0sir>a. ﬁ(t) B-T
2 -h
Déterminer le flux ® du champ magnétique a travers un disque de rayon @
R d’axe z et de vecteur normal e, si : T Yy
a) R<a ............. b) R>a ..ccoovvnnn..

—>
On considére maintenant un champ magnétique B’ défini par

—>

B’(M):Bo(l—f)e_;sir<a et B =0sir>a
a

On désire exprimer son flux ® aussi & travers le disque de rayon R d’axe z et de vecteur normal e, .

c) Quelle sera I'expression de I’élément de surface dS du disque & considérer pour calculer le flux de B’ ?
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[Entrainement 6.6 — Flux a travers un circuit mobile (II). 0

Dans une zone de champ magnétique uniforme

—

B = Bez,

on consideére une spire orientée de rayon R en rotation
autour d’'un axe A perpendiculaire & 'axe (Oz) avec
une vitesse angulaire constante w.

a) Quelle est 'expression du flux de B & travers la spire & t quelconque? ...................

Exprimer le flux en fonction de B et R pour les différentes valeurs de wt suivantes :

T 27 117
[Entrainement 6.7 — Flux propre d’un tore. 00
Soit un tore d’axe (Oz), constitué de N spires carrées "Z
z JORS 7’ 7 L R d
de coté a. Le champ magnétique créé par ce dispositif —
est tel que
o MONI —>
B(M) = e
(M) omr 0 a

pour 0 < z < aoud<r<d+a, et nul sinon.

On désire, dans un premier temps, calculer le flux de
ce champ & travers une seule des spires. Le vecteur
normal & la spire est le vecteur eg.

a) Quelle sera la surface élémentaire dS a utiliser pour le calcul du flux ¢ = // B- dSeg?
s

(a) dS =drdz (b) dS =rdfdr (c) dS =rdfdz (d) dS =dfdz

b) Quelle sera l'expression du flux a travers une spire ?

a+d a 2T a
B poNIT . puoNI
@cp_// oo drxdz @q>_// 5740 x dz
r=d z=0 0=0z=0
a a NI at+d a NI
Ho Ho
b= dr x d =
(b) // o drxdz @) @ // o—rdf x dz
r=02=0 r=d z=0

c) En réalisant le calcul intégral, calculer ® ...........................

d) En déduire 'expression du coefficient d’auto-induction L défini par ®ore = LI, 01t Piope désigne le flux
du champ créé par le tore a travers ses N spires (aussi appelé flux propre).
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Lien avec I’équation de Maxwell-Faraday

[Entrainement 6.8| LY

Soient un champ électrique E = E(r)eg et un champ magnétique B= By cos(wt)e;. Tls sont reliés par
— 0B

I’équation de Maxwell-Faraday rot £ = o

On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques :

=7 (1814,3_81419)% <8AT_6AZ>H 1(8(TA9)_8AT)_,

rotA=\Tr "8 ) e e )t i Ty 90 )

r

a) Quelle est ’équation vérifiée par E(r)?

1d(rE(r)) . 1d(rE(r)) :

@ P By sin(wt) @ P Byw sin(wt)

d(E(r) _ : 1dE(r)

@ —— g = Bow sin(wt) @ 7 I Bow cos(wt)
b) En déduire E(r).
On prendra E(r =0) = 0.
Systemes d’équations couplées
[Entrainement 6.9 )

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, un étudiant obtient ce
systeme d’équations a résoudre :

Ri4+aBv=0
d
md—: —1Ba = myg.
a) Quelle est équation différentielle vérifiée par v ?
@ dv  a?B?%v B dv  a?B?%v B
at~ Rm Y at " Rm Y
@ dv n a’B%v _
a ' r 7
22
b) La dimension temps est notée T, la masse par M. Quelle est la dimension du coefficient ?
m

O (T
(b) 1 (T M
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[Entrainement 6.10] — Passage en complexe. 000

On considére un dispositif dont les équations mécaniques et électriques permettent d’établir le systeme
suivant, ou u est une tension :

Ri—&—L% —aBv=u
dt
dv

m— = —iBa — kz — hv
dt
dz

v=—.
dt
Les grandeurs ¢, u et v sont sinusoidales donc du type z(t) = X, cos(wt + ).

Leur grandeur complexe associée est du type z(t) = X, exp(jwt + ¢) et leur amplitude complexe associée
X = Xumexp(jp) (o j? = —1)

a) Comment s’écrit le systéme apres passage en complexe ?

RI+L1—aBV-U

Jw
(@) { jmwV = —Bal — jkwY — hV.
V=jwZ

RI + jLwl — aBYV = Uy, cos(wt)
1
®) {2V = —Bal —k—V —hV
Jw Jw
V=jwZ
RI +jLwl —aBV =U
1
(©) {jmwV = —Bal —k—V — hV.
V=jwZ

c) Quelle est I'impédance complexe Zo, = en éliminant V. dans les deux premieres équations du
systeme ?
L o’B?
@ Zg=R+ L+ —28
— jw  h+jkw =)

k
(b) Zeq=R+jLw+a232<h+j(mw—>>
i w

o?B?

Zog=R+jLlw+ ———
@—q L h+j(mw—%)

@ _ R+ jLw+ a®B?
= (hti(me = £))
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[Entrainement 6.11] — Bilan de puissance. 00

On considere le systeme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant avec la force électromotrice

induite e = — Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai et f une force exercée par un opérateur extérieur
e=FRi (EE)
dv
ml=f+ i (EM)

1
On rappelle que l’énergie cinétique de la barre est E. = Emv2 et que la puissance dissipée par effet Joule

est Py = Ri.

a) Exprimer, en fonction de R et 7, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie par 'opérateur fv en
fonction de E. et Pj.

On rappelle que (fZ(x))' =2f"(z)f(x).

Force de Laplace

[Entrainement 6.12] — Force de Laplace sur une spire rectangulaire. 00

-
Soit un champ magnétique B uniforme, et un circuit 1 rectangulaire parcouru par un courant 1.

Y Circuit 1
A
®B
S R
Vi |»
ey
P
N a Q - T
e €

Quelle est 'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion du circuit 1 en fonction de B,
a, i et des vecteurs unitaires du repére ?

e) Quelle est la résultante des forces de Laplace exercées sur le circuit 17 ....
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Qb

[Entrainement 6.13| — Force de Laplace sur une spire triangulaire. 00

Y Circuit 2
A
. = o . B
On considére un champ magnétique B uniforme et un circuit 2, triangulaire,
_—
parcouru par un courant . S

Quelle est I'expression de la force de Laplace s’exercant sur chaque portion ey A
du circuit 2 en fonction de B, a, i et des vecteurs unitaires du repere 7 R Q

e €
a) QR. ... b) RS .... c) SQ ....
[Entrainement 6.14| — Couple des forces de Laplace sur une spire. 00
z
Un circuit mobile C de surface S dans le- E;T CA‘

quel circule un courant d’intensité I est
soumis a différents champs magnétiques ‘ )
uniformes et constants produits par trois
bobines tels que :

x"://
—_—> —_—> —>
By =DBe; ; Bp=DBe; ; B;=DBe. By

On rappelle que le moment magnétique d’une spire M est défini par M =18 avec S son vecteur surface.

a) Exprimer le vecteur surface S en fonction de S et de la base (€2, €h,€2). vornnnn

Exprimer le couple des forces de Laplace FL =MAB que subit la spire C en fonction de S, I et B pour :

b) Bl C) BQ d) Bg

Les couples des forces de Laplace mettent la spire en rotation. Parmi les champs produits par les bobines,
déterminer a l'aide de la regle de la main droite celui qui provoque les rotations du circuit C données
ci-dessous.

e) La rotation de la spire autour de I’axe (Ox) dans le sens direct.

@E @EQ) @E; @aucun

f) La rotation de la spire autour de axe (Oy) dans le sens direct ?

@E @E’ @E;; @aucun

g) La rotation de la spire autour de 'axe (Oz) dans le sens direct ?

@E @E; @Eg @aucun
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Autour du rail de Laplace

Le rail de Laplace est un circuit constitué de deux rails conduc-

teurs paralleles horizontaux espacés d’une distance £ = 10 cm Yy T
sur lesquels repose une tige conductrice 7 de masse m = 10 g. T
Celle-ci glisse sans frottement sur les rails tout en leur restant
erpendiculaire. - v
perp D @ B s
On repére la position z de la tige sur 'axe (Oz). On suppose
que les rails conducteurs et la tige ont une résistance nulle.
L’ensem@}e est soumis a un champ magnétique uniforme per- z Q T
manent B = Be,, avec B = 1 T. A I'instant initial, la tige est 0
lancée & une vitesse U (t = 0) = vpe,.
Le composant D est un dip6le dont la nature sera indiquée dans les exercices suivants.
[Entrainement 6.15] — Rail de Laplace (I). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est une résistance R. On peut établir 'équation électrique (EE) et
Péquation mécanique (EM) suivantes :

Blv = Ri (EE)
dv
— = —-B#i (EM
my i (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t) ...................o...

b) Quelle est 'expression de la vitesse v(t) ?

mR BQEQ
® e~ i) © nwen(- )

[Entrainement 6.16] — Rail de Laplace (II). 00

Dans cet entrainement, le dipdle D est un générateur de tension non idéal (constitué d’un générateur de
tension idéal de force électromotrice E en série avec sa résistance interne 7). On peut établir 'équation
électrique (EE) et I’équation mécanique (EM) suivantes :

Btv(t)+ E=ri (EE)
mdz—(t” — _Bli (EM)

a) Déterminer 1'équation différentielle vérifiée par v(t) ................... ...

b) Quelle est I'expression de la vitesse limite vy, atteinte par la tige? .......

Fiche n° 6. Induction 67



[Entrainement 6.17| — Rail de Laplace (III). 00

Dans cet entrainement, le dipole D est une bobine d’inductance L = 0,5 H et de résistance r = 1 .

On peut établir I'équation électrique (EE) et 1’équation mécanique (EM) suivantes :

Boo =19 Ly (mR)
dv )
M = —DBi(t) (EM)

a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par i(t) ................cooont.

b) Quelle est 'équation caractéristique associée a 1’équation différentielle vérifiée par i(t) ?

T B2¢?
(a) 2* + T =0
2+ £z + B¢ =0

r mL

L B2¢?

¢) Comment peut-on qualifier le discriminant associé & ’équation caractéristique ?
@ Il est strictement positif.

@ Il est nul.

@ 11 est strictement négatif.

d) Quelle est 'expression de i(t) ?

Les nombres « et 3 sont réels.

. /72 3252 . B2g2
a ae<7ﬁ+% - ) 56(7ﬁ7% iz )t

r 1 B2y? 1 B2y?
— =t
@e oL <acos< Iz 4mL >+Bsm< Iz 4mL t>>

@ (oz—i—ﬁt)e_ﬁt
. 1 [ B2 2 1 [ B2 2
— ¢t .
@ e <a605<2 e ‘th>+55m<z 4mL_L?t>>
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|[Entrainement 6.18 — Equations différentielles.

On consideére un circuit constitué d’un générateur de force élec-
tromotrice constante F, d’un dipole et d’une tige mobile T de
résistance R repérée par la coordonnée x sur 'axe (Ozx), plongé
dans un champ magnétique B. On oriente le circuit dans le sens
horaire.

On admet que le principe fondamental de la dynamique appliqué
ala tige T selon I'axe (Ox) permet d’écrire la relation m@ = iaB.
De plus, la force électromotrice induite est e = — Bai.

On étudie les cas ou le dipdle correspond a ces trois montages
suivants.

Dipdéle 1 Dipdle 2 Dipdle 3
C

.

a) Quel sera le montage complet en tenant compte de la force électromotrice induite e ?

di

du
¢) Exprimer — en fonction de B, a, m, R,ietde — .........

dt dt

d) Donner 'équation différentielle vérifiée par i pour le dipdle 1.

A

> <

.

¢
0
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Autres entrainements

[Entrainement 6.19] — Vitesse limite. o

L’expression de la vitesse v(t) d’une tige sur des rails de Laplace a pour expression

=20 £ o-t).

a) La dimension temps est notée T, la longueur par L. Comment s’écrit la dimension du coefficient 7?7
@ 1 @1
® @11

[Entrainement 6.20] — Un systéme couplé. 00

Apres écriture de la loi des mailles et de la relation fondamentale de la dynamique, on obtient le systéme
suivant :

Rz—i—L% +aBv =0
m@—iBa m
at -9

a) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par v(t)?
@ Rdv aBo_ Ry
dt2 " Ldt  Lm L
d?>v Rdv a’B?>v Ry
dt L dt Lm L
@ P Bd B Ry
dt2 " Ldt Lm L

R
b) La dimension temps est notée T, la longueur par L. Quelle est la dimension du coefficient Tg !

(a)1 (oLt 1°
(b) L-T7? (L1772
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[Entrainement 6.21] — Force de Laplace.

Soit une bobine de N spires de rayon R d’axe (Oz) et soumise a un
champ magnétique extérieur radial Bey; = Be, dans le systéme de -
coordonnées cylindriques.

a) Donner I'expression d’un élément de longueur d¢ de la bobine.

(a) dr (b) dz (c) da (d) Rde

(@) [Entrainement 6.22] — Choix du sens du courant induit. o

Soit un circuit électrique de surface S = 500 cm?, composé d’un générateur idéal délivrant une tension
FE =200mV et un résistor de résistance R = 5k¢).

N t_,
Il est plongé dans un champ magnétique tel que B = B—e, avec B =2T.
T

On prendra 7 = 1s.

Y ET() R| | |u

z xT

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens horaire.

a) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport & E ?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

b) A partir de la regle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (e, €,,€,).

¢) Exprimer le flux magnétique ¢ traversant le circuit en fonction de B, ¢, 7 et S.

d) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......
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e) Quelle est la valeur de la tension u aux bornes du résistor? ..................

On choisit d’orienter le courant induit 4;,q dans le sens anti-horaire.

f) Dans quel sens est orientée la fleche de tension de la fém e induite par rapport a E?

@ dans le méme sens @ dans le sens opposé

g) A partir de la régle de la main droite, exprimer le vecteur surface du circuit S en fonction de S et des
vecteur de la base (&, €,,€,).

i) Exprimer la fém e apparaissant dans le circuit en fonction de B, 7 et S ......

j) Calculer la valeur de la tension u aux bornes du résistor .....................

[Entrainement 6.23] — Un bilan de puissance. 00

On considére le systéme d’équations électrique (EE) et mécanique (EM) suivant, avec la force électromotrice
induite e = —Baw, la force de Laplace de valeur f;, = Bai, la force de rappel d’'un ressort de valeur —kx
et une force de frottement fluide de valeur —aw :

E+e=Ri (EE)
dv
&k EM
me fo—kz—av (EM)

1
On rappelle que l’énergie cinétique de la barre est E, = imvz ; que la puissance dissipée par effet Joule

1
est Py = Ri?; que l’énergie potentielle de la barre est E, = gka ; enfin, que la puissance dissipée par

frottements est Py = av?.

a) Exprimer, en fonction de E, R et i, le terme Bavi a partir de e dans (EE).

¢) Egaliser les expressions obtenues en a) et b) pour exprimer la puissance fournie Ei en fonction des
grandeurss E., Pj, E, et Ps.

On rappelle que v = &.
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Réponses mélangées

t
. e -= N
oui xo + Ba t+7e T —7T @ ibBe, —B(a— (z.— )¢ @
@ —iaBe, 300 mV oui dS =rdodr [ —BES —e,
T
d%i(t) rdi(t) B¢ - R
r (1) = ~IB E — Bai — Ri
oo Py e T T TR
v(t v
t)=— e’ — = €y —Buvl
” mr\;)_( ) - non ; Se \/gt + v €y v
2 — — 2 — —
()  BrR?coswt) (d)  Buf i73aBe_x’ ) 27‘('30% ;’BWR?
non  —-BZ ()  —iB2rRN&l  —ibBe; 0 mR By cos(wt)
—aBI = = BrR? dFE,

@ non m €y IBS@Z @ - 9 dt +PJ
di (Ba)®? 1. BS wolN?a d+a di  (Ba)?. BSt
= —|i= 22 1 = — 220

Rdt+< +C'Z 0 T o\ d Rdt+ m 0 T
(@ aweme  —R* 0 0 -Se Ei-R*® & iaBg (D
dv , , dE. dE,
@ R:ER—i;kxv—i-av @ @ oui 0 ?—;F +:f+PJ
— polN1La +a
271'30( 3a> @ @ Se, muv f o ln( 7 >
A2 _di [ (Ba)® 1 (Ba)? di
P di Y. _ _(Ba)” . di
® © ©® dt2+Rdt+< m o) T
B
— Bzt @ BrnR? 7102 By, cos(wt) Bow sin(wt)g —iﬁaBe_z’ —TS

» |Réponses et corrigés page [321|
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EMV4 Fiche d’entrainement n°7 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques I

Prérequis
Pour une onde plane progressive monochromatique : A =c¢/f et f =1/T.
Equations de Maxwell dans le vide :

(Maxwell-Gauss)
(Maxwell-Thomson)

s &
< <
ol )
([
e 9

Tt E = —88—13 (Maxwell-Faraday)
ot B = uoaoaa—f (Maxwell-Ampére)

Formules d’analyse vectorielle, en coordonnées cartésiennes :

QA  0A,  0A.
dvAd=5*%, T 5

= 0A. 04, e_,+(8Az_8Az)e_,+ 04y 0As o
—\ 9y 0z * 0z oz )Y ox dy §
RA = AA,E2 + AAE) + AALE
v v

Av= — + — + —
Y 8x2+8y2+8z2

Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 x 10°m - s~ *

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 100"H -m™*

— Permittivité du vide : eg = 9 X 107 2F .- m !

Calculs numériques

(@) [Entrainement 7.1 — Fréquence, longueur d’onde, vitesse de propagation. o

Calculer, avec un chiffre significatif, les grandeurs suivantes :

a) la vitesse de propagation des ondes electromagnétique dans le vide ¢ =

1
VvV Ho€o

b) La fréquence f d’une onde de longueur d’onde dans le vide A = 600nm ..........

¢) La longueur d’onde dans le vide d’une onde de fréquence f =3GHz .............

d) La période d’une onde de longueur d’onde dans le vide A\=3pm ................
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(@) |[Entrainement 7.2 — Combat de grandeurs (I). 0

On considére un pointeur LASER emmettant une onde représentée par son champ électromagnétique

— - E
E(M,t) = Egcos(wt — kz)&Z et B(M,t) = —— cos(wt — kz)e,,
C

avec Fy = 100V -m~! et une ampoule classique a filament de puissance lumineuse égale & 100 W.
Le faisceau LASER est un cylindre de section S = 1,0 mm?.

EANB
to

a) Expliciter la puissance moyenne surfacique (P) = < // -ds >, avec 11 =

On rappelle que {cos®(a)) = 1/2 si o dépend du temps .............ccccoeveiinni...

b) Calculer numériquement la puissance moyenne du LASER, ......................

¢) Qui de 'ampoule classique ou du LASER est le plus puissant en moyenne? ......

(@) |[Entrainement 7.3 — Combat de grandeurs (II). L)
On souhaite comparer le champ magnétique terrestre égal & 5 x 107° T & une onde radiofréquence repré-

sentée par son champ magnétique B (M,t) = By cos(wt — kz)e;, de puissance moyenne 1 W.

E
Le faisceau a une section S = 1m?. On rappelle que dans ce cas By = = ot Ej est la norme du champ
c

électrique de l'onde plane.

E2S
a) Exprimer By en fonction de la puissance moyenne rayonnée (P) = 5 O
Hoc€
b) Que dire du champ magnétique de 'onde radiofréquence ?
@ Il est plus intense que le champ terrestre. @ Il est du méme ordre de grandeur que le

champ terrestre.

@ Il est moins intense que le champ terrestre.

Dérivées partielles et opérateurs

L [Entrainement 7.4 — Calculs de dérivées partielles (I). 00
On considere le champ électrique suivant : E (M,t) = Ey cos(wt — kz)eZ. Calculer
OF O°E
T d) =5 o
) ) B
OF )
b) % ............... e) W ..............
| o
By

Fiche n° 7. Ondes électromagnétiques I 75



Qv

[Entrainement 7.5 — Calculs de dérivées partielles (II). 00

On considére le champ magnétique suivant : B (M,t) = By sin(ﬂ) cos(wt — kx)e,. Calculer
a

o
a Bp TCTTTTTTeTereeTeeereeereseeiii
0B
D) o
) ox
) oB
C) o
dy
B
A) o
) ot?
o ¥}
gl CCCTCTTTTeTtTeeeereeeeseseeseiii
2—)
o .
Oy?
|Entrainement 7.6| — Calculs d’opérateurs vectoriels (I). 00

On considére le champ électrique suivant : E(M ,t) = Eg cos(wt — kx)e,. Calculer

a) div B

D) TObE o

c) R o

|[Entrainement 7.7| — Calculs d’opérateurs vectoriels (I). 00

On considere le champ électrique E(M ,t) dont les composantes sont données par
E,=0
E,=E, cos(%) cos(wt — kz)
E, = aFy sin(%) cos(wt — kz).

Calculer :

a) div B
D) TOLE o
c) AE
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B |[Entrainement 7.8 — Equation de propagation. 00

On cherche dans cet entrainement a démontrer 1’équation de propagation des 0n_d>e5 électromagnétiques
dans le vide. On rappelle pour cela la formule du double rotationnel d’un vecteur A :

rot(rot A) = grad(div A) — AA.
a) En utilisant ’équation de Maxwell-Faraday puis celle de Maxwell-Ampére, on montre que

BRI PE
rot(rot E) = g

Quelle est 'expression de o ?
1
@Oé:MOEO @a: @04:—#060

b) En utilisant I’équation de Maxwell-Gauss et la formule du double rotationnel, établir une seconde

expression de rot(rot E)

—_— >
¢) En égalisant les expressions de r??c(rot E) obtenues aux questions précédentes, on obtient 1’équation de

: >>  10°E
d’Alembert AE = ?ﬁ

Exprimer ¢ en fonction de €y et pg

Solutions de ’équation de propagation

[Entrainement 7.9] — Représentation d’un signal. o

On considere trois signaux :

e signal n°1 :

t il
E(xg,t) =2+ cos <27rT) avec Ty =55 2
1
e signal n°2 : = SCLEL N Lemmnal
t T 5 0 N "o s~~ "¢ .
E(xg,t) =0,5cos| 2n— + — | avec T, = 4s & Tavae vaaie
T 2
e signal n°3 : 9l
t
E(zg,t) = 0,5 cos (27r + ﬂ-) avec T3 = 2,55
T 2
: . : : 0 2 4 6 8
On donne ci-contre leurs représentations graphiques
. , . t(s)
(& xo fixé, en fonction du temps).

a) A quel signal la courbe en traits pleins est-elle associée ? ..........iiei i

b) A quel signal la courbe en tirets est-clle associée ?

c) A quel signal la courbe en pointillés est-elle asSOCIEE? . ... ..eeee e,
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[Entrainement 7.10] — Caractérisation d’une onde. 00

Dans chaque cas, dire si I’onde représentée est progressive (c’est-a-dire de la forme f(z — ct) ou g(x + ct))
et/ou harmonique (dont la dépendance temporelle sinusoidale).

a)

E(LE, to)
=
E(x,ty+ At)

E(i&to)
8
E(I7 to + At)
8

E(iL‘, to + QAt)
8

E(l'7 t() + 3At)
8

Bz,
<>
—
—
—
Bt + A1
—
—
[
——
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[Entrainement 7.11] — Onde représentée par son champ magnétique. 00

On étudie une onde électromagnétique dont le champ magnétique s’écrit :

E(M, t) = Boexp(—(t/7 — x/8)*)u,

Choisir la représentation qui convient :

o o
m::
[Entrainement 7.12] — Onde électromagnétique dans un guide d’ondes. 00

Soit une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par :
E = Eqcos(az) sin(wt — kxz)e,

ou Fy et a sont des constantes. On rappelle ’équation de propagation d’une onde électromagnétique dans
le vide, aussi appelée équation de d’Alembert :

=l

82

RE =55,

1
2

D

a) Calculer R

2—)

b) Calculer vE

PR sans utiliser I’équation de d’Alembert ............................

¢) En utilisant ’équation de d’Alembert, exprimer k en fonction de w, v et ¢ .......

w
On rappelle qu’il y a dispersion si la vitesse de phase v, = ¥ de I'onde dépend de w.

d) Y a-t-il dispersion 1617 ...t
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[Entrainement 7.13] — Onde sphérique progressive. 00

— a _
On considére le champ électrique sphérique suivant : E(r,t) = — cos(wt — kr) ég.
r

On rappelle I'expression du rotationnel en coordonnées sphériques :

L 1[(0(in0A,)  0A\L  1[ 1 04, O(A)\_ 1[/0(rdy) 0A\_,
rot A = ( 26 90 >6’“ (sin(e) o0 o )T \Tar " ae )

r

r

a) Calculer le rotationnel du champ E.

¢) Indiquer les caractéristiques de la structure de ce champ électromagnétique :

@ L’onde est transverse.
@ L’onde est longitudinale.
@ Les vecteurs (7;, E , E) forment un triedre direct.

On attend plusieurs réponses.

Entrainement 7.14] — Onde dans un guide d’ondes. o
I g

On consideére le champ électrique suivant :

E(x, z,t) = Ey sin<ﬂ> cos(wt — kz)e,,.
a

a) Exprimer les valeurs de z pour lesquelles le champ E s’annule.
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gla

[Entrainement 7.15| — Onde plane en notation complexe. 00

On consideére le champ électrique complexe polarisé rectilignement suivant :

-

E=E, exp(j(wt — kyx — kyy — kzz))e_; et ¥ = kyeq + kyé, + k€.

Calculer :

a) la dérivée temporelle de B o

b) la divergence de B oo

¢) le rotationnel de B o

d) le laplacien vectoriel de E ..........................................

Attribuer alors a chaque opération de dérivation ci-dessous ’expression qui lui est associée.

@ —ik-E (b) ~k*E (© —ik AE @ jwE

OE o

€) TOtE o

) g) rotkE
) AIVE oo h) AE oot
[Entrainement 7.16] — Vitesse de phase et vitesse de groupe. 00
On considére une onde plane progressive harmonique pour laquelle la pulsation w et le vecteur d’onde k

. . . . wr—wi .
vérifient la relation de dispersion k£ = ——— ol wy < w une constante positive.

c

w
a) Exprimer la vitesse de phase v, = i’ de cette onde.
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Puissance et énergie des ondes électromagnétiques

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ wey, sont respectivement définis par :

E N § 50E2 32
et Wem =

i = =
Ho 2 2410

[Entrainement 7.17| — Puissance d’une onde plane progressive.

On consideére le champ électromagnétique plan progressif monochromatique suivant :

= — 3 E —
E(y,t) = Egycos(wt — ky)e, et B(y,t) = 70 cos(wt — ky)e,.

a) Calculer le vecteur de Poynting ..............................

b) Calculer I'énergie volumique électromagnétique ..............

[Entrainement 7.18] — Puissance d’une onde sphérique progressive.

On considére le champ électromagnétique sphérique suivant :

E(r, t) = a4 cos(wt — kr)eg et B(r,t) = e cos(wt — kr)eg.
r cr

a) Calculer le vecteur de Poynting .......................

b) Calculer I’énergie volumique électromagnétique ........

c) Calculer la puissance rayonnée P = // T - dS & travers une spheére de centre O et de rayon r.

[Entrainement 7.19| — Puissance d’une onde dans un guide d’ondes.

- T N
On consideére le champ électromagnétique dans le vide suivant : E(x, z,t) = Ey sin(—) cos(wt — kz)ey,.
a

a) Calculer le champ B associé & l'aide de I’équation de Maxwell-Faraday.

b) Calculer le vecteur de Poynting. .......................

¢) Donner la moyenne temporelle du vecteur de Poynting.

1
On rappelle que {cos?(a)) = 3 si « dépend du temps. .....
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Autour de la polarisation

[Entrainement 7.20| — Polarisation rectiligne et circulaire.
On considere les champs électriques, de période T, en représentation réelle ou complexe, suivants :

—- Eq cos acos(wt — kz)e, Yy
E = ‘ &
Eysina cos(wt — kz)e, R
.7k .
o Eqcos(wt + kz + a)e, / E
E2 = . _ |/ a \
Eysin(wt + kz + o)ey ! }
\ O EO’ xT
\ /
E, = Eyexplj(wt — kz + )] (e — jey) . g

—>

—FEysin(wt + kz —
osin(wt + kz — a)ey Ces champs sont tous représentés a t = 0 et z = 0 par

— {EO cos(wt + kz + a)e,
E, =

la figure ci-dessus.
ou Ej est un réel positif.
Indiquer, pour chaque champ, le type de polarisation et la direction de propagation parmi les cas suivants :
@ Circulaire gauche se propageant selon —z

@ Rectiligne se propageant selon +z
@ Circulaire droite se propageant selon +z

@ Rectiligne se propageant selon —z

@ Circulaire droite se propageant selon —z

@ Circulaire gauche se propageant selon +z
a) Pour By oo c) Pour Eq ..o
b) Pour Ey ...ooovviiiiiiiii... d) Pour By ..ooovvviiiiiiii...
Parmi les représentations suivantes, en z = 0, laquelle représente :
Yy > Y Y Yy
,//EO \\\ ,// EO\%\ ,//EO \\\ ,//EO \\\
I// \\ /// — “F\\Oé I// T+« \\ I// \\
7TI+ @ \1 ! \1 ! /‘\ \1 ! O \1
I‘\ O Ep * \ Y Ey, * I‘\ N O Ey * | J Eo,
E) \\ // \\ // \\E // \\ ™ //
I I I R \éf!x
® ® © @
— T — T
e) le champ E tzg,z:o g) le champ Eq t:Z’Z:O
— T — T
f) le champ Es t:§,z:0 h) le champ Ey t:Z’ZZO
83
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Réponses mélangées

2

ak N . c w
o cos(wt — kr)e, —jkzE, v, = —wo2 k2 — = o
()
w
—ik. E e, + jkyE e. 1x107%0s —wEgsin(wt — kz)e, 5 x 10 Hz

Vg =cC 1—<ﬂ)2 signal n° 2 @ @ z:ct—(2p+1)% @

w 2
—E cos(wt — kz) ((—) + k2) X L
@ @ Progressive 1x107 " m

a
(cos(w—y) +a sin(w—y>)e_;
a a

(@), (©) et (e) —k2E —k?By sin(%) cos(wt — kx)es ak sin(wt — kr)eg

r

0 © T =qa Progressive et harmonique © @ ©

it sin(ﬂ) [% sin(?) cos? (wt — kz)&2

2
e0 B2 cos? (wt — ky) - (z) By Sin<ﬂ) cos(wt — kz)e,
a a

1 2p0(P) T Y N EZS
- By =1/ T By cos( ™Y t— ka)e
@ c — 0 s o Do cos( . ) cos(w x)e Syi0c

@ Ampoule classique signal n° 1 @ kEq sin(wt — kx)e,

Stationnaire, donc 9 . (Y R
@ . . —w*By sm(—) cos(wt — kx)e;
non progressive et harmonique a

Ey sin(l—y) ( - g cos(wt — kz) Ey cos(%) (ga cos(wt — kz) ocE2 i (H>e_;
+kasin(wt — kz)) —ksin(wt — kz))e_; 2
foca” g2 kr)e 2F k)& A
2 C08 (wt — kr)e, @ —w?Ey cos(wt — kx)e, 1x 10
E
= [ - ksin(ﬁ) cos(wt — kz)e,
“ a —kEysin(wt — kx)e; (1) Oui
7r TLY . R
—— cos(—) sin(wt — kz)ez]
Yy a a — TY
k By sin(;) sin(wt — kx)e, ) k*Eq cos(wt — kx)e, —wBy sin(;) sin(wt — kx)e,
—k?Eq cos(wt — kx)e; jwE dregea® cos® (wt — kr) 3x10%m-s~!
2 —> — —
EOT—Z cos? (wt — kr) —-AE —(@*+EHE signal n°3 0 gocE] cos® (wt — ky)e,

» [Réponses et corrigés page |329
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EMV5 Fiche d'entrainement n°8 Electromagnétisme en régime variable

Ondes électromagnétiques 11

Prérequis
Maxwell-Gauss (M-G) Maxwell-Thomson (M-T)
divE = 2 divB=0
€0
Maxwell-Faraday (M-F) Maxwell-Ampére (M-A)
IREZ—%—? HE:NO?"‘EONO%_?
Relation entre ¢, po et o Loi d’Ohm locale
€0 ,uoc2 =1 i =~E
Pour bien commencer
c‘;x [Entrainement 8.1 — Vecteurs orthogonaux ou colinéaires. o
—>
Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs @, b et € sont cohérents avec les équations fournies.
Répondre simplement par « oui » ou « non ».
a) @-b=0et@-C=0 b) TAL=7C ) GAb=0et@-C=0
s 3 3
¢ @
a
c a c
a.;x [Entrainement 8.2 — Dériver des exponentielles complexes. o

Etablir une relation de dispersion liant k & w pour chaque équation différentielle.

On s’appuiera sur un champ électrique de la forme :

E(z,t) = Eyexpli(wt — k2)]en.

E 0
ot? 0z
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[Entrainement 8.3] — Conservation de la charge.

On considére dans un plasma « dilué » une onde électromagnétique de fréquence sufﬁsamrll)ent élevée, ce
—
qui simplifie I’écriture de la densité volumique de courant en notation complexe j = a(w) E.

En régime sinusoidal forcé, I'équation de conservation de la charge s’écrit iwp + div z =0.

a) Etablir une relation entre P, aetw

N ¢?
b) En tenant compte de I'expression de la conductivité complexe o = - et en introduisant la pulsation
imw
2
plasma w, = {/ ——, établir une relation liant w, w, et p ..................
meog -
[Entrainement 8.4] — Expression du vecteur d’onde. 000
On considere une onde plane progressive monochromatique polarisée rectilignement et caractérisée par le
2
— w, T
champ électrique complexe : E = Eq expli (wt — k z)] e. On pose ap = ng{:‘o =L 5
Mo €

Cette onde se propage dans un métal réel de conductivité a. On admet que la relation de dispersion est

2
kzz% 1+i

Dans les différents cas, déterminer ’expression de k.

a) WK =<KWy «on...
b) —<w<wp oo
[Entrainement 8.5 — Vitesse de phase.

wr(l—iwT)

2.2
pr

] |

Dans un milieu de propagation, les vitesses de phase v, et de groupe v, d'une onde sont définies par

Vo

) —<Kwp<Ww .......
d) —<wp<Kw ......
00
dw
et vg:@,

ol k' est la partie réelle du vecteur d’onde E Dans un plasma, la relation de dispersion s’écrit

oll wy, est une constante.

a) Exprimer la vitesse de phase v, lorsque w > w,

b) Exprimer la vitesse de groupe vy lorsque w > wy,

86

Fiche n° 8. Ondes électromagnétiques 11



Energie et puissance

L |[Entrainement 8.6] — Vecteur de Poynting et énergie du champ. 00

On considere un champ électromagnétique dans un milieu d’indice réel n défini par

= Ejcos(wt — kz)e,

=

et ="g, cos(wt — kz)e,).
c

Le vecteur de Poynting I et I’énergie volumique du champ we,, sont définis par

EAB 0B  B?
et Wem = +

= —.
Ho 2 2p0

a) Exprimer le vecteur de Poynting ...................cool

b) Exprimer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting .. ...

¢) Déterminer 1'énergie volumique associée a onde .............

d) Exprimer la moyenne temporelle de I’énergie .................

“.;,L [Entrainement 8.7| — Puissance dans un conducteur. )

On considere une onde dans un conducteur d’épaisseur de peau §, de conductivité réelle v, vérifiant

E = Eye~ % cos(wt — %)e‘y>

et B= %exp<f%) [sin(wt - %) +cos<wt - %)]e_z’

Le vecteur de Poynting I et la puissance volumique perdue par effet Joule p; sont définis par
EAB
Ho

0= et pyj=j-E.

a) Exprimer la moyenne du vecteur de Poynting.
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[Entrainement 8.8 — Vecteur de Poynting en notation complexe. o

En notation complexe, la moyenne temporelle du vecteur de Poynting pour des ondes planes progressives
monochromatiques est donnée par

)

(1) - ME2D

olt le symbole * désigne la conjugaison complexe. On considére un champ électromagnétique dans un milieu
d’indice complexe n défini par

Déterminer la moyenne du vecteur de Poynting ..................

Manipuler les équations de Maxwell

[Entrainement 8.9| — Relation de dispersion. o

On considere ’équation de propagation complexe dans un plasma

-~ 1 9%E aj
AE= 5 5 Mo

Le champ électrique qui se propage dans le plasma vaut : E = Ep expli (wt — k z)] e, avec k= ke..

2
— — nes —
En tenant compte de ’expression du vecteur densité de courant j = a F = - E, établir ’équation de
= iwm
2
ne
dispersion, liant k, w, c et wfj = —.
meo
|Entrainement 8.10| — Etablir une équation d’onde. 00

On considere un milieu ohmique localement neutre tel que : p = 0 et 7 = ’yﬁ . On pourra utiliser la relation
rot(rot E) = grad(div E) — AE.

a) Exprimer I’équation de Maxwell-Gauss modifiée.
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[Entrainement 8.11] — Vérification des équations de Maxwell (I). 00

Nous nous plagons dans le vide (p = 0 et 7 = 6) et nous supposons que E et B s'écrivent

E(z,t) = Eqcos(wt — kz)e2

oo

kE,
et (z,t) = 2 cos(wt — kz)e; avec k=w/c.
w

a) Le champ électrique vérifie-t-il ’équation de Maxwell-Gauss? ..........................

b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils I’équation de Maxwell-Faraday? ......

¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils 'équation de Maxwell-Ampere? ......

d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................

[Entrainement 8.12] — Vérification des équations de Maxwell (II). 000

Nous nous plagons dans un plasma avec

— &
L(Z,t) =-i

avec w > wp et nous supposons que

E(z, t) = Eyexpli(wt — kz)]e,

= kE
et B(zt) = —2 expli(wt — k2)]e; avec k=w/c.
w

a) Le champ électrique vérifie-t-il ’équation de Maxwell-Gauss? ..........................

b) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils I’équation de Maxwell-Faraday ? ......

¢) Les champs électrique et magnétique vérifient-ils ’équation de Maxwell-Ampeére? ......

d) Le champ magnétique vérifie-t-il 'équation de Maxwell-Thomson? .....................
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Différentes familles d’ondes

[Entrainement 8.13] — Onde progressive ou onde évanescente. 00

Nous nous intéressons a un champ électrique de la forme
E(z,t) = Eyexpli(wt — kz)le;  avec k=K +ik”

ou k” < 0.

Pour chaque relation de dispersion, déterminer si le champ électrique se présente sous la forme d’une onde
@ progressive E(glc7 t) = Egexpli(wt — k'x)]e;
@ évanescente E(z,t) = Eo exp(k™z) exp(iwt)e2

@ progressive atténuée E(I, t) = Egexp(k”z) expli(wt — k'z)]e;

w
Y T
c
, w?— wg
b) k*= BVEC W S W e vttt ettt ettt ettt e
o2
, w?— wg
c) k°= BVEC (W < W« eveene et e ettt et e e e
2
[Entrainement 8.14) — Courbes et expressions. o

=
Dans chaque cas, relier a 'expression de E fournie, la ou les courbes qui lui correspondent.

Courbe 1 Courbe 2

E N
|

P Courbe 3 B Courbe 4

v/\/\ T T

a) E(m, 1) = Ecos(Wt — KT)EL oottt

b) E(x,t) = Egcos(wt) exp(—kz)es avec k> 0 «..oveeee

c) E(m,t) = FEycos(wt — k'z) exp(—k"x)e; avec k7 >0 ....oooiiiiiiiiiii
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gv

Réflexion et transmission

|[Entrainement 8.15 — Coefficients de réflexion et transmission en amplitude. 000

On considere les champs {E:, El} dans le milieu d’indice n; en incidence normale sur un dioptre x = 0
produisant les champs réfléchis {E,., B} dans le milieu d’indice n; et transmis {E;, B;} dans le milieu
d’indice ny tels que :

E, = E, cos(wt — k1x)e, E, = rEqycos(wt + kix)e, B, =tE, cos(wt — kox)éey,

- E N - E N - tE .

B, = Sl cos(wt — kix)e; B, = _mrro cos(wt + kix)e; B, = n2tfo cos(wt — kox)e,
c c

a) Les relations de continuité des champs entre les milieux 1 et 2 imposent El = Eg et B 1= E;

En déduire deux relations entre 7, t, ny et no ..............

b) En déduire l'expression des coefficients r et ¢ ..........

[Entrainement 8.16] — Coefficients de réflexion et transmission. o

Un dioptre en = 0 sépare du vide d’indice

ny = 1 pour x < 0 d’'un plasma d’indice réel n n
ny pour x > 0. On rappelle les coefficients de & vide plasma
réflexion et de transmission en amplitude (r,t) . 3
g 27
(]
r= E@=0)_m —n & 11 - L
Ei(x=0) ny+ns .% 01
= - F
e Ey(z=0) 2m E ¢
2( — O) ni + n2 ‘i
o
et en puissance (R, T) %
<
(]
=|r)? et T_|t|2”2 ~-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 Tenm
ny

a) Donner la longueur d’onde dans chaque domaine ......

b) A l'aide du graphique, évaluer 7 et t ..................

¢) En déduire l'indice ny du plasma ......................

d) Calculer les coefficients Ret T ............c.cooia...
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[Entrainement 8.17] — Coefficients de réflexion et transmission en puissance. 000

En notation complexe, pour des ogdes planes progressives Lnonochromatiques de vecteur d’onde El per-
pendiculaire au champ électrique E, le champ magnétique B associé est
> kG AE
E = = L —,
N Re(E* A B)
e
et la moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donnée par ﬁ> = #

On rappelle la relation d’analyse vectorielle ¥ A (T A W) = (W + W)V — (U« V).

a) Calculer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting ......

Ce champ, en 1n01dence normale sur un dioptre, donne lieu a un champ réfléchi de coefficient d’amplitude
r de vecteur d’onde — k 1 ainsi qu’a un champ transmis de coefficient d’amplitude ¢ de vecteur d’onde k2

b) Exprimer les puissances réfléchie et transmise.

<H7“> et T'=~—- ..........

¢) En déduire l'expression de R = —
(I) (ID)

Réponses mélangées

w? —w? eoE? |E|? - «
2 _ 2 00 2 = = 1 -
© = ) @ g Re(1) £(60+1w)
1 8 w2 r+l= ¢ k
oui —et — iwp(1-—=1]=0 Ir|? et |t|* Re( =2
9 9 w ny —rng = tne E,
3 E 2 w2
i Vw2 —w? non non k= = 1Eo® Re(n)es vg=rcqy|l—-2L non
c P @ 2ppC Wp
Ny —"n2
E? n E? -
oui i Ve 2m et 4m non e let?2 IR0 -%
2uoc b 2nq
N ny + no
SN ~ 10E R E? E? .
rot B = povE + Za divE =0 6070 (14 n?) cos?(wt — kz) ZTS cos? (wt — kz)es
—w? 14 3
E:B.w — et = oui vwz; oui oui E:”:i—éw
i 3 3 wf, « «
CW?
B2 1+i 3 S 10°E OF
~Se, + 0= — let3
2owd ¢ e 5 e 1o O W 2o M7 ¢
E 2|2 N
oui How, oui +— @ - oui letd
E[*[] 2 c c
Re(%:)
How

» [Réponses et corrigés page [336]
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OPT1 Fiche d'entrainement n°9 Optique ondulatoire

Modeéle scalaire de la lumieére

Prérequis
Optique géométrique (rayons, indice optique, lentilles, lois de Snell-
Descartes). Trigonométrie. Longueurs d’onde dans le vide et dans un milieu,
période, fréquence et pulsation.
Constantes utiles

— Célérité de la lumitre dans le vide : ¢ = 3,00 X 108 m -s™*

Exprimer un chemin optique

Dans un milieu homogene, le chemin optique entre deux points A et B est défini comme le produit de I'indice
optique n du milieu par la distance géométrique AB parcourue par un rayon lumineux : (AB) = n x AB.

c.;)k [Entrainement 9.1 — De I’eau dans un verre. )
S
Un rayon issu d’une source ponctuelle arrive sous incidence normale air | I Ih
a la surface de ’eau contenue dans un verre. Les indices optiques de
I’air et de ’eau sont respectivement notés n,i, et Neau- Y H
eau F

a) Exprimer le chemin optique (SI) en fonction de na; et b ovveoioiol

b) Exprimer le chemin optique (IF) en fonction de neay et H ....oooooon....

¢) En déduire l'expression du chemin optique (SF) ...................... ...

d) Comment se réexprime cette expression si 'air est assimilé au vide? ......

L |Entrainement 9.2 — Points conjugués par une lentille. 00
Deux points A et A’ sont conjugués par une lentille convergente :
tous les rayons issus de A et arrivant en A’ ont des chemins /4%\
optiques identiques. Pour simplifier, ces points sont choisis sur A _~—" B[ C A’ R
I’axe optique de la lentille. L’air est assimilé au vide. e

On note e I’épaisseur maximale de la lentille et n 'indice optique
du verre.

En travaillant avec le rayon confondu avec I’axe optique, exprimer :

a) le chemin optique dans le verre (BC), en fonctiondeeetn ................... ...

b) le chemin optique dans I'air (AB) + (CA’) en fonction de la distance AA" et e ...

c) en déduire Pexpression générale du chemin optique (AA’) .......................

Fiche n°9. Modéle scalaire de la lumiére 93



[Entrainement 9.3] — Lentille éclairée avec un angle d’incidence non nul. 000

Des rayons, provenant d’une source S & l'infini, éclairent une lentille
sous un angle d’incidence «. Ils convergent en un point S’ du plan
focal image de la lentille. Les points A et B sont situés a gauche, juste
avant la lentille. L’indice optique du verre est n. L’air est assimilé au
vide.

a) En sachant que le plan passant par H et B est une surface d’onde pour la source S, exprimer la différence
de chemin optique (SA) — (SB) en fonction de la distance AB et de angle a.

b) Les points S et S’ sont conjugués donc les chemins optiques (SAS’) et (SBS’) sont égaux.
En déduire la différence de chemin optique (AS") — (BS') en fonction de la distance AB et de I'angle a.

Surfaces d’onde et théoréme de Malus

D’aprées le théoreme de Malus, les rayons lumineux issus d’un point source S sont perpendiculaires aux
surfaces d’onde relatives & cette source. La surface d’onde étant le lieu des points d’égal chemin optique
par rapport a la source.

[Entrainement 9.4] — Action d’une lentille inconnue sur des surfaces d’onde. ]

On considére ici des surfaces d’onde issues d’un point objet (en tirets) et celles de son image (en poin-
tillés) par une lentille inconnue. Pour chaque situation, déterminer si la lentille est « convergente » ou
« divergente ».

£1 ES
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[Entrainement 9.5 — Action d’une lentille divergente sur des surfaces d’onde. L)

L
On construit 'image par une lentille divergente £ d’une source lumineuse V//
placée a l'infini sur I’axe optique. —
Une ou plusieurs réponses sont possibles. _E - JOF
n\\
a) En amont de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ perpendiculaires a ’axe optique @ des plans paralléles entre eux
@ des cercles concentriques centrés sur F'
b) En aval de la lentille, les surfaces d’onde sont :
@ des cercles concentriques centrés sur F' @ des cercles concentriques centrés sur F”
@ des plans perpendiculaires a ’axe optique
[Entrainement 9.6 — Une loi bien connue... 00
Une onde plane arrive sur un dioptre plan séparant deux (2)
milieux d’indice ny et no. On note Hy le projeté orthogonal depuis S

de Iy sur le rayon (2). De méme, Hy est le projeté orthogo- (1)
nal de Iy sur le rayon (1). On note I1Is = a.

a) Quels couples de points appartiennent a la méme sur-
face d’onde ?

@ I, et I @ I, et Hy @ I; et Hy 12

ni

b) Que vaut Pangle ?

@g—z& @il g+i1

¢) Exprimer le chemin optique (H;I;) en fonction de nq, a et a.

e) Exprimer le chemin optique (IoHsz) en fonction de ng, aet f ...o.ooooviii...

f) A partir des questions c) et e), déduire une relation entre ny, sin(i1), no et sin(is).
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Retard de phase

Le retard de phase, ou phase, d'un rayonnement en un point M par rapport & sa source au point S est défini

par ¢(M) = 2~

3 (SM), ot (SM) le chemin optique entre les deux points.
0

[Entrainement 9.7 — Surface d’onde et déphasage. 00

Un point source S émettant un rayonnement monochromatique de longueur L A B C
d’onde A est placé au foyer objet d’une lentille mince convergente. Une lame y
S

d’indice n et d’épaisseur e est placée a une distance d de la lentille et recouvre

une partie du faisceau. On considére que les points A et A’, & équidistance d €
de S se situent juste apres la lentille. On prendra 'indice de lair égal a 1. YA’ B o4

a) Quels couples de points appartiennent & la méme surface d’onde ?

@AetA' @BetB' @CetC'

¢) Exprimer la phase ¢(C) en fonction de A\, (SA), d, n et e.

[Entrainement 9.8 — Phases et déphasage. e 000

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide Ay est émis
depuis une source en S. On considere que le point d’incidence A
se situe juste avant le miroir, et on rappelle qu’une réflexion sur
un miroir métallique produit un retard de phase de 7.

Exprimer la phase ¢, du rayon 1 réfléchi par le miroir de gauche
en fonction de h et 6; aux points de ’espace suivant.

8) 1(A) i b)Y G1(M) eernannnn.

¢) Exprimer la distance BD en fonctionde eet 5 ....... ... Ll

d) Exprimer la distance EB en fonction de e, het 0o ...l

e) Quelle est I’ expression correcte de ¢2(B), la phase du rayon de droite au point B ?
@ elrams = ® 2 (3ms — © g~ 3
Ao \ 2nsinf;  cosby Ao \2sinf;  mcosBy Ao \cosfy  2nsinb;
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f) Exprimer la phase de ce rayon en M, ¢2(M), en fonction de h, e, n, 6 et cos 6.

g) Exprimer le déphasage A¢ = ¢2(M) — ¢1 (M) en fonction de e, n et cos 6.

n2 — sin? 6,

[Entrainement 9.9 — Déphasage dii & une lame. 000
Cas 1 Cas 2
N " S VA N Y,

On souhaite exprimer les différences de
phases A¢p = ¢(N) — ¢(M) entre le rayon n
passant par N et le rayon passant par M I I,
issus de la méme source & I'infini S de lon- Seo N
gueur d’onde dans le vide Ag.
L’indice de I'air est pris égal a 1.

é

d
B S

On considere maintenant le cas 2.

b) Exprimer la distance I;15 en fonction de e et O ...l

¢) Exprimer la distance HiHs en fonction de I1Ia et 61 — 60y ..ot

d) Exprimer le déphasage A¢p = ¢(N) — ¢(M) en fonction de e, Ay, n, O et 1 — O.

e) Quelle est I'expression correcte de cos(fy — 02) ?

On rappelle que cos(a — b) = cosacosb + sinasinb et que sin?a 4 cos® a = 1.
@ cos 01 cos By — n + nsin? 0y @ cos 01 cos s +n — n cos? s
@ sin 6 sin 05 + n — n sin® 05

f) En déduire une expression de A¢ fonction de e, Ag, n, cosfs et cos 6.
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[Entrainement 9.10| — Lame séparatrice. 00
Cas 3

RARARAAAAA? AAAAAAAAAAAAAAR

Un signal lumineux de longueur d’onde dans le vide \g est émis depuis une
source en S. Il est séparé en deux rayons par une lame semi-réfléchissante
inclinée d'un angle #; = 45°. On cherche a déterminer le déphasage A¢
entre les deux rayons en sortie de la lame apres réflexion sur les deux miroirs
en M; et My. On rappelle qu'un rayon subit un déphasage de 7 apres
réflexion sur un miroir métallique, ou sur un dioptre si le rayon incident se
propage dans le milieu le moins réfringent : d’indice de réfraction le plus
faible.

@
INNNNNNNNNNNNNNNR S ENNNNNNNNNNNNNNN

a) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par M; di & la réflexion .......

b) Déterminer le déphasage du rayon réfléchi par My dii & la réflexion .......

¢) Exprimer la distance I;I5 en fonction de e et Oy ...l

d) Exprimer la différence de phase A¢ entre le rayon réfléchi par My et le rayon réfléchi par My au point

Is en fonction e, Mg, m et Oa ..o

Largeur spectrale et cohérence temporelle

[Entrainement 9.11] — Différentes sources. 000

Une onde lumineuse est émise par des trains d’onde successifs de durée individuelle moyenne 7. (temps de
cohérence) et de longueur individuelle moyenne £, = ¢ x 7. (longueur de cohérence) dans le vide. D’apres

Panalyse de Fourier, & cette onde de durée finie correspond un spectre de largeur Af ~ — (en fréquence).
TC

On considére trois sources :
e une lampe spectrale basse pression a vapeur de mercure telle que 7. ~ 10 ps (source @),

e un laser de TP tel que 7. ~ 0,1 ps (source @)
e et une source de lumiere blanche munie d’un filtre ayant une bande passante AA = 50 nm autour de
la longueur d’onde A = 820 nm (source (3)).

On rappelle que la cohérence temporelle d’une source est d’autant meilleure que son temps de cohérence
est important.

a) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

b) Estimer Af en hertz pour la source @ ................................................

Af

A
c) En utilisant la relation = estimer 7. en picoseconde pour la source @ ........

f

d) Classer les sources, de celle possédant la meilleure cohérence temporelle & la moins bonne.
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Photométrie

c'%k [Entrainement 9.12] — Intensité lumineuse. o

Un signal s(t) = Sy cos(wt) de période T est détecté par deux capteurs de temps de réponse 7 = 1ns.
Les capteurs A et B délivrent des signaux de tension u; et us respectivement proportionnels & la moyenne
de s et au carré de la moyenne de s : on a

up = Ky (s(t)) et uy = Ko (s*(t)),

ou K et K5 sont des constantes.

On considere que les signaux uy et ug émergent du bruit de mesure lorsque leur valeur absolue est respec-
K1Sg K53

e
271 x 100 2
On indique que la moyenne temporelle d’un signal f(¢) mesuré pendant une durée 7 est

tivement supérieure a

b) Quelle est la valeur maximale de u; fonction de % ?

@ 271'K150§ @ KISOﬁ

¢) En déduire la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A.

d) Exprimer us en fonction de Ko, Sy, 7 et T'.

1 2
On rappelle que cos? a = M.

e) Quelle est la valeur maximale de ug fonction de % ?
K2 Sg T K2 Sg T
T —) Sl
@ 2T ( * 47 @ T T 4r
Ky Sg T
@ 2T T An

f) Existe-t-il une fréquence maximale du signal exploitable par le capteur B ?
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B [Entrainement 9.13| — Choix d’une photodiode. 00

La sensibilité d’une photodiode s est, au cours d’une mesure de durée 7, le rapport de proportionnalité
entre l'intensité du courant électrique produit Ii,es et la puissance lumineuse mesurée Ppes : On a

s = Imes/Pmes~

De plus, I'intensité du courant d’obscurité I,,,s d’une photodiode correspond & ’intensité électrique mini-
male que doit dépasser le courant produit au cours d’une mesure.

On dispose de trois photodiodes détectant respectivement trois radiations de longueurs d’onde dans le vide
différentes. Les caractéristiques des photodiodes et des radiations sont données ci-dessous.

photodiode 1 | Ay =470 nm s1=0,300A - W1 | Ihs1 =3,00x 107° pA | 71 = 2,00 x 10~  ms
photodiode 2 | Ay = 550 x 103 pm | so = 200mA - W= | I 2 = 150 pA 79 = 0,450 s
photodiode 3 | A3 = 0,660 pm s3=300A -kW™! | I,ps3=2,00nA 73 = 50,0 ns

Calculer en watt les puissances lumineuses minimales détectables par les photodiodes.

a) Pminl b) Pme C) Pmins

Calculer en joule les énergies minimales détectables au cours d’une durée 7 par les photodiodes.

d) Eminl e) Emin2 f) Emin3

g) Sachant que I’énergie d’un photon est donnée par E = hv, ou h = 6,63 X 10734 J - s est la constante de
Planck, quelle photodiode permet de mesurer le plus petit nombre de photons?

@ Photodiode 1 @ Photodiode 2 @ Photodiode 3

Réponses mélangées

®  7H0x1070W  Af-10x107Hz 2% <T+ zsin(élwl)) ®

2T 4 T
ABsin(a) i_z (2 si}rll 01 * (n a %) 00292> 00292 @ i_z 002602 -7
i—Z((SA) +d+ ne) Af=1,0x 10" Hz Convergente )\—Ze(n -1) I15 cos(6; — 69)
Nair X N+ Negu X H g —etanfy @ 1x (AA —e) 6,67 x 1077 W
naasin 3 Nair X h @ Neau X H i—:(n —1e T = 45 x 103 ps
Convergente 2x10717J 00:92 Divergente 3,38 x 10716 @ et @

il((SA’) +d+e) 1,00 x 1071W njasin o 3,33 x 10710 AA + (n—1)e

in e (n_i>_7r @ © @ Opuis@G IxhtnauxH B

/\_ocosﬂg n
nqsini; = nosing @et@ s h @et@ Q—W h + 7 T
! te 2 )\0 sin 91 )\0 sin 91

T
nxe Convergente 2¢ tan 6o 27 100 GHz K15p— sin (27r1>
2T T

2r e

2
non —ABsin(«) @ )\—ﬂ-e(n cosfly — cosby) (n — cos(61 — 63))
0

)\_0 cos B

» [Réponses et corrigés page |342
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OPT2 Fiche d’entrainement n° 10 Optique ondulatoire

Interférences a deux ondes

Prérequis
Fonctions trigonométriques. Signaux (fréquence, période, pulsations tempo-
relle et spatiale, nombre d’onde, longueur d’onde, phase).
Constantes utiles

— Célérité de la lumitre ¢ = 3,00 x 10°m - s~ .

Pour commencer

L |[Entrainement 10.1] — Des relations trigonométriques. 0o

On donne les relations trigonométriques suivantes :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (1) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (2)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) (3) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (4)

a) Sommer les relations (1) et (2) et isoler cos(a)cos(b) . ...

b) Réécrire la relation précédente pour a =5b ...............

¢) Soustraire les relations (1) et (2), isoler sin(a) sin(b) puis réécrire la relation obtenue pour a = b.

c.;)k [Entrainement 10.2] — Somme de signaux périodiques. o

On définit deux signaux lumineux : s1(z,t) = Sy cos(wt — kx) et sa(x,t) = Sg cos(wt — kx + ¢) avec w leur
pulsation temporelle, k leur pulsation spatiale et ¢ une phase & lorigine. La superposition s(x,t) de ces
deux vibrations peut se mettre sous la forme :

(1) = s1(@,8) + s2(2, 1) = So (£ (@,0) (1+ cos()) + () sin(p)).

On utilisera la relation trigonométrique : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Exprimer les fonctions suivantes :

a) fla,t) oo b) gla,t) ..o

¢) Pour quelle valeur de phase ¢ le signal s(x,t) s’annule-t-il ?

@ = ®v=3 ©p=n
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[Entrainement 10.3] — Valeurs moyennes (I).

Un détecteur mesure la moyenne temporelle d’un signal périodique s(t) de période 7'

Cette moyenne, notée (s(t)), est définie par

On donne les relations trigonométriques suivantes :

_ cos(a—b) +cos(a+b)

e cos(a) cos(b) e sin(a) cos(b) =

2
cos(a — b) — cos(a + b)

2

On étudie les signaux suivants :

2

e sin(a)sin(b) =

Sl(t) = Sl cos(wlt — k’ll‘) et Sg(t) = SQ Sin(w2t — k’gl‘ + (pg)

a) Exprimer la période T} de s1(t) en fonction de w;.

sin(a — b) — sin(a + b) .

¢) Exprimer la période T5 de s2(t) en fonction de ws.

e) Exprimer la période Ty de f1(t) = s2(t) en fonction de w.

f) A partir de la définition fournie, calculer (f)(t)) sur Ts.
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B |[Entrainement 10.4) — Valeurs moyennes (II). 000

Les moyennes temporelles des fonctions cosinus et sinus pour un nombre entier de périodes vérifient
(Acos(awt + b)) =0 et (Asin(awt+b)) =0

avec A, a, w et b des constantes.

On donne les relations trigonométriques suivantes :

e cos(a) cos(b) = cos(a — b) + cos(a + b)

2
e sin(a) sin(b) = cos(a — b) ; cos(a +b)
e sin(a) cos(b) = sin(a — b) ; sin(a + b) '

Calculer la moyenne temporelle sur un nombre entier de périodes des fonctions ci-dessous.

a) <[cos(w0t + 1) + cos(wot + 902)]2>

(@) [Entrainement 10.5 — Bataille de contrastes. 00
On mesure les maxima et les minima d’éclairements de différentes figures d’interférences.

Imax - Imin 2

Quelle est celle qui présente le plus fort contraste C' = ?
I max + 1 min

On rappelle que 1pW =1 x 10712 W.
(8) Tmax = 10,0 x 10° W - m™? et Lipjn = 1,00MW - m~?
(D) Imax = 660mW - mm™ et iy = 0,220 kW - dm >
@ Thax = 5,00mW - mm™2 et I, = 2,00 mW - cm ™2
(d) Imax = 72,0pW - pm ™2 et Lpin = 3,00 MW - km >
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[Entrainement 10.6] — Signaux isophases.

Une source émet deux vibrations lumineuses s(x,t) =

00
So cos(wt — kx) et s'(z,t) = Sy cos(wt’ — ka') de

période temporelle T' (associée & la pulsation w = % et la fréquence f = T) et de longueur d’onde A

27
(associée a la pulsation spatiale k = 7) On note n € Z.

a) Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour t =t = tg

b) Pourt =1t = tg, comment s’expriment les écarts de positions Az, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

c)

Exprimer Ay le retard de phase entre s et s’ pour z = 2’ = x¢

d) Pour z = 2’ = 9, comment s’expriment les écarts d’instants At,, lorsque s et s’ ont la méme excitation

lumineuse ?

@ At, =nT

Etudes d’éclairements

(@) [Entrainement 10.7| — Fentes de Young.

L’éclairement I(z) obtenu en un point M d’un écran
a une distance D des fentes de Young est représenté
sur la figure ci-contre. Il vérifie

ou f(x) est une fonction dont nous ne tiendrons pas
compte, ou a est la distance entre les deux fentes et
ou n est 'indice du milieu et A la longueur d’onde du
signal.

2rnax

I(z) D

)1+ oo

a) Identifier, grace a la formule fournie, l'interfrange
rement consécutifs).
@ i = na _ 2mna
AD \D

b) Mesurer, a partir de la figure, Uinterfrange i

c)

En déduire a, sachant que n = 1,0 que D = 1,0m et que A = 630 nm

T

I(x)

I

I
A
LVA'l

33 20 -7.0 7,0

N

z (mm)

20 33

i (c’est-a~dire la distance entre deux maxima d’éclai-
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(@) [Entrainement 10.8 — Doublet spectral.

On éclaire des fentes de Young verticales espacées d’une distance a, avec un doublet spectral de longueurs

A2+ M

d’onde A1 et A2 (on pose AN = Aoy — A1 et Aoy =
d’un écran a une distance D des fentes, est représenté sur la figure ci-dessous. 1l vérifie :

I(x) = Inoy {1 +C(@)cos ( izg)]

A)
avec C(z) = (%), qu’on appelle le terme de contraste.
moy
I(x)
N | || R

\\/\ A /\\A A/
A\ \ Y A VA

\\\ \\l] 1 \1// \\ ’I

\\ ,/ v y \\ //I

L Y e

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

a) Identiﬁer grace a la formule fournie, la période X du terme de contraste.

D A2
moy X = moy
@ = nad @ 2naA\
2)\2 D A2 D
“moy " X = _~moy™
@ naA\ @ 2rnaA\

). Léclairement I(z), obtenu en un point M

moy

b) On rappelle que i = . Déterminer graphiquement l'interfrange 7.

c) En déduire Apoy, sachant que n = 1,0, que D = 1,5m et a = 0,20 mm.

e) En déduire 1’écart spectral AX du doublet.
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Interférométrie

Dans cette section nous exploiterons les trois figures d’interférences suivantes.

Figure 1 Figure 2 Figure 3
y, 8 v, 8 v, 8
%{ [Entrainement 10.9| — Fentes « deux » Young. 000

On éclaire des fentes de Young en faisceau parallele conformément au schéma ci-dessou. La différence de
marche entre les deux rayons 1 et 2 est : dsm = Lsm,2 — Lsm,1 = Ls,H.

Y
Ekl fentes de Young £‘2 A
A
S T ln ’
fi S2 3\ f3
\ 61 \

On donne le développement limité suivant : sin(x) = = — % +o(z*) quand = — 0.

a) En étudiant le triangle S1SoH, exprimer la longueur SoH en fonction de 6; et a.

c) Exprimer dgy en fonction de a, y et f5 lorsque 61 < 1rad ................

d) Exprimer Uinterfrange ¢ de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que ’éclairement y est

tel que I = 21, [1 + cos(?ésM>} =21, [1 + cos(27r%)]

e) Quelle est la figure d’interférence observée sur 1’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3

106 Fiche n° 10. Interférences & deux ondes



gv

[Entrainement 10.10| — Interférométre de Mach-Zehnder. 000
On a positionné une lame d’épaisseur e et une lame prisma-
tique d’épaisseur ¢/ = e—ay, toutes deux d’indice n, au niveau
des bras d’un interférometre de Mach-Zehnder (on ne tiendra
pas compte de la réfraction en sortie de la lame prismatique). v LS;

d’un facteur 2. On rappelle que 'amplitude Sy d’un rayon
est liée & son éclairement de telle maniére que Iy o S3. La >
différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est :

S
. : . T Se=>—r —
Les lames séparatrices LS atténuent 1’éclairement I, des rayons AN {_1 { y

dsm = Lsm,1 — Lsm,2 = Lrs,m; — LM,Ls, -
a) De combien est atténuée 'amplitude d’un seul rayon aprés la deuxiéme séparatrice ?

() 1/2 ®) 1/4 (0 1/8

b) Exprimer la différence de marche dgy entre les deux bras en fonction de n, a et y ..

¢) Exprimer Uinterfrance i de la figure d’interférence au niveau de 1’écran, sachant que I’éclairement y est

tel que I = I'[1 + cos(Ay)] =T’ [1 + cos(27r%)} ........................................

d) Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3

[Entrainement 10.11] — Interférométre de Michelson en lame d’air. 00

Un interférometre de Michelson en configuration lame d’air repose sur I'as-
sociation de deux miroirs M et M5 dont le schéma optique équivalent est
présenté ci-contre. Les rayons se propagent dans l’air, assimilé & un milieu
d’indice optique n.

Dans ce cas, la différence de marche entre les deux rayons 1 et 2 est :
dsm = Lsm,2 — Lsm1 = L1y + Lk — Lin-

a) Exprimer les longueurs IJ et JK en fonction de f et e ...,

b) Exprimer la longueur IK en fonction de f et e ...,

¢) Exprimer la longueur TH en fonction de § et TK ...,

On rappelle lidentité trigonométrique : cos® z + sin? z = 1.

d) Exprimer alors la longueur TH en fonction de cos(f) et e ...,

e) En déduire 'expression de la différence de marche dgp en fonction de cos(), n et e .

f) Quelle est la figure d’interférence observée sur I’écran ?

@ Figure 1 @ Figure 2 @ Figure 3
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[Entrainement 10.12| — Interféromeétre de Fabry-Perot.

Un interférometre de Fabry-Perot est constitué de deux miroirs séparés
d’une distance e par un milieu d’indice n. On s’intéresse aux deux rayons
ci-dessous. En sortie de I'interféromeétre, une lentille permet de les focali-
ser afin qu’ils interferent en un point M d’un écran. Au niveau de chaque
miroir, 'amplitude d’un rayon est multipliée par un coefficient r qu’on
approxime a 1/ V2 ou un coefficient ¢ = 1 + r selon qu’il soit réfléchi
ou transmis. On considérera que lair et le milieu entre les miroirs sont
d’indice n = 1, et on notera i I’angle de réflexion tels que ABD = 2i et
BEH = i.

On rappelle que ’éclairement est proportionnel au carré de Iamplitude.

a) Quel est le rapport des éclairements entre le rayons du bas et celui du haut ?

(a) 1/2 (b) 1/4 (c) 1/8

b) Exprimer la longueur BH en fonction de e et ¢ ...,

c) Exprimer la longueur BD en fonction de e et ¢ ...

d) Exprimer la différence de marche dsy = LSABDFM — LSABHCOM «« - vvvvevenenns

]
e) Quelles formes auront les franges d’interférences sachant que I(M) = 21, [1 + COS(QSM>:| ?
T

@ bandes rectilignes @ carrés évidés @ anneaux

Autres entrailnements

[Entrainement 10.13| — Grandeurs caractéristiques d’un signal.

La valeur d’un signal lumineux sinusoidal en un point # (en m) & un instant ¢ (en s) est donnée par :

T

s(x,t) = So cos (277(1{ + A) + <p> = Spcos(2n(vt £ ox) + ¢) = Sp cos(wt £ kx + @)

avec Sy son amplitude, T sa période, A sa longueur d’onde, v sa fréquence, o son nombre d’onde, w sa

pulsation temporelle, k sa pulsation spatiale et ¢ sa célérité.

Calculer la valeur des différentes grandeurs caractéristiques des signaux suivants

t t 3 t 2
s1 = Spcos(60t — 28z) SQZSOCOS<——x+x> ; 53:Socos(ﬁt+— 7TVB:U—{—

21 32 7 12 5 23 5¢
a) Ty (s) ........ c) vo (371 ..., e) ws (rad-s7h) .
b) A1 (m) ....... d) oy (m™h) ... f) ks (rad-m™1)
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[Entrainement 10.14] — Brouillage. 00

On éclaire un interférometre de Michelson réglé en lame d’air avec une source ponctuelle émettant deux
signaux lumineux de fréquences v et vo, et de longueurs d’onde A; et \o. En sortie de 'interféromeétre
I’éclairement au niveau de 'axe optique est tel que

I(z)=1I [1 + cos (27'('1/1 — x) cos (277”4—”23:)}
c ¢

avec x I’écart d'un des deux miroirs de l'interférometre par rapport a I’autre, comme illustré par l'interfé-
rogramme ci-dessous (pour lequel I’échelle est non respectée).

A/2 = 0,500 0 mm

. L(2) 8)' = 2,400 pm

V1 — UV
a) Exprimer la période spatiale A de cos (277 ! 23:).
c
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B |[Entrainement 10.15| — La bonne formule. o

On considere les figures d’interférence suivantes, pour lesquelles le repére cartésien associé est donné.

z,  Figure n°1 y? Figure n°2 z Figure n°3

Y& L» T T > Z (/O]

a) A quelle quantité est proportionnelle I'intensité lumineuse de la figure d’interférence n°17

c) A quelle quantité est proportionnelle 'intensité lumineuse de la figure d’interférence n°3?

@ 1+ cos (47;\”6 Yo >

z2 +y? + 2%
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(@) [Entrainement 10.16) — Anneaux du Michelson en lame d’air. 00

Les franges d’interférences d’un interféromeétre de Michelson en configuration lame d’air sont des anneaux
sombres et brillants (voir figure ci-dessous).

On peut schématiser les rayons lumineux en sortie de I'interférometre avec le schéma optique ci-dessous ou
r est le rayon d’un anneau brilant, o @ est ’angle d’incidence des rayons lumineux et o f’ est la distance
focale de la lentille.

L Ecran
M

a) Exprimer le rayon d’un anneau r en fonction de 6 et de f' ......................

2ne cos(0)
A

b) On rappelle que 'ordre d’interférences pour le Michelson en configuration lame d’air est : p =

avec n = 1,00 I'indice optique de l’air; e = 500 pm et A = 643 nm.

Calculer 'ordre d’interférence py dans le cas ou 'angle d’incidence est nulle .........

¢) Sion fait varier 6 entre 0 et g, cos(f) :

@ augmente @ diminue @ reste constant

d) On rappelle que l'ordre d’interférences d’une frange brillante est un nombre entier.

Quel est 'ordre d’interférences p; du premier anneau brillant visible sur 1’écran (sachant que 6 = 0 corres-
pond au centre de 'écran) ?

555 1555,5 1556
1

e) En déduire le rayon r; du premier anneau brillant en mm sachant que f’ = 50,0 cm.

f) Quel est Pordre d’interférences ps du deuxiéme anneau brillant visible sur 1'écran ?

(a) 1554 (b) 1555 (c) 1556 (d) 1557

g) En déduire le rayon ry du deuxiéme anneau brillant en mm .....................

h) Calculer le rayon 19 du dixiéme anneau brillant en cm ............. ... o
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Réponses mélangées

2
@ ® T 15552  asin(6)  0l4pm  19rad-s! ¢
) w2 ) vy — Vs
53 2 Ao -3 1 A* (5
—= -1 A —_— 2 1 — =
> (n-Day ® T 26X 5| 7+ cos(0)
in(2
@ @ @ k(z' — ) T sin(a) cos(a) = sin(2a) cos(wt — kx)
w22 2
057cm  22x107'm  2tan(d)  —  600,2nm ¢ (©  6dem
f’)\ w1 v+ Uy
2 12 e
o 1,3cm (@) 6,00 x 10'2 Hz cos(6) © ® 19,7 mm
1-— 2 2
sin?a = 1= cos(2a) @ 9,5x 10 m™* IK sin(0) 5,47 cm %
A? + B2 —-b b
45 cos(a) cos(b) = cos(a = b) + cos(a +b) 1,3x 10 %rad - m™! i
2 2 w1
599,8 nm f tan(6) (@) 2ne cos(f) 48 tm © 6,00 x 101! Hz
1 2
1+ cos(£¢1 F ¢2) — sin(wt — kz) cos? g = 1 °o812a) C;S( @) 0 (@)
nay 1 — cos?(6) y 1 e
— 0 26—+ t - 1,0 x 10
7 e cos(0) arctan 7 ,0 x s cos() @
w(t—t) (@) 2ne cos(i) 2esin’ i 8,22 mm © © 0,76 pm
cos(4) ’ o1

» [Réponses et corrigés page |349|
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OPT3 Fiche d’entrainement n°11 Optique ondulatoire

Interférences a N ondes

Prérequis
Nombres complexes et formules trigonométriques.

Avant toute chose

L |Entrainement 11.1] — Complexes et conjugués. L)

On considere le nombre complexe suivant :
Z,=1+¢".

a) Quelle est expression de Z7, le conjugué de Z; ?
(a) Z; =-1+¢"° (b) z; =1-¢" (c) Zy=1+e7° (@) z;=1-¢

b) En déduire Z,Z] et le mettre sous la forme d’une fonction de cos(f) ......

Reprenons 'étude avec le nombre complexe suivant :

Ly=1—- e 19,

¢) Quelle est expression de Z5, le conjugué de Z, ?
@z-1+c @G- @z=o-eF @ z=1ee

d) En déduire Z,Z5 et le mettre sous la forme d’une fonction de cos(f) ......

L |[Entrainement 11.2] — Des expressions complexes aux fonctions sinusoidales (I). (]

On considere le nombre complexe suivant :

Zl =1 +ej0.

a) Ecrire Z; sous la forme suivante :

2

0
Donner I'expression de f<> ................................................

0
b) En déduire Z,Z] et le mettre sous la forme d’une fonction de cos<2> cen
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B |[Entrainement 11.3] — Des expressions complexes aux fonctions sinusoidales (II). L4

Reprenons ’étude avec le nombre complexe suivant :

Zy=1—¢79,

a) Ecrire Z, sous la forme suivante :

0
Donner I'expression de g<2> ................................................

9
b) En déduire Z,Z3 et le mettre sous la forme d’une fonction de sin<2) e

%L [Entrainement 11.4| 00

Soit R € R. On considere le nombre complexe suivant :

1

8T 1 " Rei¢

On admet que ss* peut se mettre sous la forme suivante :

. a
s = ——m————.
- 1+ msin?(p/2)

a) Donner 'expression de a en fonctionde R ...,

b) Donner 'expression de m en fonction de R .......... ...,

B |[Entrainement 11.5| — Résolution d’une équation trigonométrique (I). )

Soit § € [—-90°,0°].
Nous cherchons I’ensemble des angles 6" avec 6’ € [—90°,90°] vérifiant 1’équation suivante :

cos(8') = cos().

L’ensemble des solutions s’écrit : ' = {a,b,c,d,...}.

a) De combien d’éléments est composé 'ensemble des solutions? .............

b) Donner le plus petit élément de ensemble des solutions ..................

¢) Donner le plus grand élément de 'ensemble des solutions .................

114 Fiche n° 11. Interférences a N ondes



L |[Entrainement 11.6] — Résolution d’une équation trigonométrique (II). LY

Soit 6 € [-90°,0°].
Nous cherchons I’ensemble des angles 6" avec 6’ € [—90°,90°] vérifiant 1’équation suivante :

sin(0") = sin(0)

L’ensemble des solutions s’écrit : ' = {a,b,c,d,...}.

De combien d’éléments est composé ’ensemble des solutions? .................

Pour continuer...

“.;,L [Entrainement 11.7| — Suite géométrique. 00

On rappelle que la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique uy, de raison g # 1 vérifie :

n 1_qn+1
Zuk:uo+"'+un=u0(1+q+---+q”)zuoiliq
k=0

Soit € R; on suppose que ¢ n’est pas un multiple de 2.

Nous souhaitons écrire les sommes s(p) sous la forme suivante :

s(0) = f(p) 2le3)
s6) = 1O )

Déterminer a et f(y) pour s(p) = 1+ € 4 7.
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Autour du réseau a N fentes

%L [Entrainement 11.8] — Pas du réseau. o

Nous disposons d’un réseau présentant 600 traits par millimetre (600 traits/mm).
Le pas du réseau a est la distance entre deux fentes successives (distance centre a centre).

Déterminer @ en 1M ......oo i e

LB |[Entrainement 11.9] — Calcul de linéature en Ipi. 0

La linéature d’un réseau est affichée en unités anglosaxonnes en Ipi (line per inch). On rappelle qu'un pied
(foot) correspond a un tiers de verge anglaise (yard), et qu’il est divisé en douze pouces (inches). Un yard
vaut 91,44 cm.

a) Donner la valeur du pouce (1 inch) en mm.

(a) 7,62mm (b) 25,4mm (¢) 39,3mm (d) 43,7mm

b) Calculer en traits par millimetre (résultat arrondi & la centaine la plus proche), la linéature d’un réseau

comportant 7 =300001pi ....... ...

L |[Entrainement 11.10| — A propos de la relation fondamentale des réseaux. 0

Un réseau de fentes de linéature n = 600 traits/mm est éclairé par une onde plane issue d’une source
monochromatique de longueur d’onde dans l'air A = 546,1 nm et on observe 'ordre 1 de diffraction par ce
réseau en émergence normale.

On rappelle la relation fondamentale des réseaux par transmission entre ’angle d’incidence 6, et ’angle de
diffraction 6 par le réseau dans l'ordre p :

sin(0) — sin(6p) = pnA.

onde incidente

onde émergente

réseau

Que vaut langle d’incidence 6y (en degrés) de 'onde éclairant ce réseau ?
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|[Entrainement 11.11] — Brouillage des ordres. 0000

Un réseau de fentes de linéature n = 600 traits par mm est éclairé sous incidence normale par une lampe
a vapeur de mercure émettant les raies de longueur d’onde dans lair :

[X (en nm) [ 404,7 | 407,8 | 435,8 | 491,6 | 546,1 [ 577,0 | 579,1 | 623,4 | 690,7 |

On rappelle la condition d’interférences constructives entre les ondes planes diffractées dans l'ordre p par
un réseau suivant la direction 6 (angle mesuré par rapport a la normale au plan du réseau), éclairé par une
onde plane incidente de longueur d’onde A sous incidence normale : sin(6) = pnA

emin7 Qmax]

a) En exploitant le tableau, donner en degré 'intervalle | des angles du spectre d’ordre 1 de la

lampe a vapeur de mercure diffracté par ce réseau ......................

b) Meéme question pour le spectre d’ordre 2 .......... ... ..o

¢) Méme question pour le spectre d’ordre 3 ........... . oo

d) On parle de chevauchement d’ordre quand au moins une raie d’un ordre donné s’intercale dans le
spectre d’un ordre inférieur. Choisir la bonne réponse parmi les quatre propositions ci-dessous :

@ Tout le spectre d’ordre p = 3 est mélangé a celui d’ordre p = 2.

Seules les trois dernieres raies du mercure dans 'ordre p = 3 ne chevauchent pas les raies du spectre

d’ordre p = 2.
@ Seules les trois premieres raies du mercure dans l’ordre p = 3 chevauchent les raies du spectre d’ordre
p =
[Entrainement 11.12] — Cas o1t N = 2. 00

On rappelle que I'expression de 'intensité diffractée par un réseau composé de N fentes vaut :

sin? (N %)

0 Sin2(§)

ou ¢ est le déphasage entre deux rayons traversant deux fentes consécutives.
Dans cette application, nous allons prendre N = 2.

a) Ecrire le numérateur en fonction de cos(p) ...,

b) Ecrire le dénominateur en fonction de cos(@) .............oiiii...

¢) Exprimer I en fonction de Iy et cos(p) ....oovvviiiiiiiiiiiii
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[Entrainement 11.13] — Différences de marche. 000

On dispose d’une réseau plan constitué de n traits transparents par millimetre. Il est positionné sur un
goniometre préalablement réglé a l'infini. Ainsi, il est éclairé par une onde plane et on observe les interfé-
rences ayant lieu a l'infini. Le dispositif est plongé dans le vide (indice 1).

Nous souhaitons déterminer la différence de marche § du rayon (2) par rapport au rayon (1) dans les
différents cas représentés :

Figure A Figure B
A\@ A\EB

| |
. ]
) _— 4

0 0
(2) (1)

aI| (2) / |\

Figure C Figure D
A\GB A\EB

0/

Quatre différences de marche sont proposées :

(a) 0= a(sin(@) + sin(@’)) (c) 6= a(sin(@’) + sin(ﬂ))
@ §= a(sin(&) — sin(@’)) @ §= a( i

a) Dans le cas A, quelle est Pexpression correcte de 0a 7 ....ovvniniiiiiiiiiiiiia.

b) Dans le cas B, quelle est 'expression correcte de dg ?

c) Dans le cas C, quelle est I'expression correcte de d¢ ?

d) Dans le cas D, quelle est 'expression correcte de 0p? ....ovveiniiiiiiinnen..
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%L |[Entrainement 11.14] — Différence de marche pour un réseau par réflexion. 00

On consideére un réseau par réflexion sur les points O1, et O9, de pas a = 0103, éclairé par une onde plane
) ) )
sous 'angle d’incidence 0y et on s’intéresse a l'onde plane diffractée sous I’angle d’émergence 6.

On prendra l'indice de réfraction de l'air égal a I'unité.

A
1 D 2 9

Oq

réseau Oq (02}

La différence de marche d;,; du rayon 2 par rapport au rayon 1 vaut :
@) da1 = a(sin(e) - sin(00)> (©) b1 = a(sin(eo) + sin(0)>
@ bo/1 = a(sin(eo) - sin(@)) @ do/1 = a(tan(ﬁo) + tan(9)>

c‘;x [Entrainement 11.15] — Périodicité de la fonction réseau. o

On appelle fonction réseau notée R la fonction de la variable ¢ :

_(No\\°
e [FGE))

Nsin(?)

a) Donner la période pour la variable z de la fonction sin®(z)

b) En déduire la période, pour la variable ¢, de la fonction sin? ( Z)

N
¢) Quelle est la période, pour la variable ¢, de la fonction sin2< 2¢> 7

d) En déduire la période de la fonction réseau pour la variable ¢.

@277 @%
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B |Entrainement 11.16| — Propriétés de la fonction réseau. 00

Soit la fonction réseau notée Ry de la variable ¢ définie par Ry (¢) = | ————%
N sin (—)

a) Evaluer Ry (0). On rappelle que sin(z) ~z quand © — 0 ........................

b) Exprimer en fonction de N le nombre de zéros de la fonction réseau pour ¢ € [0, 27].

¢) On consideére le graphe de la fonction réseau sur la figure ci-dessous :

Ry (9)

—
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[Entrainement 11.17] — Largeur d’un pic principal. L)

Rn(9)

<+ pic principal

On rappelle 'expression de la fonction réseau : Ry

(%)
sin{ —-
de la variable ¢ : Ry(¢) = | ——%

Nsin<¢)
2

Cette fonction admet des pics appelés pics principaux
pour toute valeur de ¢ multiple entier de 27. La figure
suivante montre I’évolution de R autour de ¢ = 0.

0
>

dé
a) Le premier zéro de la fonction réseau, juste apres le pic principal situé en ¢ = 0 est obtenu pour 'angle :
4

us m 21 T
@ ¢=35x5 ® o= ©o=% D o=+

b) En déduire en fonction de N la largeur d¢ d’un pic principal défini comme la variation de ¢ entre les

deux annulations de Ry (¢) de part et d’autre du pic principal ................

Entrainement 11.18) — Mesure de longueur d’onde au goniomeétre. 0000
g g

Un réseau de pas ag = 1,67 pm placé sur un goniometre, est éclairé par une onde plane en incidence normale
issue d’une lampe a vapeur de thallium. Le spectre ne comporte qu’une seule raie de couleur verte dont on
souhaite mesurer la longueur d’onde A.

On reléve §' dans les différents ordres d’interférences observés vérifiant la formule du réseau :

pA = agsin(6’).

Ordre p -3 -2 -1 0 1 2 3
0" en (rad) | —1,30 | —0,70 | —0,33 | 0 | 0,32 | 0,70 | 1,27

Afin de déterminer la longueur d’onde A, nous allons tracer agsin(f’) en fonction de p et réaliser une
régression linéaire.
L’équation proposée pour la régression linéaire que vous ferez a l'aide de votre calculatrice se met sous la
forme :

y=ax+b.

a) Identifier les grandeurs & et y ..o

b) Apres avoir effectué une régression linéaire a ’aide d’un tableur (& la calculatrice ou & I'ordinateur),

déterminer la valeur de @ en pim ....... .. ...

¢) En déduire la longueur d’onde Aennm ...
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Déviation angulaire induite par un réseau

[Entrainement 11.19] — Définition de la déviation.

Un réseau plan est éclairé par une onde plane et des interférences sont observées a l'infini. L’angle de

déviation D que le réseau fait subir au faisceau incident est défini sur chacun des schémas ci-dessous.

Figure A Figure B
6’ DA V‘ 0/ DB
0 /‘
Figure C Figure D

4\69

|
\
W\/ﬂi/ Dy

Trois expressions de D sont proposées :

(@) D=0+¢ (b) D=6-¢

b) A quelle expression de D correspond la déviation Dy pour la figure B ?
c) A quelle expression de D correspond la déviation D¢ pour la figure C?

d) A quelle expression de D correspond la déviation Dp pour la figure D? ... ... ...

@Dze’—e

a) A quelle expression de D correspond la déviation Da pour la figure A7
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Autres entrainements

c.;)k [Entrainement 11.20 — Suite géométrique. 000

On rappelle que La somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique uy de raison q # 1 vérifie :
n 1— anrl
I—gq
k=0
Considérons la somme s(6) suivante :
§(0) =14+ ejo"asin(Q) _|_ej47“asin(9) + ej6T"asin(9) + ejST"'asin(G) + ejmT"'asin(O).
Nous souhaitons écrire s(f) sous la forme suivante :

sin(asin 6)

s5(0) =g(0) ————=.
5(6) = g )sin(ﬁ sin 6)
a) Déterminer « en fonction dea et A ...
b) Déterminer 8 en fonction de a et A ...l
c) Déterminer g(0) ...........c.o i
%L [Entrainement 11.21| — Largeur & mi-hauteur d’un pic principal. 0000
Rn (o)
On rappelle I'expression de la fonction réseau Ry de + pic principal

. (N¢>
sin| —-
la variable ¢ : Ry(¢) = | ———%

Nsin(?)

Cette fonction admet des pics appelés pics principaux
pour toute valeur de ¢ multiple entier de 2w. Sur le
graphique suivant, nous avons fait le choix de montrer
I’évolution de R autour de ¢ = 0.

0

>

5¢

On écrit la largeur a mi-hauteur A¢, /, d’un pic principal sous la forme Ag; /o = a%. En considérant que

N > 1, calculer la valeur de « avec deux chiffres significatifs.
3
x

On rappelle le développement limité & ’ordre 3 de sin(z) au voisinage de 0 : sin(z) ~ z — 5
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|[Entrainement 11.22| — Hauteur du premier pic secondaire.
- (NoY\?
sin[ —
2
(P '
Nsin( —
1n < 9

On considére la fonction réseau Ry de la variable ¢ : Ry (¢) =

On donne le tracé de cette fonction sur la figure ci-dessous :

Ry (9)

<+ pic principal

~ premier pic secondaire

4
N

27
N

a) Estimer a partir du graphe la valeur de ¢ correspondant au premier maximum secondaire de la fonction

réseau

b) Estimer la valeur de la fonction réseau au premier maximum secondaire . ..

Réponses mélangées
_ie

2j e i @  20+cst) () 005 (¢ 167mm 7 ()
@ @ N-1 % a=3 1 @ oI Frasing i(go):ejw
. of b 1o T =pet
0 @ 4sin <2> 1,69 (1 —cos(¥)) @ @ y = agsin(0)
o 10 67% 534nm -0 1 2  a=5  0534um  —19,1°
1 0 3 .
— cos? z _ - — o3¢
1 — cos*(p) T Re @ 3@ 2(1 — cos0) ~ flp)=¢
0( )
2 : o 0 0
27 4 cos <§> 1200 traits/mm [29,1°,56,0°] © 2¢l2 ©
4R 2
46,8°;79,4° 14,1°;,24,5° 21y(1 + cos —
i © o |l reste) o

» [Réponses et corrigés page [358]
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THMO Fiche d'entrainement n° 12 Thermodynamique

Outils mathématiques pour la diffusion

Prérequis
Expression des surfaces usuelles (disque, sphere,... )
Expression des volumes usuels (parallélépipede, cylindre, sphere,... )

Pour bien commencer

c.;x [Entrainement 12.1] — Calculs de volumes. O

Dans chacun des cas suivants, exprimer le volume du solide en fonction des données.

|
|
b T
|
S L
> N
a ul N N
c
Volume a)
/
/
7/
b/
Ao L
[\«
c
Volume b)
\
\
T
I
I
1
!
/
/
h

Volume d)

a) b) c) d)
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%& [Entrainement 12.2| — Signe des dérivées partielles. o

On consideére la fonction de deux variables f(x,y) repré- \
sentée ci-contre. On étudie le signe des dérivées partielles

au niveau des points A et B.
a) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f A
0 ,
par rapport & x au point A, notée a—f(A) ? x N B y 2
............................................ >
£
b) Quel est le signe de la dérivée partielle d’ordre 1 de f =
0]
par rapport & y au point A, notée a—f(A) ?
Y
(e )
............................................ .

On s’intéresse maintenant au comportement de f au voisinage du point B. Pour chacune des questions
suivantes, choisir la bonne réponse.

c) e)

2 2
® %(B)>O © %(BKO ©), %<B)>0 © %(BKO
® Zm)=o ® G40
d) f)

2 2
@%(B)>0 @%(BKO @%(po @gyé()<0

B |[Entrainement 12.3] — Volume d’un céne. )

Le volume d’un cone de hauteur h et dont le rayon de la base est r vaut V(r,h) =

ov
a) Quelle est I'expression de W(T’ ) I S P

b) Quelle est Pexpression de —— (7, h) 7 ..o

On souhaite comparer 'influence d’une méme variation d¢ de h ou de r sur la valeur du volume V.
oV

V
- - ?
ah (T7 h’) > a,r (T7 h’) °

@h/3<r ®h<r @2h<r @3h<r

¢) A quelle condition sur h et 7 a-t-on
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%L [Entrainement 12.4| — Fabrication d’une casserole. L)

Les questions de cet entrainement ne concernent pas le manche de la casserole et ne concernent donc que
la partie principale de la casserole. L’épaisseur de la tole utilisée pourra étre négligée.

A

__________
- -
-

Un industriel souhaite fabriquer une casserole a partir de plaques de métal d’épaisseur constante.
a) Pour cela, quelle surface de tole S(R, H) doit-il utiliser ?

(a) S(R,H) =2rR*>+ nRH

(b) S(R,H) = nH?+ 2rRH
(¢) S(R,H) =nR*+2rRH
(d) S(R,H) =2nH? + nRH

b) Que vaut le volume utile V(R, H)?
(a) V(R,H) =2rR*H
(b) V(R,H) =nR*H

¢) Exprimer S(R,V) la surface de tole que I'on doit utiliser pour fabriquer la casserole en fonction du
rayon R et du volume V.

Le fabricant souhaite fabriquer une casserole de volume V = V[, donné, tout en minimisant la quantité de
tole utilisée.
d) 1l cherche donc une géométrie qui vérifie :

ds
() @(Rﬂfo) =0

e) Déterminer Uexpression de Vj en fonction de R, puis celle de H en fonction de R permettant de
minimiser la surface de tole utilisée.

(a) Vo =R (b) Vo = 2R’ (¢c) H=R (d) H=2R
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B |[Entrainement 12.5| — Quelques équations différentielles (I). 00

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions aux limites.

Les quantités ng, n1, jo et p sont des constantes.

9*n n(07 t) =T
a) (1) =0 avec On gy gy
Ox

0*n _
b) @(m,t)—O avec {n(L,t) Loy T

92 n(0,t) =n
C) a_xz(x’t):p avec { E ) _ O

B |[Entrainement 12.6] — Quelques équations différentielles (II). 000

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions initiales (7, ng, n., p et L
sont des constantes) :

on n
a) E(az,t) = avec N(2,0) =10 e
on 2
b) E(w,t) = T avec n(z,0)=ng ...
) Py ="y (2,0) = no(1 -2
C E Z, ; p avec nlx, = TLO( z) ...........

Réponses mélangées
T t
(1= 3o

1% wr?
2 . .
TR* + QE @ positif S negatif ¢
+pr|1—exp -
n(x,t) = 2L P ng 7r2h cos(a) abesin(a) @ 7r2h

@ et @ @ abe @ n(x,t) = jox +no @ 27T3Th @

— o Ptz — ng n(x,t) = ngex 2
© w=—T © Le-bs (#.0) =nep( £

NeT

» [Réponses et corrigés page [360]
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THM1 Fiche d'entralnement n°13 Thermodynamique

Diffusion particulaire

Prérequis

Equation d’état des gaz parfaits (PV = nRT).

Expression des surfaces usuelles (disque, sphere,... )

Expression des volumes usuels (parallélépipéde, cylindre, sphére,... )

Constantes utiles
— Nombre d’Avogadro : N4 = 6,02 x 10?3 mol ™+

Dans toute cette fiche, les caractéristiques du matériau homogene et isotrope étudié seront notées :
e D : le coefficient de diffusivité (m2 . S_l),
e 7 : le nombre de particules par unité de volume (nombre de particules - mfs).

Pour évaluer les ordres de grandeur caractéristiques du phénomeéne, on notera :

e 7 : la durée caractéristique (s),
e L :la longueur caractéristique (m).

Flux de particules

L |Entrainement 13.1] — Flux de particules a travers une surface élémentaire. 0o

—
On considére des particules de vitesse T traversant un élément de surface dS faisant un angle 0 avec U.

Le nombre de particules par unité de volume est noté n(M,t). On souhaite évaluer le nombre (algébrique)
de particules traversant la surface d.S orientée.

a) Exprimer le volume élémentaire dr, ou se situaient initialement les
part_ic)ules traversant la surface considérée, entre ¢ et ¢t + dt en fonction
de dS, T et dt.

b) En déduire le nombre d2N de particules traversant la surface consi-
dérée entre t et t + dt en fonction de n, dS, U et dt.

Le flux de particules & travers une surface orientée donnée est le nombre algébrique de particules traversant
cette surface par unité de temps.

¢) En déduire le flux élémentaire d® de particules a travers as ........

i
<
&l

Le vecteur densité volumique de courant de particules 7 est défini par d®

d) Déduire des questions précédentes I’expression de 7 ................

e) Quelle est I'unité de la norme de 7? ................................
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%& [Entrainement 13.2| — Flux de particules a travers des surfaces mésoscopiques. o

On note n(M, t) le nombre de particules par unité de volume en M a l'instant ¢ et T(M, t) le vecteur densité
volumique de flux de particules en M a l'instant ¢.

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle le long de 'axe cartésien (Ox), pour laquelle on
an =n(xz,t). La loi de Fick s’écrit donc

— — d
j (z,t) = —Dgrad(n) = —D d—ne‘; = j(x,t)e,.
T

On souhaite évaluer les transferts de particules entre la tranche de section S comprise entre x et x 4+ dx et
I'extérieur :

dx

T T +dz

a) Exprimer le transfert de particules algébriquement regu par la tranche en x entre ¢ et ¢ + dt.

(&) j(z,t)Sdt
(b) —j(z,t)Sdt
()0

b) Exprimer le transfert de particules algébriquement regu par la tranche en x 4+ dx entre ¢ et ¢ + dt.
(a) j(z +dx,t)Sdt
(b) —j(x +dwz,t)Sdt

(©) 0

c) Exprimer le transfert de particules algébriquement regu par la tranche au niveau de la paroi latérale
entre t et t + dt. On notera /¢ le périmetre de la section.

(a) j(z)dadt @) j(z +da)edaadt
@ —j(x)ldxdt @ —j(z+dz)ldzdt

O T
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%L [Entrainement 13.3| — Flux de particules & travers une surface macroscopique. L)

On consideére un volume V' délimité par une surface fermée S orientée localement au voisinage d’un point
P suivant la normale sortante. On étudie le transfert de particules entre ce volume et 'extérieur.

surface fermée S

L

a) Le nombre de particules quittant le volume V entre ¢ et t 4 dt s’écrit :
@) j(P,1)S x dt © #ﬂp,t).ag’xdt
— —> S
' (P . — —>
®§é§5‘7( t)-d @j(P,t)-#dedt
s

b) Combien vaut la variation du nombre de particules situées dans V' pendant dt due aux échanges avec
lextérieur ?

Equation de diffusion : cas unidimensionnel

c‘;x [Entrainement 13.4 — Dopage d’un semi-conducteur. 00

Pour doper un semi-conducteur on dépose, a t = 0 en x = 0, N atomes de dopage. En se placant dans le
cas d’une diffusion unidimensionnelle suivant 'axe (Oz), on peut montrer que la densité particulaire n(x, t)

K ax?
d’atomes de dopage s’écrit & I'instant ¢ et & I'abscisse = : n(z,t) = — exp(—).

NG ¢

A tout instant, le nombre total N d’atomes de dopage vérifie 'égalité :

+oo 2 Uu
N = / n(z,t)de = aerf(+o00)  ou, par définition, erf(u) = —/ exp(—2?) dz.
0 VT Jo

a
a) Pour le changement de variable u = x\/; , exprimer dz en fonction de du ....

b) En déduire 'expression de N en fonction de K, a et erf(+00) ................

¢) En déduire lexpression de o en fonctionde K et a ...........c.coooiiiin. ...
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%& [Entrainement 13.5| — Evolution temporelle d’une population. 00

Dans un milieu homogene, la densité volumique de bactéries n(t) peut étre modélisée par 1’équation diffé-
2
n n

d
rentielle : d—? =T a7 olt (ne, T) € (R%)?. Initialement, on a n(t = 0) = ng avec 0 < ng < n.

Dans ces conditions, & tout instant et en tout point, on a n(x,t) < n.. Par ailleurs, la séparation des
variables permet d’écrire :

bar ot /”“) nedn

o T T ne (ne—m)’

0

¢ A B
a) Déterminer le couple (A, B) assurant ’égalité _fe 2, 2 .
nne—n) n  n.—n

b) En déduire Pexpression de n(t) .........ccoooviiiiiiii..

[Entrainement 13.6| — Solutions de I’équation de diffusion ? 000

Dans chacun des cas suivante, on cherche a savoir a quelle condition ’expression donnée est solution de
I’équation de diffusion & une dimension

9°n 1 0On

Pour chaque cas ci-dessous, on injectera les propositions dans I’équation de diffusion.

a) N(x,t) = ngexP(a@ 4 B) oo

La diffusion particulaire : un phénomene lent

[Entrainement 13.7| — Grandeurs caractéristiques. o

On montre que dans le cas d’une diffusion a une dimension suivant I'axe (Oz), ’équation de la diffusion
éerit la f on 9’n
s’écrit sous la forme — = D—.
ot ox?

a) Quelle est 'expression de la longueur caractéristique L en fonction de son temps caractéristique 7?7

oy e @L:@ ©) L=Dr? @ L=vDr

b) Réciproquement, quelle est 'expression du temps caractéristique 7 du phénomene en fonction de sa
longueur caractéristique L 7

@T:Li (b) 7=L°D ©r=
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(@) [Entrainement 13.8] — Un café sucré. L)

L’équation de diffusion caractérise 1’évolution temporelle de la densité particulaire due au phénomene de
diffusion. En raisonnant en ordres de grandeur, cette équation fait le lien entre un temps caractéristique 7
et une longueur caractéristique de diffusion L : on a L = v Dr.

4cm

a) Le coefficient de diffusion du sucre dans le café vaut D = 4 x 1071%m? . s71.

Déterminer le temps caractéristique de diffusion du sucre dans la tasse de café ci-contre.

b) Un farceur a remplacé la sucriére par une saliére. Sachant que le coefficient de diffusion du sel dans le
café vaut Dy = 20 x 10719 m? - s71, comparer le temps caractéristique de diffusion du sel & celui du sucre
dans une tasse de café identique.

(@) [Entrainement 13.9] — Quelle est la diffusion la plus rapide ? L)

La composition de nombreux parfums respecte une structure de « pyramide olfactive » : notes de « téte »,
puis notes de « cceur » et enfin notes de « fond ». Ainsi, les produits le plus volatils s’évaporent le plus vite
et diffusent le plus; ce sont les notes de « téte ». Les produits un peu moins volatils viennent apres; ce
sont les notes de « cceur ». Ceux qui ont peu de volatilité viennent en dernier; ce sont les notes de fond,
qui persisteront le plus longtemps sur la peau.

Le tableau ci-dessous regroupe les caractéristiques des molécules olfactives constituant un parfum.

Composé | Coeflicient de diffusion Ressenti

Géraniol 75x 107 %m? . 57! Odeur florale (rose), fruitée
Limonéne 2,1 x 10*cm? -h~! Odeur douce, citronnée
Vanilline 4,1 x1072m? - h~! Odeur de gousses de vanille

Parmi les composés du tableau, lequel correspond

a) alatéte .. b) au cceur ... ¢) aufond ...
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(@) [Entrainement 13.10| — Quelle diffusion va le plus loin ? 000

En raisonnant en ordres de grandeur, I’équation de diffusion fait le lien entre un temps caractéristique 7
et une longueur caractéristique de diffusion L : on a L = vV Dr.

L’acier est un alliage d’insertion constitué principalement de fer et de carbone a hauteur de 0,02% a 2%
en masse. Il est important de contréler précisément le taux de carbone car c’est essentiellement la teneur
en carbone qui confére a ’acier ses propriétés remarquables.

On donne les coefficients de diffusion du carbone dans le fer a différentes températures.

o (°C) | 25 | s00 | 800
D (em®-s71) [[4x 1077 [ 3% 1078 [ 1,6 x 10°°

a) Reporter les valeurs expérimentales sur le graphique suivant, représentant le coefficient de diffusion en

fonction de —7 ou T est la température exprimée en kelvin.

T T T T T T T

1073 | a
1075 | a
1077 ]
1079 F a
10—11 [ |

10—13 [ -

D (cm?-s71)

10—19 [ -

10—21 [ -

|
4 3.5 3 2.5 2 15 1
1000/T

b) Quel modeéle vous semble le plus approprié (A et B sont des constantes positives) ?

B B B B
(@) Ae? = —= (®) (D) = A-— © Ae® =13 (@ (D) = A+ =

¢) Evaluer numériquement 'ordre de grandeur B si D est exprimé en cm? -s™! et T en kelvin.
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Lorsque I'on fabrique une piece d’acier on observe localement des modifications de la structure cristallo-
graphique du fer. On obtient une structure granulaire, les grains se distinguant par des teneurs différentes
en carbone.

Les parameétres de mailles ont pour dimension caractéristique a ~ 1 x 107%m et les grains d ~ 10 pm.

Lors de ces transitions de phase les atomes de carbone migrent par diffusion de fagon & occuper les nouveaux
interstices disponibles.

Evaluer la distance caractéristique (en metres) sur laquelle est sensible le processus de diffusion au bout
d’une heure :

Q) A 2500 oo
€) A D000
£) A 800

En régime permanent

[Entrainement 13.11] — Vie et mort de bactéries. L)

La population de bactéries dans une culture atteint un équilibre résultant de la compétition de deux
phénomenes opposés :
e la division cellulaire (elles se divisent en deux) de temps caractéristique 77 qui accroit la population ;
e la mort des bactéries qui diminue cette population de temps caractéristique T5.

Dans un milieu homogene ot la densité de bactéries est indépendante de la position, la densité de celles-ci
peut se modéliser pour une équation de la forme

dn n n?

a o T1 B ncT27

ou n. est une constante.

Quelle est la densité de bactéries en régime permanent? ............ ... ... .......
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%& [Entrainement 13.12| — Evaporation. o

On étudie la diffusion de la vapeur d’eau dans I'air dans une colonne d’air située au dessus d’un verre. La
surface libre est a I'altitude z = 0, 'axe vertical étant orienté vers le zénith.

On considere qu’a une altitude z = L, I'influence du verre n’est plus sensible et que la densité de molécules
d’eau est nulle. On note ng sa valeur en z = 0.

Les gaz sont modélisés par des gaz parfaits.

z=1L1

a) Au niveau de la surface libre, la densité en molécule d’eau se note de la fagon suivante (avec Py, la
pression de vapeur saturante) :

Psay N, P..R

@) no = };TA @”OZNAtT
RT P...RT

@ o= PsatNA @ o= A;‘A

2
dz?

® i =r(1+3) © =1~ 4)
< L

b) En régime permanent, on peut montrer que = 0. Exprimer n(z) :

c) L’expression du flux ® & travers une surface orientée S(z)e, située a I'altitude z :

— pgo — _ps™
@@—Dszn @(I)_ D:L

— _pg0 — )
(b) ¢ =-Ds= @ @=Ds7
136
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Autres entrainements

a.;wk [Entrainement 13.13] — Diffusion en 1’absence de source. L

On note n le nombre de particules par unité de volume et 7 le vecteur densité de flux de particules.
On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que
n=n(z,t) et j(z,t)=jxt)e.

On étudie un élément de volume de section S, et compris entre x et x + dx :

dx

T T + dx

a) Exprimer le nombre N (t) de particules diffusantes présentes dans la tranche, a l'instant ¢, en fonction
de n(x,t), S et da.

On souhaite maintenant évaluer les transferts de particules entre la tranche et I'extérieur.

¢) En z le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + dt¢ s’écrit :

(a) j(z,t)S dt (®) —j(x,)Sdt © 0

d) En z + dz le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢ + dt s’écrit :

(a) j(z +da,t)Sdt (b) —j(x +dz,t)Sdt (©) o

e) Au niveau de la paroi latérale le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t + dt s’écrit en notant ¢ le périmetre de la section :

(a) j(x,t)¢dzdt (00 (e) —j(z +da,t)ldxdt
(b) —j(x,t)¢ da dt (d) j(z + dz, t)edadt

f) En déduire le transfert de particules total algébriquement regu par la tranche.
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Qv

g) Faire un bilan de particules diffusantes dans la tranche entre ¢ et ¢ + dt.

h) En utilisant la loi de Fick, qui affirme que 7 = —D grad(n), en déduire I’équation aux dérivées partielles
vérifiée par n(z,t).

[Entrainement 13.14| — Diffusion en présence de source. 00

On note n le nombre de particules par unité de volume et 7 le vecteur densité de _ﬁux de particules.
On se place dans le cas d'une diffusion unidimensionnelle telle que n = n(xz,t) et j (x,t) = j(z,t)e,.
On étudie un élément de volume de section S compris entre x et z + dx :

dx

T T +dz

Dauns le cas étudié, outre le phénomene de diffusion, un phénomene physique supplémentaire créé (algébri-
quement) o(x,t) particules par unité de volume et par unité de temps.

a) Exprimer la variation du nombre de particules diffusantes dans la tranche a l'instant entre ¢ et ¢ + dt
en fonction de n.

On souhaite maintenant évaluer les transferts de particules entre la tranche et ’extérieur.

b) En z le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + dt s’écrit :

() j(x,t)S dt (®) —j(z,t)Sdt © 0

¢) En z + dx le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre t et ¢ + dt s’écrit :

(a) j(z +dx,t)Sdt (b) —j(z +dz,t)Sdt ()0

d) Au niveau de la paroi latérale le transfert de particules algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t + dt s’écrit en notant £ le périmeétre de la section :

(a) j(x)tdzdt (©) 0 (e) —j(z +da)ldedt
(b) —j(z)edxdt (d) j(x + dz)eddt
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e) En prenant en compte le phénomene de diffusion et la création de particules au sein de la tranche, en
déduire I’évolution totale de particules algébriquement regues par la tranche.

f) Faire un bilan de particules diffusantes dans la tranche entre t et ¢ + dt.

Equation de diffusion : cas général

L |[Entrainement 13.15 — Cas général. 00

On consideére un volume V et la surface fermée S qui

; . surface fermée S
I’entoure, orientée localement selon la normale sor-

tante Q\
a) Exprimer le nombre de particules dans le volume

V' & linstant ¢ sous la forme d’une intégrale volu-
mique.

b) En déduire la variation dN du nombre de parti-
cules présentent dans le volume V' entre t et ¢t + dt.

volume V

¢) Exprimer le nombre de particules quittant le volume V entre ¢ et ¢ + dt :
@) J(P,1)S x dt © #3’(p,t).a”§xdt
- — S
® # 7(P)-d - # o
J(Pt)- ds x dt
s @ ]

On note nprod(M, t) le nombre de particules produites par unité de temps et par unité de volume.

d) Exprimer le nombre de particules créées dans le volume V entre t et t 4 dt :
/// Nproa(M, t) - dr @ Nprod (M, £)V dt

@ nprod M t </// nprod M t dT) x dt
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e) Exprimer le bilan du nombre de particules présentes dans V entre ¢ et t + dt :

// P = —# T )-8 + /// Mproa(M, ) - d7
g v
®) // P = # 7ML 1) -8 + /// nproa(M, ¢) - dr
s v
On rappelle que # T(P, t)@ = /// div(?(M,t)) dr et que T(M,t) = —D grad(n)(M,t).
s 1%
f) L’équation de diffusion s’écrit donc :

on on
= ~DA®) + nproa(M, 1) =L = DA®M) + nproa (M. )

Réponses mélangées
_ Ty
L~1x10"*m nch @ —dT x dt

nzl—i—(——l)exp( t) © (@) N(t):///vn(M,t)dT

no
N(t) = n(z,t)S dx () d® = nv.dS dN = —%Sdaz dt © (A,B) = (1,1)
L~4%x10""m dN = 88_71de dt 46 jours @ @ @ @ @
05 on 0y B !
ON=-z"Sdedt = =-2"+40  dr=dy/-  (© @ D=
ON = —@Sdm dt +o(x,t)S dxdt o’D—-3=0 S Géraniol ()
- Ox ’ N - 2Va
Vanilline Tl o5 @ 7(M, t) =n(M,t)V(M,t) _26_5 +w=0 m~2.s7!

-
d*N = (n??) dt Limonéne © ®) - # 7(Pt)-dS x dt ©
s

on on 9’n an _9j 4
-2 /T on _ pon ~ -4 _ >3
@ =3 aerf(—i—oo) 5 D8m2 L~8x10""m dr = v.dSdt

» [Réponses et corrigés page [368
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THM2 Fiche d’entrainement n° 14 thermodynamique

Diffusion thermique

Prérequis
Premier principe > et deuxieme principe de la thermodynamique
Loi de Fourier : 5 = —\ grad T

Dans toute la fiche, les caractéristiques du matériau homogene et isotrope étudié seront notées :
e D, le coefficient de diffusivité thermique (m? - s™1),
e /1, la masse volumique (kg -m™?),
e ¢, la capacité thermique massique du matériau (J- K% -kg™1),
e )\, la conductivité thermique du matériau (W-m=*-K™1).
Pour évaluer les ordres de grandeur caractéristiques du phénomeéne, on notera :
e 7, la durée caractéristique (s),
e [, la longueur caractéristique (m).

Etude de flux thermique

L |Entrainement 14.1] — Bilan thermique en géométrie cartésienne. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

dx
s
€x
S
T
x x+dx

On note S la section du conducteur et ¢ le périmetre de la section.
a) Le vecteur densité volumique de flux thermique ]5 = —Mgrad(T") a pour unité possible :

@an*l-K*l @))JS-HF2 @W~m73 @)V\/-rrf2

— oT _, —
@ Jjo = —/\Eez @ Jjo = —)\%ex
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On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre x et x + dzx.
c) L’énergie interne U(t) de la tranche considérée a 'instant ¢ est :
@ eSdaT(z,t)+C @ peS daT(x,t) + C
@ eSdtT(x,t) + C @ peS diT'(z,t) + C

ol C eSt Une COnSTaANLE ... ... i i

d) En déduire la variation d’énergie interne dU entre ¢ et ¢ + dt.

On souhaite maintenant évaluer les transferts thermiques entre la tranche et ’extérieur.

e) En z, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢t + d¢ s’écrit :

(&) —jo(z,1)Sdt () jolz.t)Sdt © 0

f) En z + dz, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et ¢ + dt s’écrit :

(@) -olz+dz,t)Sdt  (b) jo(z +dw,t)Sdt ©0

¢) Au niveau de la paroi latérale, le transfert thermique algébriquement regu par la tranche entre ¢ et
t 4+ dt s’écrit en notant ¢ le périmetre de la section :

() jo(x,t)¢dxdt (©) o (e) —jo(z +dx,t)¢dxdt
(b) —jg(x,t)tdzdt @ ol +da,t)ededt

LB |[Entrainement 14.2| — Equation de la chaleur. 0o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5. On se place en coordonnées cartésiennes.

L

Ty D S

M

0] L

Initialement, ’ensemble de la barre est a la température Tj.
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a) Le champ de température est de la forme :

(a) T =1T(z,t) (c) T =T(x) (e) T =T(y,1)
@ T:T(x’yat) @ T:T(‘T,y) @ T:T(Iayazvt)

b) Le vecteur de densité volumique de courant thermique j?g) est de la forme :

() jo = jo(z, )& (D) jg =jo(z)er
(©) jq = jau(x,v)eEx + jou(z,y)e, (D jo =jo(z,y,z,t)es

oT
¢) L’équation de la chaleur — = DAT s’écrit ici :

ot

@ % _p?T or _ [T 9T
ot Oy? ot or? = Oy?
oT o°T d?T
2 _pl - D=
@ ot Ox? @ 0 da?
La diffusion : un processus lent
L |Entrainement 14.3] — Etude qualitative. 0

L’équation de diffusion caractérise ’évolution temporelle du profil de température dans un matériau.
En raisonnant en ordre de grandeur, cette équation fait le lien entre un temps caractéristique 7 et une

A
longueur caractéristique de diffusion L : L = v D7 ou D = — est le coeflicient de diffusion thermique.
e

Par combien est multipliée la longueur caractéristique de diffusion lorsque 1’on double :

a) la conductivité du matériau? ...... ... ...

b) la capacité thermique du matériau? ... ... ..o

Par combien est multiplié le temps caractéristique de diffusion si on double :

¢) lalongueur du matériau L7 ......ooiuiuini

d) la masse volumique [17 .. .. .ot
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%& |[Entrainement 14.4] — Nombre de Fourier : transformation adiabatique ? o

Le nombre de Fourier Fo = est un nombre sans dimension utilisé couramment en transfert thermique,

72
A

avec D = — (m?-s7!) le coefficient de diffusion thermique, At (s) la durée étudiée et L (m) la longueur
c

caractéristique d’étude.

Il se définit également comme le rapport entre la durée At d’un processus sur un temps caractéristique de
diffusion, c’est-a-dire au temps nécessaire au transfert thermique pour diffuser sur une distance L.

a) Un processus peut étre considéré comme adiabatique dans quel cas?

@Fo<<1 @Fo>>1

On considére la compression du mélange {air 4+ carburant} dans un cylindre d’'un moteur 4 temps en
acier. Avec un régime moteur d’environ 2000 tr - min~!, la durée de la compression est de 1,5 x 1072 s. On
considere que I’épaisseur du cylindre est de 5 mm.

On donne Aucier = 13W -m™' - K71 f1acier = 7800kg - m ™3 et cCacier =480T - K1 - kg™t

b) Exploitant les données ci-dessous, calculer la valeur du nombre de Fourier ..........

¢) L’hypothése d’une compression adiabatique habituellement utilisée est-elle valide ? ..

En régime permanent : utilisation des résistances thermiques

%L [Entrainement 14.5| — Champ de température en géométrie cartésienne. o

On étudie une barre homogene de section S, de longueur L, dont la surface latérale est calorifugée et dont les
extrémités gauche et droite sont mises en contact thermique parfait avec des thermostats de températures
respectives T et T5.

On se place en coordonnées cartésiennes et on étudie le régime permanent.

L

Ty T S

2

a) Le champ de température vérifie e 0. Exprimer T'(x).
x
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b) Quelle(s) hypothese(s) de ’énoncé assure(nt) que le flux thermique ®(x) = // j_é ds soit uniforme,
5
c’est-a-dire ne dépendant pas de x 7

@ barre homogene @ parois latérales calorifugées

@ régime permanent

¢) En déduire le flux thermique ®(z) traversant une section S de barre située a 1’abscisse .
AS AL
(@) T(Tl —1Ty) © ?(Tl —Ty)

(b) %(T2_T1) D %(TQ_Tl)

L |[Entrainement 14.6] — Analogie thermique — électrique. (]

Une inhomogénéité spatiale de température 77 — T se traduit par un transport d’énergie caractérisé par le
flux ®. Ceci est analogue au transport de charges caractérisé par une intensité I causé par une inhomogénéité
de potentiel électrique Vi — V5. Ainsi un conducteur électrique élémentaire de section S, de longueur ¢ et

L

de conductivité électrique ~ est caractérisé par une résistance R = o permettant grace a la loi d’Ohm
v

Vi — Vo = RI de déterminer I a partir de V; — V5.

Le flux thermique ® est proportionnel a 77 — T, en régime permanent. En utilisant ’analogie électrique,
on peut définir une « résistance thermique ».

a) La contrainte imposée au conducteur thermique 77 — T4 est ’analogue de celle imposée a un conducteur
électrique :

(a) v ) Vi-Vs 1 OR:

b) Quelle grandeur, parmi la liste suivante, est I’analogue électrique du flux thermique @ ?

O ®) Vi - V2 ©1 @ R

¢) Pour caractériser le conducteur thermique on introduit une « résistance thermique » analogue de :

@~ ® Vi— Vo ©1 @ R

d) Quelle grandeur, parmi la liste suivante, est I’analogue électrique de A ?

OF OREAE OF @ R
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(@) |[Entrainement 14.7| — Conducto-convectif en une dimension (I). 0

Soit une vitre (surface S =1 m?, épaisseur L = 5 mm) fabriquée en verre, B vire | Tt
de conductivité thermique A = 1W-K™1 . m™!. Celle-ci sépare I'extérieur * / n
(& la température 71 = 9°C) de lintérieur (a la température T = 19°C)

i X T Rm| T2
d’une maison.

La situation est étudiée en régime permanent. La conduction thermique

-
envisagée est telle que la résistance thermique de la vitre est Ry, v = S 0 L
a) La résistance thermique de la vitre vaut :

(a) 5x10°K-W! (b) 5x 107 W-K™! (©)2x10°K-W~! (d) 2x10°W-K™!

On rappelle que le flux thermique est relié a 'inhomogénéité de température par la relation AT = Ry, .

b) Le flux thermique ® & travers la vitre vaut :

(a) 5x107°W @5x10—2w () 2x10°W @2><102W

c) En réalité la température n’est pas totalement uniforme dans I’air & proximité des surfaces de contact
avec la vitre. Les transferts thermiques a Uinterface avec les thermostats sont régis alors par la relation
de Newton : ® = h1S(T1 —T(0)) et ® = hoS(T(L) —Tz) ou hy et ho sont les coefficients de transfert
conducto-convectifs danes les deux couches limites.

Les résistances thermiques Ry, ; correspondantes sont de la forme :

@ Ry = hi @ Rini = E @ Ry = h}S @ R = hiS

S

d) Les résistances Ryp v, Rin,1 €t Ry 2 sont-elles en série ou en parallele ? .

e) Evaluer le flux thermique ® & travers la vitre en tenant compte des pertes conducto-convectives si

hi=ho=5x102W - -K L m 2

LB |[Entrainement 14.8 — Conducto-convectif en une dimension (II). )

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T3
et 'intérieur d’une maison (température T3).

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis

par la relation de Newton. Avec une convection plus importante & Ext vitre Int
Pextérieur due au vent, on peut considérer que 7'(0) = T;. /]
) . L. . Ty Ram T3
Les températures et le flux thermique vérifient alors le systéme : V ‘
¢ = hoS(T(L) — T5) 01 x
Ty —T(L) = Rwno

Quelle est Pexpression de T (L) 7 «.ooveiiniiiiiiiiiiiii,
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[Entrainement 14.9] — Isolation thermique d’un mur.
€p €
<> <>
S¢=1,2m?
Stot = 7,5 1’112
Vue en coupe Vue de face

Un pan de mur de surface totale Syor = 7,5 m? est composé d’un mur de brique d’épaisseur e, = 20 cm, de
conductivité thermique A\p = 0,70 W -m~! - K~! et d’un isolant en fibre de bois d’épaisseur e; = 12 cm, de

conductivité thermique \; = 0,036 W-m~! . K1
Une fenétre de surface Sy = 1,2m? de résistance thermique Ry = 0,70 K - W1 est percée dans le mur.

La température intérieure est Ti,, = 20 °C, la température extérieure vaut To = 5 °C.
e
L . , s o
La résistance thermique d’une surface S plane d’épaisseur e est R, plan = S

Quelle est la valeur de la résistance thermique :

a) Ry dela brique? ............ b) R;delisolant? .............

¢) Parmi les montages suivants, lequel correspond & la situation étudiée ?

d) Quelle est la résistance thermique globale Ryp tor dumur? ..........................

e) En considérant que les échanges thermiques ne peuvent se faire qu’a travers cette paroi, quelle puissance

thermique ¢ doit développer le systéeme de chauffage pour maintenir cet écart de température ?

(a) 475 W (b) 475 W (c) 4,75kW
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(@) [Entrainement 14.10| — Igloo de survie. 00

Un alpiniste, surpris par le mauvais temps, décide de construire un igloo de survie d’un volume intérieur de
1m? avec des blocs de neige d’épaisseur e = 10 cm et de conductivité thermique Apeige = 0,2 W - m~ - KL

Il hésite entre 3 formes d’igloos : un igloo cubique, cylindrique dont la hauteur est égale a son rayon et un
igloo hémisphérique.

a Rcyl
//\ /
D
Igloo cubique Igloo cylindrique Igloo hémisphérique
- 1 s/ 3
Pour les calculs numériques, on prendra : — =~ 0,7 et {/ — =~ 0,8.
I 27
Pour que le volume intérieur des igloos soit de 1m?,
a) quel doit étre le rayon de 'igloo cylindrique ? b) quel doit étre le rayon de I’igloo hémisphérique ?

¢) On souhaite déterminer la résistance thermique de chaque igloo. Associer a chaque igloo 1’expression
de sa résistance thermique.

0,8 0,9 1,1
[ / dr [ dr [ / dr
@ ) 372 @ ) 2mAr2 @ ) 52
0,7 0,8 1

d) Aprés avoir calculé chacune des intégrales précédentes, quel igloo présente une résistance thermique

approximative de —K - W17

e) L’alpiniste dégage une puissance thermique de ¢ = 100 W.

En déduire la différence de température entre l'intérieur de 'igloo hémisphérique et I'extérieur en régime
permanent.
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[Entrainement 14.11] — Analogie électrique d’une habitation (I). 0

L’objectif de cet entrainement est d’approfondir I’analogie entre les phénomenes de conduction thermique
et d’électricité en étudiant une habitation dans sa globalité.

On constate que :

e le flux thermique ¢ est 'analogue de 'intensité du courant électrique (flux de charge électrique) ;

e la température 6 est I’équivalent du potentiel électrique;;

e un matériau ayant une capacité thermique Cyy, peut étre modélisé par un condensateur électrique;

e tout comme la résistance électrique traduit une relation de proportionnalité entre la différence de
potentiel et le courant électrique, la résistance thermique traduit la relation de proportionnalité entre
la différence de température et le flux thermique : Af = Ry, .

Une habitation est isolée de 'extérieur ol régne une température 6.(t) par une enveloppe isolante de
résistance thermique Ryy. A lintérieur de I’habitation, un systéme de chauffage apporte un flux thermique
¢; permettant d’atteindre une température intérieure 6;(¢). L’intérieur de la maison posséde une capacité
thermique Ciy,.

Parmi les circuits ci-dessous, lequel correspond a la situation étudiée? ..................

Rth

Ct h Rt h

A @ = On

777
Circuit () Circuit (b) Circuit (c)
L [Entrainement 14.12] — Analogie électrique d’une habitation (II). 00

a) Etablir Péquation différentielle sur 6; dans le cas du circuit @ de 'entrainement précédent.

Du fait de ’alternance jour—nuit, la température extérieure 6, peut s’écrire

0c(t) = Oep + Oo1 cos(wt).

b) Quelle doit étre 'expression du flux ¢; fourni par le systéme de chauffage pour maintenir une tempé-
rature intérieure constante égale a 6;y ?
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(@) [Entrainement 14.13| — Une résistance thermique en géométrie cylindrique. 000

T=20°C

T=20°C
Vue en coupe

Un mince tuyau métallique d’une longueur L et de rayon 1cm transporte de la vapeur a 100 °C. Celui-ci
est couvert par deux couches d’isolants :

e une couche (a) intérieure d’une épaisseur de 4 cm et de conductivité thermique 0,1 W - m- K

e une couche () extérieure d'une épaisseur de 2cm et de conductivité thermique 0,3 W - m~ ! KL

La température extérieure est de 20 °C.

1
La résistance thermique dans le cas d’'un flux radial est de la forme Ry, = 3L In(ra/r1).
T

a) Parmi les deux montages électriques ci-dessous, lequel correspond au systéme étudié ?

Ry,
L =
100°C 20°C 100°C 20°C

7}7 Montage (@) 7}7 7}7 Montage (b) 7}7

b) Quelle est la température a l'interface entre les deux isolants ?
(a) 25,2°C (b) 30,2°C (c) 30,2°C (d) 35,2°C (e) 40,2°C

In(7)
In(5)

On prendra ~ 1,21
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Plus de diffusion thermique

[Entrainement 14.14)] — Choix d’un isolant. 00

La résistance thermique surfacique » d’'un matériau traduit sa capacité a résister a un flux thermique. Elle
dépend de I’épaisseur du matériau e et de sa conductivité thermique A, selon la relation

r=-e/\

Le déphasage thermique A7 définit le temps que met un front de chaleur pour traverser une épaisseur
donnée de matériau. Cette grandeur dépend de la masse volumique et de la capacité thermique massique

du matériau, selon la relation
e
AT =ey/—
T V 2w’

ou w est la pulsation excitatrice associée au front de chaleur.

La prise en compte du déphasage thermique est notamment utile pour le confort 1’été, en décalant au cceur
de la nuit plus fraiche I'arrivée de la chaleur recue par les parois extérieures durant la journée. Dans le cas
de Dalternance jour-nuit w = 7,3 x 10 % rad - s~ 1.

La consommation totale d’énergie primaire non renouvelable, communément appelée « énergie grise »,
permet de quantifier assez bien I'impact environnemental global d’un produit. L’énergie grise surfacique
&g d’un isolant peut se calculer par la relation & = pef ol £ est I’énergie grise massique.

Isolants Conductivité thermique Masse volumique  Capacité thermique  Energie grise massique
A(W-m™ - K™ w (kg -m™?) c(W-m ' K™ £ (kWh - kg™ ")
Fibres de bois 0,037 150 2000 2
Bottes de paille 0,052 100 1550 0,1
Laines minérales 0,030 30 900 8
Vermiculite 0,050 300 950 0,8
Polystyrene expansé 0,032 20 1300 32
Polyuréthane 0,022 35 1000 30

Un maitre d’ceuvre doit choisir un isolant pour fabriquer un mur avec comme contrainte d’avoir
r>70m? W!

et un déphasage
AT > 8h.

Apres avoir calculé ’épaisseur nécessaire pour vérifier la contrainte sur r et le déphasage correspondant, le
maitre d’ceuvre choisira l'isolant ayant ’énergie grise surfacique la plus faible parmi ceux qui vérifient les
contraintes ci-dessus.

Quel isolant choisira-t-i17 . ... ... e
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B |Entrainement 14.15 — En présence de source. 00

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

On a alors o _)\g(?

On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et compris entre z et = 4 dz :

dx

VH

T T +dz

Le conducteur thermique est le siege d'une production algébrique volumique d’énergie de puissance pprod
(effet Joule, réaction chimique, etc.).

a) Donner lexpression de la variation d’énergie interne dU de la tranche dz du conducteur entre les
instants ¢ et ¢ + dt.

¢) Donner 'expression de I’énergie produite dans la tranche entre t et t + dt.

B |[Entrainement 14.16| — Transfert conducto-convectif latéral. )

On se place dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle telle que les isothermes sont des plans x = cste.

— dT _, T (12 . .
On a alors jo = —A——e;. On étudie un élément de volume du conducteur thermique de section S, et

) dx
compris entre x et x + dzx.
La paroi latérale du volume de section S est en contact avec un thermostat & la température Toyi. Le
flux thermique surfacique au niveau de la surface latérale vérifie la loi de Newton, i.e. est proportionnel a
T(xz,t) — Text (facteur de proportionnalité noté h). On note p le périmetre de la tranche de section S.

a) Donner 'expression de dU en fonction de la variation de température ........

b) Exprimer le transfert thermique algébriquement regu par la tranche dii aux transferts conductifs.
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¢) Quelle est I'expression de 1’énergie algébriquement regue au niveau de la paroi latérale dans la tranche
entre t et t +dt?

@ h(T(x,t) — Toxt)pda dt @ —h(T(z,t) — Toxt)pda dt @ 0
(b) (T (2,t) = Tex)S da dt () W(T(2,t) = Tex)S da dt () —h(T(2,t) — Texe)p

d) En déduire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par T ...................

L |Entrainement 14.17 — Conducto-convectif a 1D (3). 000

On consideére une vitre de section S et de résistance thermique Ry, séparant I'extérieur de température T}
et l'intérieur d’une maison (température T3).

Ext vitre Int

4
v Ru| T3

7

0 L

Les échanges thermiques aux interfaces en x = 0 et x = L sont régis par la relation de Newton. Si ’on
prend en compte les effets conducto-convectifs aux deux interfaces, on obtient le systéme :

¢ = h1S(Ty — T(0))
T(0) = T(L) = Reno
¢ =h2S(T(L) — T3).

a) Le profil de température est de la forme :

T, T,

Rth Rth
T2 T2

T1 Tl ‘
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En coordonnées cylindriques et sphériques

%{ [Entrainement 14.18] — Régime permanent en géométrie cylindrique (I). 000

On considere le cas d’isothermes cylindriques d’axe (O, €).
Pour obtenir le champ de température et le flux thermique il
faut adapter le volume élémentaire étudié aux symétries du
probleme. Pour cela on raisonnera sur un cylindre évidé de
rayon 7, d’épaisseur dr et de longueur h.

a) Que vaut la variation d’énergie interne du systéme en
régime permanent ?

b) Qu’en déduire concernant le transfert thermique 6@ entre
tett4dt?

¢) Que peut-on déduire concernant le flux ®(r) = 2wrhjg(r) de ;5 a travers un cylindre de rayon r et de
hauteur h?

@ Le flux ®(r) décroit avec le rayon. @ Le flux ®(r) augmente avec le rayon.
@ Le flux ®(r) est indépendant de r.

On dit alors que fé est & « flux conservatif ». Cela permet notamment de le calculer pour tout cylindre de
rayon r connaissant les conditions limites.

d) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par T ................. ... ..

LB |[Entrainement 14.19| — Régime permanent en géométrie cylindrique (II). 00

On considére un cylindre évidé de longueur h, de rayon intérieur r; et de rayon extérieur ro. En régime
)
permanent, dans le cas d’isothermes cylindriques, la température est régie par 1’équation différentielle

dT Dy 1
T 27r§h;’ ou ®j est le flux thermique radial.
g 2 a) Les conditions aux limites imposent ®g et T'(r1) = T7.
%%\ ; s Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et ®g.
(‘/\, ST
A
AVAV N Y
T b) Les conditions aux limites imposent T'(ry) = T} et T'(r2) = Tb.
k‘/:’\J '\?y) Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et T5.
T(r

0S¢5

15
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%L [Entrainement 14.20] — Résistance thermique d’une canalisation. 0000

Soit une canalisation, de longueur L, comprise entre les cylindres de rayons r1 et ro > r1, de méme axe
(Oz). Elle contient de I'eau & la température T, et est entourée d’air & la température T,.

T. €z /™

T2

T.

On se place en coordonnées cylindriques et on considere la canalisation assez longue pour négliger les effets
de bord.

a) Quelles sont les dépendances spatiales du champ de température ?

@ T(r,0) @ T(z) @ T(r) @ T(z,0)

b) En déduire la forme du vecteur densité volumique de courant fQ.

(@) jo(2)Er ®) e (©) Ja(r)e: () jel2)e2

On consideére un élément de volume de co6tés dr, rdf et dz.

A g)et élément de volume est une portion de tube de champ de
2+ ds Jo entre deux portions d’équithermes de surface

628 =rdodz,

distantes de 6L = dr.

¢) En déduire sa conductance thermique, c’est-dire la capa-
cité du matériau a transmettre un flux thermique. Elle est
Y définie comme l'inverse de la résistance thermique.

On associe les éléments de volume précédents (représentés ci-dessus) de fagon a obtenir une couronne en
faisant varier 6 de 0 & 2.

d) Tl s’agit d’une :

@ association série @ association parallele

e) En calculant la bonne intégrale parmi celles proposées ci-dessous, déduire I’expression de la conductance
de cette couronne. La conductance est définie comme l'inverse de la résistance thermique.

™ Ndzrdé T dr
2 _ 2 _
ORECH _/0 dr ® 6 /0 Xdzr do
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On associe les couronnes précédentes de fagon a obtenir un cylindre évidé en faisant varier z de 0 & L.

f) Cette association de résistance thermique est :

@ une association série @ une association paralléle

g) En déduire la conductance de ce cylindre évidé ................. ... ...

On associe les cylindres précédents de fagon a obtenir la canalisation étudiée en faisant varier r de r1 a ro.

h) Il s’agit d’une :

@ association série @ association parallele

i) En déduire la résistance de ce cylindre évidé ............... .. ...

j)  En déduire ’expression du flux thermique sortant ® en fonction de T}, et T.

[Entrainement 14.21/ — Régime permanent en géométrie sphérique (I). 000

On consideére le cas d’isothermes T'(r) correspondant & des
spheres concentriques de centre O. Pour obtenir le champ de
température et le flux thermique, il faut adapter le volume
élémentaire étudié aux symétries du probleme.

Pour cela on raisonnera sur une « coquille sphérique » : boule
évidée de rayon r et d’épaisseur dr, comme représenté ci-
contre.

a) Que vaut la variation d’énergie interne du systéme en N
régime permanent ?

b) Que peut-on en déduire concernant le transfert thermique
6Q entre t et t +dt?

¢) Que peut-on déduire concernant le flux ®(r) = 4nr?jg(r) de ]_45 a travers une sphere de rayon r ?

@ Le flux ®(r) décroit avec le rayon. @ Le flux ®(r) augmente avec le rayon.
@ Le flux ®(r) est indépendant de r.

On dit que 55 est a flux conservatif. Cela permet notamment de le calculer pour toute sphére de rayon r
connaissant les conditions limites.

d) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par T.
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L [Entrainement 14.22| — Régime permanent en géométrie sphérique (II). 00

On considére une sphere évidée de rayon intérieur 71 et de rayon extérieur ro. En régime permanent, dans

dT Dy 1
le cas d’isothermes sphériques, le température est régie par ’équation différentielle — = —ﬁ—Q ou Pg
TAT

est le flux thermique radial sortant.

a) Les conditions aux limites imposent ®q et T'(r1) = T7.

5 ? Déterminer T'(r) en fonction notamment de Ty et ®.
i hf
= O
g T1 :
T /\/} b) Les conditions aux limites imposent T'(ry) = T3 et T'(rq) = Tb.
(\:\J T(r) Déterminer T'(r) en fonction notamment de 77 et T5.

Réponses mélangées

0,8m %”Q Sdedt (@) Rith(eio O — b cos(@t) 2 (©
(a) dT@ (I()),'?r;l %; dg =1Mc%—:§5dx i ®» (a 5247 SW
O A
HeGy = Aggz TPeroa  Spherique I+ RihyS dr ® ©®

®et(© V2 T(a:):T2ZT1:L‘+T1 AgTdedt 1 © (©

o 1
0 en série T+ 47:))\ (— — —> Q=0 Les bottes de paille @

1
(cub.,@) (cyl.,@) (sph.,@) 27T3:dz @ @ 1/\/5 @
2 2}
ln%% T =T+ 27?§\h ln(r_l) S ! T,

h h
1+—1+Rthh15 1+—1+Rthh15
h2 h2

oT
®  11x10°W () 053K W AU = e S da dt ()

i_ 1 27 AL
_ o T T1 _ ]
@ =ty % o % In(ry/71) T -T) @ out
ha
a6, 0; 1 1 . + RiphaS
2y = (Rindi + 0e) 11°C T+ — T2 ©
dt RinCin RinCin 1+ :_j 4+ RinhoS 14+ h—2 + RinhaS
Adzrdf 8T 0T
2x 1073 - —A——h T(x,t) — Toy
0 ® ©® @ 10 dr “ot " 0a? T 8) = Towe)

®  ppeaSdzdt (© @) T@)=Ti+ (T~ Tl)ll (’:3

dU:,uc%—dexdt @ ® 45x107?2K-W!' (b  dU=0

» [Réponses et corrigés page |374]
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THM3 Fiche d'entrainement n° 15 Thermodynamique

Transferts thermiques

Prérequis N
Loi de Fourier : 7tn = —Agrad 7.
Constantes utiles
—s Constante de Stefan : 0 = 5,67 x 10 °W-m 2 - K*

Vecteur densité de courant thermique

[Entrainement 15.1/ — Dans un calorimétre. o

Un systeéme S est constitué d’un vase parfaitement calorifugé contenant initialement une masse m; d’eau
a la température 73 = 20°C. On y ajoute ensuite une masse mo d’eau a la température T, = 80°C
(systeme S3). On attend que 1’équilibre thermique soit réalisé.

a) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme Sy 7 ................

b) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme So? ................

¢) Quel est le signe du transfert thermique regu par le systéme S; U Se? ...........

[Entrainement 15.2] — Une dalle en béton. 000
On considere une dalle en béton d’épaisseur e = 20cm et
de conductivité thermique A = 1,2W -m~! - K~! séparant T

deux pieces d’une habitation.

La température de la face inférieure contenant A est Th = C —
J €x
8°C et celle de la face supérieure contenant C est T =
18°C. La température en un point M(z,y, z) du béton ne .
dépend que de z en régime stationnaire. 0 o B ey e,
S a7 _, A
Le vecteur densité de courant en M est 7, (M) = —)\d—em.
T
a) Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies ?
(&) Tm(A) -2 >0 (©) Tm(C)eg=0 (e) Tm(B) e, =0
@ JmB)ees <0 @ Tm(A) -, >0 @ Tm(C)eey <0

158 Fiche n° 15. Transferts thermiques



|[Entrainement 15.3| — Tuyau en cuivre.

On considére un tuyau cylindrique en cuivre d’axe (Oz) et de conductivité
thermique A = 400 W -m™! - K1 séparant deux fluides de températures
différentes.

En régime stationnaire, la température de la face interne contenant A est
Ta = 20°C et celle de la face externe contenant C est T = 10°C. Le profil
de température est alors, en coordonnées cylindriques,

TC — TA T
— ¢ In (—)
In (—) a
a
Les distances a ’axe sont a = 2 cm et ¢ = 4 cm.
Le vecteur densité de courant thermique en un point M est noté 7, (M).

SN 1
On donne grad f(r,0,2) = %e_; + ;%6_5 + %_z’ en coordonnées cylindriques.

T(T) =TA +

a) La direction de 7¢n(A) est b) La direction de 7, (C) est
@c O ©s @c O ©s

¢) Donner le sens de 7Tn(A). d) Donner le sens de 7, (C).

e) Calculer | Twm(A)]| -...... f) Calculer | 7w (C)|| ..-....

Transferts thermiques conducto-convectifs

On considére une paroi solide fixe de température 7}, en contact
avec un fluide en mouvement de température différente T'. - Ty

Les transferts thermiques de la paroi vers le fluide peuvent étre
modélisés par la loi de Newton donnant le vecteur densité de Ty
courant thermique conducto-convectif

Jeec = h(Tp — Tf)ﬁp_nc > Np—f

ou h est nommeé coefficient de transfert conducto-convectif.

La puissance transférée par la paroi ¥ au fluide est Py, 5 = // Tee+dST s
b

On rappelle que la résistance thermique Ry, est le rapport entre la différence de température 77 — T, entre
deux isothermes et la puissance thermique P;_.o transférée. Elle vérifie :
T — Ty
Ry = =2,
P 1—2
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B |[Entrainement 15.4 — Unité ? o

En quelle unité s’exprime A7 ...

[Entrainement 15.5| — Puissance échangée par conducto-convection. 00

a) La résistance thermique conducto-convective associée a une interface de surface S est

© Vis
1
& ® s

b) Un toit plat d’immeuble a une surface de 50m?. La température de air extérieur est de 25°C et le
coefficient de transfert conducto-convectif est h = 20 USI.

La puissance cédée par conducto-convection par le toit a I’air extérieur vaut 40 kW.

Calculer la température de la face du toit en contact avec l'air extérieur.

[Entrainement 15.6] — Ailette de refroidissement. 000

Une tige conductrice cylindrique de rayon a, de section S = ma?, de longueur L > a, de conductivité
thermique A est en contact en x = 0 avec un corps solide de température T stationnaire. Cette tige est en
contact avec l'air de température T, stationnaire.

dz
( (L O
To T,

a) L’élément de volume Sdx de la tige situé entre x et x + dx regoit une puissance de la part de l'air
égale a

(a) W(T, — T(x))S (¢) MT, —T(x))2radz
@ T (z) —T,)S @ WT (z) — Ty)2madx

A
b) En posant b = Z—Z, on montre que T(z) = T, + (To — Ty)e™ /"

Exprimer la puissance thermique Py recue par la tige en = 0 en fonction de X, a, b, Ty et T,.

160 Fiche n° 15. Transferts thermiques



Rayonnement thermique

Un corps noir de température T émet un rayonnement de puissance surfacique ¢ donné par la loi de Stefan
@ =oT* ot o est la constante de Stefan donnée dans les prérequis de la fiche.

[Entrainement 15.7] — Le Soleil rayonne. 000

Le Soleil de rayon R = 696 x 10° km, rayonne comme un corps noir de température Ts = 5772 K.

a) Calculer la puissance surfacique ¢q a la surface du Soleil ................... .. ..

b) Calculer la puissance Pg émise par le Soleil ......... ...

¢) La puissance radiative traversant une spheére de centre S (centre du Soleil) et de rayon r > Rg ne
dépendant pas de r, la puissance surfacique radiative ¢(r) est

(@) o <P®% (0 <p@<5;1®)2 @ @@(1%;)2

d) La distance Soleil-Terre est Dgr = 150 x 10% km. La puissance surfacique du rayonnement solaire recu
par la Terre est (en W - m™?)

(a) 1,4 x 10! (b) 1,4 x 10 (c) 1,4 x 10° (d) 1,4 x 10*

[Entrainement 15.8 — Radiateur convecto-radiatif. 000

On étudie un radiateur de chauffage central dont la température de surface est Ts = 60 °C en contact avec
l’air ambiant de température T, = 20°C. On note S 'aire de I'interface radiateur-air.

Le radiateur et ’air rayonnent comme des corps noirs de températures respectives Ts et T,. Seuls les
échanges thermiques entre le radiateur et I’air sont pris en compte.

a) La puissance cédée par le radiateur & 'air par rayonnement est
(a) o(Ty —T)S (©) o(T; +T))S

@ (I(TS4 — Tf)S @ nulle

b) Ennotant h = 10W - m™2 - K~! le coefficient de transfert conducto-convectif entre le radiateur et 'air,
la puissance cédée par le radiateur a I’air par conducto-convection est

() h(T, —T;)S (©) h(Ta +Ty)S
(b) W(Ts —Ta)S (d) nulle

c¢) Calculer la surface S d’un radiateur fournissant une puissance totale de 1,0kW a l’air.
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Equation de la diffusion thermique

%{ [Entrainement 15.9| — Dimension du coefficient de diffusivité thermique. o

Dans un matériau solide de diffusivité D, le champ de température T'(M,¢) en un point M & un instant ¢

oT
vérifie I’équation de la diffusion thermique o= D AT.

Quelle est la dimension physique de D7 ... .. ... i

%L |Entrainement 15.10| — Echelles de longueur et de temps associées. o0

Les variations du champ de température T(M,t) au sein d’un matériau homogene de diffusivité D sont
caractérisées par une longueur caractéristique L et une durée caractéristique 7.

a) Quelle proposition est correcte ?
L

Un ceuf de poule a une longueur comprise entre 5 et 6 cm et une masse entre 60 et 70 g alors qu’'un ceuf
d’autruche a une longueur entre 15 et 20 cm et pese environ 1,6 kg.

b) Sachant que la cuisson & la coque d’un ceuf de poule dure 4 minutes, cuire un ceuf d’autruche a la
coque nécessite environ

@ 12 min @ 36 min @ 72 min @ 400 min

[Entrainement 15.11] — Prise en masse d’un mur de béton. 0000
(E)

Un mur de béton est coulé entre une paroi rocheuse de tem-
pérature stationnaire Ty, = 20°C et un coffrage métallique

maintenu a la température 77 = 10°C. roche béton

coffrage
Le mur de béton est d’épaisseur L = 1,0m et de conductivité
thermique A = 1,2W - K~ . m™!. La prise en masse du béton
est le siege d’une réaction chimique exothermique dégageant | {
une puissance volumique p,,. 0 L

T

En régime stationnaire, la température T'(x) & ’abscisse x vérifie '’équation différentielle — = ——.
x

a) Exprimer le profil de température T'(x) dans le béton.

b) La température est maximale a l’abscisse 1 = 3L/10. L’expression de p, est

(a) 3AL(Ty — Ty) (¢) BAL(Ty — T1)
@ %(Tg—Tl) @ %(TO_Tl)

C)  CalCULET Dy« ettt
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[Entrainement 15.12| — Fusible en régime stationnaire. 0000

Un céble métallique cylindrique d’axe (Ozx), de rayon a, de section S = ma?, de longueur L, de conduc-
tivité thermique A et de conductivité électrique ~y, est parcouru par un courant électrique d’intensité I

L
stationnaire. Les deux extrémités en r = ia sont maintenues a la méme température Tj.

Lorsque ce céble est latéralement calorifugé, la température T'(x) a 'abscisse z vérifie, en régime station-
naire, I’équation différentielle
d?T B I?

dz? Ay S%

a) Exprimer le profil de température T'(x) dans le cable.

b) Quelle est abscisse du lieu ou la température est extrémale ?

¢) Donner 'expression de cette température extrémale.

On note Jn(z) le vecteur densité de courant thermique de conduction a 'abscisse x.

d) Quelles propositions sont vraies ?
@ Jth<_2)'ez>0 @ ]th(2)'ez>0
@ jth(_Q)'ea:<0 @ ]th(Q)'e$<0

Associations de résistances thermiques

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) sont en association série lorsque la puissance thermique traverse
le conducteur (1) puis le conducteur (2) avec une surface de jonction isotherme. La résistance thermique
équivalente Ry, est alors la somme des résistances thermiques de chaque conducteur.

Rin = Reng + Ren2

Deux conducteurs thermiques (1) et (2) en association paralléle ont des faces communes a la méme tempéra-
ture : ils sont donc soumis a la méme différence de température. La conductance thermique Gy, équivalente
est alors la somme des conductances thermiques de chaque conducteur.

1
Gin = o= Gin1 + Gin2
th
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(@) [Entrainement 15.13] — Mur de béton. 000
On considére un mur en béton d’épaisseur e = 30 ¢cm, de hauteur h = 2,5m et de longueur L = 10 m.

Les deux faces verticales isothermes de ce mur sont en contact avec l'air et sont a des températures
différentes T et T5.

Lorsque |T7 — T»| = 10 K, la puissance thermique traversant le béton est P = 1,0kW.
On rappelle que la résistance thermique d’un matériau de méme géométrie que ce mur est

e
Ry =
AS

ou e est Iépaisseur, S laire des sections isothermes et A la conductivité thermique du matériau.

La résistance thermique Ry, est le rapport entre la différence de température T7; —T5 entre deux isothermes
et la puissance thermique P;_,5 transférée
T — Ty

Ry = .
th P1—>2

a) Calculer la résistance thermique de conduction du mur ..........................

b) Calculer la conductivité thermique A; dubéton .................. ...

On isole ce mur avec une plaque de polystyréne de conductivité Ao = 4,0 x 1072 W -K~! . m™! afin que la
puissance thermique traversant le mur isolé soit divisée par 5 pour le méme écart de température |17 — T5|.

c) Calculer ’épaisseur d’isolant nécessaire. ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiii..

[Entrainement 15.14] — Ouverture dans un mur. 000

On considére un mur de surface S, et de conductance thermique G,,. On souhaite percer ce mur afin
d’installer une fenétre de surface S; et de conductance thermique Gy. On rappelle que la conductance
thermique est I'inverse de la résistance thermique : G = A\S/e pour un matériau de conductivité thermique A,
d’épaisseur e et de section S.

a) La conductance thermique G}, du mur percé (mur seul aprés installation de la fenétre) est
Sm — Sf S
= __=2ra., =Lan, Gy — Gy Gm
® ® 3 © Gn=G; @

b) La conductance thermique G du dispositif (mur et fenétre) apres installation de la fenétre est
S
(&) Gm + Gy @Gm<1—5f>+af

Gme @ GmSm + Gfo
Gm—‘rGf Sm—‘rSf
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Encore un peu de rayonnement thermique

Un corps noir de température T émet un rayonnement de puissance surfacique ¢ donné par la loi de Stefan
@ =0T?* ot o est la constante de Stefan donnée dans les prérequis de la fiche.

|[Entrailnement 15.15| — Loi de Wien. o
1 [ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T B
0.8 - *
Le Soleil émet un rayonnement a large spectre. 2 06l |
La figure ci-contre donne le graphe du flux sur- g
facique spectral normalisé en fonction de la lon- E o4l i
gueur d’onde. ’
On considere le Soleil comme un corps noir. 0.2k |
Ll Ll Ll Ll
0 0.5 1 1.5 2
A en pm

a) Mesurer la longueur d’onde )\, correspondant au flux surfacique spectral maximal .....

b) D’apres la loi de Wien, on a A\, T = 2898 ym - K.

Calculer la température de surface du Soleil. ...... .. ... i

¢) Le corps humain a une température de 310 K. En le considérant comme un corps noir, quelle est la

longueur d’onde )/, de son rayonnement maximal? .......... ..ot

|[Entrainement 15.16| — Température de ’atmosphére terrestre. 00
L’atmosphere est modélisée par un corps noir rayonnant o Sl T(pa

une puissance surfacique ¢,. Le rayonnement solaire a 1’en-

trée de l'atmospheére terrestre a une puissance surfacique Atmosphere

moyenne o = 342W - m~2. L’atmosphére en absorbe la

partie pg. L’atmosphere absorbe aussi la puissance surfa- ‘PTI l@a

cique 7 provenant de la Terre.
a) A partir du bilan énergétique de I’atmosphére en régime stationnaire, la puissance surfacique ¢, est

@SDT+SOS @—(pT;wS
2(pr + 9s) PT P8
@ T s @ 5

b) Calculer la température de atmosphere Ty . ...ovini i
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Réponses mélangées

58x10°K (b)) 935pm  050pm  65°C (b))  1,4x10°W.m2
Ty + %;%2 62,9 MW - m ™2 /\WT“Z(TO —Ty) 12W-K'.m™!
®et (@ 1L0x107°K-W'  © @ g—;\x(L—x)—l—(Tl—To)%—l-Tg
®» 220Kk © © © ® (© 29x10°W m?
W-K'.m™? @ @ et @ L2. 7! nul 0 Méme sens que €,
3,8 x 1026 W 60W - -m™3 1,5m? 60 W -m~2 négatif positif

®

4,0cm

@

I? L\*>
To+——(|=] — & er
o+ 99AG? <2> T Méme sens que e @

» [Réponses et corrigés page |382]
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THM4 Fiche d'entrainement n° 16 Thermodynamique

Tables et diagrammes thermodynamiques

Prérequis
Notions d’additivité et d’extensivité de fonctions d’état. Transition de phase.

Tables thermodynamiques

(@) [Entrainement 16.1 — Table & double entrée — Table de vapeur séche. 00

La table ci-dessous liste les propriétés de la vapeur d’eau seche.

Le volume massique v est exprimé en m? - kg~ !, I'enthalpie massique h en kJ - kg™*

senkJ - K1 kg™t

et I’entropie massique

p en kPa T en °C

(Tsat en °C) 100 | 150 | 200 | 250 | 300
100 v] 1,696 0 | 1,936 7 | 2,1725 | 2,406 2 | 2,638 9
(99,606) | R |2 675,77 |2 776,59 | 2 875,48 | 2 974,54 | 3 074,54
s| 73610 | 76147 | 7,8356 | 8,034 6 | 8217 1
200 v 0,969 89 | 1,080 5 | 1,198 9 | 1,316 2
(12021) | h 2 769,09 | 2 870,78 | 2 971,26 | 3 072,08
s 7,280 9 | 7,508 1 | 7,710 0 | 7,894 0
500 v 0,425 03 | 0,474 43 | 0,522 60
(151,84) | h 2 855,90 | 2 961,13 | 3 064,60
s 70611 | 7,2726 | 7,461 4

a) En arrondissant le volume massique v a deux chiffres significatifs, calculer la masse volumique p en
g-mL™! de la vapeur d’eau soumise & une pression de 200 kPa et & une température de 200 °C.

b) Que vaut la température de saturation Ty,¢ pour une pression de 200 kPa ?

(a) 200°C (c) 99,606°C

(b) 120,21°C (d) 151,84°C

¢) Quel est I'état d’équilibre du systéme & une température de 100 °C et soumis & une pression de 200 kPa ?
@ état liquide
@ état vapeur
(¢) état diphasé
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B |[Entrainement 16.2] — Table 4 unique entrée — Table de vapeur saturante.

Les propriétés de I’eau sous forme diphasée sont données dans la table de vapeur saturante ci-dessous :

T Psat Liquide saturant Vapeur saturante

(°C) (MPa) @ &) ® @ @ ®

20 | 0,002 339 | 83,9 | 0,296 5 | 0,001 002 | 2 537,4 | 8,666 0 | 57,757
40 | 0,007 385 | 167,5 | 0,572 4 | 0,001 008 | 2 573,5 | 82555 | 19,515
60 | 0,019 946 | 251,2 | 0,831 3 | 0,001 017 | 2 608,8 | 7,908 1 | 7,667 2
80 | 0,047 414 | 335,0 | 1,075 6 | 0,001 029 | 2 643,0 | 7,611 1 | 3,405 2
100 | 0,101 420 | 419,2 | 1,307 2 | 0,001 043 | 2 675,6 | 7,354 1 | 1,671 8

Les colonnes @, @, ® sont respectivement exprimées en kJ - kg™, kJ - K= - kg™ ! et m® - kg~ !.

A Taide d’une analyse des unités, attribuer chaque colonne & une de ces trois grandeurs : volume massique
v, enthalpie massique h et entropie massique s.

d) Exprimer la valeur de la pression de saturation psy & 100°C en millimétres de mercure (mmHg) en

sachant que 1 mmHg = 133,3 Pa

e) Le volume massique de l’eau contenue dans un ballon d’eau chaude a 60 °C est de v = 1,03 cm? /g. Quel

est ’état du systeme : liquide, diphasé ou vapeur ?

Déterminer, par une lecture de la table a 60 °C, la valeur du volume massique de liquide saturant v; et celle
du volume massique de vapeur saturante vg.

f) O

P . . , . , v — U]
h) Le théoréme des moments donne la fraction massique de vapeur d’'un mélange diphasé : z, =

Vg — U]
g

En raisonnant en terme d’ordres de grandeur, laquelle des propositions ci-dessous correspond a une ap-
proximation raisonnable de I’expression de x, si v = 1,03 cm?® /g a60°C?

@ v/ @ v/ vg @ v/vg

Diagramme de Clapeyron P-v et diagramme de Watt P-V

[Entrainement 16.3] — Schéma synoptique d’un cycle thermodynamique. o
Soit n moles de gaz parfait qui décrivent le cycle ci-contre.
Attribuer aux transformations trois des quatre adjectifs ‘P;l (A) ‘};2 = B
. . . . . . 1 > 2
suivants : isobare, adiabatique, isochore, isotherme. T P = cste T, = °on
A
a) Transformation (A) .................... (D) | 5 = este T = este | (B)
b) Transformation (B) .................... Py V= st Ps
Vi = Vs |« (_CC)S v o= 31
T. T3 = 1T
¢) Transformation (C) .................... : i 2

d) A Taide de la relation PV = nRT, exprimer V5 en fonction de V;
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[Entrainement 16.4) — Un cycle dans le diagramme P-V. 00

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans l’entrainement 16.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV"” = cste.

a) Laquelle de ces relations est valable pour la transformation (B)?

@ g — cste @ PV = cste @ P7V?Y = cste @ TV = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.
P @ » ® © » @

D A

-V -V -V -V

¢) Sachant que le travail des actions de pression recu au cours du cycle est W = (p —P dV, déterminer
cycle
laquelle de ces affirmations est correcte.

@ W > 0 donc le cycle est récepteur. @ W =0 car la transformation est un cycle.
@ W < 0 donc le cycle est récepteur. @ W < 0 donc le cycle est moteur.
[Entrainement 16.5| — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme p-v. 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique
réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées Py O)
ci-contre dans le diagramme (p,v) d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point My

ayant pour coordonnées la pression pg et le volume massique vg. po - @ ®
. M
Pour un gaz parfait, v
e ’équation d’état massique est : pv = rT avec r = R/M la @
constante massique des gaz parfaits ;
e une des lois de Laplace dans le cas d’'une transformation adia- | U
batique réversible est pv” = cste avec v > 1 le coefficient adia- )
batique.
0
Exprimer la pente 8—p au point My pour chaque courbe iso en fonction de pg, vg et 7 :
v
a) 180-p ..., C) 180V ...,
b) iso-T ..., d) i80-8 ...,

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer I'adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.
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Diagramme entropique T'-s

%{ |Entrainement 16.6| — Courbes isobares d’un diagramme T — s. 000

La 2°™¢ identité thermodynamique est : dh = T'ds + v dp. La seconde loi de Joule énonce que dh = cp dT.

a) Etablir Iéquation différentielle vérifiée par T'(s) le long d’une courbe isobare.

b) En déduire 'expression de T'(s) vérifiée le long d’une courbe isobare parmi les relations suivantes :

@) Tocos(ws + ) ® T exp(s— ) ok exp<5° ) @) Tocos(s/cy)

Cp

Cp

La suite vise a déterminer la position relative de deux ©
courbes isobares. Pour cela, la compression isentropique T |rreererers
d’'un gaz parfait, passant d'un état (1) & un état (2), est
représentée par un trait plein dans le diagramme T — s ci- Ty beeeeeens
contre. Les courbes en pointillés représentent deux courbes HO)
isobares p;1 et ps.

S1 = Sg

¢) La transformation vérifie une des lois de Laplace : p' =777 = cste. En déduire laquelle des relations
suivantes est une expression de po valide ?

T \"7 v/(1=7) v/(v=1)
1—v 71 T1 T1
OF (T2> (b) p1(T2> ©) m (TQ)

d) Sachant que v > 1, que dire de la position relative d’une courbe isobare haute pression (HP) relative-
ment a une courbe isobare basse pression (BP)?

@ Les HP sont au-dessus des BP. @ Les HP sont en-dessous des BP.

(@) [Entrainement 16.7| — Estimation d’un transfert thermique. o

Les transformations étudiées ici sont réversibles si bien qu'un trans-
F

fert thermique recu entre un état I et un état F est Qip = / TdS. 7 (K)

I
Estimer le transfert thermique recu lors du cycle donné ci-contre. R C
(a) Qapcpa = 1,5 x 10°J (d) Qapepa =225 x 10°J 400 A
(b) Qaepa = —1,5x10°J (e) QaBcpa = 2,25 x10°J < =
(¢) QaBepa = —1,5 x 10*J () Qamcpa = —2,25 x10°J q
1 2 3 S (kJ-K™h)
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L |Entrainement 16.8) — Diagramme entropique de I’eau. 00

7009

Température T (en kelvin)
H H U ul [e)] [e)]
o ul o (0] o ul
S © o o o o

w
(S
o

300

0.05 by

=

4000
Entropie massique s (en J/K/kg)

6000 8000 10000

Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule : dh = ¢, dT. Pour un liquide, cette loi s’écrit

sous la forme dh = ¢dT.

a) Quelles sont les propositions vraies au point A ?
@ La pression est de 0,05 bar.
@ L’enthalpie massique est de 2800 J.

b) Quelles sont les propositions vraies au point B ?

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ Le corps pur est un mélange de liquide et de
vapeur.

¢) Quelles sont les propositions vraies au point E?

@ Le titre massique en liquide est de 0,7.
@ Le titre massique en vapeur est de 0,7.

@ Le corps pur est sous forme gazeuse et le mo-
dele du gaz parfait est valable.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ La température est de 450 °C.
@ L’entropie massique vaut 600J - kg™ - K1

@ Le titre massique en liquide est de 0,3.
@ L’enthalpie massique est de 1,9 x 103 J - kg~ *.
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d) Quels termes est-il possible d’associer a la transformation d’un systéme passant de I’état E & 1’état F ?

@ vaporisation @ fusion @ liquéfaction @ isobare

e) Quelle est la valeur de I’entropie massique au point F? ...................

f) Déterminer a l'aide d’une lecture graphique la valeur de la variation d’entropie massique d’un systéme
passant de ’état E a I'état F.

g) Déterminer a l’aide d’une lecture graphique la valeur de la variation d’enthalpie massique d’un systéme
passant de ’état E a I'état F 7

Diagramme des frigoristes P-h

[Entrainement 16.9] — Réseaux de courbes. 000

Différents réseaux de courbes sont tracés dans les diagrammes P-h ci-dessous.

107} 10%{ 10
- - -
8 8 3
1 1 - 1
2 10 2 10 2 10
L L L
a a a
c 10° c 100 c 100
K] o o
wn 0w "
g10 010 1 810
j < <
o o o
1072 H : [ 1072
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg) Enthalpie massique h (en kJ/kg)

La 1° et la 2°™¢ identités thermodynamiques sont respectivement du = T'ds — pdv et dh = T'ds + v dp.
Les phases condensées incompressibles et indilatables, dont I’équation d’état est v = cste, et les gaz parfaits
vérifient les lois de Joule qui, écrites en relations différentielles, donnent du = cy dT" et dh = ¢, dT".

Pour chacun des trois diagrammes, choisir quel adjectif parmi la liste suivante correspond au réseau de
courbes tracé :

@ isobare @ isotitre @ isenthalpe

@ isotherme @ isentrope

a) Diagramme @ .................. c) Diagramme ® ..................

b) Diagramme @ ..................
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B |[Entrainement 16.10 — Diagramme des frigoristes de ’eau.

1 T T A H RN
I L : iy - =

! 1O i) o FOIA T S —1

102 ilo il o e Ll A oo flwiiif o A\, e

= : o - / P

lv—l N = 1 L

1 I | I e ey e renifen Y AR EEEER? Y e

H : ~ . : ~ ] / . .

—_ = . . 1 ) B —
(- I N/ N S Y S A FZPNURNY SRR A I
© 11X L ! ] ’ I
o 10 = : 1 : :
1 : fl {2 :

c 1 AT 4 [ F — Y /SRN—— 7 2 R F —
] T I ) 7 ’ R
~ | ' ! / / IR
x BRI L
c 100 . : ...... ." ......... JEREEED ;’ ........ fpnnnninn .
2 = ! ! / i
") : [ A B | © R
& Y T R Y
: /A i I .

& 10-1 c'» ....... I#.... O’) x o Joeens X eeeen oo i
v I & 1 % = :

e e e N = :

< Y A A B :

o (@] 1 (o] / H

) — f m Il /L/o / :

- I Il :
10 s H P H 9 + 9 =
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

a) Au point A, quelles sont les propositions vraies ?

@ La pression est de 1,00 x 107 Pa.
@ La température est de 275 K.

b) Au point B, quelles sont les propositions vraies ?

@ La pression est de 1 Pa.
@ La température est de 100 °C.

c)

Pour rappel, un gaz parfait vérifie la seconde loi de Joule :
propositions valides en phase vapeur si le fluide est assimilé & un gaz parfait :

@ Les courbes isothermes sont des segments ho-

rizontaux.

@ Les courbes isothermes sont des demi-droites

verticales.

d)
considéré comme un gaz parfait.

En déduire dans quelle(s) zone(s) (a), (b), (c)

Enthalpie massique h (en kJ/kg)

@ Le corps pur est sous forme gazeuse.

@ Le corps pur est sous forme liquide.

@ Le corps pur est sous forme de mélange di-
phasé contenant du liquide et de la vapeur.

@ Le titre massique en liquide est de 0,6.

: dh = ¢, dT'. En déduire quelles sont les

Les courbes isothermes sont confondues avec
les courbes isenthalpes.

Les courbes isothermes sont confondues avec
les courbes isobares.

(d) représentée(s) sur 'abaque le gaz peut-il étre
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[Entrainement 16.11] — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme (log(p), h). 000

Quatre courbes iso ont été tracées dans le diagramme (log(p), h)
ci-contre. Le fluide étudié est assimilé a un gaz parfait qui vérifie
I'équation d’état pvM = RT et la 2°9° loi de Joule dh = cpdT.

dlog(p) _ A ©

a) Le long d’une courbe isochore, la pente est —an

avec A une constante. Exprimer A en fonction de R, M, ¢, et v. @

g(p) 4 @) ®

Par une étude qualitative des pentes des courbes, déterminer N
I’adjectif adapté a chaque courbe parmi la liste suivante : isobare,
isotherme, isochore, isentrope.

|[Entrainement 16.12| — Vaporisation de I’eau. 00

Le diagramme des frigoristes de l’eau est donné ci-dessus, dans l’entrainement 16.10.

a) A Taide d’une analyse visuelle, c’est-a-dire sans lecture de valeurs ni calculs, utiliser la position du
point B sous la courbe de saturation pour déterminer laquelle de ces propositions est valide.

On rappelle que ’échelle des abscisses est linéaire.

@ Il y a davantage de liquide que de vapeur. @ Il y a autant de vapeur que de liquide.

@ Il y a davantage de vapeur que de liquide. @ Il n’y a que du liquide.

A T'aide de lectures graphiques, attribuer les valeurs de 2650, 1320, 420 et 1000kJ - kg~! aux enthalpies
massiques caractérisant ’état du fluide au point B.

b) Enthalpie massique (moyenne) hg du fluide diphasé : ................... ... ...

c) Enthalpie massique hy, g de la vapeur saturante : ............... .. oo,

d) Enthalpie massique hy g du liquide saturant : ........... ... ... oo

e) Quelle est I’écriture correcte du théoréme des moments donnant le titre en vapeur xzp désigne le titre
vapeur a ’état B?

he —hg B — B B — hg hig —hB
rp = g = ———— g = —— = x
@ B vB—hlB @ b vB_hlB @ B hlB—hv,B @ B hB—hvB

f) En déduire la valeur du titre vapeur au point B en prenant 2230 ~ 2250 .........

g) Par analyse de la forme de la courbe de saturation, comment évolue ’enthalpie de vaporisation
Ayaph = hy — hy lorsque la pression augmente 7

@ elle reste constante @ elle diminue @ elle augmente
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Encore plus de tables thermodynamiques

[Entrainement 16.13| — Volume massique d’une vapeur séche. 000

Les données nécessaires aur questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur séche de l’entrai-
nement 16.1.

a) Si R est la constante des gaz parfaits exprimée en J - mol~! - K~ et M la masse molaire, quelle est

l'unité usuelle de r = R/M ?

b) Laquelle des expressions suivantes est ’équation d’état des gaz parfaits « massique » si v est le volume
massique, p la pression, T la température et r la constante massique des gaz parfaits?

@pvr:T @pv:T/r @pv:r/T @pver

c) A T'aide de I’équation d’état massique des gaz parfaits ot r = R/M =0,46kJ - kg™ ' - K~ pour l'eau,
estimer la valeur du volume massique de la vapeur seche a 260 °C sous 100 kPa.

. . PR , v inconnu a 260 °C,
L’objectif de ce qui suit est d’évaluer le vo-

lume massique d’une vapeur seche a 260 °C
a partir des valeurs connues du volume
massique a 250°C et 300°C. Pour cela, v(300)
il est supposé que la représentation gra- v(250)
phique du volume massique en fonction de
la température est une droite passant par
les points 250 °C et 300 °C. *

valeur a estimer

250 260 300

d) Quelle expression permet d’estimer la valeur du volume massique de la vapeur séche & 260°C sous
100kPa ?

v(300) — v(250)

(a) v(260) = v(250) + 200 350 X (300 —250)
(b) v(260) = w x (260 — 250)

(c) v(260) = v(250) + % x (250 — 260)
(d) v(260) = v(250) + W x (260 — 250)

e) En déduire une estimation numérique de la valeur de v(T' = 260°C,p = 100kPa).
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Entrainement 16.14)] — Transfert thermique avec changement d’état. 00
q g

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans la table de vapeur saturante de
Uentrainement 16.2.

a) Quelle est 'enthalpie hy de la vapeur saturante soumise a une pression 1,0142 bar ?

b) Quelle est 'enthalpie hy du liquide saturant & une température de 100°C? ......

De 'eau, contenant initialement 90% de vapeur, subit une liquéfaction totale sous une pression de 1,0142 bar
au sein d’un condenseur sans parties mobiles.

¢) Quelle relation permet de calculer I'enthalpie initiale h; du mélange diphasé ?
(&) hi =10h; + 90 hg (c) hi=0,10h; + 0,90 hy
(b) hi =0,10hy — 0,90 hy (d) hi =0,90h; +0,10hy

d) Calculer le transfert thermique massique g regu par le fluide en utilisant le 1°" principe industriel qui
établit que ¢ = hy — h; avec hy 'enthalpie massique du fluide apres liquéfaction totale.

Et encore plus de diagrammes thermodynamiques

[Entrainement 16.15| — Un cycle dans le diagramme (V,T). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans I’entrainement 16.3.

Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV7 = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ % — cste @ TV = cste @ TV~ = cste @ TV = cste

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

' @ Y ® ' ©

> T > T > T
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Entrainement 16.16] — Courbes iso d’un GP dans le diagramme (p,T). L)
g

p y ® @
Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique

réversible (donc isentrope) et une courbe isobare ont été représentées
ci-contre dans le diagramme (p,T) d’un gaz parfait.

Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point M. Po Mo ®

Pour un gaz parfait,

e ’équation d’état est : pv = rT;

e une des lois de Laplace dans le cas d’une transformation isentro- 1 T
pique : T7p!~7 = cste avec v > 1 le coefficient adiabatique.

| .
1o

op
or

@ Elle est décroit avec T'. @ Elle est constante avec 1. @ Elle est croit avec T'.

a) Que dire de la pente de la courbe isochore v = vy passant par le point Mg ?

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes, déterminer I’adjectif adapté a chaque courbe parmi la
liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

b) @ . c) @ . d) ©®. e) @ .

[Entrainement 16.17] — Courbes iso d’'un GP dans le diagramme (7, s). 00

Une courbe isochore, une courbe isotherme, une courbe adiabatique réversible (donc isentrope) et une
courbe isobare ont été représentées ci-dessous dans le diagramme (7', s) d’un gaz parfait.

T
Toutes ces courbes passent par le méme état décrit par le point My i © e ®

ayant pour coordonnées la température T et ’entropie massique sg.

Pour rappel, le coefficient adiabatique est défini comme le rapport de
la capacité thermique (massique) par la capacité thermique a volume T, - Mo @

c
constant : y = £ avec y > 1.
v

De plus, pour un gaz parfait, les points de la courbe isobare vérifient
la relation T'(s) = The®/°» quand ceux de la courbe isochore vérifient 1

la relation T'(s) = Te®/ v avec T, et Ty, des constantes. S‘
0

T
Exprimer la pente — au point My pour chaque courbe iso en fonction de Ty, ¢, et ¢, :

Os

a) S0P ..ol C) SO~V ...l

A Tl’aide d’une comparaison des pentes des courbes au point My, déterminer I'adjectif adapté a chaque
courbe parmi la liste suivante : isobare, isotherme, isochore, isentrope.

e) @ . f) @. g) ®. h) @ .
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[Entrainement 16.18) — Un cycle dans le diagramme (P, T). 00

Les données nécessaires aux questions suivantes sont disponibles dans I’entrainement 16.3.
Pour rappel, un gaz parfait subissant une transformation isentropique vérifie la loi de Laplace : PV" = cste.

a) Laquelle des relations suivantes est valable pour la transformation (D) ?

@ PT = ese ® Pricse  @©POT st @ Lo

b) Les échelles étant linéaires, déterminer lequel de ces tracés représente le cycle.

P ® P ® P ©

T T T

[Entrainement 16.19] — Compression : irréversibilités et élévation de température. 000

Du fluide R718 se trouve a l'entrée d’un compresseur sous une pression de 250 mbar & 100°C (état I).

a) En placant le point I dans le diagramme des frigoristes de l'entrainement 16.10, déterminer la valeur

de I'enthalpie massique initiale Ay . ... ..o

b) Dans quel état se trouve le fluide a ’état I?

@ liquide saturant @ vapeur saturante @ vapeur seche @ mélange diphasé

c) Quelle est la valeur de 'entropie sy du fluide & Pétat 17 ...,

d) Le fluide est comprimé de maniére adiabatique et réversible (s; = sg) jusqu’a la pression pp = 1bar

par le compresseur qui fournit le travail w = hp — hy. Calculer w en kJ -kg™! ..............

e) Quelle est la température finale Ty du fluide aprés compression réversible? ............

f) Le fluide est désormais comprimé & pr = 1bar de maniére irréversible si bien que son entropie a aug-
menté de 6%. En placant le point F’ entre deux courbes isentropes, déterminer la valeur de la température

g) L’augmentation de la température du fluide est due & sa compression, mais aussi aux irréversibilités
qui ont lieu lors de celle-ci. Laquelle de ces relations permet d’évaluer la proportion de 1’élévation de
température strictement due aux irréversibilités par rapport a I’élévation totale de température Ty — 117

On rappelle que, pour une quantité Xos = X1+ Xa, la proportion relative de X1 au sein de Xt s’exprime
comme X1 /Xt

Tpr — Ty T — Tp Tp — T Tp — T
@ Ty —T1 @ T3 @ Ty @ Ir — 11
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Réponses mélangées

1,017 x 1073 m? /kg 7,6672m? /kg @ —2031kJ - kg~! isochore isotherme
@, @ @ isentrope @ @ isotherme @ 9,1 x107*g-mL™!
2,45m° /kg (@) ) isobare o isochore () 760,8 mmHg
@ isentrope ~5000J - K~ ' - kg™! (a) @ isobare @ isobare

Po 1 . ,
—= , 1320kJ - k diph 2V
" © © @ g iphasé (@) ®) (@) 1
—1650kJ - kg™! = isoch 8kJ K™ -kg™! isoch
g 00 . isochore ey @, @ isochore
Tt
)  2650kJ-kg™" 0 400°C (b))  300kJ-kg”' 2 245m®/kg
ar T )
@ 250°C isobare Frnr 0 isochore 2680kJ - kg ! @
s ¢
@ rp = 40% @ isobare 0 isentrope @ W
@ et @ @, @ isotherme isentrope isotherme isotherme
Po -1 -1 -1
—y— ® 420kJ - k 800J-K™" -k
Vo ® © ©© O g g
419,2kJ - kg~ ®» @ OO ®0O @ 26756k k! ®

» |Réponses et corrigés page [386|
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THM5 Fiche d'entrainement n° 17 Thermodynamique

Thermodynamique industrielle

Fiche du « Cahier d’entrainement 1 année » pour se préparer
— Thermodynamique

Prérequis
Lois de Laplace. Principes sous forme industrielle. Diagramme (P, h).

Dans l’ensemble de la fiche, on se place en régime permanent.

Principes industriels

B |

Entrainement 17.1 — Composants des machines thermiques. 0

En négligeant les variations d’énergie mécanique, les premier et second principes industriels par unité de
masse s’écrivent
Ah = q+ w; et As =S¢ + S¢, (1)

ou ¢ est le transfert thermique massique, w; est le travail indiqué massique, s, est l’entropie massique
échangée et s, est 'entropie massique créée. Rappelons que ’entropie massique échangée avec un thermostat
de température Tj constante est égale & s, = q/Tp.

Pour chacun des composants suivants, on souhaite savoir comment ces deux principes se réécrivent.

Chotsissez la bonne réponse d chaque fois.

a) Un compresseur fonctionnant de maniére adiabatique réversible avec des piéces mobiles.
@Ah:wi;As:O @Ah:O;As:sC
@Ahzwi;As=se @Ah:q;As:strsc

b) Un échangeur thermique dans lequel le fluide se liquéfie (condenseur).
@Ah:wi;ASZO @Ah:O;ASZSC
@Ah:wi;As:sc @Ahzq;Aste—i-sC

¢) Un détendeur idéal calorifugé et sans piéce mobile.
@Ah:wi;As:O @AhzO;As:sc
@Ah:wi;As:se @Ah:q;Aszse—Fsc

d) Une turbine idéale réalisant une détente adiabatique réversible au travers de parties mobiles.
@Ah:wi;ASZO @AhzO;ASZSC
@Ahzwi;ASZSe @Ah:q;As:strsc
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(@) |[Entrainement 17.2| — Comparaison des formes énergies d’un systéme. 00

Un gaz de capacité thermique massique & pression constante ¢, = 1kJ- K~=!. kg™, allant & la vitesse
v=10m-s~ !, traverse une turbine. La température du gaz diminue de 10 °C entre I’entrée et la sortie, ot
la différence d’altitude est de I'ordre du metre. Toutes les énergies considérées sont massiques, c’est-a-dire
exprimées par kg d’air.

a) Estimer la variation d’enthalpie du systéme constitué des gaz a l'intérieur de la turbine.

(a) 10J - kg™ (b) 50J - kg™ (c) 10kJ -kg™! (d) 50kJ - kg™

b) Meéme question pour son énergie cinétique dans le cas extréme ou la vitesse de sortie est nulle.

(a) 10J - kg™ (b) 10kJ -kg™" (c) 50kJ-kg™" (d) 50J - kg™*

¢) Méme question pour son énergie potentielle en prenant le champ de pesanteur terrestre g = 10m - s~ 2,

(a) 10J - kg™ (b) 50J -kg™* (c) 10kJ -kg™* (d) 50kJ -kg™"

d) Comparer les termes et indiquer celui qui prédomine.

@ la variation d’enthalpie Ah @ la variation d’énergie potentielle Ae,,

@ la variation d’énergie cinétique Ae, @ les trois sont comparables

|Entrainement 17 .3| — Etude d’une tuyere. 00

L’air d’un réservoir R se détend dans une tuyere horizontale, isolée thermiquement du milieu extérieur, et
ne contenant aucune pieéce mobile. L’air est assimilable & un gaz parfait de masse molaire M = 29 g - mol !,
1 yR

M -1

L’air entre dans la tuyere avec une vitesse c¢; supposée négligeable, sous la pression p; a la température
T1 = 273 K. Il en sort animé d’une vitesse co sous la pression po a la température 7o = 200 K.

d’indice adiabatique v = 1,4 et de capacité thermique massique ¢, =

a) Quelle est la forme du premier principe par unité de masse pour le systeme étudié ?
(a) A+ Aec = w; (c) Ah+Ae. =0 (e) Ah=gq
(b) Ah+ Ae. =g (D) Ah = w; () Ah=wi+¢

b) En utilisant la deuxiéme loi de Joule, déterminer I’expression de la variation d’enthalpie massique Ah
de lair a la sortie de la tuyere en fonction des températures 71, Ts, de la masse molaire M de 'air, de
et de la constante R des gaz parfaits.

¢) En déduire 'expression de la vitesse co d’éjection de l'air & la sortie de la tuyére en fonction des
températures 77, To, de la masse molaire M de lair, de v et de la constante R des gaz parfaits.
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Modele du gaz parfait : exemple d’un turbopropulseur

On considere un gaz parfait décrivant le cycle de Joule ci-dessous dans lequel la premiere et la troisieme
phases sont isentropiques.

La deuxiéme phase (combustion) et la quatriéme phase (refroidissement) se font sans travail indiqué.

On néglige les variations d’énergies cinétique Ae. et potentielle Aep,.

p
A
T, 2°0¢ phase Tj
PLE------+~
Pof------domooo
Vo
. [Entrainement 17.4) — Températures. o

a) En utilisant la loi de Laplace sous la forme T7p'~7 = cte, exprimer le température T.

on=n(2)”
(1=v)/~
® 1= (

(I=v)y

©
Lﬂ
A
VVV

b) En utilisant maintenant la forme TVY~! = cte, exprimer T}.
\%
@n=n(g)"
Vs
T, =T,""
@ 1=1; Vi

on-n(t)”
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[Entrainement 17.5 — Rendement. 000

Le cycle précédent est utilisé dans une machine, fonctionnant sans travail indiqué pendant la deuxieme et
la quatriéme phase. La premiere phase est une compression, la troisiéme phase une détente. On les suppose
isentropiques, donc adiabatiques réversibles. Les travaux sont algébriques, de signe positif lorsqu’ils sont
réellement recgus par le fluide.

a) Indiquer si le cycle est moteur ou récepteur.

b) Quelle est I'expression du travail indiqué total regu lors de ce cycle ?

@w1—|—w3 @—wl—wg wg—w4
@—w1+w3 @w2+w4 @—wg—w4
@’w1—’w3 ®—YU2+IU4

¢) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source chaude ?

(a) ep(To = T1) (©) cp(Ty — Ts)
(b) cp(Ts —T2) (d) cp(Ty —Ty)

d) Quelle est I'expression du transfert thermique regu de la part de la source froide ?

(@) (T2 = T1) (©) ep(Th — Th)
(0) ep(Ts = 1) (d) ep(Ty = Tu)

e) Quelle est 'expression du travail indiqué w; regu dans la premiére phase ?
@ Cp TQ - T1 @ Cp(T4 - Tg)
@ Cp T3 - T2 @ Cp(Tl — T4)

f)  Quelle est expression du travail indiqué ws requ dans la troisiéme phase ?

(a) cp(To —T1) (©) ep(Ty — Ts)
(b) cp(Ts — T») (d) ep(Ty — Ty)
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Exploitation de diagrammes enthalpiques

L |Entrainement 17.6] — Efficacité d’une pompe a chaleur. 00

Considérons une pompe a chaleur dont le cycle est représenté ci-dessous.

20,00 R134an-1cw 1475 B, ASHRAE Trarsacsrs 1968 Vol 842

10
10,00
9,00 30
8,00
7,00
6,00 20
5,00 1g
4,00
o
3,00
-10
2,00 /

Pressure [Bar]

-20

1,00 /rL
s=100 1,20 1,40 1 60 20 0 20 40 60 80 100

160 180 20b 220 240 260 280 300 320 340 380 400 420 440 460 480 500
Enthalpy [k]/kg]

a) Le fluide recoit du travail dans le compresseur, ce qui a pour effet d’augmenter la pression ainsi que la
température a une température supérieure a celle de la source chaude.

Quelle transformation du cycle correspond au compresseur ? .....

b) Calculer numériquement le travail massique algébrique Weompr regu par le fluide dans le compresseur.

¢) L’échange avec la source chaude a lieu dans le condenseur, ou le fluide se liquéfie totalement.

Quelle transformation du cycle correspond au condenseur? ......

d) Calculer numériquement le transfert thermique algébrique gconq regu par le fluide dans le condenseur.

e) Calculer lefficacité de la machinee = ————— ..............
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[Entrainement 17.7] — Rendement isentropique d’un compresseur. 000

20,00 R290 rot-.c oy Tharmasyramic Prpars m st

DTU, Department of Energy Engineering 50,
R L. s in [KJ/tkg K)1. v in [m~3/kg]. T in [2C] 40
Dans cet entrainement, on considére M.J. Skovrup & H.L.H Knudsen. 23-1021 | 80
un compresseur adiabatique destiné a P 20 S
: 8,00 o
augmenter la pression d’une vapeur : 10 ol
R 6,00
de propane de 1 & 10 bar. = 0 , .
. e .. 8 )
Le fluide est dans I’état initial E indi- 5 *% -10 / o7 & '
, . . . s z
qué sur le diagramme des frigoristes 2 22 20 / ° 20
ci-contre en entrée du compresseur, £ oo 30 " x>
, . . i
on note S son état de sortie. Les va- 5 o0
leurs lues sur le diagramme seront tool P SN
données avec deux chiffres significa- 0,80 |54 ’ Y.
o . , 240 | e
tifs; les entropies y sont données en 060 / \
kJ-K! kg™t
: g - -40 20 0 20 40 60

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k)/kg]

a) On suppose la compression réversible. Donner la valeur de sg ey en sortie

b) Déterminer graphiquement la température du fluide Ts ¢y en sortie ..........

c¢) Calculer le travail massique wyg, fourni a la vapeur .................. . ...,

d) En réalité, la compression est irréversible, et la valeur de la température réelle en sortie du compresseur
est Tg = 65 °C. Déterminer le travail massique w réellement fourni lors du processus.

w
e) Calculer le rendement isentropique du compresseur = —— .................

f) Calculer entropie massique créée lors de la compression .....................
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Autres entrainements

%{ [Entrainement 17.8 — Machines thermiques.

On donne ci-dessous le schéma conventionnel d’une machine ditherme, les énergies regues par le fluide étant

algébriques.

source @ fluide

QC source

froide caloporteur chaude

Tw

piéces mobiles

a) S'il s'agit d’un moteur, indiquer le signe de chaque transfert énergétique W, Q¢ et Q..

(@) W>0; Qr>0; Q<0
) W>0; Q<0; Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
() W<0;Q>0;Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0; Q<0; Q>0

b) Comment le rendement est-il alors défini ?

@ _W/Qc @ _QC/W
(b)) +Qi/W (@) +W/Qr

c¢) Méme question pour un réfrigérateur.

@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0; Q<05 Q>0
(OW>0;Q<0; Q<0
@W<O;Qf>0;QC>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

d) Comment Defficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ +W/Qf
(b) +Qe/W () —Q1/W
@ _QC/W @ +W/Qc
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e) Meéme question pour une pompe a chaleur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
() W>0; Q<03 Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0
() W<0; Q>0; Q>0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0; Q<05 Q>0

f) Comment efficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W () +W/Qr

g) Méme question pour un climatiseur.

(@) W>0; Q>0; Q<0
(b)) W>0;Q<0; Q>0
(O W>0; Q<0; Q<0

h) Comment Pefficacité est-elle alors définie ?

@ _W/Qc @ _QC/W
() +Qi/W (D) +W/Qx

c‘;x |[Entrainement 17.9] — Echangeurs thermiques.

(D) W<0;Q>0;Q >0
() W<0;Q>0; Q<0
(HW<0;Q<0; Q>0

Les machines dithermes possédent deux échangeurs thermiques : un condenseur, dans lequel le fluide se

liquéfie, et un évaporateur, ou il se vaporise.

a) Le fluide caloporteur d’une centrale thermique doit céder de I’énergie & I’environnement extérieur avant
de retourner vers la chaudiere. L’échangeur est-il un évaporateur ou un condenseur ?

b) Le fluide caloporteur d’un réfrigérateur doit recevoir de I’énergie de la part du compartiment réfrigéré.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?

¢) Le fluide caloporteur d’une pompe & chaleur doit céder de 1’énergie dans une maison.

S’agit-il d’un évaporateur ou d’un condenseur ?
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Qb

[Entrainement 17.10] — Mélangeur. 000

Un mélangeur calorifugé a deux entrées et une sortie fonctionne avec deux liquides identiques, de ’eau par
exemple, de capacité thermique massique a pression constante ¢, constante. Le premier fluide a un débit
massique Dy, et une température T tandis que le second a un débit massique D5 et une température
Ty < Ty. En sortie, le débit massique du mélange est Dy, et sa température 7.

a) Exprimer la conservation du débit massique avec les données de 1’exercice.

b) En ne considérant que le sous-systéme « fluide 1 » qui regoit de la part du fluide 2 le transfert thermique
@21, déduire du premier principe industriel la relation entre go_,1, cp, 11 et T

c) Méme question pour le sous-systeme « fluide 2 », en fonction de g1_y2, ¢p, To et T

d) L’échange thermique est supposé parfait entre les deux liquides : D1 ga—y1 + D2 ¢12 = 0. En déduire
I’équation reliant les différents débits et températures.

e) Exprimer la température T en sortie ..................

f) Faire 'application numérique avec T3 = 80°C, To = 20°C, D,,; = 3,0kg - s~ let Dpo =7,0kg-s7! et
exprimer la température en degré celsius.

[Entrainement 17.11] — Etude d’une turbine. 00

A Tentrée d’une turbine horizontale, isolée thermiquement, de I’air possede une pression p;, une température
T1, et une vitesse c¢;. A la sortie, il a mémes pression et température, sa vitesse est négligeable.

a) Simplifier le premier principe par unité de masse pour les écoulements en régime permanent.
@Aeczwi @Ah—i—AeC:O @Ah:qe

@Ah—l—AeC:wi @Ah:wi (1) Ah =w; + qe

¢) Déterminer la valeur numérique du travail échangé pendant 1 heure avec un débit de 0,5kg-s~' en

prenant ¢; = 100m - s~ L.
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[Entrainement 17.12| — Etude d’une pompe. 000

De I’eau liquide est refoulée a ’aide d’une pompe d’un point A vers un point B. Les vitesses a I'entrée et a
la sortie sont négligeables de méme que la variation d’altitude. En amont, 'eau est a pression p; = 0,10 bar
et en aval a p, = 20bar. On suppose la compression adiabatique réversible.

a) Indiquer les hypothéses & prendre en compte dans I'expression du bilan enthalpique.
@ ge = 0, ec = cte, e, = cte @ Ah =0, e. = cte, e, = cte
@ w; = 0, e. = cte, e, = cte @ ge =0, w; =0, e. = cte, e, = cte

b) Pour les écoulements en régime permanent appliqué & la pompe étudiée, comment s’écrit le premier
principe, pour 'unité de masse de fluide ?

(a) Ah+ Aec = w; () Ah+Ae. =0 (e) Ah=gq
@Ah+AeC=q @Ah:wi @Ah:wi-HI

¢) En utilisant la deuxiéme identité thermodynamique dh = T ds+wv dp , exprimer la variation d’enthalpie
Ah de 'eau en fonction des pressions pi, p2 et du volume massique v de 'eau.

d) En déduire l'expression du travail indiqué massique wj, en fonction du volume massique v et des
pressions p; et ps.

Réponses mélangées

cp(T — T2) = q152 @ @ 383m-s~! évaporateur 140kJ - kg_1
Ty —T
1,99kJ - kg ! —200kJ - kg ™" 250kJ- K~ ! kg™ ! e
, g g : g T © ®

©  wp2-p)  50°C @ (@ @ 223 (© @ @O @
Dmi+Dm2=Dn (@) (@ 122 @ (© oT-T)=¢.a ©

2 YR D1 Ty + DieTs

@ 9% 10°J @ @ @ 02:\/Mﬁ(T1—T2) T= D
® @ sokikgt 4 UG @ 1000-K kg

a2
1
- 7’)’?1 (To —T1) Dot (T = T1) 4 Do (T — T5) = 0 condenseur () 0,78

@ condenseur 110kJ - kg™t @ Ah =v(pa — p1) 38°C @

» [Réponses et corrigés page |393]
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ELC1 Fiche d'entrainement n° 18 Electronique

Signaux

Prérequis
Continuités imposées par les bobines et condensateurs.
Comportement des bobines et condensateur & HF et BF.

Pour bien commencer

[Entrainement 18.1| — Un peu de calcul intégral. 00
Calculer les intégrales suivantes si T' = 27 /w est une constante homogeéne & un temps.

I I
a) T/o cos(wt)dt ......... c) T/o tcos(wt)dt ........

Régimes transitoires

[Entrainement 18.2| — Premier/second ordre. )

Soit les deux courbes s1(t) et s2(t) respectivement & gauche et & droite sur la figure ci-dessous.

s1(t), s2(t)
6 [ ——— v |
) // ) /
9 / “ 9 %
. v .
2 1 |- 1t—2—3 4 5. 8§ 9 t-o2 a1 123 4 5. 8§ .9 .t

Parmi les propositions suivantes,

ds s FE ds d?s

s F
2= L2 _Z 2. 2
@dt 7—_7— @dt+T_T @@—FWOS_MOE
ds s d*s  wpds 2 o d®s  wods 2 o
ou (T,wp, @, F) € (Ri)47 laquelle correspond a
a) $1(8)7 oo b) s2(t)? e
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%L |Entrainement 18.3| — Stabilité d’un systéme linéaire continu invariant. 00

Qualifier de « stable » ou d’ « instable » les systémes décrits par les équations différentielles suivantes. Les
signaux s, r et v sont les signaux de sortie des systémes étudiés tandis que le signal e est un signal d’entrée.
Toute autre notation renvoie a des constantes strictement positives.

2
d*s 9

a) 2 WS b) T%—l—s:—e .........
% — WA = =g oSO ST 0 > /2 L
% + %(1 - HOA)% Fwis=wiesi H)A T oo
(i;}-i-LlC(RC—f)$}+l}c,<1—f>v:OsiR>retR<rléj ..............
[Entrainement 18.4] — Continuité (I). 00

On considere le circuit ci-contre. L’interrupteur K est ouvert
depuis tres longtemps. On le ferme a I'instant ¢t = 0.

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit a ET
l'instant ¢t = 07, 'instant ¢t = 0" et lorsque ¢t — +o0.

a) A t = 07, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte ?

Etudiant @ : Etudiant ® : Etudiant © :

‘ = i(07) =E/R ' =
ir(07) =0
ic(07)=E/R
uc(07) =0

b) A t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte ?

Etudiant @ : Etudiant ® : Etudiant © :

]

z:(0+) =0 i(0") =E/R §(0+)+: 0
Z»R(OD =E/R ir(07) =0 ;R(o )=E/R
ic(0Y) = —-E/R ic(07) = E/R ic(0t) =0
uc(0Y) = B ue(0%) =0 uo(07) = £

¢) At =400, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ...............

(Etudiant @ : w (Etudiant ® : w (E’Jtudiant ©: w
i(0) = E/(R+T) } .

. - i(0) = E/R i(c0) = E/r

ir(0) = 0E/(R+ r) ir(cc) = E/R ir(o0) = E/R

ic(00) = ic(00) = 0 ic(c0) = E/r — B/R
uc(00) = R+TE uc(o0o) =0 uc(o0) = F
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[Entrainement 18.5| — Continuité (II).

On considére le circuit ci-dessous.

L’interrupteur K est ouvert depuis tres longtemps. On le ferme a Uinstant ¢ = 0.

1 19

B N0

Trois étudiants comparent leurs analyses de ce circuit :
e alinstant t =0,
e & l'instant t =0

e et lorsque t — +o0.

a) A t =07, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

:
]
]

Etudiant © :

i(07) = E1/2R
i1(07) =0
i2(07) =0

Etudiant ® :

i(07) = E1/R
i1(07) = E1/R
i2(07) =E/R

Etudiant @ :
i(07) = E1/2R
i(07) = E1/2R
i2(07) =0

b) A ¢t = 0%, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ............

(Etudiant @ :
i(0T) = E1/R
i (0) = 4E13;%2E2
B(0) = 2220

w (Etudiant ® :

i(0%) = E1/2R

i1(0%) = Ey /4R
i2(0%) = Ey /4R

c) A t = 400, parmi les trois propositions ci-dessous, laquelle est correcte? ..........

(Etudiant @ :

w (Etudiant ® :

L/

. . E+ Ey
iloe) = 5
Zl(OO) = E1/3R

. B+ By
iloe) = —5p—

(Etudiant © :

i(0%) = E1/2R
nor) = 2
n(ot) = 2220

/Etudiant © : h
i(o0) = L2
3R

i1 (00) — 2F, — E,

W7 73R

12(00) 9F, — F,

i9(00) = ———
N\ 3R Y,

192
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Régimes oscillants forcés

(@) |[Entrainement 18.6] — Qui est-ce (I) ? LY

Un étudiant a mesuré la tension et l'intensité électrique traversant un dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-dessous.

=
—~
~~
=
—
—_ :(>
Ny

<
o

e

> ¢ (ms)

= B S T
|
e
ot

+
'
[

Un peu étourdi, il a oublié si ces courbes correspondent a celles mesurées aux bornes d’un condensateur
ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Quelle est Pamplitude de I'intensité ? b) Quelle est 'amplitude de la tension ?

¢) Quelle est la fréquence des SIgRAUX? .. ...ttt

d) Comment est la tension par rapport a l'intensité électrique ?

e) Le déphasage de la tension par rapport a Uintensité vaut :

_g (®) +g (c) -m (d) +=

f) Le dipdle étudié est alors :
@ une bobine d’impédance jLw

@ un condensateur d’admittance jCw

g) Le cas échéant déterminer la valeur de la capacité ou de I'inductance de ce dipdle.

1
On prendra — ~ 0,32.
T
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(@) |[Entrainement 18.7| — Qui est-ce (II) ? 0

Un étudiant a mesuré la tension et
I’intensité électrique traversant un
dipdle dont les mesures sont repré-
sentées ci-contre.

Un peu étourdi, il a oublié si ces > t (ms)

courbes correspondent a celles me-
surées aux bornes d’un condensa-
teur ou d’une bobine.

Aidez-le a le retrouver!

a) Comment est la tension par rapport & Uintensité électrique ?

@ en avance @ en retard

b) Le déphasage de la tension par rapport a Uintensité électrique vaut :

*g @ +g @ -7 @ +m

¢) Le dipole étudié est donc :

@ une bobine d’impédance jLw @ un condensateur d’admittance jCw

d) Le cas échéant déterminer la valeur de la capacité ou de I'inductance de ce dipdle.

1
On prendra — ~ 16.
27

[Entrainement 18.8] — Caractéristiques d’un montage RL (I). 0

On considere 'association de dipdles ci-contre. > 0000

a) L’impédance de cette association est de la forme : U
_ R+jlw

(@) z =1 (®) Z=R+jLw © Z=R+—

jLRw jLw

On note Uy et Ij les amplitudes respectives de la tension u(t) et de I'intensité électrique i(¢). On note ¢ le
déphasage de la tension par rapport a Uintensité électrique (c’est 'argument de Z).

b) Les grandeurs L et R vérifient le systéme :
R+ (Lw)® (o) 1 ’ Uo\*
Lﬁ) = (0) R? + 5 = (Uo) R? + (Lw)? = (0>
() (LRw) Io (®) (Lw) Io Io
Lo _ tan(Z + ) L an(p) = = tan(y)
R 2 RLw R
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%L |[Entrainement 18.9 — Caractéristiques d’un montage RL (II). 000

La tension u(t) et lintensité électrique
i(t) de l’association série d’une bobine et
d’un conducteur ohmique sont mesurées
expérimentalement (courbes ci-contre).
L’impédance de ce montage est

Z=R+jlw.

On peut montrer que R, L et w vérifient
le systéme :

2
U
R + (Lw)* = (0>
Iy

Lw tan(p)

— =tan

R ¥)s
ou Uy et Iy sont respectivement les amplitudes de la tension u(t) et de I'intensité électrique i(t) tandis que

@ est le déphasage de la tension par rapport a U'intensité électrique.

a) La pulsation des signaux est :

(a) 8,98 x 10%rad-s™" (D) 8,98 x 10°rad -s™ () 8,98 x 10" rad - s

b) Quelle est la valeur du décalage temporel 6t entre lextinction de la tension et celle de lintensité
électrique 7

¢) Le déphasage ¢ de la tension par rapport a l'intensité électrique vaut :

@ %rad @ —g rad @ %7‘(‘ rad @ —%71’ rad

En résolvant le systéme, déterminer :

d) la valeur de la résistance R ....... e) la valeur de I'inductance L .......
B |[Entrainement 18.10| — Equivalents. 00
On considere les trois fonctions de transfert suivantes :
. 4 . 14 2jx . 2+ 3jx
H =——— H =—— et H =
(o)== P Hy(jo) = — 5 © H;(jz)

. 1Y\’
1+53<33—)
T

Pour chacune des fonctions de transfert, trouver un équivalent de la forme Az" au module des fonctions
de transfert, ou A € R et n € Z sont deux constantes a déterminer.

a) |Hi(jz)| pourz —0 ..... d) |Hz(jz)| pour z = oo ...
b) |Hi(jz)| pour z — oo ... e) |Hs(jz)| pourz —0 .....
¢) |Ha(jz)| pourz —0 ..... f) |Hs(jz)| pour z — oo ....
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Analyse spectrale

%{ [Entrainement 18.11] — DSF d’un signal triangulaire. 00

L’oscillogramme d’un signal triangulaire u(t), d’amplitude U et de période T, est représenté ci-dessous.

AN
: : : — ¢ (en ms)
RYARYE

R

Par lecture graphique, déterminer les propriétés du signal :

c) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale f du signal? ..................

T T
d) Laquelle des propositions ci-dessous décrit le signal triangulaire sur I'intervalle [—2, 2} ?
UQ+4t)T) sitel0,T/2]
@) ul®) { 1—4t)T) site[-T/2,0] (© ult) =

) [
U( ) [~
U1 —4t/T) sitel0,T/2]
@u :{U(1+4t/T) site[-T/2,0] @U(t):{

U(l—2t)T) sitel0,T/2]
Ul +2t/T) site|-T/2,0]
Ul+2t) sitel0,7/2
U(l—2t) site[-T/2,0]

Le signal triangulaire peut se décomposer en série de Fourier :

u(t) = ao + Z an cos(2mnf t) 4 by, sin(2mnf t),

n=1

avec ap la moyenne de u(t), a, et b, les coeflicients des harmoniques définis par :

T
ap, = %/0 u(t) cos(n2rft) dt et = —/ )sin(n2nft) d

€)  QUE VAUL G0 7 oo

Ici, il est admis que, pour tout n € N, b,, = 0 et
4 172
ap = —/ u(t) cos(2mfnt) dt
T Jo

f) A T'aide d’une intégration par parties, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes :

@ an = 0 si n pair @ an—OSinimpair
U 1 . .

@ an = — — si n pair @ an = — — si n impair
w2 n?
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g) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal triangulaire ?

an an an
A s8U 3 U *
BRI &l e SVl @
8U | 72 | w2 |
w2 | 1 1
1 ag 1

ao; ? ® o eo.n —o—T—o—'—o—.—o—‘—»n ao; ‘
0 3 5 7 9 3

0123456789 012

L |Entrainement 18.12] — Spectre d’un signal carré. 00

L’oscillogramme d’un signal carré s(t), de moyenne sg, d’ampli-
tude Sy, et de période T, est représenté ci-contre. 0.3

Par lecture graphique, déterminer les propriétés du signal :

t (en ms)

-20 0 20

d) Quelle est la valeur de la fréquence fondamentale v du signal? .........................

Le signal carré peut se décomposer en série de Fourier :
oo
S(t) — 2 Clem%rut’
n=—oo
avec cp les coefficients complexes des harmoniques définis par :
1 T

Cn = = s(t)ye” ¥ EAt  pour n € Z.
— T

e) A laide de la définition de la valeur moyenne, déterminer la valeur de €Ot

f) En remarquant que s(t € [T/2,T]) = 0, déterminer lesquelles des propositions suivantes sont correctes

pour n # 0 :

@@:Osinimpair @@:Osinpair
285m 1 . . . 285n 1 .

@@:,——mnlmpmr @@:.——&npam

1m n

L |:|
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g) Lequel des spectres ci-dessous correspond au spectre en amplitude du signal carré? ....

® ® ©

len |en | len |
" A T
50 @ S0 @ T
25m
™
2Sm
™
n n
0123456789 01234567289 01234567389
(@) [Entrainement 18.13| — Fréquence d’échantillonnage. L)

L’acquisition du signal s(t) ci-dessous est effectuée en I’échantillonnant en N points équidistants répartis
sur un intervalle [0, tmax]-

Signal s(t)

T T T
0.00 025 050 075 100 125 150
Temps t (s)

a) Quelle est la fréquence f du signal? ... ...

On effectue cette acquisition sur trois durées ¢, différentes.

Les spectres ainsi obtenus, similaires mais pas parfaitement identiques, sont représentés ci-dessous.

1.50 o
15+
1.5 1.25
3 3 2 100+
2 1.0 2107 2
z = £ 0754
E 0.5 E 0.5 5 0.50
0.25
0.0 4 0.0 0.00 4
T T T T T v T T T T T T T T T T T v
0 2 4 6 8 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
fréquence f(Hz) fréquence f(Hz) fréquence f(Hz)
(@) N =500; Thax = 30,05 (b) N =500; Tpax = 40,0 (©) N =500 Thnax = 52,05

N
Quelle est la fréquence d’échantillonnage f. = T dans les conditions expérimentales du spectre :
max
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D’apres I'analyse de Fourier, un signal périodique se décompose en une somme de signaux sinusoidaux dont
les fréquences sont des multiples de la fréquence du fondamental, fréquence du signal.

e) Lequel des spectres (@, @ ou @) vérifie cette propriété? ........ ... .. ...,

f) Comment s’appelle leffet responsable des différences entre ces spectres? ............

g) Quelle condition doit étre remplie pour ne pas observer ce phénomeéne ?

@ fo>f
® f.
© f

@ fe = 2nf avec n ’harmonique qu’on souhaite observer. |:|

2

~

nf avec n I’harmonique qu’on souhaite observer.

\V \\/ WV

L |Entrainement 18.14] — Filtrage numérique. 00

Un filtre, d’entrée e(t) et de sortie s(t), posseéde une fonction de transfert est H = avec Hy > 0 un

1+j2

wo
terme identifié au gain statique et wy la pulsation caractéristique du filtre.

a) A T’aide d’une analyse qualitative de la fonction de transfert, déterminer la nature et Pordre du filtre :

@ passe-bas d’ordre 1 @ passe-haut d’ordre 2
@ passe-bas d’ordre 2 @ passe-bande d’ordre 2
@ passe-haut d’ordre 1 @ coupe-bande d’ordre 2

Une chaine d’acquisition permet de numériser respectivement les signaux analogiques e et s en des signaux
numériques e,, et s, définis par

en=e(t=t,) e s,=s(t=t,) ou t,=nT,

avec T, la période d’échantillonnage et n le numéro d’un échantillon.

¢) En approximant la dérivée par un taux de variation entre t,1 et ¢, (schéma d’Euler explicite), laquelle
des relations de récurrence proposées ci-dessous permet de calculer la suite s, pour tout n si sy est connue ?

@ sp, = (1 = Tewo)Snt1 + TewoHoent1
@ Sp+1 = (1 — Tewo) sy, + Tewo Hoen
@ Spn+1 = Sp + TewoHoen+1

@ Sn+1 = Sp + TewoHoe,
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B |Entrainement 18.15 — Démodulation d’amplitude. 00

Le signal u(t) modulé en amplitude est émis sous forme d’onde radio contenant les fréquences f,, fp + fm
et fp — fm. Une antenne capte ce signal, mais également du bruit contenant les fréquences f,, fv, fc, fa et
fe. Le spectre du signal u;(t) généré par antenne est tracé ci-dessous.

Bruit  Antenne
amplitude f siiii K7
1 /.\ fo=fm i " ”” Filtre Mélangeur Filtre
1 A Jd ~
10 T o * Onde radio passe—bande passe—bas
T fe fe U1| U2 | >< us Ug | >< | Us
i - e = ==
I o P | == T
T+ ’. + + /!
1 ¢ P P . . U
5 f (en kHz) Pré-amplificateur ?
0 100 200 300 400 500 GBF

Le signal uy(t) capté est envoyé successivement au travers de :
e un pré-amplificateur de gain A = 10,
o un filtre passe-bande idéal de bande-passante [175 kHz, 225 kHz],
e un mélangeur produisant un signal us(t) = kuz(t) x uj(t) avec k = 0,1 V! et uj(t) = U, cos(27 f,t),
e un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f. = 60kHz.
Les spectres des signaux us(t), us(t), us(t), us(t) et us(t) sont représentés ci-dessous. Les titres des axes
ont été retirés pour plus de clarté.

100 100 10 +

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Spectre D Spectre E

100 100
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Attribuer un des spectres proposés ci-dessus a chaque signal :
a) ug(t) ......... c) uh(t) oo e) us(t) .........
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B |[Entrainement 18.16) — Figure de battements, modulation d’amplitude.

Une station de radio émet un signal modulé en amplitude :
u(t) = Up cos(2m fot) x (1 + mcos(27 fint))
avec fm la fréquence du message sonore transporté par la porteuse, de fréquence f, et d’amplitude Uy,
avec un taux de modulation 0 < m < 1.
Numériquement, f,, est trés grande devant f, ; ainsi, u(t) peut étre vu comme un signal oscillant « rapi-

dement » a la période T}, entre les enveloppes

uy(t) = +Up[1 + mcos(27 fint)] et u_(t) = =Up[1 + mcos(27 fint)],

des fonctions oscillant « lentement » a la période Ty,.

16 F - — u nﬁ
A12 B == uyt ||
= 8 I RPUSEE E— —— u_ |
=] N
L4 ~ |
<0 |
=]
—16 P | | N ‘H - | ‘ ‘ u Wb | ——

0 0,04 0,08 0,12 tO(16 ) 0,20 0,24 0,28

en ms

A T’aide d’une lecture graphique de loscillogramme, déterminer la valeur des grandeurs suivantes :

a) c)

En déduire les fréquences caractéristiques du signal u(t) modulé en amplitude :

T b) T, . U, . d) m .

€)  fo e £)  fam o
@ 1,6 uF 4o~? 0,005 ms @ % +wps = Howope @ et @
1

2v. @ @ 01V (@@ O 3 © ®» B
2 3
53:1 01V (o) ms (D E C 3330 © @ 7mH

16,7Hz 0 instable @ @ @ 1kHz 2,56 mH @ 4V

42° @ 10kHz 9,61 Hz 12,5Hz @ Repliement de spectre @
@ 0,1 ms 50 Hz @ 20 ms 10V stable stable instable

0 (@) 12° 0,75 A 200 kHz 0,1V instable 50 0,6

2
OO, 2 b (© A 0 1 3BHz @ (@

» [Réponses et corrigés page |399|
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Fiche d'entrainement n°19 Electronique

ALI

ELC2

Prérequis
Modele de ’ALI idéal de gain infini. Impédances complexes.

- ==

Impédance d’entrée d’un quadripdle : Z —<.
i

=e

Régime de fonctionnement

%& |[Entrainement 19.1] — Circuit en régime linéaire.

Pour chacun des circuits ci-dessous, choisir la phrase qui convient.

@ L’ALI fonctionne vraisemblablement en régime linéaire.

@ L’ALI fonctionne vraisemblablement en régime saturé.

@ On ne peut pas répondre.

a) ¢)
B3
> oo
B ° Ry > oo
-+ _
R -l
b)
R
> oo II Il
+
Sa- =
C . .
(C— Ry
Ry
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Loi des noeuds et pont diviseur de tension

c.;)k |[Entrainement 19.2| — Intensités sens dessus dessous. )

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) Exprimer la loi des nceuds au point D en fonction des
intensités iy, io et .

wy
-
Cl P
[ B . . . .
| | b) Exprimer la loi des nceuds au point D en fonction des
|| poo tensions uy, usg, uj, des résistances Ry, Ry et de la capacité
U2 U1 S (4 du condensateur supérieur.
E A
pemmm oS mm S g
> Ry 'R By erreeeeeeeeeeseeesiiias
Ue ——
ii; ¢) Indiquer la relation entre les intensités i1 et i5.

[Entrainement 19.3] — Montage a plusieurs ALIL 00

On considére le montage amplificateur d’instrumentation suivant, dans lequel tous les ALI sont considérés
comme idéaux :

£ R R
4 B 5 C | —
L
R .
7 Alg
i .
1 12 VA _D 00
V1 S
i3
- -
R Vs
14
7777

a) Pourquoi n’est-il pas intéressant d’écrire la loi des noeuds en B?
@ L’intensité de sortie de I’ALI est nulle. @ La sortie de ’ALI est reliée a la masse.
@ L’intensité de sortie de I’ALI est inconnue.

b) Exprimer la loi des nceuds en termes d’intensité au point A en fonction des courants donnés sur le
schéma.
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¢) En appliquant la loi d’Ohm, quelle égalité obtient-on ?

VB—Va , Va vi—vs  Vo—Va
(&) =5+ =0 © —F—+—F7 =0
Va—Vg , Va Va—Vg , Va

Ol SR Tl @ =5+ =0

d) Exprimer la loi des nceuds en termes d’intensité au point C en fonction des courants donnés sur le
schéma.

e) En utilisant la loi d’Ohm, quelle égalité obtient-on ?

@VC_VS+VB_VC:O @2VC:VB+VS
R R
Vo—Va Vo—-Vg Ve—Vs Vo—-Vg Vo—-Va
@ 2R + R @ R + R + R
[Entrainement 19.4] — Oscillateur de Wien. o0

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) Le pont diviseur de tension du cadre

! X 3 de gauche permet d’écrire une relation
| o ' entre u; et ug. Ecrire cette relation.
| > oo 1 R C :
| —+ L i A !
| RIS B
| : iz i | ,
! ¥ i b) Ecrire la loi des nceuds en A.
| Uz 1 :
1 — Us) | R C ue
I I—I [ :
| ) X L e
U Ry i : } ] )
! L : ¢) Exprimer iy en fonction de ue et R
7777 1 7777
d) Exprimer l'intensité i3 en fonction de ue et C' ...,

e) Ecrire la loi des mailles vérifiée par la partie du droite du montage encadrée en pointillés.

due du ds
f) Dériver cette relations et donner la relation liant dite’ d—; i, ——

dus  d? d
g) En déduire une équation différentielle liant R, C, d—ut, %7 (?te
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%L |[Entrainement 19.5 — Montage sommateur inverseur.

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

Ry
12

v B

G ey

R

13

ug 3! Rl
U

7777

A

> oo

a) Exprimer la loi des noeuds au point A en fonction des intensités iy, iz et i3.

b) A laide de 'expression précédente, déterminer une relation liant les tensions uy, us et ugs ainsi que les

résistances R, Ry et Rj3.

c.;,k [Entrainement 19.6| — Montage soustracteur.

L’amplificateur linéaire intégré suivant est idéal et fonctionne en régime linéaire.

Ry

U1
(%) R4

7777

a) Donner la relation entre les intensités i et i3

b) Donner la relation entre les intensités is et iy

¢) Exprimer le potentiel V. en fonction de Ry, R4 et ug, & 'aide d’un pont diviseur de tension.

Rs

13

> oo

U
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[Entrainement 19.7| — Impédance d’un dipdéle. 00

On consideére le montage suivant dans lequel ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

13

B | poo

ieﬂ

Aaﬂ o {4
ic 14
Vg & R
11
7777

On se place en régime sinusoidal forcé de pulsation w.

a) Exprimer la loi des noeuds au point A en fonction des courants donnés sur le schéma.

On cherche désormais a établir ’expression de I'impédance d’entrée du montage. Pour cela, il faut simplifier
I’équation obtenue.

d) Quelle(s) relation(s) supplémentaire(s) est-il alors intéressant d’utiliser ?
@ La loi des noeuds en B @ VB = vg
@ La loi des noeuds en C @ Ve = Vi

e) Pourquoi n’est-il pas intéressant d’écrire la loi des noeuds en B?
@ Le point B est relié a la borne ©.
@ Le courant i3 est nul.

@ Le courant 73 est inconnu.
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Filtrage

c‘;x |Entrainement 19.8| — Etude d’un montage intégrateur. 000

On consideére le montage intégrateur ci-dessous. L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

a) A laide d’une des propriétés de ’ALI idéal en régime
linéaire, exprimer le potentiel V_.

b) Exprimer une relation entre u. et us & I’aide d’une loi des
noeuds en complexes au point A.

Us ¢) En déduire 'expression de la fonction de transfert du
U

montage H = =.
e

d) Donner 'équation différentielle qui relie ue(t) et us(t) ..............

e) On envoie un signal créneau (en pointillés) en entrée du montage intégrateur.

Parmi les courbes de sortie (en traits pleins) suivantes, laquelle est compatible avec ce montage ?

_. e u(t) == u(t)

PP al— ) | — () |
= (t)
1 t)

U
f) Exprimer 'impédance d’entrée Z, = = du montage ...............

|6
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%& |[Entrainement 19.9] — Etude d’un montage dérivateur. 000
On consideére le montage dérivateur ci-dessous. L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.
a) A Taide d’une des propriétés de PALI idéal en régime
; L linéaire, exprimer le potentiel V_.
L
S N
7% 7
uc
«C
| A > 00 b) Exprimer une relation entre u, et us a I’aide d’une loi
: Z-’ | Z-’ des noeuds en complexes au point A.
e — °
¢ +
w L
R ¢) En déduire I'expression de la fonction de transfert du
U
montage H = =.
7777

e)

d) Exprimer 1’équation différentielle qui relie uq(t) et us(t)

On envoie un signal triangulaire (en pointillés) en entrée du montage dérivateur.

Parmi les courbes de sortie (en traits pleins) suivantes, laquelle est compatible avec ce montage ?

—eug(t) —eug(t)
. — us(t) — us(t)
A) 'y e k(Y
g . | — s oy o
. . ’ . ’ . . . ’ . ’ .
0 . A K A Y N . | |
. . ’ . ’ . . . ’ . ’ .
i . ’ . ’ . i . ’ . ’ .
. . . . ’ . . . ’ . ’ .
. . . . . . . . . . . .
fh Y L) Y L) 3 . P ) 2 ) 5
. .' . .' . .' . .'
[ . [ .
. . st . . . st .
. v . v . v . v
. v . v . v . v
s |t s | s |t s |
[y [y sy sy
-_ [y [y YA YA
v ' 3 3
) )
—eu(t)
. — us(t)
A) oy
K o'y A
. . ’ . ’ .
Y L A
D ) . . D s
. Y . . . A
. . ’ . ’ .
0 Y . . 0 .
[1 ' K}
“ . . .
. . st .
. ’ . ’
. ’ . ’
D " e
. ’ . ’
.’ .’
(% (%

U
Exprimer I'impédance d’entrée Z, =
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[Entrainement 19.10| — Etude qualitative & hautes et basses fréquences (I). 00

On considére le méme montage que dans I'entrainement 19.7, ou ALI est considéré idéal et fonctionne en
régime linéaire.

a) En modélisant le condensateur par un interrup- b) En modélisant le condensateur par un interrup-
teur ouvert ou fermé, a quel dipole le montage est-il teur ouvert ou fermé, a quel dipole le montage est-il
équivalent a basses fréquences ? équivalent a hautes fréquences ?

® m ®oa ® m ® o0
® & ® &

|[Entrainement 19.11 — Etude qualitative 4 hautes et basses fréquences (II). 00

On considére maintenant le montage déphaseur suivant ot I’ALI est toujours considéré idéal et fonctionne
en régime linéaire.

R A R a) En modélisant le condensateur par un interrupteur ouvert
i E— ou fermé, quelle relation lie vy et v, & basses-fréquences ?
> oo
R LTI
Ve + b) En modélisant le condensateur par un interrupteur ouvert
i v, ou fermé, quelle relation lie vs et ve a hautes fréquences?
[Entrainement 19.12] — Montage déphaseur. 00

On considére un filtre déphaseur, contenant un ALI, pour lequel on donne I'expression de la fonction de

transfert : ]
v 1-jRCw

ve 1+jRCw’

a) Quelle est la fonction de transfert équivalente a basses fréquences? .......

b) Quelle est la fonction de transfert équivalente & hautes fréquences? .......

¢) Exprimer le gain du montage ...

d) Exprimer le déphasage du montage en fonction de R, C et w ..............

On donne R = 80012 et C = 100nF.

e) On envoie une tension de la forme v,(t) = F cos(wt) de fréquence f = 21 =20kHz et £F = 1,0V.
i

Donner 'expression de la tension de sortie vs.
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Autres entrainements

[Entrainement 19.13| — Impédance d’un dipdle. o0

On revient a nouveau sur le montage ci-dessous ou ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

On donne 'expression de I'impédance d’entrée du dipole :

1+ JRl Chw
R Z(w) = Ro————.
U 2 = Fo iR, O
le N
A C a) A quel dipole le montage est-il équivalent & basses fré-
+ quences ?
Ve C1

b) A quel dipole le montage est-il équivalent & hautes fré-
quences ?

¢) On peut mettre en évidence deux pulsations caractéristiques w; et wo dans cette impédance.

Donner leurs expressions en fonction de Ry, Ry et Cf.

On considere que R; et Ry sont telles que wy < wo.

d) A quel dipéle le montage est-il équivalent & pulsations intermédiaires (w1 < w < ws) ?

@ une résistance et une bobine en série @ une résistance et un condensateur en série
@ une résistance et un condensateur en paralléle @ une résistance
Réponses mélangées
S Ul U duj . due . ve—VB .
= — = —+C1— =C —le Ci(ve — V) =0
19 =14 @ " R +C1 a 3 1 ; Z -‘F/ ; +J‘«;V1(U o).
. 1 1 p—Va A
E t = —— et wy = =il =0, -2
sin(wt) @ w1 RiC et woy RaCh 7 i4 2% . @
i1 =19 + i3 JC’W%—I—J,L;;U: @ i5+16 =0 1 V+=R2T4R4uz
@ et @ ue(t) + RC’%(t) =0 —2arctan(RCw) @ @ -1
1 dus dil il due R3 Rl
— 0 =R—+ —= V_ =
iCw © 1dt & ot @ Rt R R Ry
@ 1 —m R2 ilzig @ i1+i2:i3 @
o — ur Ug dus RCdZue due 1 " Uy uz _ Us
e Ry  Ri+Ry dt dt? dt RC Ri Ry R3
Vg = Ve i1:i2+i/1 ic+1i1=0 le tic +12=0 ilz—ilz
Us = UR + uc + ue = Riy +uc +u us(t) = LC’dzue @ 2 4 iCwus =0
s — UR C e — 1 C e S - ds2 R J s —
R, LCw* ()  ip= % R 0 (O  iatig=0

» [Réponses et corrigés page [403
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ELC4 Fiche d’entrainement n°20 Electronique

Oscillateurs électroniques

Prérequis
Propriétés de I’ Amplificateur Linéaire Intégré (ALI) idéal en régime linéaire.

Equations différentielles et complexes

La pulsation d’un signal sinusoidal est notée w. Les grandeurs wy, 7, R, L, C' et A sont des constantes.

[Entrainement 20.1 — Des équations complexes aux équations différentielles. 00

Pour chacune des équations complexes suivantes, exprimer I’équation différentielle associée.

a) jwu+ C 0 ¢) jRCwu+ w%g—i— Vu=A
T
jw Q) —u—iDytju=4
L \2 —u—j—u+j—u=
b) 7Q+w§@+(JW) u=0 woT Jw* onf
[Entrainement 20.2] — Des équations différentielles aux équations complexes. o

Pour chacune des équations différentielles suivantes, exprimer 1’équation complexe associée.

Conditions d’oscillations

[Entrainement 20.3| — Type de filtre. L)
a) Pour réaliser un oscillateur quasi-sinusoidal, quel filtre faut-il utiliser préférentiellement ?

@ passe-haut @ passe-bande @ peu importe

@ passe-bas @ coupe-bande @ aucun ne convient

b) Avec 'aide de quel autre montage ce filtre doit-il étre bouclé ?

@ comparateur a Hystérésis @ passe-bande @ amplificateur
@ passe-bas @ filtre passe-haut @ aucun ne convient
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B |[Entrainement 20.4] — Stabilité.

On considére des systéemes décrits par les équations différentielles suivantes. Les constantes wp, 7 et @ sont
réelles positives. Indiquer dans chaque cas si ’équation décrit un systeme stable ou instable.

du wu d®u wo du
- — =0 R - 2 =
Y Tt o @t ga Twr=0
@ stable @ stable
@ instable @ instable
du wu d?u  wo du
b - i 0 i — 2 =
@ stable @ stable
@ instable @ instable
LB |[Entrainement 20.5| — Critére d’oscillations sinusoidales (critére de Barkhausen). 00

On considere un oscillateur constitué d’un filtre passe-bande et d’un amplificateur bouclés I'un sur 'autre.

La fonction de transfert de I'amplificateur est Hy, = A et celle du filtre est Hy =

L’équation différentielle associée s’écrit alors :

d2
Sy %(1 — HyA)

Hy
. w  owo\
i - %)

du

T + wiu = 0.

a) Pour que des oscillations apparaissent, indiquer 1’état que doit avoir le montage bouclé.

@ stable

@ instable

b) Indiquer la condition pratique de démarrage des oscillations.

@HOA>1

(b) HoA=1

¢) Que vaut alors la pulsation des oscillations si celles-ci sont quasi-sinusoidales ?

@ wo(l — H()A)

d) Quelles sont les conditions pour que le systéme soit le siége d’oscillations parfaitement sinusoidales ?

@H0A>1etw:w0
@H()Ailetw:wo

@H0A<1etw:w0
@H0A>1etw7éwo

@HOAzletw;éwo
®H0A<1etw7éw0

212
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[Entrainement 20.6] — Chaine de rétroaction.

On considere le montage ci-contre.

Pour chaque affirmation, répondre par « vrai » ou « faux ».

b) ue=Aus et us

Le critere de Barkhausen correspond & la limite de la convergence et de la divergence des oscillations.

On en déduit un gain de boucle AB qui doit alors étre égal & I'unité.

¢) Parmi les propositions suivantes, indiquer celle qui est correcte.

(@) |AlB|=0 et
() |AlB| =1 et
(© |A]Bl=1 et
() |AIIB|=0 et

Oscillateur a pont de Wien

arg(4

arg(A

L |Entrainement 20.7| — Oscillateur & pont de Wien. 000
a) Pour observer des oscillations avec ce 3 ¥ |
circuit, comment I’ALI doit-il fonctionner ? | +'> o0 g | ' R ; Cl A 1

! ] | ‘:l 1 :
! T ’ E,
@ en régime linéaire e ¥ | 4 !
| ! 12 . h
| | (3
@ en régime saturé ‘ L 1 l
| BN H 1 !
@ alternativement en régime linéaire et | Us 1| LO— e
saturé 1 Ry ¥ !
X758 Rl : | :
7777 7777 7777 |
b) Le pont diviseur de tension du cadre de gauche permet d’écrire une relation entre u; et us.
Ecrire cette relation en posant A = ———= i
c) Quelle est 'impédance équivalente Z; du systéeme {R — C'} série situé entre S et A ?
1 1 1
R+ Z¢ —
@ == @ R Zo @ R+ Z¢
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d) Quelle est 'impédance équivalente Z; du systeme {R — C'} série parallele situé entre AE et la masse ?

RZc 1.1 !
(a) R+ Zc @R+@ @R+@ @R+@

U
e) En utilisant des impédances équivalentes Z; et Z, déterminer le rapport == en fonction de Zc et R.

-e

f) Parmi les équations suivantes, déterminer celle qui est vérifiée par us.

@ |6 - 72 + s~ A]ue =0 © [0 - iz~ 8- 4] =0
® [(j )2+R2102%(3A)}%0 © [(jw)2+R;C2+%(3A)}uSo

g) Transposer 'équation complexe précédente et en déduire une équation différentielle portant sur wus(t).

%{ [Entrainement 20.8] — Conditions d’oscillations. 00

Pour l'oscillateur & pont de Wien précédent, on donne 1’équation différentielle suivante :

d?ug 3 — Adus 1

@ T rRe @ TRt T

a) Indiquer la condition théorique pour obtenir des oscillations sinusoidales.

(a) A=3 (b) A<3 (c) A>3

b) Dans ce cas, indiquer la fréquence de ces oscillations sinusoidales.

1 (3 _ A) RC 1
@ 5\ " ge © 0e-a © 37re
(3—A) 27(3 — A) 1
OF = @ — e O s me
¢) Si A < 3, indiquer le comportement ultérieur. d) Si A > 3, indiquer le comportement ultérieur.
@ oscillations amorties @ oscillations amorties
@ saturation @ saturation
@ oscillations sinusoidales @ oscillations sinusoidales
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Oscillateurs a relaxation

[Entrainement 20.9] — Multivibrateur astable. 000
Dans le circuit ci-contre, 'amplificateur linéaire intégré (ALI) est supposé idéal.
a) A priori, quel est le régime de fonctionnement de ’ALI? R
toime linéai . ble de répond

@ régime linéaire @ impossible de répondre —

@ régime saturé -
..................................... +

7
Supposons que I’ALI fonctionne en régime saturé, avec a I'instant e
initial ¢ = 0, ug = Vias. : ¢ Ro Us
- R

b) Exprimer la tension u; en fonction des résistances Ry, Rs et e
de la tension de saturation Vi ..... 77;7

¢) Ecrire la relation entre I'intensité 4 et la tension we .......................

d) Ecrire la relation entre I'intensité i, les tensions uc et Vi et la résistance R.

e) Déduire des deux relations précédentes, ’équation différentielle liant R, C, uc et Viat.

@duc_uic’_‘/sat duc+uic__‘/sat

dt RC  RC dt RC  RC

®) duc  uc Vet duc  uc Vit
dt RC  RC dt RC  RC

f) Quelle est la solution de 1’équation homogene (sans second membre), avec A constante ?

@ uc = Aexp(—RCt) @ uc = Aexp (—th>
@ uc = Aexp(RCt)

4

g) Que dire de la solution particuliére de I’équation ?

@ Elle est nulle. @ C’est une variable.
@ C’est une constante. @ On ne peut pas savoir.

h) Supposons qu’a I'instant initial ¢ = 0, le condensateur soit déchargé. Indiquer son comportement.

@ Il se charge. @ Il se décharge. @ Rien ne se passe.
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i) Comment évolue la tension différentielle d’entrée ¢ = V. — V_ si le condensateur se charge ?

@ Elle n’évolue pas. @ Elle augmente. @ Elle diminue.

j)  Que va-t-il se passer pour 'amplificateur linéaire intégré au bout d’un certain temps ?

@ Il va claquer. @ Il va basculer en saturation @ Il va passer en fonctionne-
négative. ment linéaire.

Oscillateur a résistance négative

[Entrainement 20.10| — Résistance négative. 000
On utilise le dipole suivant dans lequel 'amplificateur linéaire intégré est idéal.
, . . . . U
a) En supposant le régime linéaire, déterminer le rapport — Ry
. L. s L
en fonction des résistances Ry et Rs.
ie > oo
R _
. +
b) Donner la relation entre u,, us et ie
—
..................................... Ue L
¢ Ro Us
c¢) En supposant le régime linéaire, en déduire 'expression de Ro /H/
ue en fonction de ie, ainsi que des résistances Ry, R1 et Rs.

d) A quelle condition le régime reste-t-il linéaire ?

@ |us| < Viat
@ |us| > Viat
@ |te| < Veat
@ |te| > Viat

e) Supposons que le régime est linéaire tant que |us| < Viap. Que peut-on en déduire ?

Ry
e > 7%&
@) el > =, Vo

f) En supposant le régime en saturation haute, déterminer u, en fonction de i, Ry et Vias.
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On donne les caractéristiques suivantes :

U,
A’v ie l’i ie ie

Caractéristique @ Caractéristique @ Caractéristique @

_ B
Ry + Ry

PrECEAENT. . ..ttt ettt e e e

g) Sachant que méme en régime de saturation, |ue| < Vsat, indiquer celle qui correspond au dipole

On donne les caractéristiques i, = g(ue) suivantes.

e

A’T N . .

Caractéristique @ Caractéristique @ Caractéristique @

h) Indiquer celle qui correspond au dipole précédent

i) Dans quel intervalle de tension ce dipole se comporte-t-il comme une résistance négative ?

Ry Ry
@ Ue < RO TR, Vsat @ |ue| <55 Ro + Ry Visat
Ry Ry
e Vea e Vsa
@U>R0+R2 ! @|u|>R0+R ¢

Réponses mélangées

@ @ @ @ % Vsat Caractéristique @ @ @ @

duc 1 du d%u
P _ P
@ aux i =C—+ @ Caractéristique @ — +wiu+ —— a2 =0 @

2
© w=2 @ Vi @ ® @  ROT tudu-Sa=4

de?

@ @ @ @ Ue = Ryie + Vat @ Ue = —R()&ie

Ry
2
(R+2c)’+RZc  jw. nn . o ldu |, | d%u
. Ug Ry d?us 3 — Adus 1
©  we—w=Ric = pTE @ Re @ T e ®

du u L 1 . Vit —uc
@ EJF;:O wi=-—p= @ ST R @ @ @

» [Réponses et corrigés page |408|
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MOD2 Fiche d'entrainement n°21 Physique moderne

Physique quantique

Prérequis
Ondeqprogressive. Densité de probabilité de présence. Etat stationnaire en mécanique quantique.
Normalisation d’une fonction d’onde. Coefficient de transmission. Principe de superposition.
Constantes utiles

— Constante de Planck h = 6,6 x 10** kg - m’ s

— Constante de Planck réduite : i = %

—1

— Constante d’Avogadro N4 = 6,0 X 102 mol !

Pour commencer

%L [Entrainement 21.1) — Caractére quantique. o0

Un objet est qualifié de quantique dés lors que L < 100\, avec L sa taille, A sa longueur d’onde de de
Broglie telle que A = h/p, et p sa quantité de mouvement.

Calculer la longueur d’onde de de Broglie A des objets ci-dessous.

a) Balle de pistolet : L = 10mm; m = 10g; v = 350m -s~*

1

b) Grain de pollen : L=5pm; m =5ng; v =2cm-s"

e) Quel(s) objet(s) pouvez-vous qualifier de quantique ?
@ une balle de pistolet
@ un grain de pollen
@ le virus de ’hépatite B
@ une molécule de Oy
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[Entrainement 21.2| — Interférences. 00

Prenons une expérience d’interférences impliquant un faisceau de particules quantiques. Ce faisceau est
dirigé vers un dispositif a trois fentes contenues dans un méme plan. Un détecteur est placé en un point
M, a une grande distance du plan contenant les fentes.

Sans plus de détails sur la géométrie de 'interférometre, voici les différentes configurations observées :

e si la fente n° 1 est ouverte alors Pamplitude de probabilité en M vaut o1 (M) = 1/v/2;
e sila fente n°2 est ouverte alors 'amplitude de probabilité en M vaut ¢o(M) = i/2 avec i = —1;
—im/2

V6

e sila fente n°3 est ouverte alors I'amplitude de probabilité en M vaut pz(M) = ¢

On rappelle que la densité de probabilité de présence est donnée par |o(M)|%.

Déterminer la densité de probabilité de détection d’une particule au voisinage de M lorsque :

a) seule la fente n°1 est ouverte

b) les fentes n°1 et n°2 sont ouvertes

c) les fentes n°2 et n°3 SONt OUVEItES .....ouvuiiiiiiiii i

d) toutes les fentes sont ouvertes

Autour des fonctions d’onde

+oo
e On rappelle qu'une fonction d’onde est dite normalisée si / lo(x)|? dz = 1.
— 00
e On rappelle qu’en mécanique quantique, un état est dit stationnaire si sa densité de probabilité de
présence |¢(z,t)|? est indépendante du temps.

1 2
e On rappelle la formule de linéarisation : cos?(z) = —i—c%(x).
[Entrainement 21.3] — Normalisation d’une fonction d’onde (I). 00

Pour chaque fonction d’onde spatiale, déterminer la constante A pour normaliser la fonction d’onde.

Av1—122/a® si —a<z<a
c) pz)=

0 ailleurs
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[Entrainement 21.4] — Normalisation d’une fonction d’onde (II). 000

Pour chaque fonction d’onde spatiale, déterminer la constante A pour normaliser la fonction d’onde.

Acos(rz/a) si0<z<a
a) o(x)=

0 ailleurs

A(ei”/“—i—l) si —a<z<a

b) o(z) = { .......................................

0 ailleurs
x .
A— si0<z<a
a
_ b—
C) (p(ﬂj)— A € Siagxgb ...............................................
b—a
0 ailleurs
[Entrainement 21.5| — Etat stationnaire. 00

Parmi les différentes fonctions ¥(z, t) suivantes, quelles sont celles pouvant représenter un état stationnaire
en mécanique quantique ?

@ U(x,t) = Ae keeivt @ U(x,t) = Acos(kx) cos(wt)
@ U(z,t) = Acos(kz — wt) @ (z,t) = Ae (e7irt 4 e7iwet)
(c) W(x,t) = Acos(kz)e "

[Entrainement 21.6] — Fonction d’onde associée a une onde progressive. 00

Rappelons I’équation de Schrodinger unidimensionnelle :

h? 9%W(z,t) ., 0¥(x,t)
_%W + V(JZ, t)\I'(x,t) = lﬁT

On cherche une solution pour une particule libre sous la forme d’une onde progressive.

a) Pour une particule libre, que vaut la grandeur V(z,¢)? ...................

b) Dans nos conditions, rappeler ’expression de I’énergie cinétique de la particule en fonction, entre autres,
de la norme du vecteur d’onde k.

d) Dans quel sens se propage l'onde ?

@ Dans le sens des x décroissants @ Dans le sens des = croissants

e) Calculer la densité de probabilité de présence |W(z,t)[* ...................

f) La fonction d’onde représente-t-elle un état stationnaire : « oui » ou « non » 7 ..........
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[Entrainement 21.7| — Particule dans un puits. 00

Une particule quantique de masse m est confinée dans un puits. Dans son état fondamental, la fonction
d’onde spatiale s’écrit

Acos(azx) si— o< =
o(x) = 2a 2a
0 ailleurs

avec « une grandeur réelle positive.

a) Déterminer la constante de normalisation A ............... . i i,

b) Calculer la probabilité P que la particule se trouve dans 'intervalle 0 < = < 4l Cette probabilité est
@

/4a
définie par P = / lo(x)|? da.
0

c) Donner sans calculs la position moyenne (z) de la particule, définie par (x) = / z|p(z)* dz.

— 00

[Entrainement 21.8) — Particule liée. 000

Prenons une particule quantique de masse m susceptible de se déplacer le long d’un axe (Oz). Son état
quantique est représenté par la fonction d’onde

0 si <0
\Il<xat) - { AxefazefiEt/h si x>0

avec « un grandeur réelle positive.
a) Comment s’écrit le calcul de la probabilité de présence P de la particule dans tout I’espace ?
+o0 too
oo 0

@ P:AQ/ x2e72o¢a: dz @ P:AQ/ x2ef2o¢m+2Et/h dz

b) La normalisation de la fonction d’onde impose P = 1.

Gréce a une intégration par parties, déterminer la constante de normalisation A.

c¢) Calculer la probabilité que la particule se trouve dans l'intervalle 0 < x <
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Cas d’un potentiel uniforme par morceaux

[Entrainement 21.9] — Détermination d’une fonction d’onde.

On consideére le profil de potentiel V(x) ci-contre, constant par mor-
ceaux. On souhaite obtenir les formes (), @(x) et pmi(x) de la
fonction d’onde d’une particule d’énergie E (Vi1 < E < V1) dans les
trois zones.

Pour cela on utilise I’équation de Schréodinger a une seule dimension
x, indépendante du temps :

n? d*p(z)
- =F . 2
2D LV (@)ele) = Belw) )
, o AP f ()
De plus, on rappelle les solutions pour I’équation différentielle P
x

V(z)

Vi

zone I :zone II1zone III

=af(z):

sia<0: f(ac):Acos( |a\x)+Bsin(\/Hx);

sia>0: f(z)=AeV*® 4 Be Voo,

a) Utiliser I’équation dans la zone I pour exprimer dQQO;gm)

) Exprier a(s) o foncton do s, B 3 o0 B

C) | Utlh:serl’equatlon dans lazone ;I pour exprimer d2§§2( 2)
&) Exprimer gn(s) en otion de A, By B o Ve
........................................ dzwm(x).

e) Utiliser I’équation dans la zone III pour exprimer P
x

f) Exprimer (pIH(J?) en fonction de AIII; B, m, E et V1.

222
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[Entrainement 21.10] — Puits de potentiel fini, étude des solutions paires. 00

Soit un puits de potentiel fini, de valeur nulle entre les positions z = —a Viz)
et © = a, et de valeur Vj partout ailleurs. En étudiant une particule Vo
d’énergie E < Vj, on peut montrer que sa fonction d’onde spatiale | | S
©(x) prend les formes suivantes dans les trois zones définies sur la
figure ci-contre : zone 1 zone II  |zone IIT
pr(z) = A1e® ; on(z) = Ancos(Kz) 5 om(z) = Ame” %" - .
—a a

On cherche a déterminer une relation entre Ay et App, les amplitudes de la fonction d’onde dans les zones
I et III, ainsi qu’une relation entre Q@ et K, des parametres liés a V et E, en utilisant les relations de

de(z)

continuité pour ¢(x) et g e et a.
x

a) On a calculé ci-dessous les dérivées d<p1(x)7 deur(@) et (@) :
dx dx dx
—Kasin(Kx) QB — Qe @ Kosin(Kx).

Déterminer parmi les termes «, 3, v et §, ceux qui correspondent a Ay, A et Apr.

(a) A1 =8, Au =96, A =7 () Ai=7, Au=a, A = f3
(b) A1 =, Au = @, A =~

dpr(—a) ot den(—a)
dz ’

en —a. Egaliser
dx

¢) Ily a continuité de

der(a) ot deri(a)

. Egalis
en a ga 1Ser d:C dSL'

e) Ily a continuité de

Fiche n° 21. Physique quantique 223



[Entrainement 21.11] — Puits de potentiel fini, étude des solutions impaires. 00

Soit un puits de potentiel fini, de valeur nulle entre les positions z = —a st)
et x = a, et de valeur Vj partout ailleurs. En étudiant une particule Vo
d’énergie E < Vp, on peut montrer que sa fonction d’onde spatiale ~— | | |
o(x) prend les formes suivantes dans les trois zones définies sur la
figure ci-contre : zone I | zone Il |zone III
or(z) = Ae® ; on(z) = Ansin(Kz) ; om(x) = Ape” 9% L -z
—a a

On cherche a déterminer une relation entre A; et Apr, les amplitudes de la fonction d’onde dans les zones
I et III, ainsi qu’une relation entre ) et K, des parametres liés a Vp et E, en utilisant les relations de

de(z)

continuité pour ¢(x) et 4y e et a.
x

a) On a calculé ci-dessous les dérivées dcpl(x)’ den(z) et diun () :
dx dx dx
—Qae™ 9" KB cos(Kx) — Kvcos(Kz) Qe

Déterminer parmi les termes «, 3, v et §, ceux qui correspondent a Ay, A et Apy.
(a) At=a, Au =8, Amu =4 (¢) A1=0, Au = 5, Am = «
(b) Ar=46, Au =7, A = «a

25
85
N—

derr(a) ot derr(a)

. Bealis
en a ga 1Ser dx dx
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Effet tunnel

c'%k [Entrainement 21.12| — Coefficient de transmission. 00

On considére une particule de masse m se déplacant selon un axe (Ozx) soumise

au potentiel représenté ci-contre. Cette particule arrive de la région I avec une Vi I
énergie £ < Vj. Dans ces conditions, on peut montrer que le coefficient de 0
transmission 7" s’écrit :
1 om(Vo — E I 1I 111
T= W avec k= %.
1+—-"C—sinh?(ka
4E(Vp — E) (ka)
0 a
Dans le cas ol ka > 1, on montre que 7" se simplifie sous la forme : T~ Tye™ 2k,
e(L’
On donne l'approximation suivante : pour x > 1, sinh(x) ~ 5
a) Exprimer Ty en fonction de Vo et E ..o
b) Toutes choses égales par ailleurs, la probabi- d) Toutes choses égales par ailleurs, la transmis-
lité de transmission est d’autant plus grande que la sion est d’autant plus probable que la particule est
barriere est épaisse. énergétique.
@ vrai @ faux @ vrai @ faux
¢) Toutes choses égales par ailleurs, un proton a
plus de chances d’étre transmis qu’un électron.
@ vrai @ faux
[Entrainement 21.13| — Courant tunnel. 00
V(z)

On considére un électron de masse m. = 9,1 x 1073! kg se déplacant selon un y
axe (Oz). Ce dernier arrive de la région I avec une énergie £ = 1,0 eV sur une Vo
barriere de potentiel de hauteur Vj = 2,0 eV et d’épaisseur a = 1,0 nm. On

peut montrer que le coefficient de transmission 7' s’écrit :

I 11 111
_I6EVo—B) o g [2m(0 - B)

T
‘/02 h2

en supposant approximation ka > 1 vérifiée. On rappelle : 1 eV = 1,6 x 1072 J.

a) Calculer T ...

On considére maintenant un faisceau incident d’électrons correspondant a un courant I = 10 mA.

b) Calculer l'intensité du courant transmis Iy, en A ... i
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Toutes choses égales par ailleurs, on remplace maintenant le faisceau d’électrons par un faisceau de protons,
de masses m, = 1,7 x 107" kg.

¢) Qualitativement, I'intensité transmise va :

@ augmenter

Réponses mélangées

2_m(VIII — E)pm(x) AmeV/ (V7 Q_ tan(Ka) 1,9 x 10724 m

2 By VET B K

h;:j 4_11 + 2177 @ A = —Amg oui A 2 —g = tan(Ka)

| W (z, 1) = A2 % Are=@% = —Aprsin(Ka) 0 (@) et () Ar = Ay
A= 2: Are= @ = Ay cos(Ka) 1,4pA @

—QAHIe_Qa = KA COS(K(L)

7x107%'m (b)) 25x107'Mm

AHIe_Qa = AH sin(Ka)

1 —_ m —
1.4 - 10~ A= —— Bire \/ %(Vm E)x
3 Vb

4 AHIe_Qa = AH COS(K(I)

QAe 9 = K Ay sin(Ka)
16E(Vp — E 2m 2m 5 —2v6
@ MO Mpae e 2V
0

11 — 26

12
2m . 2m 1 /3
12 Ar cos(w / ﬁEm) + Br s1n<1 / ?Ex> A= —4/— @

:2 a
2m

AH COSs 72 (E — VH)J,‘

_ /3 _5.3/2
) o A=\; @ A=20 ®)
+ By sin ?(E —Vin)z
® @@ ©

8 X 10_6 m A= % QAHIB_Qa = KAH sin(Ka)

QAe %" = K Ay cos(Ka) _ !

= 1—5e2
2/a ¢
1,7 x 107193 A 0

» [Réponses et corrigés page [413
226
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MOD3 Fiche d’entrainement n°® 22 Physique moderne

Physique du laser

Prérequis
Modele de 'onde plane progressive harmonique (OPPH).

Module d’onde k et longueur d’onde A du rayonnement : k = 2771-

Constantes utiles
— Célérité de la lumiére dans le vide : ¢ = 3,00 x 10° m/s

— Constante de Boltzmann : kg = 1,38 x 10722 J - K !
— Constante de Planck : b = 6,63 x 107°*J - s

A propos du mode fondamental gaussien

La vibration scalaire d’'une onde associée au mode gaussien fondamental peut s’écrire, a une constante
multiplicative pres, pour une propagation suivant les z croissants, en notant r la distance a 'axe (Oz),

5(r.2,0) = 2 exp = Y e (et - 010,2))

w(z) w?(z

ou la phase totale s’écrit

2
o(r,z) =kz — arctan(i{) + 2;22)

La longueur wg est appelé le rayon de pincement (ou de ceinture) ou waist du faisceau gaussien, et la
longueur zgr est appelée la longueur de Rayleigh.

2 f 2
z z
L’expression R(z) = z (1 + 1;‘) définit le rayon de courbure du front d’onde et w(z) = wo4/1 4+ — définit
z z
R
une mesure de 'extension radiale du faisceau.

[Entrainement 22.1] — Influence de la longueur d’onde sur la directivité. L)

Un faisceau gaussien est caractérisé par une longueur de Rayleigh zg = 5,00 cm, reliée au waist wy du laser
par la relation

ng
ZR — 7)\ .

Calculer le waist pour :

a) un laser bleu de longueur d’onde A = 450 nm
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B |Entrainement 22.2] — Modéle équivalent d’un faisceau gaussien pour z < zg.

a) Donner un équivalent simple de R(z) quand z < zg .........

b) Donner un équivalent simple de w(z) au plus bas ordre en z quand z < zg.

¢) On rappelle que pour z < 1, on a arctan(z) ~ z.

z
Déterminer I'expression de ¢(r, z) au plus bas ordre en z quand z < zg et r? < ?R.

d) Déduire des questions précédentes 1’expression de ¥(z,t) pour z < zg, r < wop et zr > kr2.

e) A quel type d’onde correspond l'expression précédente de 1 ?

@ une onde progressive plane harmonique

@ une onde progressive sphérique harmonique

%{ [Entrainement 22.3] — Modéle équivalent d’un faisceau gaussien pour z >> zg.

a) Donner un équivalent simple de R(z) quand z > zg. .........

b) Donner un équivalent simple de w(z) quand z > zg. .........

c) On rappelle que lim arctan(z) = T
T—00 2

Déterminer l'expression de ¢(r, z) au plus bas ordre en z quand z > zg et z > k2.

d) Déduire des questions précédentes I'expression de 1(z,t) pour z > zgr, r < wg et z > kr.

e) Quel est le type d’onde associé au faisceau laser pour z > zr, r < wq et z > kr??

@ une onde progressive plane harmonique.

@ une onde progressive sphérique harmonique.
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L |[Entrainement 22.4) — Divergence d’un faisceau gaussien pour z >> 2g. o

On suppose que z > zr et on considere que l'exten- w(z)
sion radiale de ’onde gaussienne est limitée par w(z). — 0 p
L’angle 60, représenté sur la figure ci-contre, définit la —_— _
divergence angulaire du faisceau.
a) Exprimer tan(6) en fonction de wg et zg ........
b) La divergence 6 du faisceau laser :

@ est d’autant plus grande @ est d’autant plus grande @ indépendante de zgy.

que zg est plus grand. que zg est plus petit.
[Entrainement 22.5| — Le modéle du faisceau gaussien. 000
Le champ électrique complexe associé a I’onde électromagnétique
d’un laser se propageant suivant les z croissants en un point y o
M(r, 0, z) s'écrit T .- M
E(M, 1) = B(r, 2) exp(i(kz — wt))éz.
Dans cette expression, 'amplitude complexe E(r, z) s’écrit : L - -7 /\ 0
: 2 z T x
z T
E(r,z) = By 8 eXp<—jk‘.>,
z+jzr 2(z +jzr)
ou zr est une constante positive appelée longueur de Rayleigh et Ey un réel positif.
r? —kr?zg
a) Déterminer 6 pour que le complexe —jk————— s’écrive sous la forme =75 2 —J0; on exprimera
2(z +jzr) 2(z* + z)
0 en fonction de k, 7, Z €6 ZR v vii
2
On souhaite écrire le carré du module du terme exponentiel exp (—jk;2(+,)) de E(r, z) sous la forme :
z+j2r

b) Exprimer w?(z) en fonction de k, 2 €t 2R «eeeeeieiiiiiiiiin.

. r?
XL 2(z+jzr)

¢) On écrit w(z) sous la forme w(z) = woy |1+ —

Exprimer la constante wg (wg > 0) en fonction de zg et A .......

j2R
z+jzr

d) On note A(z) = ’Eo

Exprimer le produit A(z)w(z) en fonction de Eg et wg ...........
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Interaction lumiere-matiere, ’effet laser

Lorsqu’une onde lumineuse traverse un milieu matériel, elle interagit avec les atomes le constituant.

On consideére pour simplifier que les atomes peuvent peupler seulement deux niveaux d’énergie : le niveau
1 fondamental d’énergie E; et un niveau 2 excité d’énergie Fs.

B H]/S
I R e

Absorption Emission spontanée Emission stimulée

Il existe trois phénomeénes permettant ces transitions énergétiques :

e passage de 1 a 2 par absorption d’un photon d’un rayonnement avec la probabilité par atome et par

unité de temps = Bjou,, ou u, est la densité spectrale d’énergie du rayonnement, c’est-a-dire

I’énergie électromagnétique par unité de volume et de fréquence du rayonnement, qui s’exprime en
- -1
J-m™3 . Hz!;

)

e passage de 2 a 1 par émission spontanée d’'un photon avec la probabilité par atome et par unité de

Py
= A N
dt 21,

e passage de 2 a 1 par émission stimulée causée par un rayonnement avec la probabilité par atome et

temps

par unité de temps L _ Bsiu,,.

Le nombre d’atomes dans un état quelconque b venant d’un état quelconque a est lié & la probabilité
d’occurrence du phénomene impliqué de telle maniere que dN, = dP,, N, .

LB |[Entrainement 22.6] — Deux intégrales utiles. 0

Soit a un réel positif.

a) L’intégrale I :/ exp(—at) dt vaut :
0

(a)I=1 (b) I=a @Izé (@ 1=-

b) En effectuant une intégration par parties, déterminer la valeur de l'intégrale

o0
J:/ texp(—at) dt
0
parmi les valeurs suivantes.

On rappelle que /ab u(t)v'(t)dt = [U(t)v(t)}b

(a) J=1 (b) J=a @J:é @ J=—
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&1

[Entrainement 22.7| — Durée de vie d’un niveau excité. L)

On considére deux niveaux atomiques d’énergie E; et Eo (avec Eo > Ej), dont les nombres d’atomes par
unité de volume sont notés respectivement Ny et Ns.

On ne prend en compte ici pour l'interaction lumiere-matiére que le phénomene d’émission spontanée.

On admet que la durée de vie moyenne du niveau 2, notée 7, est 7 = —.
21

a) Exprimer en fonction de Asy, No(t) et dt, la variation dN3(t) de la population d’atomes sur le niveau
2 pendant la durée dt.

b) A PVinstant t = 0, la population d’atomes sur le niveau 2 est N3.

Intégrer 1’équation différentielle vérifiée par Ny(t) et en déduire la loi Na(t) en fonction de Apy, N2 et t.

0
¢) On définit la durée de demi-vie du niveau 2 comme la durée Ty /2 telle que Np (T1 /2) = 72
Exprimer T} /5 en fonction de 7 ...
[Entrainement 22.8) — Lien entre énergie spectrale et flux surfacique de photons. o

Considérons, ce qui est typiquement le cas pour un rayonnement laser, que la densité spectrale d’énergie
volumique u, ne prend de valeurs notables, et est supposée constante ug, que pour des fréquences centrées
sur la valeur v, comprises entre v — Av/2 et v + Av/2.

On note c la célérité de la lumiere au sein du faisceau laser, S la section du faisceau et J le flux surfacique
de photons (nombre de photons du rayonnement par unité de temps et unité de surface du faisceau).

Uy

UgFr------

Av

X

a) Exprimer en fonction de ug et Av Pénergie électromagnétique volumique o du rayonnement considéré.

b) En exprimant I’énergie électromagnétique des photons contenus dans le volume dV = Scdt balayé
pendant la durée dt de deux maniéres différentes, I'une faisant intervenir ’éclairement £ du faisceau (puis-
sance moyenne surfacique) et 'autre I’énergie électromagnétique volumique w, exprimer uy en fonction de

¢, Av, hv et J.
On rappelle que € = hvJ .
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Notations.
Pour les deux entrainements suivants, on consideére les définitions et notations suivantes.

e On définit le flux surfacique de photons, noté 7, comme le nombre de photons du rayonnement par
unité de temps et unité de surface du faisceau.

e . . . dP
e La probabilité d’absorption par atome et par unité de temps est souvent notée dt12 = 0127 ; la
probabilité d’émission induite par atome et par unité de temps est notée L 0217 .
e On supposera que 012 = 091, qu’on note simplement o.
[Entrainement 22.9] — Eclairement d’un laser et flux surfacique de photons. L

On note & 'éclairement d’un faisceau laser, défini comme la puissance moyenne rayonnée par unité de
surface.

a) Exprimer I'éclairement £ & l'aide du faisceau au flux surfacique J de photons et de ’énergie hv d’un

photon.

. . 12 dPay P . .
b) Quelle est la dimension de d m ? ¢) En déduire la dimension de o.
[Entrainement 22.10| — Equations du laser pour un systéme & deux niveaux. 00

On considére un systeme a deux niveaux d’énergie dans une cavité fermée de section S, caractérisé par les
populations atomiques volumiques Nj () sur le niveau 1 d’énergie E; et No(t) sur le niveau 2 d’énergie Es
avec Fy > Ey, tel que Ni(t) + Na(t) = C**.

On néglige ici le phénomene d’émission spontanée devant ceux d’absorption et d’émission stimulée.

On note ¢ la célérité de la lumiére dans la cavité.

N-
dt2 en fonction de o, J, N1(t) et Na(t) «.ovvvrniniiiiiiinn..

a) Exprimer

dD
b) En déduire la loi 7 o fonction de o, J et D(t), ot D(t) = No(t) — N1(t).

¢) Exprimer lévolution dA(¢) du nombre de photons émis dans le volume dV = Scdt, balayé par le
rayonnement dans la cavité pendant la durée dt en fonction de ¢, o, S, J, D(t) et dt.

d 1dN
d) Calculer T{ =5 & fonction de ¢, o, J et D(t) ...ooooiiiiiiiii.
e) Sachant que pour un systéme & deux niveaux d’énergie, on ne peut qu’avoir D(t) < 0, un régime

stationnaire dans la cavité est possible pour :

(a) J>0 (b) J <0 () T=0
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Considérations énergétiques

c'%k [Entrainement 22.11] — Mesure du diamétre d’un faisceau gaussien. 00

A partir de mesures de puissances, on cherche & obtenir le diametre D d’un faisceau laser gaussien qui
correspond au diameétre pour lequel Iéclairement du faisceau vaut & x e ™1, avec & Iéclairement maximal
au centre du faisceau comme illustré ci-contre.

Elp) 1

On mesure d’abord la puissance P = 5,00mW contenue dans le faisceau a ’aide d’un détecteur dont
le diametre est beaucoup plus grand que le faisceau. Cela revient, pour un laser continu, a intégrer son
éclairement sur un disque de rayon p infini et diviser par une durée At = 1s, soit

1 27 e’} 4p2
P=— “*pZpdpds.
L[ o

2
a) Réexprimer P en effectuant le changement de variable z = 4% ..........

b) Calculer 'intégrale et exprimer P en fonction de &, D et At .............

On mesure ensuite la puissance P’ = 4,15mW contenue dans le faisceau & I'aide du méme détecteur mais
occulté par un diaphragme de diametre d = 2,00 cm. Cela correspond a intégrer son éclairement sur un

1 27 d/2 p2
P =_ / / Eoe D2 pdpdh.

c) Utiliser les résultats précédents pour exprimer P’ en fonction de P, D et d.

cercle de rayon p = 2 soit

d) Exprimer D en fonction de d, P et P/ ... ... ... i,

e) Calculer D a partir des valeurs fournies ............... ... il
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(@) [Entrainement 22.12| — Energies et puissances. 0

On s’intéresse a une source laser délivrant des impulsions de P I
durée At avec une cadence f exprimée en Hz. La puissance Pouse
moyenne délivrée par la source est notée P. La puissance d’une At

impulsion est notée Ppyisc €t correspond au rapport de I’énergie

fournie pendant la durée de 'impulsion et cette durée At. ‘ >
0 t

a) Exprimer I’énergie contenue dans une impulsion Epyisc en fonction de Pet f .
b) Exprimer la puissance d’une impulsion P,y en fonction de P, f et At ......
c) A Daide de la réponse précédente, classer ces sources par ordre croissant de Phulse-

(a) Po =20W f, =20kHz At, =10ns (¢) P.=18W f.=10kHz At.=T700ps

(b) P, =8,0W f, =10kHz At =2,0ns (d) Pg=15W f4=80MHz Aty =140fs.
Cavités laser

(@) [Entrainement 22.13| — Intensité transmise par une cavité. 000

Une onde lumineuse Sy de longueur d’onde A est orientée vers une cavité constituée de deux miroirs M
et My de coefficients de transmission et réflexion tq, ry et to, 9. Cette cavité a un indice de réfraction n

et une longueur L.
o0

La somme des amplitudes en sortie de la cavité est S = Sptito /2 Z(T1T26j¢)k.

k=0
Ici, on cherche la valeur de l'intensité en sortie de la cavité I, qu’on prendra égale a la norme au carré de
la somme des amplitudes |S|°.

a) Utiliser la formule Z ¢ =

—— pour réexprimer S .........
k=0 q

1—

b) Exprimer I = |S|2 en fonction de Sy, t1, tg, 71, 2 et sin? >

SR
<

2
On rappelle que cos®(a) +sin?(a) = 1 et cos(a) = 1 — 2sin? (7>

En divisant 'expression de I obtenue précédemment par (1 — r1r2)2 on peut la mettre sous la forme

Imax
[=—— .
1+ msin? <%)

¢) Exprimer I,y en fonction de Sp, t1, ta, et ra oovoiin...

d) Exprimer m en fonction de ¢y, to, r1 €t g ..o,
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(@) [Entrainement 22.14) — Amplitudes transmises par une cavité. 00

Une onde lumineuse Sy de longueur d’onde A est orientée vers M1 L » Mo
une cavité constituée de deux miroirs My et My de coefficients 30 > Y > B 0,
de transmission et réflexion t1, r1 et ty, ro. Cette cavité a un D C —e
indice de réfraction n et une longueur L. E < ;
A chaque transmission, 'amplitude complexe de 'onde est mul- ¢ > . 9.2
tipliée par ¢; a chaque réflexion elle est multipliée par —r; a },I < (,.;r
chaque fois quI’Jelle parcourt la cavité elle est multipliée par e'0/2 1 - J o
n > 3

avec ¢ = 47r7. e
Déterminer 'amplitude complexe de ’onde aux points suivants.
a) Au point A

@ —Sor1 @ —SoT2

@ S()tl @ SOtQ
b) Au point C

@ 7SOt17’26j¢/2 @ Sotltgej(b/Q

@ 750t17'1€j¢/2 @ S()tltge]¢
¢) Au point H

@ Sotlrlrgejw @ —Sot1T1T26J3¢

@ —Sotlmrgeﬂ‘b @ S()tl’/‘l’r‘ eJ ®
d) Au point O

@ Sot1t26j¢ @ —Sot1T26j¢/2

@ —Sot1T16j¢/2 @ S0t1t26j¢/2
e) Au point Oy

@ 750t1t27'1€j¢ @ 750t1t27'17'26j3¢/2

@ —Sot1t2T26j¢ @ Sot1t2T1T26j3¢/2
f)  Au point O3

@ _801517527"1r%ej&b/2 @ S()tltg’!’%Tgeﬁqb/Q

(b) —Sotitaririe®® (d) Sotytarirae’”
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(@) [Entrainement 22.15| — Finesse d’une cavité.

L’intensité d’une onde lumineuse en fonction de sa fréquence v en
sortie d’un cavité laser I(v) est illustrée ci-contre. Elle est telle que

( )_ Imax
1 + msin? (277%1/) '

On cherche a déterminer & quelle point la largeur spectrale de I'in-
tensité, soit sa largeur & mi-hauteur dv, est « fine » par rapport a la

largeur spectrale libre de la cavité Av =

onL’

a) Effectuer le développement limité en 0 & I'ordre 1 de sin 2 pour réexprimer I(v).

Iinax
b) Déterminer la valeur positive de v pour laquelle I(v) = —=

en fonction de ¢, n, L et m.

¢) En déduire la largeur spectrale de I'intensité dv en fonction de ¢, n, L et m.

A
d) Exprimer la finesse F' = 5—V de la cavité en fonction de m .............
v

Réponses mélangées

wD? Az z . T T/m
ugAv Eom 0,411 mm TR 7R exp |;] (wt — kz2 + 5)} @ vm
™ o0 2
z exp [j(wt - (k: — i) z)] Ng exp(—Aat) Ait / / & %e_w dz do
o Jo
@ w:i o o @ sait)
R (1 —r1r2)2 + 4717y sinQ(g)
Sot1t2€j¢/2 wo -1
— Ao No(t) dt —_ — d, | ————=—~ 84,6
2Na (f) 1 —ryreel® 2R In(1— ) Hm @
c Jhv
Bwo @ © O = Ay TN - M)
Sgt%t% _d?/D? 27“2 QZR Z2
@ —_ 3 P(l — € / ) k‘—2 B} 3 T 1 + 3
(1 —rir2) (22 + 23) 23
21% @ k‘ ™ @ . @ 47‘1’1"2 jD "
_ z = § @ ) @7 ) @ — 3 co ( )
z (]. 1"17’2)
m ScoJ(Na(t) = Ny(#))dt — wo (B (@) (@  -207D
1 P P Imax
1,50 cm k—— |z hvJ — — I(v) = m—2
2R f At 1+m(2r2Ly)

» [Réponses et corrigés page [420]
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OND2 Fiche d'entrainement n°23 Ondes

Propagation des ondes et interfaces

Prérequis
Equation de d’Alembert. Ondes progressives. Ondes stationnaires. Gradient
en coordonnées cartésiennes.

Intensité acoustique

(@) |[Entrainement 23.1 — Autour du logarithme décimal. o

Dans chaque cas, calculer la valeur du logarithme. On donne les valeurs suivantes

log(2) = 0,30 log(3) = 0,48 log(4) = 0,60 log(5) = 0,7.

[Entrainement 23.2] — Intensité acoustique. 00

L’intensité acoustique Iyg s’exprime en décibel

1
IdB =10 log (I) s
0

ot I est l'intensité acoustique en échelle linéaire (W/m™2) et Iy = 107 W/m™2 le seuil de détection de
Poreille humaine. Dans tous les exemples, on suppose les sources acoustiques incohérentes : les intensités
en échelle linéaire s’ajoutent.

a) Une étudiante percoit le son d’une guitare (60 dB) et le son d’une trompette (70 dB).

Quelle est l'intensité totale en décibel 7

b) Si l'intensité en échelle linéaire est multipliée par un facteur 5, de combien de dB l'intensité acoustique
augmente-t-elle 7

¢) Combien faut-il de percussions jouant avec une intensité sonore de 60 dB pour atteindre une intensité
acoustique totale de 120dB ?
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Vitesse et surpression

(@) [Entrainement 23.3| — Bataille de vitesses. ]

e Dans un fluide, les ondes acoustiques se propagent a la vitesse
1
’Uf = 5
VPoX

ou pg est la masse volumique du fluide au repos et x sa compressibilité isentropique.

e Dans un solide, elle s’exprime

Vs = >

p

ou p est la masse volumique et E le module de Young.

a) Pour l'air, aux conditions usuelles de température et de pression, p, = 1,3kg - m et y,=1x10"°Pal.
Dans le cas de I'eau, on a p. =1 x 103kg - m™3 et yo =1 x 10719 Pa~ 1.

Dans quel fluide la vitesse de propagation des ondes acoustiques est-elle la plus élevée 7

b) En assimilant I'air & un gaz parfait, on peut montrer que la vitesse de propagation s’exprime vy = AVT
ou A est une constante et T' la température.

Par combien faut-il multiplier la température pour que cette vitesse soit multipliée par deux ?

¢) Pour lacier, on a E, = 200 GPa et p, = 7,8 x 10> kg - m 3.

Les ondes acoustiques vont-elles plus rapidement dans I’eau ou dans lacier? ............

%L [Entrainement 23.4 — Dérivée temporelle et gradient. o0

Une onde acoustique se propage dans un fluide. La surpression p en un point M(z,y) s’exprime

p(x,t) = p1sin(wt — kyx — kyy).

a) Exprimer le gradient de p ...... ..o

b) L’équation d’Euler linéarisée permet de relier la surpression p a la vitesse ¥ du fluide de masse
volumique a ’équilibre pg
ov
POE
Exprimer la vitesse du fluide.

Toute constante d’intégration sera supposée nulle.
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B |[Entrainement 23.5| — Vitesse et surpression. 00

Lors du passage d’une onde acoustique dans un fluide de masse volumique pg, la surpression p et la vitesse

du fluide o7 sont reliées par ’équation d’Euler
vy p—
—— = —gradp.
Po ot gradp

Dans chaque cas, déterminer I’expression de 7.

Toute constante d’intégration sera supposée nulle.

a) p(z,t) = py cos(kx — wt)

Op _,

c) p(rt)= - cos(kr — wt) avec gradp = s

Equation de d’Alembert et solutions

c.;)k [Entrainement 23.6] — Conditions aux limites. 00

A Dintérieur d’un cylindre d’axe (Oz) et de longueur L, lors du passage d’une onde acoustique, les champs
de surpression p et de vitesse v s’écrivent

v(z,t) = vosin(wt) sin(kz + @) et p(z,t) = p1 cos(wt) cos(kx + ¢),

ou w et k sont respectivement les pulsation et nombre d’onde.

Déterminer dans chaque cas une valeur possible pour ¢ et une expression de k faisant intervenir L et un
entier n. On rappelle les conditions aux limites suivantes

e 3 une extrémité ouverte, la surpression est nulle,

e 4 une extrémité fermée, la vitesse de lair est nulle.

a) Le cylindre est ouvert aux deux extrémités ............

b) Le cylindre est ouvert en x =0 et ferméen z =1L .....

¢) Le cylindre est fermé aux deux extrémités .............
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B |[Entrainement 23.7] — Linéarisation. o

Une onde acoustique est une perturbation de 1’état d’équilibre d’un fluide. Les champs de pression p, de
vitesse U et de masse volumique p s’écrivent

p(M,t) = Do +p1(Mvt)7 U(Mﬂt) = ﬁ(Mat) et p(Mvt) = Po + pl(Mat)'

v
Dans 'approximation acoustique, les termes b , D1 et |2L| sont des infiniments petits de méme ordre.
Po c Po
Etablir expression de chaque terme & l'ordre 1.
) ov
) P e e
P ot
D) iV U
Op r
+ v - grad ) .......................................................
) p( 5t gradp
[Entrainement 23.8] — Solutions de 1’équation de D’Alembert. 00

On note c¢ la vitesse de propagation d’une onde sonore dans l'air et p la surpression due au passage de
I’onde.

a) Quelle est la seule égalité homogene ?

o P
ot2  Ox?

® 20 _ 9%
ot  0x?

b) On cherche une solution de cette égalité sous la forme p(z,t) = po cos(wt — kx).

Quelle relation doivent vérifier k et w ?

c) On cherche une solution de cette égalité sous la forme p(z,t) = f(z)g(t).

Quelle relation doivent vérifier f, g, f” et §7
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Autour des débits de volume et de masse

c'%k [Entrainement 23.9] — Autour du débit de volume. 0000

Le volume de fluide dV traversant une surface S durant un intervalle de temps dt s’exprime grace au débit
de volume D,

AV = D, dt = // T(M, ) - dS dt,
S

—
ou dS correspond au vecteur surface en M et ¥ a la vitesse du fluide.

a) En quelle unité s’exprime le débit de volume ?

(@nys_1 ®m3/s @m3-s

b) De l'eau s’écoule & travers un tuyau cylindrique de rayon R = 1,00cm & une vitesse v = 10,0 m - st

uniforme et stationnaire. Calculer le débit de volume du fluide ......................

¢) En déduire le temps nécessaire en minutes pour remplir une piscine de L = 10,0m de long, £ = 2,00 m

delarge et h =1,00m de fond. ........ .

c'%k [Entrainement 23.10] — Variation de masse. 00

Un fluide s’écoule dans une canalisation de section S. On
s’'intéresse a un volume infinitésimal du fluide compris entre
les abscisses x et x + dz. On note U(z,t) la vitesse du
fluide et p sa masse volumique supposée uniforme et sta-
tionnaire. La vitesse du fluide est uniforme sur une section
de la conduite. Les débits massiques, supposés indépen- .
dants du temps, en z et x + dz s’expriment T

Dy w = pv(x,t)S et Dy gyds = pv(z+da,t)S.

a) Exprimer la masse de fluide traversant S, entre t et t +dt ................

b) Exprimer la masse de fluide traversant S;4q, entre t et t +dt ............

¢) En déduire lexpression de la masse dm de fluide entrant dans le volume entre ¢ et ¢ + di¢

d) 1l est possible d’écrire, pour une fonction f, au premier ordre en dx

f(x—i—dm,y)—f(%y) ~ - de

. . N . ov
Exprimer dm en faisant en particulier apparaitre — .........................

ox
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Réflexion et transmission

%{ [Entrainement 23.11] — Déphasage. o

Dans chaque cas, déterminer le retard de phase de a par rapport a b.

(@0 © /2
@w @7‘(‘/4

) A=2D i c) a=14+Db oo
b) a=jb coovviiii d) a=-=5b oo
[Entrainement 23.12| — Interface entre deux fluides. 000

On considere une interface entre deux fluides non miscibles d’impédances réelles Z1 et Z5 en x = 0. Une
onde acoustique se propage selon les x croissants. Les surpression et vitesse associées a l'onde acoustique
s’expriment

P, expli(wt — kiz)] + 1 p, expli(wt + kiz)] siz <0,

p(z,t) = t p,,expli(wt — ko)) siz >0
ot b, rp.
*710 explj(wt — k1)) — 2ZO explj(wt + ki1x)] siz <0,
v(z,t) = . ; !
—0 exp[j(wt — ko)) sixz>0.
Zs

La vitesse et la surpression sont continues en z = 0.

a) Etablir I'expression du coefficient de réflexion pour la surpression r.

c) La surpression de 'onde transmise est-elle en phase avec celle de 'onde incidente ? .. ...

d) Déterminer le déphasage entre la surpression de l’onde réfléchie et celle de 'onde incidente lorsque
Z1 > Zs.
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[Entrainement 23.13] — Forces de pression. 000
On considére un piston de section S, d’épaisseur négligeable et
de masse m se trouvant en x = 0. Il sépare deux fluides de
méme impédance Z. Une onde acoustique se propage selon les x

croissants. Elle est partiellement réfléchie et partiellement trans- d_S(,l>
mise par le piston. La surpression associée a I'onde acoustique
s’exprime o
P ' ds,
pio cos(wt — kx) + pro cos(wt + kx + ¢) siz <0,
pla,t) = pro cos(wt — kx + ¢4) siz>0. N =_ 0 t

Elle est uniforme sur la section du piston.
. - 9 N I3 9 3 .
a) La force de pression F'), s’exercant sur une une surface S & la frontiére d’un volume V s’exprime

ﬁ;:_//“Pd_S:
S

ou P est la pression et dS un vecteur surface dirigé de l'intérieur du volume vers lextérieur. On rappelle
que la pression en un point M s’exprime P(M,t) = Py + p(M,t) ot Py est la pression du fluide au repos.
Comment s’exprime la force de pression s’exercant a gauche du piston ?

@ [Po + pio cos(wt) + pro cos(wt + ¢,.)]Se, @ [Po + pio cos(wt) — pro cos(wt + ¢,.)]Se,
@ —[Po + pio cos(wt) + pro cos(wt + ¢,)|Se, @ —[Py + pio cos(wt) — pro cos(wt + ¢,.)]Sen

b) Comment s’exprime la force de pression & droite du piston ?

@ [Po + pro cos(wt + ¢¢)]Se, @ —[Py + pro cos(wt + ¢1)]Se,

Réponses mélangées

Op1 2 w? vy
PO oy @ k* = Fl pSv(z,t)dt @ Pogy ¢p=0et k=nn/L
Dans ’acier —pSdtfv(z + dx, t) — v(x,t)] 106 minutes 7dB 70,4dB @
ch—N _9 T @ po div 7 @ Dans I'eau kpy cos(kz — wt)e, @
f g ' wpo ’
10° ¢p=m/2etk=nn/L () oui 0,78 p—l(kgge_gc> + kyéy) sin(wt — kyx — kyy)
A1 PO
T — 7 — —sin(kr — wt) k N
ﬁ Powr [ r 2,1 Par 4 0,96 Py sin(kz) sin(wt)e,
1+ 22 +k cos(kr — wt)}e_; wro
ov 27 _ _
@ —pS%(x, t)dx dt Z]_TQZQ —p1 cos(wt — kgx — kyy) (kgeq + kyéy)
pv(x + dx,t)S dt 3,14 x 102 m?/s p=m/2etk=(n+1/2)w/L

» [Réponses et corrigés page |427|
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OND3 Fiche d'entrainement n° 24 Ondes

Propagation des ondes et dispersion

I?rérequis
Equation de d’Alembert - Ondes Planes Progressives Harmoniques (OPPH).
Constantes utiles

— Perméabilité magnétique du vide : po = 47 X 10~7 kg -m-A"2.s7?

— Constante des gaz parfaits : R = 8,314 J - mol ™! K~!

Pour bien commencer

Une onde progressive correspond a la propagation de proche en proche d’une perturbation £(z,t) qui
peut se modéliser par une Onde Plane Progressive Harmonique (OPPH) ou monochromatique (OPPM)
d’expression mathématique :

e sous la forme réelle £(z,t) = & cos(wt — kx)
e sous la forme complexe {(z,t) = Lol Wik)
avec k le vecteur d’onde et w la pulsation et & I’amplitude.
Sa célérité v s’exprime alors v = w/k.
Elle sera dite atténuée si son amplitude £y n’est pas une constante.

On distingue les ondes progressives des ondes stationnaires, pour lesquelles la perturbation est de la forme
&(z,t) = f(x) x g(t), et des ondes évanescentes pour lesquelles la propagation ne se réalise que sur une trés
courte distance en raison d’un amortissement exponentiel de 'amplitude.

[Entrainement 24.1 — Vecteur d’onde complexe. L)

L’onde de tension u(x,t) qui se propage dans une ligne bifilaire réelle s’exprime :

u(z,t) = Uy exp(*g) COS(w(t N %))

a) Exprimer 'onde complexe u(x,t) associée a u(x,t).

On note k = k' — jk” le vecteur d’onde complexe tel que u(z,t) = Upel@t—E2),

b) Exprimer &' = Re(k) .. .oounit

¢) Exprimer k" = —Im(k) ..o
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[Entrainement 24.2] — Reconnaitre une onde. 000

— —
Une onde électromagnétique peut se caractériser par son champ électrique E ou son champ magnétique B.
Pour chacune des formes proposées, qualifier I’onde avec une ou plusieurs des terminologies suivantes :

@ progressive @ stationnaire @ atténuée @ évanescente

-

a) B= Bo CoS(Wt — @) COS(KT — 1) oo

—>

b) E= Eo COS(WE — Kz 4 )«

c) E = Egpe** COS(WE 4 D) oottt
d) B = Boe ** SIN(WE — K24 ) ot

—

e) E= Eo COS(WE 4 KZ) e

[Entrainement 24.3| — Bataille de vitesses. 00

RT
La vitesse de son dans les gaz parfaits s’exprime ¢y = 7 % avec v le coefficient adiabatique (5/3 pour un

gaz monoatomique, 7/5 pour un gaz diatomique), M la masse molaire, T' la température et R la constante
des gaz parfait. On s’intéresse aux gaz parfaits suivants :

(a) Dihydrogene (My, = 2,0g/mol) & T = 250K (¢) Dioxygene (Mo = 16g/mol) & T = 293K
(b) Argon (Ma, = 0,040kg/mol) & T = 350K (d) Diazote (My = 14g/mol) & T = 0°C

Dans quelle situation la vitesse est la plus élevée? ... .. ... .. .

Equation de propagation et relation de dispersion

[Entrainement 24.4] — Solutions de 1’équation de D’Alembert. L)

On note ¢ la vitesse de propagation d’une onde sonore dans l'air et p la surpression due au passage de
I’onde.

a) Quelle est la seule égalité homogene 7

?p  0%p op  &p *p *p
2Y _ 2 F 25 _ 2 - F_ 2Y P
@ @55 = 527 ®) 5 = g2 © 35 =52

b) En supposant que p(z,t) = pg cos(wt — kx), quelle relation vérifient k et w? ..

¢) En supposant que p(z,t) = f(x)g(t), quelle relation vérifient f, g, f” et g7 .
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[Entrainement 24.5 — Propagation idéale.

On donne ci-dessous 1’équation de propagation du champ électrique E dans différentes situations.

PE  19°E  ne® P2E O*E 10°E  O°E
@72:772+M07E @ TR R R M
0z c? Ot? m ox oy c? Ot N 0z

= 0F ’E 1 90°E OF
O B =g @ 5z ~@om ~ "%

Identifier celle(s) qui traduit(sent) une propagation idéale (sans dispersion ni absorption) ..

[Entrainement 24.6| — Dispersion ou absorption 7.

On donne la relation de dispersion k(w) reliant le vecteur d’onde complexe k & la pulsation w dans différentes
situations. Elle est issue de I’équation d’onde régissant la propagation d’une onde mécanique transverse le

long d’une corde vibrante.
Indiquer dans chaque cas s'il y a absorption et/ou dispersion au cours de la propagation.

e
a) k -
1. h
b) ko i
c 2 uc
w1 yw?
=k~ — — e
c) k c  2Tyc3
1 yw? 1. h
d) ke o Y
c 2Tyc® 27 pc

[Entrainement 24.7| — Ondes sonores dans un fluide.

On suppose que la surpression acoustique p dans le fluide est de la forme :
p = poel @)

Etablir la relation de dispersion k(w) vérifiée par p(z,t) dans chacune des situations suivantes.

On envisage la propagation unidimensionnelle d’une onde sonore dans un fluide de masse volumique p.

?p  0°
a) Fluide idéal : 2571; - 375 -0

2 1 82 3
b) Fluide de viscosité 7 : % = 0—2% - ﬁ@f(?i? .................

0? 1 0 19)
c) Pavillon de section droite Spe™" : Bitf = CZW%( ma &8

. 82 82 82
d) Ecoulement de vitesse u : (c* — u?) P_2P 920

@ 8t2 ax at ...........

246 Fiche n° 24. Propagation des ondes et dispersion



Vitesses de propagation

[Entrainement 24.8] — Vitesse de phase. 00

On étudie la propagation des ondes de surface dans un bassin de profondeur h contenant un fluide de masse
volumique u et de tension superficielle ~.

Dans chacune des situations suivantes, pour lesquelles on donne la relation de dispersion w(k) en absence

w
de tout phénomene d’absorption, déterminer 'expression de la vitesse de phase vy(w) = —

e
vk?
a) Aux courtes longueurs d’onde et faibles profondeurs : w? = = x kh.
W
k3
b) Aux courtes longueurs d’onde et grandes profondeurs : w? = il
I

[Entrainement 24.9 — Relation de Klein-Gordon. 000
La propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma dilué est conditionnée a haute fréquence par
2 2
w® —w
la relation de dispersion suivante : k? = —.
c

On donne les représentations graphiques suivantes :

k. Figure @ ka Figure @ ka Figure @

v
S
\
S
Y
S

b) Calculer la vitesse de phase vy(w) = % .............................
. dw
c) Calculer la vitesse de groupe vg(w) = T e
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&)

[Entrainement 24.10| — Vitesse de groupe. 000

On étudie la propagation des ondes de surface dans un bassin de profondeur h contenant un fluide de masse
volumique u et de tension superficielle ~.

Dans chacune des situations suivantes, pour lesquelles on donne la relation de dispersion w(k) en absence

d
de tout phénomene d’absorption, déterminer I’expression de la vitesse de groupe vy = i
vk?

a) Aux courtes longueurs d’onde et faibles profondeurs : w? = —— x kh .....

vE?
b) Aux courtes longueurs d’onde et grandes profondeurs : w? = ~— .........

1

¢) Aux grandes longueurs d’onde et faibles profondeurs : w? = gk x kh ......
d) Aux grandes longueurs d’onde et grandes profondeurs : w? = gk ..........
Phénomeénes de réflexion
|[Entrainement 24.11] — Propagation électrique dans un céble coaxial. 00

Un céble coaxial idéal est modélisé par une ligne bifilaire de capacité linéique I" et d’inductance linéique A.

a) Identifier 'expression de son impédance caractéristique Z. par analyse dimensionnelle :

A

Z.=VTA Z.=AT YA

® 7= Vi @ -
@ Ze= A @ Ze =
© 2=

A 1

_ Z. =

r @ VTA
TA

=
®
N
Il

Z — Z|?

71 7. le coefficient de réflexion en

Le cable est refermé sur une charge d’impédance Z. On note R = ’

puissance d’une onde électrique au point de jonction.

b) En cas de réflexion totale de l'onde électrique (R =1), que vaut Z? .............

c¢) En cas d’adaptation d’impédances (R =0), que vaut Z7 ............c.coiiiiia.

d) Lorsque la charge est purement réactive (Z imaginaire pure), que vaut R? ......

On note T le coefficient de transmission en puissance.

e) Lorsque la charge est purement résistive (Z réelle), que vaut T?7 ................
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%L [Entrainement 24.12| — Calcul de coefficients. 00

Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance sonore entre deux milieux d’impédances acous-

tiques Z; et Zs s’expriment :
2
7y — 7 4717
R—(Z2L— 22 ot T — %
Z1+ Zy (Zy + Z)
On rappelle que l'impédance acoustique Z d’un fluide est donnée par Z = uc ou p désigne sa masse

volumique et ¢ la célérité de ’'onde sonore, et on donne o, = 1,3kg/m?, cair = 340 m /s, plean = 1000kg/m?,
Cean = 1500m/s.

a) Calculer R a linterface air/eaun .......... ...

b) Calculer R a linterface eau/air .......... ... .. .

On admet que 'impédance acoustique Z d’un solide s’écrit Z = pc ou p désigne sa masse volumique et ¢
la célérité de I’onde sonore, et on donne p = 2400kg/m?* et ¢ = 3100m/s pour le béton.

¢) Calculer T a linterface air/béton ..............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaana..

[Entrainement 24.13| — Cavité électromagnétique. 000

On envisage la propagation d’une onde électromagnétique entre deux plans conducteurs parfaits placés en
z =0et z = L. Londe est stationnaire dans la direction (Oz) et reste transverse dans la cavité supposée
—
vide. On recherche donc son champ électrique de la forme E = E(z) cos(wt — kx),.
1 %E

On rappelle ’équation de d’Alembert : AE - =22 =7
2 Ot?

a) Etablir I'équation différentielle vérifiée par E(z) .......

Les conditions aux limites E(z = 0) = 0 et E(z = L) = 0 issues de la continuité de la composante
tangentielle du champ électrique aux interfaces imposent la solution F(z) = FEysin (Kz) ou Ey € R avec
2
w
K? == — k%
o2

b) Etablir les expressions de K en fonction de L .........

¢) Etablir la forme définitive du champ électrique E ...

2 2

w® —w
La pulsation de coupure w, de la cavité est donnée par la relation k? = 5 €. On appelle f.; la fréquence

de coupure du mode propre de rang p = 1 de cette onde transverse électrique si L = 3 cm.

d) Calculer la fréquence fe1 «.o.vvvriininiiiiiiiii
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Phénomeénes dissipatifs

[Entrainement 24.14] — Profondeur de pénétration. o

On envisage la propagation d’'une onde électromagnétique de pulsation w dans un milieu conducteur de
conductivité . Cette onde ne peut pénétrer le conducteur que sur une profondeur caractéristique 9, appelée
épaisseur de peau, qui dépend de v, w = 27 f et de la perméabilité magnétique du vide uyg.

a) Identifier 'expression de § par analyse dimensionnelle.

[ poyw _ |2
@67 92 @5_ Liow

@6: 2 @5:ﬂ
2

Hoyw 2'%3
_ 6= —
@ 6 ’uofyw @ 1“0’)/

b) Calculer § pour du cuivre (y =596 x 107S-m™, f=50Hz). ...........ccooiiiiiinnn.

[Entrainement 24.15| — Résonateur de Helmholtz. o

On envisage la propagation d’une onde dans une cavité résonnante de volume V' en contact avec le milieu
extérieur par une unique surface de section S situé au bout d’un goulot de hauteur caractéristique L. Cette
cavité contient un gaz caractérisé par une vitesse du son c,. La fréquence de résonnance caractéristique de
ce résonnateur est f.

a) Identifier expression de fy par analyse dimensionnelle.

_V A Cs 1%
@fo—% oL @fozg ﬂ
A L A Cs

® fo=5; Ve, © fo=5\vE
_L Cs Cs A
@fo—g AV @fozg VL

250 Fiche n° 24. Propagation des ondes et dispersion



|[Entrainement 24.16| — Propagation diffusive.

On envisage la propagation d’une onde électromagnétique dans un conducteur de conductivité ~.

On donne les équations de Maxwell aux fréquences usuelles :

Equation de Maxwell-Gauss (MG) | Equation de Maxwell-Thompson (M®)

divE =0 divB =0
Equation de Maxwell-Faraday (MF) | Equation de Maxwell-Ampéere (MA)
rot B = o rot B = poyE

L’analyse vectorielle stipule que rot(rot E) = grad(div E) — AE.

a) Simplifier cette relation en injectant (MG) ...................

L OB, 0 -

Le théoréme de Schwarz assure que rot(——)
ot

-

b) Exploiter (MF) et (MA) pour exprimer rot(rot E) ...........

¢) En déduire I’équation d’onde électrique dans le conducteur ...

Réponses mélangées

vk
u(z,t) = Upe ™/ Oel@(t=2/0) © \ [ 2= Eqsin —z) cos(wt — kx)uy, K'=1/6
I
0,99 Absorption et dispersion 2 Pas de dispersion ni d’absorption
V3i-38
477
k=k= u(j: p Absorption sans dispersion m k= %(1 +jw$)’1/2
k2h = E
@e@ 7 AE = uo’yaa—t Dispersion sans absorption
I
g g —_— — > — d2E UJQ
E = ; @ @ I'Ot(I‘Ot E) = —AE @(z) = (k2 — 0—2>E
" _ 9" g w

r_ _ 7

k—w/c CT—? 0 ou +o00 @ % E—k—z
2
v/ gh @ 0,99 @ c\l1— w—g k=w/c 9,2 mm

—_— — 0 — 3w
rot(rot £) = —uo’ya(E) @ 161 Hz Vg = o @ @ Z.

1% w? = k2 + jmc%k v/ gh 2% 1 5GHz 2,4 x107%

» |Réponses et corrigés page [431]
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MCF1 Fiche d'entrainement n° 25 Mécanique des fluides

Cinématique des fluides

Prérequis
Débit volumique. Débit massique. Conservation du débit.
Constantes utiles

— Masse volumique de l’'eau : peau = 1,00 X 102 kg - m3

— Masse molaire de l'eau : Meay = 18,0g - mol™*

Autour du débit

%& [Entrainement 25.1] — Premiers calculs. o

On préléve pendant 3 minutes et 34 secondes de I’eau a un robinet a I’aide d’un récipient. Le volume prélevé
est alors de 15,4 L.

a) Calculer le débit volumique associé, en m® - h™' ... ... ............ ...

b) Calculer le débit massique associé, en kg - hl

[Entrainement 25.2] — Bataille de débits. o

Qv

Parmi ces trois écoulements, quel est celui dont le débit volumique est le plus grand ?

@ 100 kg d’eau durant 50 min @ 18 m? d’eau durant 2 jours
@ 0,2 mol d’eau durant 3,0 ms

[Entrainement 25.3] — Fluide mystérieux. o

Un fluide inconnu s’écoule dans une canalisation de section circulaire de diameétre d = 6 mm.

On mesure un débit massique D,, = (75 +5) g -s~ ' et la vitesse de I'écoulement est estimée a v = 2m - s~ 1.

On rappelle que I'expression du débit massique D,,, dépend de la vitesse v du fluide, de la masse volumique
p du fluide et de la surface S de la section de la canalisation est D,, = pSv.

Les masses volumiques des fluides possibles sont données a température ambiante dans le tableau ci-
dessous :

Fluide miel | eau | glycérine | huile
Masse volumique (g-cm °) | 1,4 | 1,0 1,3 0,9

Quel est le fluide en circulation dans la canalisation ?
@ la glycérine @ le miel ou la glycérine
@ I’huile ou l'eau @ aucun des fluides du tableau
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[Entrainement 25.4] — Débit dans une gaine rectangulaire. o

Considérons de I'air circulant de maniére incompressible dans une gaine rectangulaire de largeur [y = 30 cm
et de hauteur h; = 50 cm. Le débit volumique d’eau mesuré est de 4700 m? - h™1.

a) Calculer la vitesse moyenne de l'air dans la conduite ......................

En sortie, la gaine rectangulaire se réduit : ses dimensions sont alors lo = 20 cm et ho = 30 cm.

b) Calculer la nouvelle vitesse moyenne de air

|Entrainement 25.5| — Ecoulement dans une conduite cylindrique. 00

On considére un fluide incompressible, de masse volumique p, en écoulement dans une conduite cylindrique
de rayon R et d’axe (Oz). L’écoulement peut étre décrit par un champ de vitesse de type « Poiseuille
cylindrique »

R

ou Vj est une constante. On note v la norme du vecteur vitesse.

T2
T(M) = V0<1 - 2)@;

a) Quelle est la formule correcte pour calculer le débit massique & travers une section droite de cet
écoulement 7

27 R ™ R
@Dm:/ /puxr2drd9 @Dm:/ / pv x rdrdf
0 0 0 0
2 R
@Dm:/ /pvxrdrd@
0 0

b) Exprimer dans ce cas le débit massique, en fonction de p, Vo et R

Champ de vitesse de différents écoulements

On notera, en coordonnées cartésiennes, un champ de vitesse sous la forme :

T])(l’,y, th) = v;,;(:c,y, th)e_a; + Uy(l’,y, th)e_,?; + ’l}z((E,y, Z’t)e—;'

|Entrainement 25.6| — Ecoulement stationnaire ou non ? )
Un écoulement stationnaire vérifie la relation suivante :
a?(x7yaz7t) _ 6
ot -

Sachant que w, T et vy sont des constantes, lequel parmi ces écoulements n’est pas stationnaire ?
(a) V(z,y,2.t) = wyes (c) V(z,y,2t) = vosin(wt)é,
— —> — Y_
Y 7t = s Y at = -
@ U(x,y,2,t) = voey @ v(z,y, 2,1) €y
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%& [Entrainement 25.7| — Caractére divergent d’un écoulement. o

Un écoulement incompressible vérifie la relation suivante en tout point :

=0.

PN Ovg(x,y,2,t ovy(x,y, z,t o, (x,y,z,t
div(T(z,y. 2.t)) = (85 )+ y(aj )4 (8zy )

On considére I’écoulement uniforme suivant : U (x,y, z,t) = voé,.

a) Calculer la divergence de cet écoulement ............ ...,

b) Est-ce que I’écoulement est incompressible? ........ ... ... . L

¢) Un écoulement caractérisé par son champ de vitesse ¥ = kze, + kye, (k # 0 constante) est-il incom-
pressible ?

d) Un écoulement caractérisé par un champ de vitesse de la forme ¥ = kze, (dit écoulement de Couette
plan) est-il incompressible ?

[Entrainement 25.8] — Caractére rotationnel d’un écoulement uniforme. 00

av

Dans un écoulement irrotationnel, le rotationnel du champ de vitesse est nul en tout point. On a

8”2(1'7% th) B aUy(l‘,y,Z,t)

oy 0z
fO8(F (o, 0) = | BBl Oyl g,
avy(mvy’ z,t) o vz (2,9, 2,1)
Ox dy

On étudie I'écoulement uniforme défini par ¥ (z,y, z,t) = voé,,.

a) Calculer le rotationnel de ce champ de vitesse ...,

b) Est-ce que 'écoulement est irrotationnel 7 ........ .. ... i,

Si écoulement est irrotationnel, alors on lui associe un potentiel des vitesses ¢(z,y, z, ).

o(x,y, z,t)
_T
?($7yaz7t) = 7@(¢(I7yazat)) = 7%
0¢(z, g, z,t)
B 0z

¢) Donner 'expression de ¢ d’un écoulement uniforme sachant qu’a lorigine, ¢(0,0,0,¢) = ¢q.
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[Entrainement 25.9] — Caractére rotationnel d’autres écoulements. 00

a) Un écoulement est caractérisé par son champ de vitesse ¥ = kze, + kye, ol k est une constante.
Calculer le rotationnel de ce champ de vitesse.

b) Si I’écoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses & Porigine ¢(0,0,0,t) = ¢g.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

¢) Un écoulement (dit de Couette plan) caractérisé par son champ de vitesse de la forme ¥ = kze, est-il
irrotationnel 7

d) Si l’écoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses & lorigine ¢(0,0,0,t) = ¢p.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

[Entrainement 25.10] — Accélération d’une particule de fluide. 00

L’accélération d’une particule de fluide @y(t) se calcule avec la dérivée particulaire du champ de vitesse

~ DUM() 07 (x,y,21)
- Dt ot

@u(t) + (T y,2.0) - grad) T(a,p, 2, 0).

On étudie un écoulement uniforme de la forme ¥ (z,y, z,t) = voe,,.

0v(x,y, z,t
a) Calculer I'accélération locale de la particule # ..........................
b) Calculer laccélération convective de la particule (U(z, Y, 2, t) - grad) T(z,y,2,1).
¢) En déduire 'accélération de la particule .......... ..o
|[Entrainement 25.11 — Ecoulement avec cisaillement. 00

—>
[

A : : \ . e —> —>
Un écoulement avec cisaillement a un caractére rotationnel : rot(v(z)) = we, # 0.

a) Exprimer le champ de vitesse ¥ (x) de I’écoulement sachant que ¥'(0) = 0.

b) L’écoulement est-il incompressible? ........ .. . . . i
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[Entrainement 25.12] — Accélération convective d’un écoulement de Poiseuille plan.  ©Q©Q©

On étudie un écoulement de Poiseuille plan caractérisé par un champ de vitesse de la forme

T(z) = vo<1 - (z)2>e‘;

avec une longueur L constante.

a) A quoi est égalm<?22(z)>?
2 2 —> 2 2 —>
©5(- () ©-s5(-())s
2z Z\2\ _,
® v%i’i(l— (z)Q)e—; @ ‘“3L2<1‘ (2) )‘fz

b) A quoi est égale rot T(2) A T(z)?
2z z\2 2z Z\2
2 — 2 —
® ”m(l‘ (z) )= © ‘”m(l— (2) )
2z Z2\2
2 2 222 (1 (AN \ >
® vﬁj:'z(l -(7) )z @ b7 (1 (2) )ez

¢) En déduire laccélération convective de la particule & laide de la formule suivante :

(U(z) .grﬁ) T(2) = grad (%”) 10t T(2) A T(2).

[Entrainement 25.13| — Potentiel des vitesses. 000
2

x
Le potentiel des vitesses d'un écoulement est ¢(z,y, z,t) = 5 + ¢g, avec T et ¢g constants.
T

a) Retrouver le champ des vitesses T (z,y,2,t) ....oov....

b) Calculer le rotationnel du champ de vitesse ...........

¢) L’écoulement est-il incompressible? ...................

d) Calculer l'accélération de la particule ..................
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Pour aller un peu plus loin

[Entrainement 25.14| — Tornade. 00

Le champ de vitesse de ’air au sein d'une tornade peut s’écrire, en coordonnées cylindriques :

N
wreg sir<a

N

v(r) = K_,
—ep Ssir=a
r

avec w et K deux constantes._}On rappelle 'expression de la divergence et du rotationnel en coordonnées
cylindriques pour un champ A(r) = A,(r)e, + Ag(r)eg + A.(r)e; ne dépendant que de r :

div A= LoA() - =g
r

0A,(r) ., 19(rds(r))
or ar 0 + r ar o

a) En utilisant la continuité de la vitesse en r = a, déterminer la constante K ......

b) L’écoulement est-il incompressible? ... ... . . i

¢) L’écoulement est-il irrotationnel pour 7 = a? ... ...

O P
d) Exprimer le vecteur tourbillon Q = 3 rot @ 01010 o A A
[Entrainement 25.15| — Dérivée particulaire. 000

La dérivée particulaire d’un champ scalaire ou vectoriel ¥ s’exprime :

DV oV -
— =2 (7 V).
o o (V)
2z — 3z
On s’intéresse au champ de vitesse suivant : ¥ (z,y, z,t) = 0 K exp(—t/T).
3z — 2z
e DU
Calculer le vecteur accélération @ = D ccrrrrereeeeeeeeseeseaeeae
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[Entrainement 25.16] — Un écoulement particulier. 0000

. . , ) L p a
Le champ de vitesse d'un fluide s’écrit, en coordonnées cylindriques, 7T (r,0) = ——é, + —ég, avec a et
T

deux constantes. On rappelle I'expression de la diverggnce et du rotationnel en coordonnées cylindriques
pour un champ scalaire ®(r, ) et un champ vectoriel A(r) ne dépendant que de r :

g?ﬁ@(r,e))z(%;—ff)awr%g—?a; ; div(;l)(r)):%w ; H(Zm):%we‘;.

a) L’écoulement du fluide est-il incompressible? ........... ... ... .. . ...

b) L’écoulement du fluide est-il irrotationnel 7 .............. ... oL

c) Si ’écoulement est irrotationnel, calculer le potentiel des vitesses de cet écoulement sachant que le
potentiel des vitesses & lorigine ®(1,0,0,t) = 0.

Sinon, noter qu’il est « impossible » de déterminer un potentiel des vitesses.

Réponses mélangées

k k
non non 2,59 x 107t m? . h~! —511:2 — §y2 + ¢o @
2,59 x 10*kg - h™! impossible oui oui ] @ oui
%e_; —voy + ¢o @ BlIn(r) — % non 0 0
T r
@ oui 22m-s~! —wze, oui 0 0 @ we,
" 322w 5z K exp(—t/T)
. = -
8,7m - s71 0 0 @ —€y 0 K exp(—t/T)
T 2z — 3x
— 5zK exp(—t/T)
-
2 2
oul oui wa? oui — 6% er 0 g pVoR2
r

» [Réponses et corrigés page [437|
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MCF3 Fiche d’entrainement n°® 26 Mécanique des fluides

Dynamique des fluides

Prérequis
Dv¥ 07 —
e Dérivée particulaire : D_: = 8—: + (U - grad) V.
e Equation de conservation de la masse : div(p?) g—i =0.

. Equation de Navier-Stokes :
8? — T — = —
p[a + (v -grad)v] = —grad P+ nA(V) + f,

=
ou f correspond a I’équivalent volumique d’une force supplémentaire.

e Résultante des forces de pression extérieure sur une surface X :

FP’:_// P (M) fiex; dS,
>

ol Mext est le vecteur unitaire a 1’élément de surface dS au point M sur
Y orienté vers l'extérieur & ¥ et P(M) la pression extérieure du fluide
au point M.

Pour bien commencer

c'%k |[Entrainement 26.1] — Résoudre une équation différentielle.

Dans chaque cas, résoudre 1’équation différentielle vérifiée par v en prenant en compte les conditions aux

limites et les possibles divergences de v.

) LY~ 0 avee v(0) = 0 et v(a)
a) —==0avecv(0) =0et V(a@) = Vg «evvrreirenen e
dy? 0
b) o e avee (0) = 0 et v(a)
— = vec V(0) =0 et (@) =00 «venee i
dy? 0
1d/ d
c) o (r(ﬁj) =K avecv(R) =0pour r € [0,R] ..........cooinii..
c‘;x [Entrainement 26.2] — Calculer un débit volumique. o
Dans chaque cas, établir I’expression du débit volumique.
a b
a) D, = / / vgdzx | dy, ol vg est une constante ................
y=0 =0
R 2w
b) D, = / / A(R2 — r2)r dfdr, ou A et R sont des constantes ..
r=0J6=0
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%& [Entrainement 26.3| — Estimer un nombre de Reynolds. o

Le nombre de Reynolds Re d’un écoulement est défini par Re = V.L/v, ou V et L sont les distance et
vitesse caractéristiques de I’écoulement et v la viscosité cinématique du fluide. Pour ’eau et ’air, on a
Veau = 1,0 x 1075 m? /s et vu;, = 1,6 x 107° m?/s.

Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre de Reynolds et choisir la réponse qui est la plus proche
de votre estimation.

a) Un dauphin nageant & 20km - h™! ¢) Un moucheron tombant & une vitesse constante
-1
(a) 28 x107° (©) 2,8 x 10'° de lcm - s
(B) 2.8 x 10° (2) 3.1x 107 (©) 3.1 x 102
........................................ @ 3’1 X 1075

b) Une balle de tennis allant 4 180 km - Pl e

(a) 94x107* (c) 9.4 x 10*

%{ [Entrainement 26.4) — Estimer le rapport de deux termes. o

En raisonnant en terme d’échelles caractéristiques, établir une expression en ordre de grandeur des rapports
suivants. Les vitesse et longueur caractéristiques seront notées V et L. Les grandeurs p, 1 et ) sont des

constantes.
d

Par exemple, en terme d’échelle caractéristique, l’expression & est équivalente a T ou V' est une vitesse
caractéristique et T un temps caractéristique du probléme étudié.
o el -md)7| o Ina@)

InA(W)]| P AT
py W -grad)¥l

o2 A 7|
Forces dans les fluides

(@) [Entrainement 26.5 — Viscosité dynamique et viscosité cinématique. L
On note 7 la viscosité dynamique d’un fluide visqueux et v sa viscosité cinématique définie par v = ﬂ, ou
p

p est la masse volumique du fluide.

a) Connaissant I'expression de la force volumique de viscosité au sein d’un fluide newtonien et incompres-
e
sible fyis = nA(7), déterminer la dimension d’une viscosité dynamique.

b) En déduire la dimension d’une viscosité cinématique ......................

¢) Sachant que pour leau, n vaut 1073 usi (unités S.I.), sa viscosité cinématique vaut

@ v = 10° usi @ v = lusi @ v =103 usi @ v =10"%usi
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%L |[Entrainement 26.6| — Statique des fluides. o

La pression P(z) pour un fluide homogeéne de masse volumique p au repos dépend de l'altitude : on a

P(z) = Py — pgz.

a) Exprimer ’équivalent volumique — grad P(z) des forces de pression.

b) Exprimer la résultante des forces de pression exercées sur une surface S de largeur L selon (Oy) et de
hauteur h comprise entre z = 0 et z = h.

On rappelle que cette résultante est définie par F—‘1; =— // P(M) gyt dS.
b

[Entrainement 26.7| — Gradient de pression. 00

L’écoulement d’'un fluide homogeéne de masse volumique p se fait dans une conduite grace a un gradient
constant de pression dans la direction (Ox) tel que P(z1) = Py et P(zg =21 + L) = Ps.

a) Exprimer le gradient de pression grad P(z) du fluide ...............

b) Exprimer la pression P(z) du fluide selon 'abscisse  ..............

¢) Calculer la force de pression exercée sur une section S de la conduite située en x = L.

[Entrainement 26.8| — Viscosité. 00

Un écoulement incompressible d’un fluide newtonien de viscosité 1 a comme champ des vitesses

avec v(z) = Az
v

a) Exprimer Iéquivalent volumique nA(v'(z)) des forces de viscosité.

N

b) Exprimer la force de viscosité f\: exercée sur une plaque de surface S = L? a laltitude z = h par le
fluide situé juste au-dessus.

ov

On rappelle que le fluide exerce sur une surface infinitésimale dS la force 5?’: =15, dSe;,.
z

Fiche n° 26. Dynamique des fluides 261



B |[Entrainement 26.9) — Nombre de Reynolds. 00

Une bille en acier de masse volumique g, = 7,8 x 103kg - m™> et de diamétre d = 2R = 1,0 mm tombe
dans un récipient contenant du glycérol, dont la masse volumique est ys = 1,3 x 103kg - m~2 et dont la
viscosité est n = 0,94 Pa - s.

g dv

a) Calculer le nombre de Reynolds Re, défini par Re = H , sachant que la bille atteint la vitesse limite

vy = 3,8mm - s7L.

b) L’écoulement étant laminaire, calculer la norme de la force de trainée 1?; = —6mn RV maximale.

¢) Calculer la norme de la poussée d’Archimede exercée par le fluide sur la bille o= —pusVei g, avec la
masse volumique pf du fluide et le volume immergé V5 ; de la bille. Le champ de pesanteur a pour valeur
g=981m- s 2

d) Meéme question pour la force de pesanteur P= MG e

e) Avant d’atteindre un mouvement rectiligne uniforme, la bille est accélérée. En faisant un bilan des
forces, donner 1’équation différentielle de la vitesse selon 1’axe vertical descendant sous la forme

do(t) n u(t) _ (1 - %)97

dt T Lha

en précisant I’expression de 7 en fonction de p,, R et n

f)  Donner 'ordre de grandeur de la durée 7 du régime transitoire ..................

%L |[Entrainement 26.10 — Equivalent volumique des forces de pression. 00
On cherche la résultante des forces de pression dFp Yy P(z,y+dy,z)
que le fluide environnant exerce sur une particule Y dy |- e
fluide de volume dr = dxdydz, située entre x et P : : P d
r+dz,yety+dy, zet z+dz. (,9.2) (@ +dz,y, 2)
La force de pression dF s’exergant sur un coté de sur- L I
face dS de cette particule s’exprime dF' = —PdSn, | jP(xaya Z)l z
oll 7 est un vecteur unitaire normal & la surface et z 1 1
dirigé de l'intérieur du volume vers l'extérieur. z r +dx
a) Exprimer la force de pression dl?’g s’exercant sur b) Exprimer la force de pression dl?’d s’exercant sur
la paroi latérale gauche de la particule en fonction la paroi latérale droite de la particule en fonction
de P(z,y, 2), dy et dz. de P(z +dz,y, 2), dy et dz.
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¢) En déduire une expression de la résultante dFp, des forces de pression suivant Oz en fonction de dr
et d’une dérivée partielle de P du premier ordre.

d) Reproduire le raisonnement pour exprimer la résultante dF'p, des forces de pression suivant Oy en
fonction de d7 et d’'une dérivée partielle de P du premier ordre.

e) Reproduire le raisonnement pour exprimer la résultante dFp, des forces de pression suivant Oz en
fonction de d7 et d’'une dérivée partielle de P du premier ordre.

f) En déduire 'expression vectorielle de la force volumique de pression ]”_1; en fonction de P au sein du
fluide.

&,L [Entrainement 26.11] — Surface fermée soumise A une pression non uniforme. 00

On cherche la résultante des forces de pression F—‘1; qui s’exerce sur un solide de révolution d’axe (Oz),
de surface fermée ¥, constituée de deux sections planes S; et Sy perpendiculaires & (Oz), reliées par une
surface latérale Si,¢ de forme quelconque.

La surface latérale Si,; comme la section S7 sont soumises & une pression P; tandis que la section Ss est
soumise a la pression Ps.

P
Py
Py
- > Z
So
S
Py

On rappelle que #
b3

a) Que vaudrait la résultante des forces de pression s’exergant sur X si on avait Py = Py ?

Pdgext = /// grad Pdr, ou V est le volume limité par la surface fermée 3.
%

b) La distribution des pressions qui s’exercent sur 3 est équivalente & la superposition d’une distribution
uniforme P; sur 'ensemble de ¥ et d’une pression extérieure P’ appliquée sur la partie droite de la seule
section Ss, avec :

(a) P' =P, (b) PP=P,— P (c) PP=P +P,

¢) La résultante des forces de pression qui s’exerce sur le solide de surface fermée X vaut :
@ Fp = (P, — P1)S.€2 @ Fp = (P, — P))Sse;
@ Fp = (P, — P)Siel @ Fp = (P, — P,)S2e;
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%& [Entrainement 26.12| — Equivalent volumique des forces de viscosité. 00

Pour un champ des vitesses de la forme
(M, 1) = va(y, t)éz,

une particule de fluide de volume d7 = dx dy dz est soumis a des forces visqueuses df; et dl?’g s’exercant
sur ses faces inférieure (& la cote y) et supérieure (& la cote y + dy).

Yy
v (y + dy,t)
y_|_dy ,,,,,777:.......0_!_)
Yl 0__>).‘
! v (y,1)
| | T
Z T z+dz

N
La force visqueuse dF’,, exercée par une particule de fluide sur celle se trouvant au-dessus s’écrit

— ov,

dF, = -n ay dse_w)v

ou 7 est la viscosité dynamique du fluide et dS la surface de contact.

a) Quel cas parmi les quatre choix suivants est-il celui qui convient ?

o dF; (y,t) = +n%(y,t) dedz & dF; (y,t) = +n%(y,t) deds 2
— v, . . . B
dF5(y + dy,t) = +na%(y +dy,t) dvdze, AFs(y + dy, t) = 7778%@ b dy.t) deds &
— (9’()3; —> df‘l)(y t) = _n%(y t) dx dze_;
dFy(y,t) = —T]aiy(y,t) dzdze, ) oy ¥

Ove

dFy(y + dy, t) = +n B

Ove

dy

(y +dy,t) dedze,

AF(y + dy,t) = —n 2 (y + dy, 1) dzdze;

b) En déduire l'expression de la résultante dl_*—: = d]?l) + d?‘g des forces de viscosité sur le volume d7 en
fonction de dr, 1 et d’'une dérivée partielle de v, du second ordre.

c¢) En généralisant le résultat obtenu a la question précédente, quelle est, pour un champ eulérien de
vitesses quelconque ¥(M, ), 'expression de 1’équivalent volumique des forces de viscosité au sein d’un
fluide visqueux newtonien et incompressible 7

(@) fue = nA(D)
() Fun = —1A(D)
(©) fer =1 grad(div(7))

264 Fiche n° 26. Dynamique des fluides



Autour de I’équation de Navier-Stokes

& |

Entrainement 26.13| — A propos de la dérivée particulaire. o

On considére un fluide de masse volumique p en écoulement avec un champ eulérien des vitesses U'(M, t).

On pourra se reporter a ’expression de la dérivée particulaire rappelée en prérequis.

v DV
a) Le terme Por ? la dimension d’une : b) Le terme Dt est nul pour tout écoulement
@ accélération massique @ uniforme et stationnaire
@ accélération volumique @ incompressible et stationnaire
@ force massique @ incompressible
@ force volumique @ uniforme

¢) On considére I’écoulement incompressible, stationnaire et homogene d’un fluide dont les lignes de

v
courant sont rectilignes et paralleles. Que vaut D ?

&

Entrainement 26.14] — Statique des fluides en référentiel non galiléen. 00

L’eau, fluide newtonien homogene de viscosité dynamique constante = 1073 Pa - s et de masse volumique
w=1,0x 10%kg - m~3, est soumise au champ de pesanteur uniforme ¢ et se trouve au repos dans un
récipient. On note (Oz) l'axe vertical ascendant.

a) Simplifier ’équation de Navier-Stokes (rappelée en prérequis).

On notera Fya la résultante des forces volumiques autres que celles de pression appliquées au fluide.

b) Le récipient contenant ’eau est en translation d’accélération @y (t) = ae, par rapport a un référentiel
galiléen. Choisir la bonne réponse.

= — — = — —
@ FV,a = pge; + paey @ FV,a = —pge; + paeg
= — — = — —
(b) Fya = pge: — pae; (d) Fya=—pge: — pae;

¢) Comme précédemment, I’eau est soumise au champ de pesanteur terrestre uniforme ¢ mais cette fois-ci,
le récipient et son contenu sont en rotation uniforme autour de Paxe (Oz) ascendant & la vitesse angulaire
w constante par rapport a un référentiel galiléen. Choisir la bonne réponse.

= — —> = — —
(a) Fva = pges + pwr’e; (¢) Fva=—pgez + pwr’e;
(b) Fya = pgeZ — pwr’e; (d) Fya=—pgel — pwr’e;
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B [Entrainement 26.15| — Ecoulement de Couette plan. 00

On considere ’écoulement stationnaire d’un fluide newtonien incompressible de viscosité dynamique 7 entre
deux plaques situées en z = —a et z = +a, de dimensions suivant (Oz) et (Oy) supposées infinies.

Les deux plaques sont mobiles suivant e, de vitesses respectives —Ue, et +Ue,. On adopte les conditions
aux limites ¥(a) = Ue, et U(—a) = —Ue,.

z
+a \Ue_x’
M T l
o g
x
—Ue, —a

On suppose le champ eulérien des vitesses dans I’écoulement du type ¥ (M) = v(z)e,. Le champ de pression
sera supposé ne dépendre ici que de z. On note ¢ = —ge, le champ de pesanteur local.

On pourra se reporter a l'expression de la dérivée particulaire ainsi qu’a I’équation de Navier-Stokes (rap-
7z ye . . . -2 =
pelées en prérequis) avec ici f = 0.

Pour un champ vectoriel 4 = A &2 + Ayey + A.e, on rappelle les expressions de ot 4 et de AA

A,  0A,
oy 0=z Ax
rot 4 = aair—agij et AA=| A4, |,
AA,
04, 0A,
or oy

avec par exemple AA, = O As + 04, + 04y
Vee par exeiip T On? 0y? 022

—

Dwv
a) Calculer 'accélération particulaire Dt de cet écoulement ................

b) Le laplacien vectoriel du champ des vitesses s’écrit pour cet écoulement :

(@) A@) =T ®) A) = dzv(Z)(Z © A@) = a(z)

22

c) Exprimer en fonction de U, a et zlaloi v(z) ...,

—

d) Le rot(?) associé a cet écoulement vaut :
(a) 10t(T) = 0 — . U, — . U, U,
- wem=-lz  @an-ls  @#m--5
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B |[Entrainement 26.16| — Ecoulement de Poiseuille cylindrique. 000

Un fluide newtonien incompressible de viscosité dy- Rl

namique 7 s’écoule en régime stationnaire dans une 0 g g >z

canalisation cylindrique d’axe (Oz), de longueur L et — T(M) = v(r, 2)e2

de rayon R. On néglige les effets de la pesanteur. : :
P(0) P(L)

Du fait des symétries du probleme, on cherche en coordonnées cylindriques un champ des vitesses et un
champ de pression de la forme ¥(M) = v(r, 2)e, et P(M) = P(r, 2).

On donne pour de tels champs : grad P = —e, + —e, et div(v) = v(r Z)
or 0z 0z
L’écoulement est régi par I'équation de Navier-Stokes qui s’écrit ici : 0 = — grad(P) + nA(7).

Du fait de la prise en compte de la viscosité, la vitesse du fluide s’annule sur les parois de la canalisation
enr=R.

a) Obtenir & partir de I’équation de conservation de la masse (rappelée en prérequis) avec ici p = C**
une équation aux dérivées partielles vérifiée par v(r, z). En déduire que :

@ v(r,z) = C avec C une constante @ v(r, z) ne dépend que de z
@ v(r, z) ne dépend que de r @ v(r, z) dépend de r et z

On donne pour le champ de vitesses de cet écoulement : A(V) = %% (ravg;z)> e,.

b) Le champ de pression est tel que :

OP ‘ 0

@ = Ccste @ 5, he dépend que de r
OP OP

@ o ne dépend que de z @ o dépend de r et z

¢) Le champ de pression est tel que :

oP " oP ,

@ E:CSG @ 3, e dépend que de r
oP , oP _,

@ e ne dépend que de z @ e dépend de r et z

d) Le champ des vitesses s’écrit :

@ v(r) = M(RQ —r?) @ v(r) = M(RQ —r?)

nL 4nL
_[PO)=PL)] 5 _[PO)—PL)] o o
() v(r) = ol (R"—=r7) (D) v(r) = L (R"—=r7)
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|[Entrainement 26.17| — Ecoulement parfait.

Un liquide non visqueux et de masse volumique p subit un
écoulement dans une conduite de section variable.

On représente la situation par le schéma ci-contre.

a) Simplifier I’équation de Navier-Stokes (voir prérequis, avec ? = 6) sachant que la force de pesanteur
agit. Cette équation s’appelle [’équation d’Euler.

b) L’écoulement fluide est considéré comme parfait, stationnaire, incompressible et homogene. L’équation
d’Euler conduit a la relation de Bernoulli sur une ligne de courant entre A et B.

vi Vi
,u7+ugR+PA =,u7+ugr+PB

Simplifier cette expression en exprimant v3 — va sachant que Py — Pg = AP — pug(R — ).

¢) L’écoulement étant incompressible, le débit volumique Dy se conserve : Dy = vpaS = vps.

Exprimer le débit volumique en fonction de p, AP, set S ..............

Entrainements supplémentaires

|[Entrainement 26.18 — Ecoulement de Poiseuille plan. 000

Sous l'effet d’un gradient de pression, un fluide incompressible de masse volumique p et de viscosité 7
circule entre deux plans immobiles et horizontaux d’altitude z = +h. L’écoulement est laminaire en régime
permanent et le champ de vitesse est de la forme ¥(2) = v(z)e,. Du fait de la symétrie du probléme, les
grandeurs sont indépendantes de la variable y.

a) Calculer I'accélération d’une particule de fluide (voir I’expression de la dérivée particulaire en prérequis).

b) Simplifier I’équation de Navier-Stokes (voir prérequis) ..............

c) Projeter Pexpression précédente sur 'axe (Ox) .....................
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d) Déterminer le champ de vitesse de ’équation avec le gradient de pression horizontal A > 0 constant et

d?v(z)
sachant que v(z = 0) = vy et v(x = £h) = 0. On donne 7 oz - —A
z

Exprimer v(z) en fonction de vg, A, h, met z ..o

e) En considérant que la pression ne varie pas avec 'altitude, méme question que précédemment pour le

P(z)

d
champ de pression de ’équation sachant que P(x = 0) = Py. On donne 1 =—
x

Exprimer P(z) en fonction de Py, vo, het & ...o.ovviiiiiiiiii..

|[Entrainement 26.19] — Ecoulement de Couette plan. 0000

Un fluide incompressible de masse volumique p et de viscosité 7 est initialement au repos dans le champ
de pesanteur ¢ = —ge, entre deux plans horizontaux z = 0 et z = h. Le déplacement du plan supérieur en
z = h & la vitesse constante ¥(h) = v,€, met en mouvement le fluide. Du fait de la symétrie du probléme,
toutes les grandeurs sont indépendantes de la variable y. Le champ de pression dépend uniquement de la
variable z.

a) Le champ de vitesse a la forme ¥(z,t) = v(z,t)e,. Simplifier I’équation de Navier-Stokes.

b) Ecrire la projection selon 'axe (Oz) de I’équation précédente ... ....

¢) Exprimer en ordre de grandeur en fonction de u, n et h la durée 7 du régime transitoire d’apres
I’équation précédente.

d) Estimer cette durée (en h/min/s) sur une hauteur h = 1,0 dm pour I’eau, dont la viscosité cinématique

est v = _ 1,0 x 1075m? . s71.

ov(z,t)  0*v(z,1)
or " 022

e) Ecrire précisément et le plus simplement possible I'équation W quand le régime

stationnaire.

f) Déterminer précisément le profil de vitesse correspondant a ’équation précédente, sachant, comme le
fluide est visqueux, on a v(z =0) =0 et v(z = h) = v,.

N
g) En déduire la force de viscosité F, exercée sur le plan supérieur de surface S, qui est définie par la

— d
formule F, = n(g(z)> S e
z z=h

Fiche n° 26. Dynamique des fluides 269



%& [Entrainement 26.20] — Forme étendue de la relation de Bernoulli. 00

On considére 1’écoulement stationnaire, incompressible et irrotationnel d’un fluide parfait, uniquement
soumis & des forces conservatives (pression et pesanteur), régi par '’équation aux dérivées partielles :

Ny A ¢ — /P
grad(é) = —grad() +7.
p
=2

a) En choisissant I'axe (Oz) vertical ascendant, la quantité C' = P + % + pgz, appelée « charge » est :

@ une constante indépendante du temps, identique en tout point de I’écoulement irrotationnel, station-
naire, incompressible et parfait ;

@ constante le long de la ligne de courant choisie, mais fonction du temps;

@ une constante indépendante du temps ne dépendant que de la ligne de courant choisie.

b) La chute de pression au passage d'un cyclone présentant des vents de 200km/h vaut en ordre de
grandeur (on négligera les effets de la pesanteur et on donne p,;, = 1,2kg - m_3) :

@ Prax — Pin = 2 bar @ Prax — Pin = 20 mbar
@ Pmax - Pmin = 0,2 bar @ Pmax — Pmin = 2mbar
LB |[Entrainement 26.21] — Vidange d’un récipient et formule de Torricelli. 00

On envisage 1’écoulement parfait et incompressible d’un liquide .
de masse volumique p contenu dans un récipient cylindrique de é
rayon R a travers un orifice de rayon a. On note h le dénivelé '
entre la surface libre du liquide et le trou.

On suppose que a < R, ce qui permet de considérer que le
régime d’écoulement est stationnaire dans le récipient (ou quasi-
stationnaire). 7
La surface libre du liquide ainsi que le jet en sortie sont au
contact de I’atmospheére de pression uniforme F. 0

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
kB

~eao

On note § = —ge, le champ de pesanteur supposé uniforme.
On rappelle la relation simple de Bernoulli applicable sur une ligne de courant pour un écoulement parfait,
2
v
stationnaire, incompressible, oti toutes les forces appliquées sont conservatives : P + pgz + p— = C5°, ot

2
(Oz) est la verticale ascendante.

a) En appliquant la relation de Bernoulli & la ligne de courant allant de A & B, établir une relation liant
VA, UB, g €t h.

c) Simplifier 'expression de vg obtenue en a) compte tenu du fait que a < R ......
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%L [Entrainement 26.22] — Forme simple de la relation de Bernoulli.

Soit I’écoulement incompressible (de masse volumique p) et stationnaire d’un fluide parfait (non visqueux),
uniquement soumis & des forces conservatives (pression et champ de pesanteur uniforme), régi par ’équation

d’Euler :
DY _ _ad(B)+3
= ead{ )+ 7

On rappelle I'identité vectorielle :

—_— — >/ V2 —
(U- grad)?f = grad(é) +rot(V) A T

Enfin, on rappelle que :

B
[ Emadio) - = o) - oa)
A

prenant (Oz) suivant la verticale ascendante, on peut écrire :

a) En
(a) 7 = +egrad(gz) (¢) § = —grad(gz)
(b) 7 = +grad(gz?) (d) 7 = —grad(gz”)

b) On fait circuler I’équation d’Euler & un instant donné le long d’une ligne de courant entre deux points

DV —
A et B, c’est a dire en formant / D;} - d/.
A
En utilisant ’expression de la dérivée particulaire rappelée en prérequis, le calcul conduit a :
2 2 2 2
’UB—’UA_PB—PA ’UA—’UA_PA—PA
(a) T, —g(za — 2a) © I —g(2a — 2a)
2 2
Vpa — U PA — PA
(b) A5+ = p +9(za — 2a)

¢) Pour un écoulement stationnaire et incompressible d’'un fluide parfait, soumis & des forces toutes
-2
v
conservatives, la quantité P + pT + pgz, ou (Oz) est suivant la verticale ascendante du lieu, est :
@ une constante indépendante du temps, identique en tout point de ’écoulement vérifiant les hypotheéses

précédentes ;
@ constante le long de la ligne de courant choisie, mais fonction du temps;

@ une constante indépendante du temps ne dépendant que de la ligne de courant choisie.

271
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[Entrainement 26.23| — Adimensionnement de 1’équation de Navier-Stokes. 0000

On consideére I’écoulement d’un fluide newtonien visqueux de viscosité dynamique 7, et incompressible de
masse volumique p, régi par I’équation de Navier-Stokes :

87 — - J—1 a Ot
p<at + (’U .grad)’u) = —gradP+pg —‘,—T]A(U)7

ou g = —ge, désigne le champ de pesanteur supposé uniforme. L’axe (Oz) est suivant la verticale ascen-
dante.

Soit T une durée, L une longueur commune sur les trois axes (Ox), (Oy), (Oz) et U une vitesse, trois
grandeurs caractéristiques de ’écoulement.

t x - U
On définit les variables sans dimension t* = T xt = 7 (idem pour y* et z*), ainsi que v* = T

On note grad* = L grad Popérateur gradient et A* = L? A 'opérateur laplacien adimensionnés.

On cherche a réécrire ’équation de Navier-Stokes sous la forme adimensionnée

OVF /= e\ —» — /P 1 1 -
— * * - = _z) 7A* * ,
St o + (v grad )v grad (P*) 7 + Re (v*)

ou Sy, est appelé nombre de Strouhal, F; le nombre de Froude et Re le nombre de Reynolds.

La grandeur P* a la dimension d’une pression.

— *’

ov v
a) Réécrire e fonctionde —, Uet T ...,

ot

f) Exprimer le nombre de Froude F, en fonction de L, get U ...............

g) Exprimer le nombre de Reynolds Re en fonctionde n, p, Let U ..........

272 Fiche n° 26. Dynamique des fluides



Réponses mélangées

%A*(ﬁ) @ @ 3,4 x107°N v(r) = —Kfz (1 - %) v(z) = %z

= ® % ~P(x + dz,y, z) dy d=2; a”(;t’ Y- 82:;(;’ 2
v(y) = %Jy - gay(l - g) u(% 2 (U-gr?i)?) = —grad P+ 17 dzz(zz) =0

wxw0°Nn @ 2 g; 2 _ 0 ;;f) ngQ e
2AnhL’e, 0,5ms 5,2 %1073 pU? v(y) = %)y @ 0 . f—ij
@ DBPe madr =i e
—grad P(z,t) + nAT(z,t) + png
UTQ(:@*)(E) @ Dy =vps=Ss % @

T = —amdPOLO+ Fva  67x10°N 2P 5 @ v=
V2¢h  2h46min40s 0 (b) [@(L—x1)+P1]Se_; ()
@ Pz;Pl(x—ml)—i-Pl —%—fd’T —g—};dT @ DU:Aﬂ'R?4

v(2) = vg <1 - Z—Z) gU_IQ, @ 77862;; dre, @ P(x) =Py — 22;]033
- % ©® @ © Pepowes 20 g
@ %hz Dy=wab () ML LT L(Poh - ugh;> e —n%pSe_;
© o Y T gadP) AT g @ el

» |Réponses et corrigés page [442|
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MCF4 Fiche d'entrainement n° 27 Mécanique des fluides

Bilans en mécanique des fluides

Prérequis
Débits massique et volumique. Forces pressantes. Moment de force.
Puissance d’une force.

Constantes utiles
— Masse volumique de ’eau liquide dans les conditions standard de pres-

sion et température : p = 1,0 X 10? kg/m3

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m - s 2

Bilans d’énergie

LB |[Entrainement 27.1] — Quelle est la bonne formule ? 0

Les équations suivantes sont-elles homogenes 7

Dans ces expressions, w; représente un travail indiqué massique, P; une puissance indiquée, AP une perte
de charge en pression et Ah une perte de charge en hauteur.

(@) [Entrainement 27.2| — Perte de charge et conversion. o

On rappelle la relation de Bernoulli généralisée :

1 AP
AP+ — +gAz=w, — ghpe.
2 Ho

a) On donne hp. = 3,0m. Sachant que po = 2,0 10°kg-m™3, g = 9,8m-s7}, calculer la perte de
pression AP, correspondant & cette perte de charge.

b) La perte de charge précédente est due & la montée du fluide dans un tuyau vertical de hauteur L = 10 m.
Au milieu de ce tuyau se situe une pompe qui fournit un travail massique utile w, au fluide.

Quelle doit étre la valeur de ce travail massique pour qu’il n’y ait ni variation de vitesse ni variation de
pression du fluide entre I’entrée et la sortie du tuyau ?
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%L |[Entrainement 27.3| — Hypothéses sur 1’écoulement. L)

Etudions la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide,

s’écoule par un orifice de section s tres inférieure a la section h(t) |
S du réservoir. La hauteur de fluide, comptée a partir de ’ori-

fice de sortie est notée h(t) a l'instant ¢.

A Dinstant initial, elle vaut hg. On négligera toute perte de

charge. 0 1
I
Dire si les caractéristiques ci-dessous conviennent & la situation.
a) Ecoulement incompressible ..... ¢) Ecoulement parfait .............
b) Ecoulement quasi-stationnaire .. d) Fluide homogene ...............
[Entrainement 27.4] — Vidange d’un réservoir. 00
On étudie la vidange d’un réservoir rempli d’eau. Le liquide s’écoule par un P
orifice de section s tres inférieure a la section S du réservoir. On négligera
toute perte de charge. On considére une ligne de courant passant par les N A l?
points A et B représentés sur le schéma. La relation de Bernoulli s’écrit sur
cette ligne de courant :
PA U2 P 1)2 B
f—i——A—i—ng:—B—i-—B—&-ng ZB 1
1 2 I 2 I
a) Que peut-on dire des pressions aux points A et B?
(a) Pa < Pg (c) Pa="Ps
@PA>PB @PB:PA%*,UJQ(ZA*ZB)

b) Le débit volumique au point A s’écrit :

@ Dv,A = ,USUA @ DU,A = Sva @ Dv,A — %

¢) Le débit volumique au point B s’écrit :

(&) Dup = psvs (b) Dy = svs (c) Dy = %

d) Le fluide étant incompressible, il y a conservation du débit volumique. Que peut-on en déduire sur les
vitesses en A et en B?

e) On donne h(t) = za — 2B, en utilisant la relation de Bernoulli et les résultats précédents, quelle
expression de vg est correcte ?

@ on 2% +2gh(t) @ v = \/2¢gh(t) @ vp = va + /2gh(t)

Fiche n° 27. Bilans en mécanique des fluides 275



(@) [Entrainement 27.5 — Simplifier la relation de Bernoulli. o
2
P
On donne 'expression usuelle de la formule de Bernoulli % + gz + — = cte.
I

2

e C1os v
a) Comment se simplifie-t-elle si 1’écoulement est ¢) On admet qu'elle s'écrit = - gh & la sortie

horizontal ?

d’une citerne de hauteur A = 5cm.

A quelle vitesse v le fluide est-t-il jecté ?

lent? 0

[Entrainement 27.6] — Quelle pompe choisir ? 000
On étudie une fontaine dont le circuit d’eau est présenté ci-contre. Il comprend une pompe P
(P) fournissant un travail utile massique w,,, relié a un tube T' de longueur L = 10m et B e 0
de diametre D = 10 mm. Lors de son passage dans le tube, le fluide subit une perte de |

1 L
charge réguliere correspondant & une perte d’énergie massique Aepe, = 55 BUQ ou U est
la vitesse débitante du fluide dans le tube et £ = 0,022.
On suppose qu’avant la pompe, le fluide est & une pression P, et de vitesse négligeable.

On rappelle que le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de ’écoulement

ainsi que 'expression de la relation de Bernoulli généralisée : (P)
1 AP
iAUQ + — + 9gAz = wy — ghpe. P, °A
1

a) On souhaite une vitesse U = 7,0m - s~1, calculer le débit volumique nécessaire D, en L -s7 1.

b) Choisir la bonne fagon d’appliquer la relation de Bernoulli généralisée au fluide parcourant ce circuit
le long d’une ligne de courant AB, A étant avant la pompe et B apres le robinet.

1, 1 L, 1, 1 L,
s L=y — ~Epg= i Lo=wy— 62
@2U +gL =w, 2£ugDU @2U +gL =w, 2£DU

1 5, B 1 L , 1 5 B 1. L ,
z 24 gL = w, — ~pugE— z -0 L=w, — -t=
@2U—|—M+g w 2ug§DU @2U—i—u+g w 2£DU

¢) Pour obtenir un bilan de puissance & partir de la relation précédente, il faut la multiplier par :

(a) D, (b) uD, (©) w

e) Pour atteindre le débit volumique souhaité, nous avons le choix entre plusieurs pompes de différentes
puissances P;. Laquelle choisir ?

(a) Py =100W (b) P> =300W (c) Ps=500W () Py =T700W
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[Entrainement 27.7] — Lecture d’un diagramme de Moody. 00

On donne ci-dessous le diagramme de Moody d’un fluide en écoulement de pleine section dans une conduite
cylindrique de longueur £ et de diametre D.

0.1
0.09 - \
0.08 - \
0.07 3 \ - 0.05
] 0.04
w, 0.06 7 003
-
& 0.05 4 F 0.02
2 0.045 = I 0015 S
S 0.041 ~—— - o
o N~ 0.01 -
T 0.035 o S 0.008 @
e . \ N 0.006 2
— 0.03 1 \ T —— r ﬁ
2 ] ~ 0004 T
~— =
o 0.025 NN T — o
S - e 0.002
£ 0024 — I S
2 0.018 - 0.001 z
' E —4
8035 0.016 1 5x 10
O 0.014 = < 9 % 10—4
T~~~
0.012 .. 1x104
Zone transit — 5 % 10-5
0.01 Sugy " 8
= . N -5
0.009 Tuyau lisse N —— 2x 107 s
0.008 = B Ak . 1x 10
103 10 10° 106 107 108

Nombre de Reynolds, Re = pVD/u

a) Ondonne Re = 2 x 10* le nombre de Reynolds de 1’écoulement, D = 20 cm le diamétre de la canalisation
et ¢ = 4mm la rugosité absolue de la conduite.

En déduire, par lecture graphique, le coefficient de perte de charge £ dans la canalisation.

b) On donne p =1 x 103 kg - m ™3 la masse volumique du fluide.

1 ¢
Calculer la perte de charge AP = ipUQSB dans la canalisation pour une vitesse débitante U = 0,5m - s~ !

et une longueur ¢/ = 10 m.

¢) Pour un autre écoulement de nombre de Reynolds Re = 8 x 10° et de coefficient de perte de charge
€ = 0,015 déterminer la rugosité relative /D par lecture graphique.
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[Entrainement 27.8] — Pression dans un immeuble. 00
On étudie le circuit d’eau d’un immeuble décrit ci-dessous. Il comprend un tuyau

T de longueur L = 19m permettant d’amener de l’eau jusqu’au dernier étage. Ro

Son diameétre est D = 10mm. A Pextrémité de ce tube se trouve un coude C

permettant ’acces a un robinet Ry. C

Au passage dans le coude et dans le robinet, le fluide subit les pertes de charge
1 1
singulieres APg = ikl,uUlz et APp, = ikgyUg correspondant a des pertes de Py

pression. On note U; et Us les vitesses débitantes respectivement en amont du
coude et du robinet. On donne k; = 1,3 et ko = 1,5.

On rappelle que le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de
I’écoulement ainsi que ’expression de la relation de Bernoulli généralisée :

1 AP APy
AP+ — +gAz=w, — Pe.
2 p 1%

a) Le débit volumique voulu est de 0,25L -s™!, calculer les vitesses Uj et Us .......

b) Quelle pression P; faut-il imposer en amont du circuit d’eau, sachant que Py = 1,0 bar ?

[Entrainement 27.9| — Puissance d’une installation. 0000
Une hélice d’hydrolienne est placée dans un écoulement
d’eau unidimensionnel & symétrie cylindrique. On note (S*)
le systeme fermé représenté sur le schéma. Dans la suite,
Py, Py, S1 et Sy représentent les pressions et sections des
systémes (1) et (2). On a, de plus, P, = P;.

(S*) & t+dt

a) La pression autour du tube de courant est supposée
uniforme. Que vaut la résultante des forces pressantes qui
s’exercent sur (S*)?

F=(PSi—PS)i,  (c) F=0

b) Quelle puissance développe cette force ?

@ ’P(ﬁp) = P151v1 — PQSQ’UQ @ P(ﬁp) = PQSQUQ — P151v1 @ P(ﬁp) = 0

¢) On note P la puissance regue par I’hélice. Quelle puissance est recue par (S*)7 ........

d) On note Dy, le débit massique, I’écoulement étant stationnaire.

Exprimer I’énergie cinétique qui sort de (S*) pendant une durée élémentaire dt.

e) Exprimer 'énergie cinétique qui entre dans (S*) pendant une durée élémentaire dt.
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dE*
f) Par application du théoréme de la puissance cinétique —< = Z Peoxt & (S™), exprimer P si écoulement

dt
est horizontal. On rappelle que les actions intérieures ne travaillent pas lorsqu’on suppose l’écoulement

parfait et incompressible.

g) On suppose vy < v et on donne v = 1 m - s71 et D, = 200 kg - s_l7 calculer P .......

Bilans de masse

[Entrainement 27.10] — Effectuer un bilan de masse sur un systéme ouvert et fixe. L)

Soit (S) une surface de controle, délimitant un systéme ouvert et fixe de
masse m. Un fluide s’écoule & travers depuis la canalisation d’entrée (1) (1)
jusqu’a la canalisation de sortie (2).

a) Exprimer la masse de fluide dm; qui entre dans (S) pendant la durée
élémentaire dt a ’aide du débit massique entrant D,,;.

b) Exprimer la masse de fluide dmg qui sort de (S) pendant la durée élémentaire dt a 'aide du débit

MAasSiqUe SOTEANT D0« v v vttt e et e e e

¢) Exprimer la variation de masse dm de (S) en fonction de dmq et dmsy ...........

d) En régime stationnaire dm = 0, en déduire la relation entre D,,; et Dypg ...t

[Entrainement 27.11] — Effectuer un bilan de masse sur un systéme fermé et mobile. o

On définit le systéme (S™) fermé et mobile constitué :

e de (S) et de la masse dm; qui y entre, & I'instant ¢; (57)at
e de (S) et de la masse dmg qui en sort, & l'instant ¢ + dt. e Y
On note m(t) la masse de (S) a l'instant ¢. ST :

a) Exprimer la masse de fluide m™(¢) de (S*) en fonction de — =———
m(t) et dm;.

b) Exprimer la masse de fluide m* (¢ + dt) de (S*) en fonction
de m(t + dt) et dma.

c) Exprimer la variation de masse dm* de (S™).
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Bilans de quantité de mouvement

%{ [Entrainement 27.12] — Poussée d’une fusée. 00

On étudie le mouvement d’une fusée de masse m(t) et de vitesse ¥ (t) lancée depuis la Terre grace a I'éjection
des gaz issus de la combustion de ses ergols. A linstant initial, la masse de la fusée est m(t = 0) = my.

La pression de lair autour de la fusée est supposée uniforme et le coefficient de frottement de lair sur la
fusée est noté .

a) Le champ de pesanteur ¢ est supposé uniforme. Exprimer le poids de la fusée.

c) Exprimer la résultante des forces de pression ..................co.o....

d) Les gaz sont éjectés de la fusée avec un débit massique noté Dy, et une vitesse relative par rapport a
la fusée notée . Exprimer la variation dp de la quantité de mouvement des gaz éjectés dans le référentiel
de la fusée entre les instants t et ¢ + dt

e) Soit }'Tp) la force de poussée subie par la fusée de la part des gaz éjectés.

~ E—
A partir de I'expression obtenue & la question précédente, déterminer 1’expression de Fp.

%{ [Entrainement 27.13| — Voile solaire. 00

On considére une sonde spatiale disposant d’une voile réfléchissante et rigide de surface S. Un flux de
photons de densité volumique n arrive en incidence normale sur la voile & une célérité c selon le vecteur e,.

h
La quantité de mouvement d’'un photon est donnée par X avec h la constante de Planck et A la longueur
d’onde.

a) Donner lexpression du volume dans lequel sont contenus les photons incidents sur la voile pendant

une durée infinitésimale d¢ dans le référentiel R de la voile ................

b) Exprimer la quantité de mouvement P (¢) de ces photons incidents.

c) Exprimer la quantité de mouvement p (¢t + dt) des mémes photons apres avoir heurté la voile.

—

d —
d) Par application du théoréme de la quantité de mouvement d—lz = Z Foyt, en déduire la force exercée

par les photons sur la voile ......... ... ..
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[Entrainement 27.14] — Action d’un écoulement sur une canalisation. 0000

On étudie ’écoulement unidimensionnel supposé parfait stationnaire incompressible et homogeéne, d’un
fluide dans une canalisation & symétrie cylindrique.

On note (S*) le systéme fermé représenté sur le schéma.

On notera P, S1 et vy les pression, surface et vitesse en amont et Py, Sy et vy les pression, surface et
vitesse en aval de I’écoulement.

(S*) at+dt

a) Exprimer la force pressante qui s’exerce sur (S*) en amont ................

b) Exprimer la force pressante qui s’exerce sur (S*) en aval

¢) On note F la force exercée par (S*) sur la canalisation. Quelle force exerce la canalisation sur (S*)?

d) On note Dy, le débit massique entrant et sortant de la canalisation. Exprimer la quantité de mouvement
qui sort de (S*) pendant une durée élémentaire dt.

e) Exprimer la quantité de mouvement qui entre dans (S*) pendant la méme durée élémentaire dt.

—> %

f) Par application du théoréme de la quantité de mouvement I

= Zfext a (S*), exprimer F si
I’écoulement est lent et horizontal.

On ne prendra en compte dans cette question que les forces horizontales.

g) La formule de Bernoulli assure que P, = P, = P.

Calculer F' = ||F|| si P = 2bar et Sy = S/2 = 10 cm?
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Réponses mélangées

P —
gz + Z = cte oui @ @ 0 oui —AT ou A € RT non homogene
h o . 1
thotons—>voile = 2XnSC€¢ homOgene D1 = Do 60 pm P = EDm (’U% — 1}%)
- 1
dmg = Do dt — PSS, F=(PS) — P,S2) U, §Dmv§ dt dm = dm; — dma

P =100W 3,1 x 10% Pa 5,9 x 10* Pa P S\, 1,3 x 102 J /kg dm; = dms

m*(t + dt) = m(t + dt) + dme -P @ oui homogene dp = Dy @ dt

v=099m s ! m*(t) = m(t) + dmy oui -F F =200N @

1
§Dmv$ dt dm* =0 P=36x10°W Scdt DU dt £€=0,05

(t)z%nScdte_; © p’(t+dt)=—§n8cdte_; F=-Dut  ® (9

dmq = D,y dt D, =055L-s"1 mg 3,0 bar Uy =U,=32m- s !
2

P
D07 dt % + ; = cte @ non homogene @ @ 2x107%

» [Réponses et corrigés page |452]
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IF'iche n° 1. Opérateurs vectoriels|

Réponses
Lol o (@] 16b) e ®)
<Z+y+%>e_;+(x+z+ﬂ)e_y’ 1.6C) ....................................... @
a a
1.2a)....
YT\ >
+(x+y+;)ez 18d) oot ()
1.2b) o ’6;36—;+ 2ae, — 2aé; 1 I ) D ()
1.9 ) (2xy-|—z2)e‘:;-|—(2yz+x2)e‘; 1.7 a) ............................. 6x + 2a — 2b
i C)ovnniii
+(22z + y*)es a? .
1.7D) 21‘4—4?67”
2
1.2d) o 2es + 2me, + 4%&/(2”)@—; P~
1.7 C) 16zy — —
1.2 ¢) 16xye, + 8x2—6ib4 e, — bb’e;
R TYCa y2 )Y # L7 d) [0]
o 1.7€) x(2y — x)
1.3a)......ooiinnt. (——29)5;—239+3e—;
a
18 8) .o —3- 41
2a? 50 5a2 56 a
L3b).coiin TE e T TR 8 ) [0]
1‘3 C) .............................. r 6_7) 1.9 ........................................ @
2 — a2
1 L I P
4] 3 3 R
1.3d) i BT ATt =2 | LI D)ot
a
Zsin@_, ZCOSG_, sinH_, 1.10 C) ..................................... @
1.3€e)......... a3 & 2 0 ; €, -
AL Q) o
1 R (a) LALD) o ’_4662%6_;_ -
1 P 7
1.11¢) e — Bz —y)es
1.5 D) o (© ) ( )
LAL ) 2%,
125 C) ettt () )
L5 d) o () LaLe)ooonn re; — 2ry(ey + &) —ate
o L128) e
8 Y
112 b)
15 6) o 217
) TAB8) oo ()
1.62) ot (a)
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ABD) e L 2., 6 _,
1.13b) 080UA/m |y g7y &+ 7ae9 T

- €
rsinfp? ¥

I 5 2 (a)
sin®(0 — )
1.13 d) ...................................... . 1.17 b) 31"2 COS(G—@)SinZ(G—(p)
2 _ (0 — sin2(f —
LA Q) et Zy sing 0 — @) (0 —¢)
T4 B) 251“99
cos
)2 117 ¢C) i /@ T
114 C) e 6 — ) 20
2y 1
— L17d) oo —_—
a ) rcos?f?
1.15 2 J
2 4 S 6
62 118 a) e LA .
22 r p2sinf r
116 a) o @ 1.18 b) ........ Ar sin 0,/@ + 2r cos 0,/ + "
2\/p
A6 D) oo ®] |18 ) e 1 tan()
116 C) et @ 6b _, 6b_, 2a6_,
1.19a)............. ——e, — —€p+ —eg,
r tan 6 rE r
116 d) .o (a)
r
1.19b) ... eg — ry/pcos(f)e,
116 €) oo @ ) 2% Ve cosP)e
119 C) it 2e,
Corrigés
1.1 Calculons les trois composantes du vecteur gradient dans le systéme de coordonnées cartésiennes (z, y, z).

On a
ov ov ; ov

or Y oy T 82 T

Parmi les solutions proposées, la @ est donc exclue.

xy.

Les solutions @, @ et @ sont possibles (termes de droite corrects) mais les notations des gradients (termes de
gauche) ne sont pas tous valables.

La notation V comme grad doit étre surmontée d’une fleche pour qualifier la nature vectorielle de I'opérateur
gradient, donc les réponses @ et @ sont exclues. Précisons que le gradient s’applique & un champ scalaire donc

un champ dont la notation ne doit pas étre surmontée d’une fleche : deuxiéme maniére d’exclure la réponse @

La réponse @ est 'ultime solution restante, on constate bien qu’elle ne comporte aucune erreur de notation.
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1.2 a) Posons f(x,y,2) =2y +yz + zz + LYZ  Calculons les dérivées partielles : on a
a

OF _yqov¥2, Yo @ o Y W
Ox a dy a 0z a

Donc le vecteur gradient de f s’écrit (z +uy+ %)e}’ + (ax +y+ %)e_y’ + (m +y+ %)e_;.

La réponse attendue est bien un vecteur!

of of of
26, =24 et ZL=_2.
Ox “ Ay R “
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 6ze, + 2ae, — 2ae..
1.2 ¢) Posons f(z,y,2) = 2y + y*z + 22z + a®. Calculons les dérivées partielles : on a
ngwy—&—z?, g:xQ—i—Qyz et g:yz—i—?zm.
oz oy 0z

1.2 d) Posons f(x,y,z) = 2zy + 8a’e™ ) — 6¢2. Calculons les dérivées partielles : on a

of of of a’® /e
— =2 — =2 - =4— .
Ox Y Oy voet 0z b <

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 2ye, + 2ze, + 4%ez/<2b)e_;.

1.2 ¢) Posons f(x,y,2) =8z y + — 5b%2. Calculons les dérivées partielles : on a
of of .. o 6a* of .2
e 16zy, oy ( 5) et 92 = 5b°.

2
1.3 a) Posons f(r,0,z) = 3z — % — 2r@. Calculons les dérivées partielles : on a
of _ 2r of _ of _
o~ a0 ggT 7 ot =3

2
Donc le vecteur gradient de f s’écrit — (—T + 29) & —2€o + 3e5.
a

2

1.3 b) Posons f(r,0,z) = %659. Calculons les dérivées partielles : on a
0f _ 20 O 50 OF _

or 3790 72 0z

2 2
. , .. 24" 59 5a” 59

Donc le vecteur gradient de f s’écrit —=—e e, + —e Co.

r r
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1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = \/r2 — a?. Calculons les dérivées partielles : on a

of _ v O0f_y o 9 _y
87"_\/7'2—@27 00 8z
Donc le vecteur gradient de f s’écrit Le_ﬁ .
T2 _ a2

4
1.3 d) Posons f(r,0,z) = 7(2) 0 4 In(z/b). Calculons les dérivées partielles : on a

of 0r®  of r? of 1
or 8 at’ 00 7a4 et 0z =z
-3 3
Donc le vecteur gradient de f s’écrit 28— er+7 1 Co+ —er
1.3 ¢) Posons f(r,0,z) = z sin(#). Calculons les dérivées partielles : on a
'

ﬂi_zsine gizcose - ﬂisinﬁ
or r2 90 r 9z r

zsinf _, zcosb _, sinf _,
e 5— €0 e

Donc le vecteur gradient de f s’écrit ———er
r

1.4 Considérons la notation du gradient (terme de gauche des équations proposées). La réponse @ est

exclue car la notation nabla d’un gradient ne fait pas intervenir le produit scalaire. La réponse @

est exclue car le

couple de variables ne correspond & aucun de ceux proposés par I’énoncé. Considérons donc la formule cartésienne

du gradient (terme de droite des équations proposées) pour les deux options restantes. La réponse

fait une

interversion des coordonnées de dérivation et de celles de direction, elle est donc exclue. La bonne réponse est @

8g_> c’)g_. dg

grad(g(w,y,2)) = 5 & + 2, a—ez = (2(z — 2))es + (2y + 2)ey + 2z€2.

Par projection sur ’axe de direction €, on obtient la quantité 2z. Réponse @

1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a
grad(g(z,y, 2)) = Iz + He ey + =—e: = (2(x —2))es + (2y + 2)ey + 2ze:.

Ox Oy 8

Par projection sur l’axe de direction €, on obtient la quantité 2y + 2. Réponse @

Jg Jg g _»

grad(g(x,y,2)) = =2€2 + ——e, + —e, = (2(z — 2))es + (2y + 2)e, + 2z€..

oz “ oy ¥ 9z

Par projection sur I’axe de direction €, on obtient la quantité 2z — 4. Réponse @
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1.5 ¢) Exprimons le gradient de la fonction scalaire g. On a

grad(g(z,y, 2)) = 8—?;@1 + 87‘19/611 + 8—Zez = (2(z — 2))es + 2y + 2)ey, + 2ze2.

Cette notation est équivalente au vecteur colonne de la réponse @
1.5 f) Connaissant les composantes du gradient d’apres les réponses précédentes, on peut exprimer la norme

du vecteur gradient H?g(m,y, z)H en un point quelconque. On a

Vg, y.2)|| = /(22 — 4)2 + (2y + 2)2 + 422.

On réalise I'application numérique au point A(—1,1,2) : on a

[Vg(A)]| = [[Vg(-1,1,2)|| = /(-2 = 4)2 + (2 +2)2 + 4 x 22 = V36 + 16 + 16 = V68 = 2V/17.

1.6 a) Rappelons I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes : on a
grad(f(z,y,2)) = 226 T Iy 5.
Or, ici grad f = 2zyé, + z°&, + a’e2, donc par identification : of _ 2xy, of _ z? et of _ a’. Réponse @
ox Jdy 0z

7]
1.6 b) On a a—f = 2zy donc par intégration par rapport a la variable z il vient f(x,y,z) = 2’y 4+ Cste avec
z

dg(y, z)

Cste = g(y, z) une fonction des coordonnées y et z car e = 0. Réponse @
1.6 c) On a f(z,y,2) = 2’y + g(y, z) donc f(g’ Y:2) 2 + % Or, d’apres 1’énoncé, on a
Y Y
of(@,y,2) _ 2
T =z,
Ay

On déduit de ces deux équations que ’on a nécessairement 29 _ 0. Réponse @

oy

7]
1.6 d) Ona M = 0 donc par intégration par rapport & la variable y il vient g(y, z) = Cste avec Cste = h(z)

dy
Oh
une fonction de la seule coordonnée z car 8(Z) =0.
Y
0 h
On a f(z,y,2) = 2y + g(y,z) = iy + h(z) donc w = g— Or, on sait d’apres ’énoncé que ? =a’.
z z z
On déduit de ces deux équations que l'on a nécéssairement — = a* donc h(z) = a’z + Cste soit finalement

0z
g = a’z 4 Cste. Réponse @

1.6 ¢) On a f(z,y,2) = 2%y + gy, z) = z?y + h(z) = z?y + a’z + Cste. On a donc £(0,0,0) = Cste, or
£(0,0,0) = 0 donc Cste = 0. Réponse (a).

1.7 a) Pour éviter les étourderies vous pouvez vérifier que les trois termes de la somme ont bien la méme

dimension et que cette dimension correspond a la dimension de 'argument de l'opérateur divergence divisée par
une longueur.
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2 2

Ona0+2ac+8;—bei :2x+4%e%.

4 4
Ona8><2xy—%+0:16y—6yi2.

1l faut calculer chacune des divergences au point A.

e Cas @ tona div(acze_gc> +y’e + 226_;) = 2z + 2y + 2z donc la valeur de divergence en A vaut

2x (=) +2x(-1)+2x1=-2.

o Cas @ :ona div(er_; + er_y’ + ZQe_z’) = 2z donc la valeur de divergence en A vaut 2 x 1 = +2.

e Cas @ :on a div(zQe_; + xze_y’ + y2e_§) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

e Cas @ :ona div(er_; +2%e; + zze_y’) = 0 donc la valeur de divergence en A vaut 0.

La valeur de divergence maximale est dans le cas @

1 9(r?.r) 3r?
On 1 8(5:) +040=2"L209 Réponse @

2
On a (0 - 82066%)6_;—&— (0—0)ey, + (0 — 2z)e; = —4ce?< e, — 2xe,.

r or

5.2
Ona (% ><(0)70)e7’+(070)e‘5+ (1‘9(2’“9)())6—;:495_
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1 _,  , (10(r?) o
1.12 b) Ona(TX(O)O)eTJr(OO)equ(T o 0)62—262.

1.13 a) Par définition du potentiel, on a d® = grad ® - A7 = T .d7. Cette quantité étant nulle sur une

équipotentielle par définition, le vecteur ¥ doit étre nécessairement orthogonal au vecteur d7 en tout point de
I’équipotentielle. Réponse @

AD
1.13 b) Au premier ordre on peut écrire que v(C) =~ —. Graphiquement, au niveau du point C, on a :

Al
A® =1,60UA —1,20UA =0,40UA et Al=AC=0,50m donc v(C)~0,80UA/m.

1.183 ¢) Le champ demandé est orienté dans le sens du gradient de @, c’est-a-dire dans le sens des potentiels

croissants. Réponse @

1.13d) Les deux points C et D sont sur une méme ligne de champ. En considérant un tube de champ centré

sur cette ligne de champ commune et qui s’appuie sur les deux autres lignes de champ de la figure, on peut écrire

que : Scvc = Spup. Les valeurs de S sont proportionnelles & la distance sur le graphe entre les deux lignes de
PO . . . S 1,6¢
champs délimitant le tube, donc en mesurant ces distances au niveau des points C et D on a : S—D ~ 078 o ,0.
fe cm
L’intensité du champ ¥ est environ 2 fois plus importante en C qu’en D. On retrouve le fait que plus les lignes de

champs sont resserrées, plus le champ est intense.

1.14 a) Posons f(z,y,2) = ry + bz 4 ¢*. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a
o*f _2y Of of
—5=—, =0 e =0
Ox? a’' Oy B2
2y

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit —.
a

1.14 b) Posons f(z,y,2) = y® — 5az. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
o*f of of
— =0, =—=2 et —=0
Ox? T Oy 9z

Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 2.

1.14 ¢) Posons f(z,y,2) = b’ ln(i) + 3z°. Calculons les dérivées partielles secondes : on a
a

2 2
P Oy W
ox? Oy 0z 22
b2
Donc le laplacien scalaire de f s’écrit 6 — — .
z
ny 2 2 2 z 2
1.15 Posons Az (x,y,z) = o +bz+c” puis Ay =y° —5Saz et A, =b ln(a) + 3z°. On calcule les laplaciens
2 2 )
scalaires de ces trois fonctions selon la formule : A(f(z,y,2)) = s + o + ﬂ

ox? = OJy?  0z?
3 2y b2 3 3 94 el 2y —> —> b2 —
On obtient AA, = =, AA, =2et AA, =6— —- Le laplacien vectoriel s’écrit donc : —~e; + 2e,; + 6 — —e€z, que
a z a z

I’on peut aussi mettre sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.
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1.16 a) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : grad A et non grad(A)!!

1.16 ¢) Ne pas oublier d’indiquer qu’il s’agit d’un opérateur vectoriel : rot A et non rot(fT) I

1.16 d) Vérifiez 'homogénéité des trois termes : homogénéité de argument du laplacien divisée par le carré
d’une longueur!

1.16 ¢) Neuf termes a calculer ! Heureusement souvent beaucoup sont nuls du fait des symétries et invariances...

1.17 a) Posons f(r,0,¢) =1+ 2a6 + % Calculons les dérivées partielles : on a

of of of  —6b
or 00 @ e Op o2
. f e 1= — —6b _,
Donc le vecteur gradient de f s’écrit le, + —eg €s-
7 sin Op?

1.17 b)  Posons f(r,6,¢) = (rsin(f — ¢))*. Calculons les dérivées partielles : on a

Of 523, of o3  Nwn2(p af _ o Nwn2(0 N
8r73r sin® (0 — ), 89737‘ cos(f — @) sin” (6 — ) et 95 cos(0 — ) sin”(0 — ¢) sin 6.

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.

1.17 ¢) Posons f(r,60,¢) = r2\/psin 6. Calculons les dérivées partielles : on a

of . . af _ of _ rsinf
E-Zsm@, 80—7'(2050 et 95 = g

Donc, le vecteur gradient de f s’écrit bien sous la forme du vecteur colonne proposée en réponse.
1.17 d) La seule dérivée partielle non nulle est celle par rapport a la coordonnée #. On peut soit utiliser la
sin 6

cosf’

dérivation de la fonction tangente soit développer grace a l'identité tan 6 =

? 1 1 — 2 cos

1.18 a) On calcule 30+ —2sinfcosf + — —ba _ 3 cost _ 6 e

r2  rsinf rsinf @2 r p2sinf r
1.18 b) On calcule @ sin 0/ + 2sin 0 cos Or° /o + ! 7% sin 9i = 4rsin 0,/ +2r cos 0/ + r

: 2 T sing T sing SN v Ny

1.18 ¢c) La composante Ag ne dépend que de 7.
1.19 a) On calcule ! —cosf—0 e, + L _16 €o + —(2a0 — 0)e,

sinf \ ¢ rsin 6 r @
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1.19b) Ona

IGE(T2 sin(&)\/ae_;)

N S R DOADINES B WS DART DN .
= rsiné’(o 0)er + (rsin@ X 2, (r* sin(0)/) - X 0) €y + . (0 50 (r 5111(9)\/@))%
_ 1 g 2 . —> 10 2 —>

= L D sin)p)E - L D sin(0) R

1 1 1 1
1.19¢) On calcule Tsine(O—O)e_;—&— (rsin@ x 0 — - X 0)554—7( o (r?) —O)@:QE}.
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IF'iche n° 2. Changements de référentiel|

Réponses
2.18). M| 25¢) i (@
21D) (a) 25d) . (©
2.1C) i @] 25€) . (©
2.22). . 2.5 6) ©
2.2b) . 2.6 )
Ba).
2.20) .
260)
2838). i (a)
2.6 ¢) mupler
2.3b) i (®) B 2
2.3C) i ®| 2T ©
23 d). e © Y
2.8b).... | 2mwo(vee, — vi€;)
2.48) . . © ’ z
28¢)
2.4bD) —
) O ey
240C) i (a) 2.98) . i ®
2.4d) .. D] 49 D)oo ®
2, — e
24¢) 2.9¢)........ ’ —2mSQz cos \e, ‘
2415). 2.108) . ... ©
2.48) ier
2.10b) .o ()
25a) i (a)
2.10¢).......... 3,8rad-s7!
2.5b). (@) et (b)
Corrigés
2.1a) Cette trajectoire est appelée cycloide.
2.1 b) Le centre de la roue est immobile dans le référentiel du vélo, et le point V a une trajectoire circulaire

autour de 'axe (fixe) de la roue.
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2.2 a) Le référentiel R1 est en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen, donc il est
lui-méme galiléen.

2.2 b) Le référentiel Ro n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen (il est

en rotation!), donc il n’est pas galiléen.

2.2 ¢) Le référentiel R3 n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen (il est
accéléré!), donc il n’est pas galiléen.
2.3 a) R¢ est un référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen), donc il est lui-méme galiléen. R, est immobile par rapport & R¢ donc Ry est aussi galiléen. Réponse @

2.3 b) Le référentiel R n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen) ; donc il n’est pas galiléen. R, est immobile par rapport a Ry donc R, n’est pas galiléen.

2.3 ¢) Le référentiel Ry est en translation rectiligne non uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé
galiléen), donc il n’est pas galiléen. Le référentiel R, est en translation rectiligne uniforme par rapport a R qui est
non galiléen ; donc R, n’est pas galiléen.

2.3 d) Le référentiel Ry n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel terrestre (supposé

galiléen), donc il n’est pas galiléen. Le référentiel R, est en mouvement par rapport & R¢ qui est non galiléen. 11
sera a priori non galiléen aussi sauf si la vitesse de marche compense exactement le déplacement du train, ce qui
parait peu probable...

2.4 b) Le référentiel R’ n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel galiléen R, il
n’est donc pas galiléen.

2.4 ¢) On rappelle qu’une accélération est homogeéne & une distance divisée par un temps au carré (comme le
2%
de?

On constate que seule la réponse @ est constituée de deux termes homogenes a une accélération.

montre la formule ); donc, on a [a] = L.T>.

2.4 d) Par analyse dimensionnelle, on constate que seule la réponse @ est constituée d’un terme homogene a
une accélération.

2.4 e) OnacTe’:ﬁ/\(Qez/\re_:):Qe_z’/\wrag’soitc?g:—w ré,.
.......................................................................................................................................................
. dOM . —> PR 217 . T —> . —>
2.4 1) La vitesse vaut re,. Ainsi, 'accélération de Coriolis vaut : ac = 2wreq
dt -
2.4 g) En utilisant 'expression de @ (M) issue des questions c et d, et la loi de composition des accélérations,

on trouve @/ (M) = ie,.
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2.5 a) Le référentiel R est en rotation dans Ry. A priori, il faut prendre en compte la force d’inertie centrifuge

et a la force d’inertie de Coriolis. Cependant, la vitesse de M dans le référentiel R1 est nulle, donc la force de
Coriolis est nulle : réponse @

2.5 b) Le référentiel R4 est en rotation dans R¢. A priori, il faut prendre en compte la force d’inertie centrifuge
et a la force d’inertie de Coriolis : réponses @, @
2.5 ¢) Le référentiel Ro est en translation rectiligne uniforme dans Rt : c’est donc un référentiel galiléen.

Aucune force d’inertie n’est & prendre en compte : réponse @

2.5 d) Le référentiel R3 est en translation rectiligne non uniforme dans R : il non galiléen.

25¢) L réftventicl Ry est on translation sectligne non uniforme dans R, - i st non galiléen,
250) Lo sélirentiel Ry cst en translation sectiligne non wniforme dans R, : i st non galléen,
2 6 a) ...... Sl . 1 e pomt M . est pla Ce Sur lyaxedemtat lom 1 a dlstance HM eSt n uue ............................................

2.6 b) Comme le point M est placé dans le plan (O, e, é,) (ou dans le plan (O, e, es)), la distance HM vaut
£. Ainsi, on a fT; = mwaler.

2
— _ V4

2.6 c) Dans cette situation, on a HM = Esin(f). Ainsi, fie = mw(Q)Z sin(g)er = mwg er

. 0 o 0 0
2.7 Ona fic==-2mQ|[1|A| 0 ]| ==2mQuv1| 1 =2mQov1 | —1

1 0 —1 1
2.8 a) Comme €, A e, = —é, alors 'expression de la force de Coriolis est % = 2muwoviéq.
2.8b) Ona fic = —2mQATM) = —2m(wovies A €y + wovies A €2) ainsi fio = 2mwo (veey, — vies)
2.8 ¢) Comme e, A e, = ég, alors I’expression de la force de Coriolis est ]Té = —2mwov1€p.
2.8 d) Le produit vectoriel ez A ez = 0, il faut donc se concentrer sur e; A eg = —e, donc fic = 2mwovier.
2.9 a) La période de rotation de la Terre sur elle-méme est de " = 24 h = 86400 ; sa vitesse angulaire autour
2w 2w

r Z) es Q=—=
de 'axe (O, Z) est donc T = 36400

=73x10rad-s '.

2.9 b) L’angle entre le vecteur G et l'axe (Ay) est la latitude A. Par conséquent, la projection fait apparaitre

— . — . . — S —> 5 .
un cos A sur e, et un sin A sur e-. La projection sur e, est nulle car 2 L e,. C’est donc la réponse @
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0 0
2.9 ¢) Le produit vectoriel Q[ cosA | A | 0 | améne —2m cos A\ze,.
sin A z

2.10 b) Pour commencer, le cos a n’a pas de dimension. Seul le rapport % est homogene a un temps a la puissance
-2, comme doit ’étre w?. Cest donc la réponse @

2.11 f)  L’utilisation du principe fondamental dans un référentiel non galiléen comme R nécessite 1'utilisation

-
des forces d’inertie (d’entrainement ici). La réponse @ est pour laquelle la force d’entrainement fi, = —mae est
correctement utilisée.

k

2.13 b) C’est le signe de — — w? qui indique la solution. Ici ce terme est négatif. Ce n’est donc pas I’équation
m

de Doscillateur harmonique! La solution diverge : @

2.13 ¢) C’est le signe de — — w? qui indique la solution. Ici ce terme est positif. C’est I'équation de l’oscillateur
m

harmonique non amorti! C’est la réponse @

k
2.13d) Comme w? < g la solution est du type oscillateur harmonique : z(t) = A cos(Qt) + Bsin(Qt). L’appli-
cation de z(0) = 0 implique que A = 0.
Ainsi, (t) = BQ cos(§2t) et la condition #(0) = vo impliquent que B2 = vp.
Finalement, z(t) = v?;) sin(Qt).
k
2.13 ¢) La solution correspondant & w?® > o est de la forme z(t) = A cosh(Qt+p). C’est une solution divergente ;

le seul graphique qui représente une solution divergente est le @
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[Fiche ne 3. Electrostatique|

Réponses
Bl &)t B8 D) e
B b) 20R] g ) ®et @
Bl €) ettt
BUOA) o
Bld) TR
B.9D) e
3.1¢) 1R
3 300 C) i @
B2 ) i e Aol
) ° B0 o (M) et (d)
B2). oo
311 a). ..o et
3.38) +1000 x e ) Q@
3.3 D) e BALD) i @) et (@
B.3C) i 257 107°C m™2| 812 ... ©
(an_m)+e_7;)7e_z))7 (Ove_;_e_’l;;e_;) 3.13
34a)........ ot (0,.2) A3 a) @
— —— 13 D) o
34Db) .o ’(O,em,ez) et (0,¢y,€,) 3.13b) @
353) ............................ 675X10 2m3 313C) ..................................... @
3.5 D) 3,3x107°C o 22
’ 313d) ..o — (1
) 2&‘0( 22 + R?
3.5 C) 7,9 x 107t m?
g
- Bu13€) i -
B.5d) e 6x10°°C ¢) 5o
BB A) o M) Qo
B3 L)
4megz?
BB D) (©
314 a) et
BB C) e [0] ) @et @
B4 D)
BT ) e @ ) @
BuLB A) et @
BT D) e )
BB D) et (©
BT O e @
q
BA5C) i — (1 —cosa)
BT d) e ® et (©) 2€9
K
B.8a) i —2e, + 8¢,
315 ).t 1.8%10°°V - m]|
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3 L e S

Q= 40 AH /3, pm = 200/3]

’Q = powR*H /2, p ZPO/Q‘

BB A) ettt
BA8DbD) i
3198) it
3A9D) i
319¢) . i ’an(1+e2 el)‘
3.2008) it
1 0
3.20b) ... - (1 ;. acos(d)
r 2r
1 0
3.200C) ce i - <1 _ acos()
r 2r
ga cos(6)
3.20d) ..
) 4reqr?
Corrigés
3.1 a) Comme r et z sont constants, dr et dz sont nuls; ainsi dC = Rd6.

.................... Q = podnR®, pu =0

....................................... @
........................................ 0]
....................................... @

..................................... (@
..................................... M)
............................. Courbe (3)
............................. Courbe (1)
............................. Courbe (2)

@ _h
8meg R(R + h)

(7( 1- 1)) x 2 = gnR‘
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27 27 2m 02 2m
3.2 b) OnaQ@ = A(0)adl = / go—adf = qo/ 0do = qo {} =21%qo
0 0 a 0 2 0
3.3 a) Chaque électron porte la charge (négative) —e. En arrachant N électrons de la feuille, celle-ci se charge

positivement : on a Q = +N X e, avec N = 1000.

3.5 b) La densité volumique de charge est uniforme donc la charge totale est donnée par
Q=pV =33x10"°C,

en écriture scientifique, et en ne gardant que deux chiffres significatifs.

3.5d) La densité surfacique de charge étant uniforme, Q = 0.4 = 6 x 107° C, en écriture scientifique, et en ne
gardant qu’un chiffre significatif (autant que la donnée qui posséde le moins de chiffres significatifs).

3.6 a) L’élément de surface dS = Rdfdz est la multiplication du déplacement élémentaire Rd6 le long de la

circonférence d’un cercle de rayon R et d’axe (Oz) du tube et du déplacement élémentaire dz le long de 'axe (Oz).

3.6 ¢) On a Q = ooRH cos(f) dd = 0. Le tube n’est globalement pas chargé. Ce résultat était attendu
6=0
puisque la densité surfacique de charge est o(f) = oo cos(f) (les charges positives et négatives se répartissent de

maniére égale sur sa surface).

3.8 a) Le principe de superposition assure que le champ électrostatique total en M; est la somme des champs
produits par les deux sources.

3.8 ¢) Le point M3 est le symétrique du point M; par rapport au plan P. Ainsi, le vecteur-champ en M3 est

le symétrique du vecteur-champ en M; par rapport au plan P. Enfin, le point M2 appartient & ce plan de symétrie
donc le vecteur-champ au point M2 appartient également a ce plan de symétrie.
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3.9¢) En un point M d’un plan d’antisymétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique est
perpendiculaire & ce plan. Par exemple, si le point M est sur 'axe (Ox), appartenant au plan (Ilz), le champ
électrostatique est suivant I'axe (Oz) : E(M) = E(M)e..

3.10 Le plan (M, e, &,) est un plan de symétrie donc E(M) = E.(z,y,2)es + Ey(z,y, 2)é,. Enfin, l'invariance
par translation selon €, permet d’affirmer que les composantes E, et E,, et donc la norme HE , de E(M) ne
dépendent pas de z.

3.13 a) En repérage cylindrique, le déplacement élémentaire est al = dre, + rdfes + dze,. Sur le disque, z est

fixé (& 0) donc 'aire s’obtient en multipliant les deux composantes non nulles du vecteur-déplacement élémentaire
dS = rdrdé.

oz [0=27 u=R? 2y_3/2 oz 2_1/2 u=R? o 1
E, = d6></ u+z°)" du:—[—?u—i—z - } = |1-—.
8meo /9:0 w=0 ( ) 4eo ( ) u=0 2¢e0 1+ R2/22

3.13e¢) Ona+/1+R?/22 —— oo donc

R/z—+o00 /1+R2/22 R/z— 00

0. Ainsi, £, ———

3.13 f) Le développement limité fourni permet d’écrire :

1 RrR2\? R? o ]~
SN S L - 12 gon E.= 2|11+ | =%R% ,
14 B2 22 R/z—0 222 2e0 222 4mregz?
\/ -

ce qui correspond bien au champ créé par une charge ponctuelle de charge Qo et distante de z du point d’observation.
3.15 a) L’aire d’un élément de surface d’une sphére de rayon r est dS = r’ sin(#) df de. Ici, le rayon de la calotte
est R donc la variable 7 est fixée & R. En conclusion, dS = R? sin(@) d6 de.
3.15 b) Pour rappel, la colatitude € est définie sur [0, 7] quand la longitude ¢ est décrite sur [0, 27].

Pour décrire/paramétriser la calotte, on peut procéder de la sorte : on considére un point M(R, 8, ¢) sur la calotte,
et on lui fait faire un tour complet autour de 'axe (Oz) : ¢ a parcouru U'intervalle [0, 27] en décrivant un cercle.
Ensuite, la calotte peut étre vue comme un « accolage » de cercles de rayon allant de Rsin« & 0 (le cercle de rayon
nul étant confondu avec un point de I'axe (Oz)). En d’autres termes, cela implique que 6 € [r — «a, 7).

Ainsi, pour totalement parcourir la calotte, il faut ¢ € [0,27] et 6 € [ — o, 7]. 1l vient

™ 2
b= / E - R’sin(0) d8 dp@ .
O=m—a J =0
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3.15c¢) Le champ E est celui sur la calotte sphérique, soit en r = R. Ainsi, on a

B 1 5 T ) 27 B q
o= yo— x R /G:W%X sin(6) dé /¢:0 de donc ¢ = e (1 —cosa).
K

€0

\

Yy —Ya _ 2(1—0
B — TA 2a —a

d
3.19 a) Le segment AB a une pente constante = 2. Or, cette derniére correspond a d—y
x

Ainsi, dy = 2dz.

3.19b) Pour z > 0, le champ E est orienté suivant +é,. Il s’agit donc du sens des potentiels décroissants.
Comme 2a > a, V(2a) < V(a). V(a) est donc le potentiel le plus élevé.

3.19¢c) Le champ étant porté par e,, on a E-dl = Ezdx. On a alors

—1/2
1 1 2 0
3.20b) Ona -— = = (1 + (g) — acos()) . On utilise ensuite 'approximation (1 + ) = 1 + ae a

2r 7
I'ordre 1 en e autour de 0. A I'ordre 1 en g, on trouve L ~ 1 1+ M .
r AM r 2r

2 2 S —1/2
3.20 ¢) De maniére similaire, BM? = r* + (g) + ar cos(0) donc ﬁ = i(l + (%) + acos(@)) et a
1

I'ordre 1 en 97 on trouve 11 (1 _ acos(0)>.
r

BM r 2r

1 1 0 0 0
3.20d) Ona V(M) = 471(-]50 (mf W) q <1+ acos() 14 a cos( )> _ qacos( ).

3.21 b) Sachant que E=— grad V', le champ électrostatique pointe vers les valeurs de potentiel décroissantes,

d’ou le signe +.
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3.21 ¢) En appelant A1go et Azgo les projetés respectifs de A sur les équipotentielles de 100V et 200V, alors la

relation E = — grad V = ———e_ (car ici E(A) est selon e2) permet d’approximer la norme du champ en A :

0z
B(A) = V(A200) — V(A100) _ 200 — 100 C1x10°V.m!
ZAs00 — ZA100 2,5 division x 40 cm - division™! ’

3.21d) Du fait de la verticalité de l'individu par rapport & 'horizontalité du sol, les équipotentielles sont

davantage resserrées en B qu’en A ; ainsi, le champ électrostatique est plus intense en B qu’en A : c’est 'effet de
pointe.

3.22 a) Sachant que dV = dx dy dz, une séparation des variables conduit a :

z=H 252 Z3 H
Q—po//AdS/ZH<1—H2> dz—poA|:z—3H2]H =4poAH/3.

Le volume du pavé est 2H.A donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = 2p0/3.

3.22 b) Sachant que dV = rdr df dz, une séparation des variables conduit a :

r=R 7,,3 rO=27 z=H r 7,4 R on " 5

Le volume du cylindre est mR*>H donc la charge volumique moyenne s’exprime comme : pm = po /2.

3.22 ¢) Sachant que dV = r?sin(6) dr df dy, une séparation des variables conduit & :

r=4o00 O=m =27
Q= poRQ/ . e /R dr/e sin(6) dé /v dp = poR? [fRefr/R]goo [f cos(@)];r [(p] 27 = poATR®.
r= @

=0 =0 0
Le volume de 'espace étant infini mais la charge totale finie, la charge volumique moyenne est nulle : p = 0.

> 10(r2) 180 90
3.24 OnaleEl—; aT +;%+£—0+0+0

e Pour 0 < r < R, 'expression fournie est celle d’'un polynéme de degré 2 en r dont la représentation graphique
est une parabole. Ici, le coefficient devant r est négatif donc la parabole est orientée vers les valeurs négatives.

e Pour r > R, l'expression fournie est une fonction inverse dont la représentation graphique est une branche
d’hyperbole.

Les deux expressions prennent la méme valeur en » = R : la fonction est continue.
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3.27 ¢) L’équation fournie est celle d’une droite décroissante dont I’ordonnée & l'origine est non nulle : le potentiel

décroit de manieére affine. Seule la courbe @ correspond & un tel cas.

3.28 Sachant que dr = r? sin(0) dr df dep, une séparation des variables conduit a :
Q2 r=R+h d?” /9:7r ) /A/J:ZTI’ Q2 |: li| R+h x on Q2 h
&= — sin(0) d6 dp = —— —cos(f = —_.
32m2e0 [, g 2 Jo_o sin(9) Jomo Y= Som2e, | r R [ cos( )]0 [tp]o 8meo R(R+ h)
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IF'iche n° 4. Magnétostatique)

Réponses
418) (a) et (d)
A1 D) o @
B1C) (a)
A2 2j0S —
A8 Jsof
A4 a) o @
A4 D). 47 R?j,(R)
A5 OrIO)
4.6 8) . i (@), (©) et (D)
4.6 D). ®, (©) et (D
4.6C) i (@), (©) et (D)
AT a)
AT D) (a) et (©)
AT C) ot ()
A8a). .
A8 D) o (@
4.9 @
400 oo ®
A1 A) i ®)
A1) ()
A2 8) . o 4Bd
A02D)
A02C) %Bd

A3 )i
A3 D) [0]
A03C) et
AA3d). o
O I (a)et (e)
AT4AD) [0]
415 A) .t [0]
A5 D)
A15C) i —Bad?
406 2) .o ®)
A6 D). “;jr\;[
416 ¢) e ”O;\;Ia 1n<g J_r Z;;)

AA8A) ottt (©
Moﬂ

AA8Db) 53

409 (@

A.2008). .o
Bex

420 D) ..ot mM ¢

g
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polm | go5 ey —
4.228) —H e ) ST
4.22D) i )| 425d).... O
A.23 (© 4.26 pol 51 Ry
26 8) . 5 I )
424
@ po , R
4.26 b) ............................... 27 In F
425 8) @ U
/LOIQE RQ
€ 2> 4.26C) v In —
4.25D) i T ATE ) ar R,
g
to , R
4.26d) ... —In—
) 2w . Rl
Corrigés
4.1 a) L’intensité du courant s’exprime en fonction des densités surfacique et volumique de courant grace aux

relations]z/?-(ﬁet[z/ﬁ-(ﬁ.

-> — N s ‘b ) . -
4.2 Onal= // j+dS = //jer -dSe., = / jo—2nrdr = 2mwjob X a, soit I = 2joS—, avec S = ra’.
0o T a
N ¢ ¢
4.3 Onal= /js Al = / js,0€6 +dzeg = / js.0dz = jsof.
0 0
4.4 a) Le courant de particules chargées est radial : le vecteur densité de courant électrique 7 est radial, c’est-

a-dire porté par e, : 7 = jr(r,0, ). Aussi, ’émission est isotrope donc il y a invariance de la distribution de courant
) . . . . 9 . . rd . —
électrique par rotation autour du point O : la composante j. n’est une fonction que de 7. Il vient : j = j,.(r)e,.

4.4 Db) L’intensité du courant électrique traversant une surface élémentaire de vecteur surface élémentaire

as = r? sin(0) df dge; est dI, = 7 « as = jr(r)r? sin(f) dd dp. Cette grandeur est uniforme sur une sphére de
rayon R (de surface 47 R*) donc I = 4wR’j.(R).

4.5 Les plans (zOy) et (zOz) sont des plans d’antisymétrie de la distribution car les courants de la dis-
tribution sont répartis de maniere strictement opposée de part et d’autre de chacun de ces plans. Par ailleurs, la
longueur du solénoide n’intervient pas dans I’étude des symétries d’une distribution, mais doit étre considérée lors
d’une étude de ses invariances.
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4.6 a) En tout point M du plan (zOy), plan d’antisymétrie pour la distribution, le champ magnétostatique

a_uppartient a ce plan. C’est bien le cas pour le point O et les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :
B(M) = B;(M)e; + By(M)e,. Par ailleurs, le vecteur € est bien normal au plan (zOy).

4.6 b) Le vecteur e, est bien normal au plan (yOz). En tout point M du plan (yOz), plan de symétrie pour

la distribtﬁion, le champ magnétostatique est perpendiculaire & ce plan, donc est selon %e,. Il est alors possible
d’écrire : B(M) = B;(M)e,. Les différents points P; n’appartiennent pas & ce plan, donc rien ne peut en étre déduit
sur le champ en ces points.

4.6 c) Il faut bien préciser que c’est en tout point M du plan (zOz), plan de symétrie pour la distribution,
que le champ magnétostatique est perpendiculaire a ce plan. C’est bien le cas pour 1g point O mais pas pour les
différents points P; (qui n’appartiennent pas & ce plan). Il est alors possible d’écrire : B(M) = B(M)e,.

Le point O appartient aux plans de symétrie (zOz) et (yOz) donc le champ en ce point doit étre perpendiculaire
a ces deux plans : il est nécessairement nul.

Puisque le plan (zOy) est un plan d’antisymétrie pour la distribution, en tout point de ce plan le champ ma-
gnétostatique appartient a ce plan. C’est bien le cas pour les différents points P;. Il est alors possible d’écrire :

B(P:) = Bu(Pi)e + By (Pi)e;.

De plus, puisque le plan (yOz) est un plan de symétrie pour la distribution, c¢’est un plan d’antisymétrie pour
le champ magnétostatique. Tout cela permet alors d’écrire : By (P2) = —By(P1) et Bz(P2) = Bz(P1), mais pas

—

B(P3) = —E(Pl) ! En bref, il est aussi possible d’écrire : §(P2) = —syrn(B(Pl) , oll « sym » représente ’opération
de symétrie par rapport au plan (yOz).

4.7 b) Le vecteur densité volumique de courant est 7 = joea et jo est constant donc la distribution est invariante

par translation suivant (Oz) et (Oy). La couche étant finie, elle n’est pas invariante par translation suivant (Oz),
et encore moins par rotation autour de cet axe, le vecteur j étant porté par e;.

4.7 c) La distribution est invariante par translation suivant les axes (Ox) et (Oy), donc la composante By du
champ ne dépend que de z.

4.8 a) En tenant compte du sens du courant, on a E(O) = —ponal2€,, ol no est le nombre de spires par unité

de longueur du solénoide (2).

4.9 Sachant que la force magnétique s’exprime comme F = qu A B alors le produit quB est homogene a

une force. Si I'égalité B = MY est vraisemblable alors qu X B = qu x mu

qR R~ R

serait homogéne a une force. Or,

2

muv” est homogeéne & une énergie puisque ’énergie cinétique s’exprime comme . De plus, d’aprés ’expression

- — —
du travail élémentaire §W = F' «df d’une force F', une énergie divisée par une longueur correspond & une force.
2

mu
Finalement, le rapport est donc bien homogene & une force et la relation B = R est vraisemblable du

point de vue de I'analyse dimensionnelle. Bien stir, d’autres raisonnements sont possibles en se basant sur d’autres
relations!
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4.10 Le champ magnétique est linéaire pour 0 < r < a et hyperbolique pour r > a.
4.11 a) Sachant que B, = kx # 0 pour tout M(z,y, z) alors le vecteur champ magnétostatique ne peut pas

étre constamment paralléle & e, ce qui élimine la carte de champ @ En prenant les points de ’espace ou x = 0,
le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire comme E(M) = kye, : les vecteurs champs le long de cette ligne
doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Parmi les cartes de champ @, @ et @ restantes, seule la @ possede
cette propriété.

Autre méthode possible : En prenant les points de ’espace ou y = 0, le vecteur champ magnétostatique doit s’écrire
comme B(M) = kze, : les vecteurs champs le long de cette ligne doivent étre perpendiculaires a cette ligne. Seule
la carte de champ @ possede cette propriété.

4.11 b) Le flux magnétostatique est conservatif donc le resserrement des lignes de champ constaté de M a N
permet d’affirmer que le champ magnétostatique est plus intense au point N qu’au point M.

4.12 a) Le calcul de la circulation du champ magnétostatique de A & C se décompose en deux.

‘B
e D’une part sur [AB] : Cag = / B -d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
A

e D’autre part, sur [BC| on a

c —
Cec = / B+ d¢ = 4Bd (chemin paralléle aux lignes de champ).
B

— —

B
4.12 b) D’une part sur [AB] : Cas = / B +d¢ = —8Bd. Seule la projection de AB sur la ligne de champ doit
A — —
étre prise en compte. Le signe moins provient du sens de B par rapport a celui de la projection de AB. D’autre
c
part sur [BC] : Cgc = / B.d¢ =6Bd.
JB

B
4.12 ¢) D’une part sur [AB] : Cap = / B.dt = %dB. Le chemin [AB] est un demi-cercle de longueur %d
A
-C
D’autre part sur [BC] : Cgc = / B +d¢ =0 (chemin perpendiculaire aux lignes de champ).
B

4.13 a) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Ient = +1.

4.13 ¢) Le contour enlace le fil. L’orientation du contour et le sens de I sont tels que Ient = —1.

4.13 d) Le fil est positionné de fagon telle que le courant passe quatre fois « & l'intérieur » du contour. L’orien-
tation du contour et le sens de I sont tels que Ien = +41.

4.14 a) Le produit scalaire B-dS est positif lorsque le champ B et le vecteur surface élémentaire dS (donné par

Porientation de la surface) pointent globalement dans la méme direction (ils forment ainsi un angle aigu, c’est-a-dire
compris entre 0 et 90°).

—
Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. De méme, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le haut (d’aprés Porientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.
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Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le bas. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et
- —>
orienté vers le haut (d’apres l'orientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

—
Pour le cas @, le champ B est vertical et vers le haut. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical et

orienté vers le bas (d’aprés 1'orientation du contour). Finalement : B.dS < 0, soit ¢ < 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le bas. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est

vertical et orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B-dS > 0, soit ¢ > 0.

Pour le cas @, le champ B pointe globalement vers le haut. Par ailleurs, le vecteur surface élémentaire ds est
vertical et orienté vers le bas (d’aprés l'orientation du contour). Finalement : B +dS < 0, soit ¢ < 0.

4.14b) Pour le cas @, le champ B est horizontal. Par contre, le vecteur surface élémentaire dS est vertical.

Finalement : B -dS = 0, soit ¢ = 0. Aucune ligne de champ ne passe & travers la surface orientée, donc le flux est
nécessairement nul.

4.15 a) A ce sens de parcours de la spire est associé le vecteur normal 7 opposé au champ magnétostatique.

D’ou ¢(§) = // B.7dS = —/ BdS en notant ¥ lintersection entre le plan de la spire et la zone de champ.

Pour z < 0 on a donc qﬁ(E) =0.

4.16 a) Les N spires du tore traversent la surface délimitée par le cercle de centre O et de rayon R—% <r< R—i—g.

Le courant enlacé vaut donc Ien = NI.

4.16 b) Sur le contour fermé choisi, r et B(r) sont constants. Il vient :

yfﬁ&i = ygB(r)e‘é-rdHt?g> = 2mrB(r).

NI
D’aprés le théoréme d’Ampeére, on a 277 B(r) = polent et donc B(r) = Iu;)ﬂ"f‘ .
N R+a/2 NI a/2 NI 2
4.16 c) Ona ¢(B)= B-mdS = HO 2 gy de = B2y B+ta/ .
—aj2 27 —a/2 2w R—a/2
1000
4.17a) OnaB MOMreI Donc, B=47m x 10" "H-m™~ " x 4000 x 10 % 102 x200x 100°A~1x10"T
X

4.17b) Ona ¢ = NBS. Donc, ¢ = 1000 x 1 x 10" T x (20 x 10" *m)* = 4 x 10> Wh.

4.17 ¢) Le champ magnétostatique est un champ & flux conservatif. Or, le circuit magnétique joue le réle d’un

tube de champ, donc la « loi des nceuds magnétique » appliquée & la jonction qui surmonte (S1) donne : ¢ = ¢1+ @2,
3

Soit 1 = ¢ — P2 = ¢,,¢_,¢ Donc, ¢1:7 x 4 x 10> Wb = 3 x 10> Wh.
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4.18 a) Pour une boucle de courant plane, de surface S et parcourue par un courant d’intensité I (ce qui permet

de définir le vecteur surface S ), le moment magnétique est deﬁnl par la relation M= I S. Pour une spire de rayon
R et d’axe (Oz), le vecteur surface a alors pour expression S = Sez = nR%e2, donc M = nR? Ie;.

4.18 b) Dans le cadre de 'approximation dipolaire : z > R donc R? 4+ 2* = 2%, Le champ magnétostatique

. IR? - M
s’écrit alors : B(M) = ,u;zg €, ou encore B(M) = g;’g
4.19 Des valeurs particulieres de 6, telles § = 0 ou 6 = 7/2, et I’étude de orientation du champ magnéto-
statique pour ces angles, permettent de conclure que E(M) ZO (2cos(8)er + sin(h)eq).
73

4.20 a) Le moment du couple magnétique s’exprime comme I'; = +mBext & 'équilibre, car m et Bext sont

orthogonaux.

s Bex
4.20 b) A l’équilibre, le théoréme du moment cinétique donne : 0 = mBexy — dMg, soit d = MDext

4.21 b) D’aprés la relation F =m A B, le moment F est colinéaire & +¢e. et de méme sens.

................. ’_)79_)_)‘>A
4.21 ¢) D’apreés la relation I' = m A B, le moment I' est colinéaire & +e. et de méme sens.

!

4.21 d) D’apres la relation f) =m A B, le moment f‘> est colinéaire & +¢e, et de méme sens.

4.22 a) Lorsque le dipole est aligné sur le champ (méme direction et méme sens) : 7 + Bext = mHBe’“H’ soit

,uolm) . _uolm_,
2 ) 2mr2

F= + grad(

4.22 b) La force F est dirigée dans la direction et le sens du gradient de la norme du champ magnétostatique.

Le dipodle est donc attiré vers les régions de champ plus intense. On peut aussi remarquer que le dipdle a tendance
a se déplacer de maniere & minimiser son énergie potentielle.

4.23 La circulation du champ magnétostatique le long d’un cercle de rayon R au sein duquel passe par son
centre une ligne infinie parcourue par un courant électrique stationnaire est 2r RB. Le théoréeme d’Ampere appliqué
au cercle permet d’écrire 2n RB = ol : la circulation du champ magnétostatique est homogéne au produit d’une
pol
2R

est valide.

intensité électrique par une perméabilité magnétique (du vide). Ainsi, seule expression B =

4.24 Le flux magnétique traversant un solénoide comportant N spires de section S est ¢ = NBS. Or,

LI
I'inductance propre L permet d’exprimer le flux en fonction de 'intensité : ¢ = LI. Il vient : B = N

4.25 a) En un point de lorbite circulaire, la charge —e de I’électron passe & chaque période de révolution T,
d’ou le débit de charge I = —e/T.
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4.25 b) La norme du vecteur surface S est l'aire du disque de rayon r et de centre O : H S

} = 7. De plus, le

=
vecteur surface S est orienté par la régle de la main droite, selon le sens du vecteur vitesse de I’électron (c’est aussi

.. 41 . cr 2 . €
le sens choisi algébriquement pour 'intensité T). Il vient : m = -7 nries.
s
e= 2me = e
4.25 c) Par comparaison des expressions i = —— S et @ = —— 9, il vient : M =77, avec v = — 5
Me

HB

1,602 x 10719 ¢ x 6.63 x 107347 .5
B = o1l X 105 k% =928 x 107** A - m?*.
) g

Attention : la réponse @ n’est pas correcte car v = —2L, donc pup = —hvy, et non pas ugp = +h7y. Par ailleurs, la
Me

réponse @ n’est pas correcte car l'unité indiquée correspond a une énergie, et non pas & un moment magnétique!

- — Rz Ra R2
4.26 a) Le flux propre est <I>p://B-dS:/ Be‘g’-édre‘g’:/ &Iédr:l;—olﬁ/ g:’uo‘wln&.
Ry i Ry r

Ry 2rr 2 Ry
4.26 b) L’inductance propre par unité de longueur : A = 7= % g—; %

4.26 c) La composante du champ ne dépendant que de 7, on peut découper le volume en portions d’espace

comprises entre 2 cylindres, le premier de rayon r, le deuxiéme de rayon r + dr, tous les deux de hauteur ¢. Le
volume élémentaire vaut alors : dr = 27fr dr. L’énergie magnétique correspondant a une portion de longueur ¢ du

cable est alors : R 272 2
1 * ol 1

szi///BQdT:L HoZ orrdr = £0 EIH&-

2#0 JJ 2/1'0 Jr, Amr2p2 47 Ry
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[Fiche n° 5. Equations de Maxwell

Réponses

5.3a).... ’ Ey cos|wt — kxle, + Egsin[wt — kz]e2

—Ey expli(wt + k2))
+iEy expli(wt + k2)]

Bed €)oot
BB ) 4t

BB €) ettt
5.5 £) e

- ddivE
56a).....cc0iiiiii. wo div 7 4+ €0 o (;V
t
5.6D) .. o div 74— Ho %
BuB C) ettt @
BT A) e
BT D) e [0]
BT C) e Oui
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BT €]
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5.9 D) L )
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BIOD) o non
BULO C) ettt oui
k —
Blla)...oooevvenenn.. an cos(wt — kz + p)ey,

5.11b).... ’ Eo+/Eopio sinh(y/Zopoaz) exp(—at)e, ‘

2-EO —>
) ~ 2,3 /cos(wt)eg dt
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2 2
512a)............ By sin(wt —kz+@)ez|  BABD) ... Bt Ey e
EopowW Ho €
5.12b)...... Bo cosh(y/Eopoz) exp(—at)e, 5.15 c) Ey, elkamwitvn) o>
\/m A C). i a e +Eoy ei(kz_WtJ'_wQ)e_y)
5.12 c) Bo cos(wt)e 1 (E i(k z—wt+1p1) >
A2¢) o > = e e
k2wr? 5.5 d) e ‘ ot v
—E i(kz—w 2 —:;)
BLB &) .ot @ 0y © c
d - - —i(kz—wt+1) 5>
BA3D) e —,uon—lfeg 5.15€) e, (EO-T € €y
dt 2 _EOy efi(k z—wt+pa) 6_;)
di R?
513 C) e —pon— —=¢g 3 >
dt 2 B, + E,
d BuL5 ) oo g
c
5.3 ). @ Ho
5.8 g)
dir_, g) @
B.A3€) i —lgn— =€q
dt 2 LQ2
B.16 A) .ot
di R2 N QSQS
5.A3 )i —lon— —=¢p
dt 2r R dQ
516 b) ...t — Q—e,
EyBo . - 26052 7 dt
5.14 a) .... | —— cos(wt — kz + @) sin(wt — kz + ¢)&2
1o
L _d
== L6 C) e _Lpde
5.14 b) - Z % cosh(Bz) sinh(8z) exp(—2at)es €05 " dt
0
5 56 A) e (©
— 2% cos(hz— wt + 1) En
5.15a).......... 5 516 C) oot ()
Ox —>
+——cos(kz—wt+1n)e,
c
Corrigés
5.1 a) Les trois premiéres équations correspondent aux équations de Maxwell-Gauss, Maxwell-Faraday et

Maxwell-Ampére. La derniére est une formulation de ’équation de conservation de la charge, qui n’est pas une

des équations de Maxwell mais une conséquence de deux d’entre elles.

5.1 b) La définition de 'intensité du courant électrique est : i(t) = %, donc dim(q) =1-T.
5.1 c) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a
= dim(F M-L-T? M
dim(B) = —9mU) -
dim(q)dim(v) I-T-L-T-' T1-T?
> F LL-T2 :
5.1d) Par analyse dimensionnelle de la force de Lorentz, on a dim(FE) = C(I;:Ill((q)) _M IL. TT = ?4 Ti'
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5.1¢) Par analyse dimensionnelle de ’équation de Maxwell-Faraday, on a

N . - . = = . —> . ) 1 ) 9 ] .
dim(rol(E)) = dlmL(E) = dm;SB) donc dim(F) = dlm(f) L_ M-I TT L_ j_ng

5.22)  Ona ||7cond| = lloEocoswt + @)|| < [[oEo| et || T aept|| = | —cowEo sin(wt + ¢)|| < [lcowEo|. Donc,

o 1%x10"S-m™?
5.2 b Onaa>1 «— K =
) f 2meg 2r x 8,8 x 1071 F-m~

o 1,0x 10°S-m™"
cow 88x1072F-m™! x1,0x10%°rad-s?

o 1,0x 107*S-m™!
cow 88x102F-m!x1,0x10°rad-s~ '

o 1,0x 107S - m™*
cow  88x107F -m~!x1,0x10°rad s~}

:=18x 10" Hz.

=11x10" > 1.

=1,1x 1017 dont l'ordre de grandeur est 1.

=1,1x10% <« 1.

E\ = Ep expli(wt — kz)]e, — iFEo expli(wt — kz)]e,
= Ey(cos(wt — kx) + isin(wt — kx))e, — iEo(cos(wt — kx) + isin(wt — kx))e..

Donc, E1 = Re(E1) = Eo cos|wt — kzle, + Eo sinfwt — kzle?.

5.5 a) On peut estimer le rotationnel selon un axe en observant si le champ de vecteurs « tourne » dans le

sens direct ou indirect. Si le champ de vecteurs ne « tourne » pas autour d’un axe alors le rotationnel est nul. Si le
champ de vecteurs semble « tourner » dans le sens direct alors le rotationnel est positif, dans le cas contraire, il est
négatif.

5.6 a) Avec la relation de Maxwell-Ampere et le théoréeme de Schwarz, on a :
OF div E
le(Hﬁ) = div /L07+E() Ho —=— | = Mo div 7+Eo o i .
ot ot
5.6 b) Avec la relation de Maxwell-Gauss, on a :
— — 8 £ —
div(r;)B):,uodivj—i—Eo,uo (5;):/10<di +%)
s . .= Op
5.6 c) Comme div(rot B) = 0, on obtient : div j + % 0.
5.7 a) En utilisant ’homogénéité, on voit que a est une longueur, en metres (m).

o’V 9V 9V W
= + + =—
ox? oy? 0z a?
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5.7 ¢) L’équation de Poisson AV = — P est vérifice en prenant p = 0 car ’énoncé impose un espace vide de
€0
charges.

Vv
On a V(z,0,0) = 242 : cest bol
5.7 d) na V(z,0, )—ﬁx : c’est une parabole.
En voici l'allure :
| T
5.7 e) Le champ électrique est donné par
E=—gradV = _ovV._, 9vV._, 8\/—; - QE(—we_x’ — 2yE; + 3282).

0 T T 9T a2

5.8b) Ona ¥ =we, A(ze, +ye, + z€2) = —wye, + wre,
5.8 ¢) En coordonnées cartésiennes, on obtient : rot ¥ = 2wez.

5.8 d) L’expression 55 Ty EZ(M) = // ﬁ(?}’)(l\@ - T dSqy sécrit, avec al = rdoes et W dSa = rdrdbez,
r bl
d’ou v27r = 4wmr dr, soit v = rw.

5.8 ¢) L’expression 7§ T ) -EZ(M) = // ESE(T)')(M) - T dSquy sécrit, avec al = rdfeg et @ dSo) = rdrdfez,
JT J ¥

a r a2
d’ou v27r = / dwmr dr +/ 0 X wrdr, soit v = —w.
0 a r

¢ AT avdar
sphere boule

r=R 0=2m o=
/ / (3a — 5br®)r? sin(y) dr df dp
= 0 »=0

0 =0

0]?)“ X [— cos(cp)];r X [ars — br5]?
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5.10 a) 1l faut vérifier que les équations de Maxwell sont respectées les unes aprés les autres. On a :

= O0E,  0E, OE. _ 0
ox oy 0z

__ 0B, |, 0B, n OB, —0

or Oy 0z

.H§_<8E26Ey)a+(aEzaEz)q (aEyaEz>q 9B,

dy 92 Oz or )Y O oy € =5 €, = Eoksin(wt — kx + @o)ex
88? = —Foksin(wt — kz + o)e,
e Enfin,
=B (aaByz B aaiy)e_;Jr (aix B 3£Z)e7,’+ (8£;y B aa?)a
= —%e_y) = —Ezjk2 sin(wt — kx + @o)ey
aa—? = —Fowsin(wt — kx + o)é, donc ao,uoaa—zf = —E0k2 sin(wt — kx + @o)ey

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.

divE = aaEyy

L’équation de Maxwell-Gauss dans le vide n’est pas respectée donc ce champ électromagnétique ne peut pas exister.

= —FEok sin(wt + ky).

5.10c) Ona

.
o div or dy 0z 0
. dB, = 0B, OB,
o divB = 3 By 9 = 0
[ ]
B = OE. 0E, e—>+<8Ez_8Ez)—> oE, 0, e_,__aEye_,+aEze_,
—\ oy 0z “ 0z oz )Y or dy =T 9z ° 9z Y
= Esksin(wt + kz + p2)es — Erksin(wt + kz + 1)e,
0B . _ . —
T —Esksin(wt + kz + p2)ez + Erksin(wt + kz + ¢1)ey
e Enfin,
oI 0B. 0B, e—>+(3BziaBz)_. 0By, 0B, e_,_iaBye_,JraBze_,
—\ Oy 0z * 0z ox )Y ox oy =T 9z 0z Y
2 2
= — Ejdk sin(wt + kz + ¢1)és + Ei)k sin(wt + kz + p2)e,
OE : ﬁ . s
5 = —Fiwsin(wt + kz + p1)es — wEs sin(wt + kz 4 ¢2)e, donc
FE 2 2
Eofto 6;5 = E;k sin(wt + kz + p1)és — Eak sin(wt + kz + p2)e,

Les quatre équations de Maxwell sont respectées donc le champ électromagnétique peut exister.

Réponses et corrigés



5.11 a) Le champ électrique est de la forme E=E, (2,t)es avec Ey(z,t) = Eo cos(wt — kz + ¢).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

OF,

B{(E) T oz

ey = Eoksin(wt — kz + p)ey.
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

B= /f rot(E) dt = onke‘y’/sin(wt —kx+p)dt = EoE cos(wt — kz + p)e, + Cste.
w

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.
5.11 b) Le champ électrique est de la forme E=E, (2,t)es avec Ey(z,t) = Eg cosh(y/Eopoaz) exp(—at).
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

E.
8(9;(3_; = Eo+/Eopoa sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e,.

D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

—

rot(E) =

B= /— E‘E(E‘)) dt = —Ep+/eopoa sinh( Eo,uoaz)e_y’/exp(—ozt) dt = Eo\/eopo sinh(y/Eopoaz) exp(—at)e, + Cste.

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.

5.11 ¢) Le champ électrique est de la forme E = E.(r,t)e: avec

E,(z,t) =

Eo
cos(wt).
or)? (wt)
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a

— = oE. ., 2
rot(E) = — 8: €% = 153

cos(wt)eg.
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday :

- N 2F —

B= /—rot(E) dt = _kTr(; /cos(wt)eg dt.
Comme &g est un vecteur dont I’orientation dépend du temps (base cylindrique), on ne peut développer plus le
calcul car on ne connait pas I’évolution temporelle de 'angle 6.
5.12 a) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bosin(wt — kz + ).

D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

rot(B) = 5% €z = Bok cos(wt — kz + ¢)éa.

D’apres I'équation de Maxwell-Ampeére vide de courant (7 = 6) :

1 — = Bok _, Bok
rot(B)dt = =22 [ cos(wt — kz + @) dt = —~
EoMO EoMo EoMow

sin(wt — kz + p)es + Cste.

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.
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5.12 b) Le champ magnétique est de la forme B= By(z,t)e, avec By(z,t) = Bo sinh(y/copoaz) exp(—at).
D’apres 'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes, on a

GB
82

D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :

F‘E(E) = —Bo+/Eopoa cosh(y/Eopoaz) exp(—at)es

E = . 1 rot(B) dt = V ozcosh(\/so,uoaz)e‘;/exp(fozt) dt
0Ho
By

cosh(y/Eopoaz) exp(—at)e, + Cste.

- VEOHO

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0.

Ce champ électromagnétique (ﬁ, §) est le méme que celui de la question b) de U'entrainement précédent, en posant
By

FEo = .
VEofto
sy =1 — CBO
5.12 ¢) Le champ magnétique est de la forme B = By(r,t)eg avec By(r,t) = L sin(wt)
r
D’apres I'expression du rotationnel en coordonnées cylindriques, on a
— 1 orBg _, cBy . N
rot(B) = R sin(wt)ez
D’apres I’équation de Maxwell-Faraday :
— — = cBo —>/ C3BO >
E = ot(B)dt = ———= S t)dt = cos(wt Cste.
€040 rot(B) eopok?r3 in(wt) k2wr3 (whez +

Comme le milieu est vide de charge et de courant, il n’y a aucun champ statique donc Cste = 0. Contrairement
aux cas précédents, on_ne retrouve pas le champ de la question c) de l’entrainement précédent : ces champs
électromagnétiques (E B ) ne sont pas solutions d’une seule équation de Maxwell et pas de 'ensemble (équation de
propagation!) donc il ne s’agit pas de champs électromagnétiques qui se propagent.

5.13 a) Le solénoide étant invariant par rotation autour de l’axe (Oz) et par translation le long du méme axe,

la norme du champ électrique ne dépend que de 7.

0B
5.13 b) L’équation de Maxwell-Faraday est r ot B = 50 On calcule d’abord le rotationnel de E. Le champ
10rE,
magnétique étant porté par (Oz), il reste : ot E=- 3 e
r Or
B di
On calcule la dérivée du champ magnétique par rapport au temps pour r < R : Bf = Hon dzzt €.
dir? dir
nfin, on a rFy pon -, 5 donc By = —pon 7, 5
5.13 ¢) Le champ magnétique étant nul a Pextérieur du solénoide, on a :
10rE, C
Zgre 0 donc FEog = —
r Or r
avec C' une constante. Il reste a déterminer cette constante. Par continuité du champ électrique en » = R, on a
C di R di R?
Z d C=—
R~ M@y 0N Ho a2
2
Ai E=- €s.
insi, on a pon g 5 €6
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- — E —>
5.13 d) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est ¢ E.dl =— / 9B -dS.

Nous sommes donc amenes & calculer la circulation de E sur le contour délimitant la surface 3 que 'on va choisir
et & calculer le flux de B & travers cette méme surface.

Pour que le calcul de la circulation soit simple, il faut trouver une surface dont le contour ne dépend pas de r, ainsi
le champ électrique sera constant sur ce contour.

Pour que le calcul du flux soit simple, il faut dans un premier temps trouver une surface dont la surface élémentaire
ne s’exprime pas en fonction des Varlables de B : B étant constant ici, la question ne se pose pas. Dans un deuxiéme
temps, on choisit une surface telle que B et le vecteur normal & la surface soient colinéaires afin que le produit
scalaire se calcule facilement : on choisit une surface perpendiculaire & .

On souhaite donc une surface de rayon constant r, perpendiculaire & &2, il s’agit donc d’un disque de rayon 7 et
d’axe (Oz).

5.13 ¢) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est 55 E-dl = —/ a5 ds.

On choisit comme surface ¥, le disque de rayon r et donc comme contour I' le cercle de rayon r. La circulation de
E donne :

yg E-dt= 2nrE(r, t).

B —
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : // o «dS =nr uonj— Finalement, E = —uon%%e

0B -(Té.

5.13 f) La forme intégrale de I’équation de Maxwell-Faraday est ¢ Edl=— //

On choisit comme surface X, le disque de rayon r et donc comme contour I' le cercle de rayon r. La circulation de

E donne :
?g Edl= 2rrE(r,t).
2 o di . - di R? -
Le flux de la dérivée du champ magnétique donne : dS =7R pom - Finalement, F = —Hon g 5 €
5.14a) Ona
= 1 _,  FEoBo . —>
Il = — FEgcos(wt — kz + p)es A Bosin(wt — kz + ¢)e, = cos(wt — kz + ¢) sin(wt — kz + p)ez

Ho 1o
L’énergie se propage dans une direction orthogonale & celles des champs électrique et magnétique.

=
I

iEo cosh(Bz) exp(—at)ez A By sinh(8z) exp(—at)e, = _EoBo cosh(Bz) sinh(8z) exp(—2at)e,
Mo Ho

L’énergie se propage dans une direction orthogonale a celles des champs électrique et magnétique.

5.15 a) Pour une onde plane progressive, on a la relation de structure :

B_FAE_@rE 1| g 1Ty
w C C 1 Ez C 0

On en déduit : B = _Boy cos(kz—wt+12)es + %cos(szwt+q/)1)e_;
c c

318 Réponses et corrigés



5.15 b) Le vecteur de Poynting est donné par :

-2 -2 Ez 7Ey 0 2 2
E E
ﬁ’:E/\B:L E, A E, :L 0 :Qe‘z’.
Mo Ho € 0 0 Mo € Ei —‘y—E; Mo €

- o —

E=F, exp[i(k -?fwt)] :Eo expli(kz — wt)]

Fad iy — i —> . A ) . P .
avec Bg = Fogze "' e + Eoye "2 ey ; Eo est 'amplitude complexe du champ électrique.

—>x 1 —i _ —i —
5.15e¢) On en déduit le conjugué : B = — (EOx e ikzmwitv) o> B e ilkzmwitya) e_;).
c

5.15 f) Le produit vectoriel E A E* vaut :

* i - —> i(kz—w —> 1 —i(kz—w —> —i(kz—w —>
E/\ E = (EOI ik z—wityn) €z + Foye (k t+2) ey) A (E(EOI e ik ) ey — Eoye (& tH2) ez)>

c
1 = =« FE2.+E2 _
On en déduit le vecteur complexe — E A B o Oy
2 po 2p0c
5.15 g) Avec (cos®) = =, la valeur moyenne du vecteur de Poynting I vaut :

_ B+ By

z

<1—_[>> _ <(E()z cos(kz —wt+ 1)) + (Eoy cos(kz —wt +12))° e_’>

o € 2o c
%
La valeur moyenne du vecteur < = > est identique : on peut donc choisir I'une ou 'autre des deux méthodes.
o

5.16 a) On intégre la densité volumique d’énergie électromagnétique dans tout le volume V séparant les deux

B EOE2 B Q2 B Q2 B LQ2
£= ///v 7 4= //v 32057 17~ 2205219 = 257

armatures :

- E B 20567 25 dQ _,
516b) Onafi— /B _ 9725 7 R _,dQn
o Lo 2e0S2 7 dt

5.16 ¢) On cherche le flux sortant du vecteur de Poynting & travers la surface X du cylindre de rayon R et de

hauteur L formé par les deux armatures du condensateur soit

> — R dQ LwR? _dQ L dQ
.dS =— ¥ «2rRL = — - - _ ==
#Z S0z <R 2052 Tdt | 28t
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a(LQuﬁ)
516d) Ona 2 — 205 L dQ

- L aQ
ot = ot 25,5 W g ()= 2

5.16 e) Ona%Jrqb:O.

En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski, qui dit # o.ds

ds = /// div I dr et en utilisant que € = /// edr,
= v %
on obtient : o 5
// —ed7+///divﬁd7:0 done L 4aivil = o,
v Ot v ot

ce qui correspond au théoreme de Poynting en I’absence de courant de conduction.
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Fidl 56 Tndiction

Réponses

6.18) oot €, 6.5 C) i dS =rdfdr
— 2 3
6.1 D) e 65d) oo 27TBO<R_R)

2 3a

a2
6.1d). ..o €y 6.5 €) 27rBog
6.1€) i g(e‘y’ +e2) 6.6a). .. BrR? cos(wt)
B.6 D) .. [0]
2
6.16) ——(e, +e€2) 2
2 "7 8.6 C) e fBgR
B2 ) .. @

V3
6.2D) . aucune 6.6d).....oo TBWRZ
6.2 C) ettt @ 6.6 €). ..
6.2d) . i (a) 6.7 ) (a)
6.3 8) i oui 6.7 D) @
6.3 D) i oui NI o

a a
6.3 C) et non 6.7¢C). i MOQF ln( d >
6.3 d) i non
N2
6.3 €) L oui] 6.7 ). “02 | (d;a>
™
6.3 1) non
64 8) oo [0] 68a) ©
6.4b) o 6.8D) . i Bowsin(wt) =
B4 C) —B?
) 6.98) i (©)
6.4d) . |—B(a— (z. — )/
6.9D) (a)
B4 €) oo [0]
6.4 ) 6.10 8) ... ©
6.4 B) i —aBI
g 6.10 D). o
6.4 M) h+j(mw — 2)
6.5a) . ... ’wR B, cos(wt) ‘ 6.10C) oo (©
6.5D) 7a* Bin OS(WE) | 611 a). oo —Ri?
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d
6A1D) o m“d%) L] BT @
iE B.18 ) ..t M)
6.11C) oo — 4Py
d 6.18b) ...
6.128) s Ba) !
. L — 1 — -
6.12b) . m dt
120C) i jaBe, di  (Ba)?
6.12 c) 6.18d) ... d—z+(a) =0
m
6.12d) o
= di (Ba)® 1
18¢€) ..., — —|i=
B.12€) it 6.18 ¢) Rdt+<m +5)i=0
6.138) .o
d?i di (Ba)* 1
6.18 ) ..... L— +R— + +=]i=0
6.13b) ... —i?aBe_z’ ) dt? dt ( m C
B.19 8) ..o
6.13C) i z?aBe_; ) ®
t
6.14a) ... 6.19b).............. g;0+Ba(t+7—e 7'7')
6.14b) ...
814 C) ot 6:202) oo ®
614 d) ... 6.20 D) ... b
614 €)oo O 620 a). oo @
B.14F) oo (@] 6.21b) ...
604 8) oo @] 6:228) ®
dv B2€2 6.22 b) ...................................
6.158). .o — v=0
dt R t
6.22 C) oo -B-S
6.5 D) (© T
BS
dv(t) B2/2 BIE 6.22d) .. -
6.162)............. () = ——
6.22 €) .. 300 mV
E
A6 D). TBO| 6.220) ®)
d2i(t)  rdi(t) B2 6.22 8) o
6.174a)........ =t Tt =0
BSt
6.22 1) . -
61T D) (a) T
BS
617 C) o 6.22 1) . -
0 © i ’
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6.22 ) .. 300 mV d
j) = 6.23D). ..o mvd—: + kav + av?
6.23 ) .. Ei — Ri*
dE, dFE
6.23C). ... 5 +d—t"+7>f+PJ
Corrigés
6.1 ¢)

6.3 a) Il y a trois facons de modifier un flux : modifier la surface, modifier le champ, changer I’angle entre le

N . = - \ . ra .
vecteur normal a la surface et le champ. Ici, comme BA 7 = 0 &t = 0, les deux vecteurs sont colinéaires. Comme
—
le cadre tourne autour d’'un de ses cotés , 'angle entre 7 et B va varier au cours du temps.

6.3 b) La surface ou le champ est non nul augmente au cours du temps tant que le cadre n’est pas entierement

dans la zone ou regne le champ.

6.3 ¢) Le produit scalaire entre E(t) et 7 est nul.

6 3 d ) ...... Nl la Surf ace’ n l Pangle ent re E Et ﬁ ne Varle ...........................................................................
6 3 e) ...... La Su rf ace var le ...................................................................................................................
638 e fant pas confondre ls termes « uniforme » (ne varic pas dans Lespace) et «constant » (ne varic

pas dans le temps).
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6.4 b)

6.4 ¢)
6.4 d) y
/4 :
-—>
—
o OB
> T
z Teqg+1
a
R 27 R 27
6.5 a) Onad® = / B, cos(wt)r dr x d0 = B, cos(wt) / rdr x dé
r=06=0 r=06=0
a 27 a 27
6.5 b) Ona® = B cos(wt)rdr x df = B, cos(wt) rdr x df
r=00=0 r=060=0
R 27 R 27
7,2 R2 Rd
6.5 d) Onaq)/:/ Bo(l—f)rdrdefBo/ r=" Y arx a0 =2mBo| % - o |.
r=060=0 r=060=0
a 27 a 27
/ T 7‘2 a2
6.5 e) Onad = B()(l—g)rdrde:Bo r—; dT><d9:27TBO€.
r=0 0=0 r=060=0
6.6 a) L’angle entre la normale a la spire et le champ magnétique B étant wt, le calcul du flux s’écrit

o= //s B-wdS= //S B cos(wt) dS = B cos(wt) //SdS = BrR? cos(wt).
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2
6.7 d) Le flux propre a travers les N spires sera w ln(d —c’l_ a) =LI.

™
6.8 b) On a d(rf(r)) = Byrwsin(wt). Donc, E = / Bor'wsin(wt) dr’ = Bow sin(wt) / v dr'.

r
=0 r’'=0
s s . . . R . . dv . . B a®’B%v

6.9 b) Chaque terme de I’équation doit avoir méme dimension. Or T a pour dimension , donc i a

2 2

_ B

pour dimension L - T™2. On déduit la dimension de
2 2

en divisant L - T~ 2 par la dimension de la vitesse L - T™ .

. . —1
a pour dimension T °.

dt

6.11 ¢) D’apres les questions précédentes, on peut égaliser les deux expressions de Bavi; on a donc

2 dv dv | L. 1 d? _dy1
Ri =mu fv donc f’U—mvdt—i—Rz =5m +Pj—dt<

6.12 ¢) Dans le cas d’'un champ uniforme (égal a la méme valeur en tout point de 'espace), la résultante des
forces de Laplace s’exercant sur un circuit fermé est nulle.

6.13 a) Le champ magnétique B et le vecteur (ﬁ) sont tous deux portés par e;. Le produit vectoriel QR A B

, e
étant nul, on a F1, = 0.

—

6.14 b) D’apres I'expression du couple des forces de Laplace, on a TL=MAB: = 1Se, A Be, = —IBSe;.

|

ol

6.14 ¢) D’apres Uexpression du couple des forces de Laplace, on a FL = ./T/l> A By = ISe, A Bey =
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6.14 ¢) Le couple des forces de Laplace produit par E; est orienté selon les x > 0, d’apres la regle de la main

droite, la spire va donc tourner autour de I’axe (Oz) dans le sens direct.

6.14 f)  Aucun couple calculé plus tot n’est orienté selon €, il n’y a donc pas de champ magnétique qui provoque

une rotation de la spire autour de I’axe (Oy).

6.14 g) Le couple des forces de Laplace produit par E{ est orienté selon les z < 0, d’apres la regle de la main
droite, la spire va donc tourner autour de I'axe (Oz) dans le sens indirect. Il n’y a donc pas de champ magnétique
qui provoque une rotation de la spire autour de 'axe (Oz) dans le sens direct.

B¢
6.15 a) L’équation électrique permet d’établir que i(t) = % En injectant cette relation dans I’équation

mécanique, on obtient

v B
dt R

22
l
av(t = 0) = vg, donc A exp(0) = vo et donc A = vg. Ainsi, on a v(t) = vg exp (— 7 t)
. . s L, . .. Btu(t) . ,
6.16 a) On isole i(t) dans I’équation électrique pour obtenir i = + —. En injectant ce résultat dans
r r
I’équation mécanique, on obtient
du(t) B2¢? BIE dv(t)  B2%¢? BIE
= — t) — d t) = — .
mdt rv() r © dt +mrv() mr
. . . . . - . du(t)
6.16 b) La vitesse limite viim correspond & la vitesse atteinte en régime permanent soit quand a 0.
22
On a donc ﬂvnm = fB—éE. On en déduit viim = 7£.
r r B¢
A . s Lo . 1 di(t) | . e s . L
6.17 a) A partir de ’équation électrique, ona v = Bi L a + 7i(t) |, qu’on injecte dans I’équation mécanique.
m d [ di d* | rdi  B*?
On obti ——(L— '):fBZ', t ainsi — + — — i = 0.
n obtien Bl di dtJrrz 1, € alnSIdt2+Ldt+mLZ
r? B 1 1x1072

6.17 C) On calcule son discriminant A = ﬁ — mi = 07 25 X m =

6.17 d) Le discriminant étant négatif, les racines complexes sont

r B%p? r? T

1
—— 1 4i24/4 r __T 4
Pre="orp =0\ L T 12 oL

B2 42 .,
- — ient i(t) = e 2L i
o il R On obtient i(t) = e~ 22" (a cos(wt) + B sin(wt)).

6.18 a) Avec la régle de main droite, en utilisant 1’orientation du contour, on oriente la surface pour le calcul

du flux (suivant —e;). La source de tension induite de fém e a une polarité (sa flecche tension) dans le méme sens
que ’orientation du contour.
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6.18 ¢) D’apres la question précédente, % = %(E — Bai — Ri) = —Bai — R%. Comme & = %i, on a
2 .
du_ (@02, pai
dt m dt
Ba)? . . Ba)?
6.18 d) Le dipéle 1 est un fil, sa tension u est donc nulle, ainsi 7( e) 71— R% =0, ou R% + ﬂi =0.
A . . L du du ) .
6.18 ¢) Le dipdle 2 est un condensateur traversé par un courant d’intensité i = CE’ soit Frinireh D’ou
i (Ba)® di di (Ba)?  1Y.
c= —— Rdt et donc Rdt+ m —|—C i=0.

6.18 f) Le dipole 4 est une association série d’une bobine et d’un condensateur. La tension & ses bornes est donc

. 2. 2. .
u= L% + uc avec uc la tension aux bornes du condensateur. Donc (31—1; = % + dg—tc = % + % D’ou
d% i (Ba)® . _di d%i di (Ba)®>  1Y.
L@-’—a—— m Z—Ra etdOnC L@+RE+ m +6 'L—O.

6.20 b) Chaque terme de ’équation doit avoir méme dimension.

On pouwvait aussi exploiter le fait que [%} =T 'et[g=L-T?

27N 27N
6.21b) Ona I} = / iRd0& A (BE)) = —iRB 02 = —iB2rRNE.
6=0 6=0

6.22 a) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit éing, soit

horaire, donc elle est orientée dans le méme sens que E.
6.22 b) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon —ez, S étant positif,
il vient que g = —Se,.

6.22 ¢c) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B+ S = B—e;+(—Se;) = —B-S.
T T

at ~ 7 dt -

6.22 ¢) D’apres la loi des maillesu =FE +e=FE + B—S D’ou
T

2T
u=200x10"3V + T 500 x 10~* m? = 300 mV.
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6.22 f) La fleche de tension de la fém e induite est orientée dans le méme sens que le courant induit éinqg, soit
anti-horaire, donc elle est orientée dans le sens opposé a E.

6.22 g) D’apres la régle de la main droite, le vecteur surface du circuit S est orienté selon €2, S étant positif, il
. =2 —>
vient que S = Se..

t —> —>
6.22 h) Le flux magnétique traversant le circuit est tel que ¢ = B-S = B-e.+Se; = —.

3
N

1d(Bt B
6.22 i) La fém apparaissant dans le circuit est telle que e = —i—f =—— (dtS) 5
T T

B
6.22 j) D’aprés la loi des maillesu = F —e=F + —S D’ou
T

_ 2T _
uw=2,00 x 10 3V+1—S x 500 x 10”*m? = 300 mV.

d
On a donc Ei — Ri® = mU£ + kzv + aw® et donc

) dE. 1, dz? dE. d (1
FEi=mv

d’U 2 .2 2)
ey = —h— Py = = (zk P+ Py =
g Thevtav + Ri o T3k +Pe+P;y TR TAC L RA R
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IF'iche n° 7. Ondes électromagnétiques I

Réponses

% Y T6C) e ’ k%Eq cos(wt — kx)e,
14
TLD) e 5% 10MHyz | Eosin(ﬂ—y)(fﬁcos(wtsz)
T7a)........ a a
7.1 C) ............................... 1 x 10_1 m +ka Sjn(wt — kz))
TAd) 1x107%0g
E, cos(ﬂ—y) (Ea cos(wt — kz)
- E2S|  TTb) ... a/\a R
2 A) i0c —k sin(wt — kz))ex
- 2
T2 D) Ix107°W - — Ey cos(wi — kz)((g) " kz) «
JTe) .
T2C) i ’Ampoule classique‘ (cos(g) + asin(@))e‘;
a a
2uo(P
TeBa) i By = polP) T8 a) ot @
cS
T3 D) oo @ T8 D) —AFE
1
— i — e o8 C) et =
Tda)...oooiiiiiiiii. ’ wEp sin(wt — kx)e, ¢) ¢ Jligo
TAD) ’kEO sin(wt — kx)e; TuD8) oo
7.4 C) ........................................ 7.9 b) ............................... signal ne 2
TAd) R Eycos(wt — ke m.ge).
Tede) oo ’ —w?Ey cos(wt — kx)e; TA0 Q) oo
T5a). .o, —wBy sm(ﬂ) sin(wt — kx)eZ 7.10 b) Stationnaire, donc
a’s 1 ST non progressive et harmonique
T\ . — . :
75b)....... k By sin ; sin(wt — kx)e, 710¢C) . i, Progressive et harmomque‘
11
75C) it IBO cos(Ly> cos(wt — kx)e; 7 @
a a
Wy TA22) (a® +k*E
75d) ... —w*By sm(—) cos(wt — kx)e,
a TA2D) . ~w’E
7.5€) ... —k*By sm(@) cos(wt — kx)e, W2
a TA2C) e k== -a’
c
2 Y
750 (%) Bosin(%7) costet —ka)EZ | pazay Oui
7.6 a) ........................................ @ 7.13 a) ................... - bln(wt o kr)ego
T6Dh) ’ —kEq sin(wt — kx)e_y"
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ak . 2
TA3D) e o cos(wt — kr)e, TA8A) e 6002a cos?(wt — k)&
r
TA3C) e t 2
¢) @’ @ ¢ @ TA8D) e 6(:; cos?(wt — kr)
A
Tdda) g=ct—(2p+ 1)1 TA8C) et ’471’500(12 cos®(wt — kr) ‘
T14D) oo T =qa E
= [ — ksin(ﬂ) cos(wt — k2)e,
ToA5 8) oo wE| T19a)..... ve_ e
—= cos(—) sin(wt — kz)e?}
T A5 D) oo —jk.E, a a
E2 1
TA5C) e _.]kZEaje"l;—"_Jk’l/Exe—Z’ —Osin(ﬂ:) [7 sin(%’”)cosQ(wt—kz)e‘;
L 7.19b)....| Ho e
TAB ) e —K°E ~ L cos(%2 ) costwt — he)sinfut — k2)e3
TA5€) E3
°) @ 710 €) e et} sin2<E)e_Z)
a
TAB ) (a) r200) &
20 8)
0 3 T (© | &
T.20 D) o
TABh) e ®) 7200 o
200C) e
c
TAG ) A /| _ @)2 T.200d) .. @
w
720 €) et (©
wo 2
TABD) e Ve = ¢ 17(?) T20F) o @
TATa) £0cEq cos™ (W —KY)E) | 720 g). Lo ®)
TATD) oo ’ e0 B2 cos® (wt — ky) ‘

Corrigés

—

7.2 a) La puissance rayonnée par le LASER a alors pour expression P = //ﬁ +dS = IIS. Le vecteur de

Poynting vaut = = 2 2
- FKEAB E R E o
I = =2 cos®(wt — kx)é: A ey = =2 cos®(wt — kx)é.
Mo Hoc Hoc
1 E§S
En moyenne, puisque (cos2> = —, onaalors : (P) = —2=.
2 2u0c
1%102V2.m-1.1%10-° 2 10—4 B
7.2 b) Numériquement, on a (P) = X107V m x 10 "mm _ 10 W=1x10"W.

2(4r x 107"H-m™ 1) (3 x 10*m-s™') 750
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7.3 a) La puissance moyenne de I’onde s’exprime en fonction de la norme de By :

2047 x 107" H -m™ 1) (1
7.3 b) Numériquement, on a By = \/ (4m ><2 0 8m )(_IW) = 1x 1078 T. Le champ terrestre est plus
Im”-3x10°m-s

intense que le champ de ’onde radiofréquence.

—
. . . . —> 7
L’unique composante de F, ici suivant e;, ne dépend pas de z, donc

B_0B. 0B, OB . ..o o

div B = oz Jy + 0z
—= (0E. O0E,\_, O0E, OFE.\_ 0E, OE;\ _ .
7.6 b) OnarotE—(ay 52 )ew—l—(az B )ey—l—(aﬂ7 3y )ez,cequldonne

ot E = (0 — 0)es + (0— aaE;)e_y’—i— (0 —0)ez = —kEo sin(wt — kx)e,.

On a KE = AE,e, + AE e, + AE.e;. Ici, comme E, = E, = 0, il reste donc

N 2 2 2 2
AE = AE.e] = (a B,  OF +a Ez>e—’ <8 E +0+0>e—;.

ox? 0y? 0z =7\ ox2

2 —>—>
Enfin, comme on a % = (—k)?Eo cos(wt — kz) = k*Eo cos(wt — kz), on a AE = k*E cos(wt — ka )&l = k*
x

divE = O, | 0B, + OF: _ ~Tr sin(@> cos(wt — kz) + kaEy sin(ﬂ) sin(wt — kz)
ox y 0z a a a

=FEp sin(%) (—g cos(wt — kz) + kasin(wt — kz))

7.7 b) On a
=z _ (0B 0B, e_,+<aEw_aEz>e_,+ OE, OE.\ .,
T\ oy 0z ’ 0z ox )Y oz dy ?
_(OE. OB\ _, e o (OB OB\,
= < oy 3 )ez +(0—0)ey + (0 —0)ez = < 3y 5% )ez

En calculant les dérivées partielles, on trouve
—

tot E = (zan cos(@> cos(wt — kz) + kEo cos(@) sin(wt — kz))ez
a a a

= Ep cos(%y) (ga cos(wt — kz) + ksin(wt — l<:z))e_gc>
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7.7 ¢) Ona AE = AEe, + AEye, + AE.e;. Ici, E, = 0, il reste donc

- R - 9*E, 0°E, 0°E,\_, &*E, a
AE=AEe, +AEe = ( 8:10;/ + 8y2y + 8z2y ey Ox? + €z

_ 0+82Ey+82Ey a4 0+82Ez+82Ez > 0’E, +32 . aEz >
B Oy 022 ) Oy 022 ) 7\ Oy? 822 Cy 8 922 ) %

En calculant les dérivées partielles,

82Ey 82Ey e 2 7Ty
By 922 - (E) Eo COS(;) cos(wt — kz) — k*Eo cos( ) cos(wt — kz)
2
= - ((W) + k2) Ey cos(ﬁy> cos(wt — kz)
a a
. PE aQEz__(z>2E n(ﬂ>co(t—k) K oF, n( ) (wt — k=)
e RIE 5.2 aEosin( — s(w z akEysi cos(w z

7.8 a) L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit rot £ = ~ En lui appliquant le rotationnel, on obtient :

IR o —>s OF ’E

rot(rot E) = —atrotB:—at( 00— BT > MOEOW
ou l'on a utilisé ’équation de Maxwell-Ampére dans le vide. Ainsi, o = —poeo.
........................................................................................... R S
7.8 b) Gréce a la formule du double rotationnel, on obtient : rot(rot E) = grad(divE) — AE. Or, d’apres
I’équation de Maxwell-Gauss dans le vide, on a div E=0. Donc, r?f(gf E) - AE.
7.8 ¢) Les deux formules obtenues précédemment donnent

27 2
—AFE = —,U,()&‘OW soit AL = o Ton avec = = ppep dou c= T

7.12 a) Le champ électrique n’a qu’'une composante selon ¢, qui dépend de z et de 2.

Ainsi, le laplacien vectoriel s’écrit :

K_’_62 Y > 8Ey—>_ d? . —> . d?
E= 92 Y + 52 v = Ey cos(az)@(sm(wt — kz))e, + Eosin(wt — kz) — 2 (cos(az))e
2 2 N N
avec (sin(wt—kz)) = —k° sin(wt—kzx) @(cos(az)) = —a’ cos(az). Ainsi, AE = (—k*—a°)E = —(k*+a*)E
82 ? k — 2 k 2
7.12b) Ona: o Eo cos(az) = (sin(wt — kx))e, = —w” Ep cos(az) sin(wt — kx) —w°FE

332 Réponses et corrigés



2 w?c? 1

7.12 d) La relation de dispersion précédente se réécrit : Y - Yl otvy =YL= .
k2 w?-—c2a? Tk 2
1— (ca )
La vitesse de phase v, dépend ici de la pulsation w : il y a donc dispersion.

- = — . e s . — —> —>
7.13 ¢) Les vecteurs (k, E, B) sont respectivement colinéaires aux vecteurs (e, €g, €,) donc le champ est trans-

verse électromagnétique et forme un triedre direct.

7.14 a) Pour que cos(wt —kz) = 0, il faut que wt —kz = (2p+ 1)% avec p € Z et donc que z = %tf (2p+ 1)%
2 A
Or, dans le vide k = - 777 dott z =ct — (2p + 1)1 La structure est analogue & une onde progressive selon z.
c

7.14 b) Pour que sin(g) =0, il faut que ™ _ qm avec q € Z et donc que x = ga. Ces plans sont indépendants
a a

du temps comme une onde stationnaire selon x.

7.15 b) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur I'axe . On a donc

- E j - hgd — - vz .
divE = OE, explj(wt gxx kyy — k2 z)] - kE

= _ijEze_z; + JkyEze_;

&=

7.15 ¢) Seule composante E, de E est non nulle. Donc, ro

7.15 d) La seule composante non nulle de E est la composante F, sur 'axe x. Donc,

AE = A(exp|—j(kex + kyy + k-2)]) E, exp(jwt)es
= [(=ika)® + (=iky)* + (=ik2)* exp[—i(kow + kyy + k22)] E, exp(jwt)es = —k’E.

Réponses et corrigés 333



2 _ 2
7.16 b)  On différentie la relation de dispersion donnée : on a d(k*) = d (w2wo>’ donc 2k dk = 2—‘; dw, donc
c c

2 2
dw o2k _ ¢ N . L wo
— = ¢ — = —. On en déduit ainsi, grace a la vitesse de phase trouvée précédemment : vz = c{/1 — (—) .

dk w Uy w
= E: A § 5 2 — —> 2 —>
7.17a) Onall= = — cos” (wt — ky)ez A ez = eocEq cos” (wt — ky)ey avec poegoc” = 1.
1o froc
E* B E 5
7.17Db) On a wem = 502 20 502 0 cos®(wt — ky) + 2M0002 cos®(wt — ky) = eoEg cos®(wt — ky), avec
pococ” =1
= E A E 2 — = —>
7.18a) Onall= = 3 COSZ(UJt —kr)es Neg = 50(:2a cosz(wt — kr)e; avec ,uoeoc2 =1.
Ho Hocr T
E2 B2 2 2
7.18 b) On a Wem = 802 20 520a2 cos” (wt — kr) + 2#(?02 5 cos(wt — kr) = 3 cos®(wt — kr), avec
pogoc” =1

7.18 ¢) On calcule la puissance rayonnée, avec ds =r? sin(@) df dype, :

2 2
P= // 60:2(1 cos®(wt — kr) €+ r2sin(0) d0dp &, = // EOC;L

. cos® (wt — kr)r? sin(0) do de

2 2 ™ 27
coca cos®(wt — kr)r? //sin(@) dody = 5002(1 cos® (wt — kr)rQ/ sin(0) d@/ de.
0

2
T T 0

La double intégrale donne 47, donc I'expression de la puissance est :

oca’
P=dr—; cos’ (wt — kr)r? = dmegca® cos® (wt — kr).
r

7.19 a) Avec ’équation de Maxwell-Faraday, on a

E E
9 Yer+ &e_; = —kE, sin(ﬂ) sin(wt — kz)e, + ZEo COS(E) cos(wt — kz)ez = ——
0z ox a a a

7.19b) Ona
-~ EAB E, E,B._, E,B._,
II = A = vy A (Bzez + Bze—;) = 2+ yiez
Ho Ho Ho Ho
2
_ B [l sin’ (E) cos”(wt — kz)ez — — cos(—m) sin(—) cos(wt — kz) sin(wt — kz)e‘;}
to Le aw a
E3 1 )
== in(ﬂ—> {f sm(—) cos”(wt — kz)ez — — cos(L) cos(wt — kz) sin(wt — k'z)ex]
Lo al/le a
Eg o[ TX s socEg 2 s 2
7.19¢) Ona <H> = ——sin (—)ez = (—)ez avec poeoc” = 1.
2uoc 2
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7.20 b) L’onde associée a Eg est circulaire droite se propageant selon —z.

E cosacos(%rT)e_'

0 (== )ea — .

7209 OnaFi(t=3,:=0) = s =me(F) S
3 Eosinacos(?g)e_y’ sin ey 2 | sinae,.

Le vecteur est opposé au cas initial donc d’angle o + 7 et la norme est réduite de moitié d’ou le cas @

Bi(t=1.2=0) = oexp (557 +0)| @ — &) = Boexp(i5 ) exptio) @ - )
4 T 4 2
= Eoj exp(ja) (éx — jey) = Eolcos(a) + jsin(a)] (jez + &y)
B {Eo sin(a)es

Eo cos(a)ey,.

Le champ est déphasé de g par rapport a l’angle initial d’ou le cas @

T
Eocos(———&—a)e‘gg> Eocos(f—i—oz>e‘gc> _E —
7.20 h) OnaE4(t: Z’Z:O) = ot _ 27r _ { osm(a)ei
4 —Ey Sin(—T i a)e_y’ —Eo sin(5 - a)e_y’ —Ey cos(a)ey.

. ™ N
Le vecteur fait un angle o avec le vecteur —e_y’ et 5 + « avec e, d’ou le cas @
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I[F'iche n° 8. Ondes électromagnétiques 11|

Réponses
8L &) i 02 ,
6d) ... (1+n?)
Bl D) non 4
S T oui E? e
) = BT a) et 0 o~%er
8.2 a) R o)
208) k= 7
8T D) et ]
3
8.2 D)t B= Py
— B, ?
PR 8.8 ;0 Re(n)es
—w HoC
8.2¢C) k=
X _ i W2 — w2
o 8.9 k= ——
8.38). i P ( + iw) ¢
P\
810 8) . .oeee e divE =
8.3 b -9 o OF
. ) ...................... 1wp _E - Slob) ................. rot B = pugvE + 25
i [ 2 ~ 10°E OF
84a)................ + 0= A0c).cooiiil AFE — —— e
a) avec oW 8.10 ¢) 2o~ Mg
S T ) [non |
8ADb) it +i— w2 — w?
S O 0 non
7w 811 C) e
84 C) i + 811 d) e oui
c
B2 a) . i oui
84 d) . +—
) c 812 Db) .o oui
8.58) 1 eee e v, = ¢ _ B 12C) et oui
1_ ‘Lz; 812 C) ot oui
w
B 12d) . i oui
w2
85b) ... vy =c 1—- 22 B 13 a) .ttt @
Wp
5 8 A3 D) i (a)
86a).....coviiiiiii. — cos?(wt — kz)e;
Hoc 81BC) et ()
2
8.6 D). nEQ &l 8ada)
2uoc
Ho BAAD) o
E2
8.6 C) .......... 502 0 (1 —+ n2) COSQ(wt — kz) 8.14 C) ..................................
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1 8
r+l1= t et 2
8.158) vt BI6d) ... 9 et 9
ny —rny =tne
EP? o (7
- 817 a) .. oo = Re(k: )
r= 7’”1 n 12 ) 2#0&} -
n n _—
8.15b) ... P —
__2m E["|r] 2
IR D) Re(kl)
1T 3 LA ) ‘E|2|°;|2 -
816 8) ... S Re(E>)
How
1 4
BB D) ot —et - k
3 3 BT C) v Ir|? et |t|? Re<2>
ky
8.16 ¢) L
C) -
2
Corrigés
8.1a) La premiére équation indique que @ et b doivent étre orthogonaux. Les deux équations suivantes
indiquent que @ et € sont orthogonaux et de méme pour b et T
8.1 b) Les trois vecteurs doivent étre orthogonaux et le sens de € doit respecter la régle de la main droite, ce
qui n’est pas le cas ici.
8.1 ¢) Les vecteurs @ et b doivent étre colinéaires et orthogonaux a €.
E o 0E -
8.2 a) Ona%—?ziwﬁe %Z;:—EQE
3 R 370 =
8.2 b) On peut écrire at; = —iw’E et 882? = —ik*E
827 27
8.2 c) On a Sz =Y E
8.3 a) En régime sinusoidal forcé, I’équation de conservation de la charge devient, en tenant compte de la loi

d’Ohm locale, s’écrit iwp + gdivE = 0. Avec I'équation de Maxwell-Gauss, on a p (E% + iw).
= —\&o
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1
8.4 a) Siw <K = K wyp, alors :
T
2 2 2 2 2 2
w wiT w?  woT Wi T
=2 it | 22T T, :
- c2 [ —HwT(lin)} c2 w c? W=l fow
En utilisanti:( i) ,on en déduit k =+ \;;./ozo,uow::l:%.
8.4 b) Si - €K w < wy, alors :
E—wj 1+ wf’T? ~ i 9’%72 _e e
c? T(l—iwT) c? —iw? 72 c? w?
2
11 vient ainsikz:i:iE —1+—§
w
8.4 c) Si - K wp < w, alors :
T
2 2 2 2 2 2 2
k2_—2 - o N: LT e W -w
2 wr(l—iwT) c? —iw? 72 c? w? c?
w2 — w2

1
84d) Si- < wp<Kw, alors
T
2 2 2 2
Ezzuﬁ i T N: LT oﬁ
2 wr(l—iwT) 2 —iw?7? c?
Il vient ainsi E::I:E.
c
w? — wi

8.5 a) Si w > wp, alors k% > 0 : le nombre d’onde est réel. On a k" =0 et k' = +

Le champ en notation réelle a pour expression : E = FEy cos (wt —K z) €2. L’onde est progressive et sa vitesse de

phase vaut :

w Cc
Vo = 7 =
K| w2
w2

d
CY En dérivant la relation de dispersion, on obtient :

8.5 b) La vitesse de groupe est définie par vy, = Ik
|| wp
vy = ¢ o= - w—’;’
= FEAB nE;
8.6 a) Onalf= 22 _ nE0 cos® (wt — kz)e2
o o
=3 ’I’LES 2 —> nEg —>
8.6 b)  On peut écrire <H> = <cos (wt — kz)>ez = €.
Loc 2uoc
ek* B eoBy | n’E§ 2 22 2
8.6 = — = t—kz) = 1 t—k
c) On a wenm 3 5 ( 5 + Si0c cos” (w ) 5 ( +n )cos w z)
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2 2
8.6 d) On peut écrire (wen) = 2 (1 + n2)<0052(wt — kz)> = Eofo (1 + n2).

2
8.7 a) On a
— EAB 2 x
H:E/\B By ef%[cos(wtff)sincutf )Jrcos (wtff)}e_;
Ho Howd 1) ")
= Eg _2z
donc <H> = Si0wd 3 ey.

A E. . E,?
8.8 On a <ﬁ> = — Re (Egel(wtkz)e—;/\ n()el(wtkz)e—y»> _ : Re(|E0|2 ﬁe—;) _ % Re(n)e‘z’

C

=1
2

[0

— 8 —
8.9 Le laplacien AFE se réduit ici & —. La dérivée partielle de E par rapport a z vaut —k~ E. La dérivée

0z

partielle de £ par rapport a t vaut —w? E. La dérivée partielle 8—7 vaut iwa F.

2 2 2
. o 2 1 27 . = ne =1 2 ne 2 ne 1 =3
Il vient ainsi : —k" E+ S w” E =iwapo £ = ——auo E. En posant w, = — apoc” = — a — et avec E non
c m m m ~ €o
nul, on obtient :

10E
c2 ot

— — -
8.10 a) Les équations de Maxwell s’écrivent div E = 0 et rot B = uoyE +

= —AE. On peut alors écrire

rot (ol B) —EE(‘%) — 9t B) = gt(,mE’+ ! 8E>.

Qo
-
(=]
(@]
a
@)
]
[e}
k)
o
=.
5
@
®
@
]
@]
t+
V]
=9
@]
]
jm]
@,
]
3|
=
3|
=i
&
Il
(0]
~
Q; l
Q.
A
e
<
=
|
>
=

ot ot e ot
Donc, AF — Clza;f = oy 8?
811a)ona dlvﬁ_(g‘f‘7&0 ...........................................................................................................
8.11b) OnatotE =0 # —%—Jf.
8.11 ¢) On peut écrire rot B = _wcfjo cos(wt — kz)e, et ,uoe()%—zf = wcfjo cos(wt — kz)ez.

8.11 d) onadivB=28_y
Ox
8.12 a) OnadwE:a—E—O
Ox
8.12 b) On peut écrire rot E = —kEp expli(wt — kz)]ey, et il —kEo expli(wt — k2)]ey
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= WwE N E  wE . ,
8.12¢) OnarotB = WCQO expli(wt — kz)]es et MOEO% = wczo expli(wt — kz)]es.
- B
8.12 d) Onadlvﬁz%zo.

8.14 ¢) Lanorme de E est une fonction sinusoidale de ¢. Elle décroit exponentiellement avec x mais en présentant
des oscillations.

8.15 a) La continuité du champ électrique impose

Ei(O, t) + E’)T(O, t) = Et(O, t) donc E cos(wt) 4+ rEq cos(wt) = tEq cos(wt) donc 1+r=t.

La continuité du champ magnétique impose

§¢(0, t)+ ET(O,t) =B, (0,¢) donc cos(wt) = thCEO cos(wt) donc mni1 —rny = tne.

8.15 b) On déduit de la question précédente

ni —rny = tng = ng + N2 donc  ny —ng =r(n +n2) donc p=m_" M2
n1 + ng
ot + 2
t:l—l—r:nl n2+n1—n2: mo
ni + no ni + ng
8.16 a) Dans le vide, A1 = 2m et dans le plasma, A2 = 4m.
E, 1 FE 4
8.16 b) On lit la fi = =—ett= " =—.
) n lite sur la figure r B3 e 73
8.16 ¢) On peut écrire
1- 1 1
r= 1+Z§ =3 donc 3—3ns=1+n2 donc 2 =4dno donc nz:i'
On peut aussi écrire
=2 =% 4 6=d+4 d L
= == onc = n onc ng = =.
T+ns 3 ? )
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2110 - 210 - 20w
ey B
On en déduit <H> = 20w (51)
..... _} E22_} ................... E2t2 ...... _) ........................................................
8.17b) On cerit (HJ:JELJS Re(1) t<nt>:% (F2)
2 2 ky
8.17¢c) OnaR=|r|"etT =t Re(k).
5y
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: = 5 : =
Réponses
P o =
0.1 b) oo oo °
™ h
...................... ; 9.8a). i |/
9.1c¢) ’nalrxh—i—neauxH‘ a) o s
9.1d) ..o ]1><h+neau><H\ o5ty % h
9.2 8) it nxe e Ao sin 6y
9.2b) .. Ix (AA —€)|  9.8C).ieiiieiii
9:2¢) i ’AA’—F(n—l)e‘ 9.8d) .o §—etan92
9.38). it ABsin(a)
9.8 €) ..t ®)
9.3D) . —ABsin(«)
4m h 1 e
0.40) 9.8 oo (omrt (1) o)
0.4b) ——
9.8¢g). . — e it
0.4 K s a)
9.4 d). o 9.8 1) oot @
9.5a) i t
%) @e @ 9.9a) . i ije(n—l)
0
9.5 D) o
) © -
9.9D) i 7
9.68) . i @ et @ cos 72
9.9 C) .......................... 1112 COS(91 - 92)
9.6 D) i () ’ ‘
2t e
9.6 C) it njasina 9.9d)...oooninnn Ao cos Oy (n — cos(61 — 62))
9.6 d) ..t ] 0.9€). it ©
9.6¢€e)...... naa sin
) 9.9f) ... i—ﬂe(n cos 03 — cosby)
9.6 10) ... ’ nysint; = ngsinis ‘ 0
9.10 a). i 2
9.7 a) i @ et @ ) [21]
900 D). oo
2m e
9.7Dh) i T ((SA") +d+ L0 C) e
) /\0(( ) e) 9.10 ¢) o3 0y
2
9.7 C) e T(SA) +d+mne) | 910 ). oee i m_nme o
Ao Ag cos by
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911 a).....i (Af=10x10"Hz|  9.12e)........... ®)

9.11b). ..o ‘Af =1,0x 107 Hz‘ 912 1) non
—10
9001 ¢) oo =45 10°ps]  91BA) 1,00 x 107 1°W |
—10
T @ D puis (3] 18D 17,50 x 10710 W |
T - 9.13C) i 6,67 x 1077 W
9.12a) ..o K1Sg——si (2 7)
X 0o VT | g gy

9.12 b) ..................................... @ 9.13 e) ....................... 3,38 X 10716(]

K2 52 T T
9.12d)............. 87+ —sin(4r]) .13 ) oo oo
) 27 in T &) @
Corrigés
9.1 a) L’air a pour indice optique mair. Du point S au point I, le rayon lumineux parcourt la distance h.
9.1 b) L’eau a pour indice optique neau. Du point I au point F, le rayon lumineux parcourt la distance H.

9.2 b) L’indice optique du vide est égal & 1. De plus, & la distance totale AA’, il faut retrancher I’épaisseur e

de la lentille pour obtenir la distance géométrique parcourue par le rayon lumineux dans 'air.
9.2 ¢) Les chemins optiques se somment : (AA") =n x e+ 1 x (AA" —e) = AA" + (n — 1)e. Cette expression
est valable quel que soit le rayon issu de A et arrivant en A’ puisque les points A et A’ sont conjugués!

9.3 a) En décomposant le chemin optique de la source S jusqu’au point A, la différence de chemin optique

demandée s’écrit : (SA) — (SB) = (SH) + (HA) — (SB). Par ailleurs, le plan passant par H et B étant une surface
d’onde issu de S, il vient : (SA) — (SB) = (HA). Dans 'air, cela donne : (SA) — (SB) = HA = ABsin(«).
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9.4 a)

En vertu du théoréme de Malus, les rayons en aval de la lentille sont
paralléles & l'axe optique. En amont, les surfaces d’ondes sont des
cercles concentriques centrés sur un point (lui aussi en amont), qui

y
est donc le conjugué d’une image a l'infini sur ’axe optique, & savoir F\ 0 P :
Y

le foyer principal objet. Ainsi, £1 est convergente.

9.4 b)
Lo
A
2
Les surfaces d’onde permettent de voir qu’il y a conjugaison entre un &
objet réel et une image réelle (de méme taille, et renversée) : Lo est \\ ok
donc nécessairement convergente. F B "
B’
\
9.4 ¢)
L3
Les surfaces d’onde incidentes sont des cercles concentriques centrés 1
sur un point en aval de la lentille. De plus, en vertu du théoréme de \\ > _
Malus, les rayons émergents sont paralleles a ’axe optique. Le point
en question est donc le foyer objet de la lentille, situé aprés son centre P O F
optique : L3 est donc divergente. /—>—
A
9.4 d)
Ly
A
En vertu du théoréme de Malus, les rayons incidents, paralleles entre
eux, proviennent d’un objet & l'infini, qui est conjugué par la lentille
d’un point hors de I’axe optique : il s’agit d’un foyer image secondaire, >
situé apres le centre optique. L4 est donc convergente. 1‘:\‘\ 9 F’
Y
9.5 a) Les rayons incidents étant paralléles & ’axe optique, d’apres le théoréme de Malus, les surfaces d’onde
sont perpendiculaires a ’axe optique.
9.5 b) Tout se passe comme si F' était une source ponctuelle émettant une onde sphérique : les surfaces d’onde
sont donc des cercles concentriques centrés sur F'.
9.6 a) Le point Hi est le projeté orthogonal de I2 : d’apres le théoréeme de Malus, ils se situent donc sur la

méme surface d’onde. De méme, H et I; appartiennent & un méme front d’onde issu de Mo (principe du retour
inverse de la lumiere).

9.6 b) On voit sur le schéma que i1 + (g — a) = g d’ou directement o = 41.
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9.6 d)
. . IH, N .
9.6 e) Dans le triangle HzI1I2, on a sin 8 = Pt De plus, (IoH2) = n2loHa, d’ou (IoH2) = neasin 5.
9.6 f) Les chemins optiques (HiIy) et (IoH2) étant identiques, on retrouve la loi de la réfraction de Snell-
Descartes : n1sin4; = no sinis.
9.7 a) L’indice de la lame étant différent de celui de I’air, C et C’ ne sont pas sur la méme surface d’onde.
/ 2 ! 2 ! 2 ! i 2 ! ! 2 !
9.7b) Ona¢(C)=2(SC") = T5(SA) + S (A'B) + “-(B'C) = S5 ((SA)) +d +e)
)\0 Ao )\0 >\0 A0
2 2 2 2 2
9.7¢) Ona ¢(C) = 2(SC) = 25(SA) + =L (AB) + 25(BC) = 25((SA) + d + ne).
Ao )\0 Ao >\0 )\O
9.7 d) Les points A et A" appartenant & la méme surface d’onde, les chemins optiques (SA) et (SA/) sont égaux
donc le déphasage est A¢ = i—ﬂ-(n —1e.
0
D’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, au niveau du point d’incidence A, ’angle réfléchi est

9.8 a)
égal a I’angle incident en valeur absolu. Le triangle SAM est donc un triangle isocéle qu’on peut subdiviser en deux
triangles rectangles. Ainsi, en se plagant dans celui d’hypoténuse SA et de c6té h/2, le chemin optique (SA) est tel

h h

que
(SA) = nair X SA =1 x oo = oo -
2t h T _h
donc la ph A)=+ o '
onc la phase ¢1(A) Ao 2sinf; o sin6;

4 h
A() 2 sin 91

Le chemin optique (AM) est égal au chemin optique (SA), ainsi (SM) = 2x (SA). Donc, avec le déphasage
= 2 _h T
o )\() sin 01 '

induit par la réflexion, la phase est telle que ¢1 (M) =2 X ¢1(A) + 7 =

9.8 ¢)
tan 6o = %/2 donc BD = 2etanfs.
98 d ) ...... La dlstanceEB est teue que EB : . h - ZBD : ]; . _ e tan 02 ..........................................................
9:8) B se placant dans lo triangle rectangle SB, lo chemin optiaue (S8) st tel ave
(SB) = mair x SB =1 sililzl - 2si’1:1 0, e:ii%? - 251’111 0, co:;insiej& - 251}111 0, nccfs 02
donc la phase ¢2(B) = i—z (251’;91 — nc§s 02).
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9.8 f) En se placant dans le triangle rectangle d’hypoténuse BC, le chemin optique (BC) est tel que

ne
BC) = BC = .
(BC) =n x BC p—y
Le chemin optique (SC) est donc tel que
h e ne h 1 e
= (SB BC) = — = - = .
(SC) = (SB) + (BC) 2sinf;  ncosfs + cosfy  2sinf, + (n n) cos 0

Le chemin optique (SM) est égal au double de (SC). Ainsi la phase est ¢2(M) = i—ﬂ (2s'h 7 + (n — l) 00:9 )
0 11 01 n 5 U2

A¢:¢2(M)—¢1(M):4j< h +(n_l) e ) n b _dr e (n_l)_ﬂ_

n/ cosfs _/\702sin91_ _)\T)coseg

S R
Ao cos 02 Ao /1 —sin2 6,

n
Or, d’apres la loi de la réflexion de Snell-Descartes, il vient que

e(n? -1
A¢:(n_l):ézggjggg(n_l)_W:éﬁglgggl,_w
n Ao v/n2 —sin? 6, Ao v/n2 —sin? 6

2 2 2 2 2
Ad = ¢(N) — ¢(M) = =Z((SM) — (SN)) = “L(nlyIp — HyHa) = L (ne +d —e) — “2d = “Ze(n —1).
)\0 )\0 )\0 )\0 )\0
9.9 b) Dans le triangle rectangle d’hypoténuse 1112, on a cosfz = %.
1l
9.9 ¢) On identifie un triangle rectangle I1IsH3 d’hypoténuse 1112 avec un angle 61 — 62 de coté adjacent HiHs.

11 vient que HiHy = 115 cos(61 — 02).
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9.9 d) Les chemins optiques (SI;) et (SH;), ainsi que (I2N) et (H2M) sont égaux, on peut donc écrire

2 2
A¢ = 9(N) = (M) = T((SM) — (SN)) = 3" (nhi > — HiHz).
En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a
A¢p = 21(77,1 I — Lilz cos(61 — 02)) = m_c (n — cos(01 — 62))
= 3o Phle =Ll 1 2)) = %, cos by 1 2)).
9.9 e) En utilisant 'identité trigonométrique, il vient que cos(61 — 02) = cos 01 cos 02 + sin 01 sin f2. De plus, la

loi de Snell-Descartes de la réfraction nous permet d’écrire cos(61 — 02) = cos 61 cos 02 + nsin’ 0-. Enfin, en utilisant
I'identité trigonométrique 1 = sin® 6 + cos® 02, il vient que

cos(01 — 02) = cos By coslz +n — ncos? B,

9.9 f) En utilisant les expressions obtenues précédemment, on a
2T e 2 e 2
A¢p = o 050 (n —cos(61 — 62)) = o 050 (n — cos 01 cos O3 —n + cos 02)
2
= )\7: c0:92 (— cos @ cos 0y + n cos> 02).

2
Donc, A¢p = /\—ﬂe(n cosfz — cosBy).
0

9.10 a) Lerayon est d’abord réfléchi par la lame semi-réfléchissante. L’indice de réfraction de la lame est supérieur
a celui de lair, il y a donc un déphasage de w. Puis, le rayon est réfléchi par le miroir et est donc, de nouveau,
déphasé de .

9.10 b) Le rayon passe une premicére fois dans la lame, puis est réfléchi par Ms : le rayon est déphasé de 7. 11

traverse une deuxiéme fois la lame et est réfléchi une seconde fois par la lame. Dans ce cas, le milieu de propagation
du rayon incident est le plus réfringent : il n’y a pas de déphasage supplémentaire.

9.10 d) Le rayon réfléchi par M; traverse la lame entre I; et I3 avant la réflexion par M;. Le rayon réfléchi par

Mo, traverse la lame entre I et Iz avant la réflexion par Ma, puis entre I et I; apres la réflexion par Mz, puis entre
I1 et Is. En tenant compte du déphasage di au réflexion, et comme 1115 = 1113, il vient que

47 ne

2
0

A= 2T (3nhl) + 7 - ii(nmg +om) = ilnhb -

0 0 )\0 COS 92

9.11 b) Attention & la conversion des microsecondes en secondes : on a 1ps =1 x 107 %s.

AN Af AN 1 ) \?

9.11 ¢) La relation ~ = —= se réécrit — = —, soit 7. = AN

f A T f

820 x 10~ m)”
( )

T 3x10°m-s I x50x 10 °m

. Ainsi, on a :

=45 x 107" s = 45 x 10° ps.
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9.11 d) Une source posséde une cohérence temporelle d’autant plus forte que le temps de cohérence est long
(trains d’onde avec une durée importante). Parmi les trois sources, c’est le laser qui posséde la meilleure cohérence
temporelle. La source de lumiére blanche munie du filtre posséde la moins bonne cohérence temporelle.

9.12 a) La tension uy vérifie

ur = K1(s(t)) = ﬁ /OT s(t)dt = ? /(: So cos(wt) dt = @ |:sm(wt)}

T T
1 T
= KISOE sin(wT) = KlSO% sin(27r%).

T
9.12 b) La valeur maximale de la fonction sin <27r%) est 1, donc la valeur maximale de u; est K1.S50—.

2rT

T
9.12 ¢) La valeur maximale du signal u; est K1S9——. Ce signal est exploitable lorsque

2rT
T K1 So . T . 100
K —_— t T> — t < —.
190507 Z Zrxi00 O oo Ot s
. . . . . 100 11
Ainsi la fréquence maximale du signal exploitable par le capteur A est f = Tx107s =1x 10" Hz = 100 GHz.
X S

9.12 d) La tension ug vérifie

T 2 T 2 T T
ug = K2<52(t)> = ﬁ/ s2(t)dt = %/ cos® (wt) dt = sto (/ dt —l—/ cos(2wt) dt)
0 0 0

T T 0

_ K»S§ T . T
27 <T+47rsm<47rT))'

2
9.12 f) La valeur maximale du signal uz est K22 5o (7‘ + 45) Ce signal est exploitable lorsque
T 0

S K,S532
2

T
soit KSe— >0 soit f < +oo.
8T

K>S3 ( T )
P
2T a7
Ainsi, théoriquement, il n’y a pas de limite & la fréquence du signal exploitable par le capteur B.
Iobs 1 3 X 10711 A
51 0,3A-W!

9.13d) Ona Emini = Pmin1 X7 =1,00x10"""W x2,00x10""s=2,00x10"""1J.

9.13a) Ona Puni = =1,00 x 107"°W.

9.13 g) Le nombre minimal de photons regus par une photodiode Npin vérifie Nmin = T =
Ail’lSi, on a Npin 1 = 47, Nmin 2 = 935 et Npin 3 = 1104.
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Réponses
—b b B " —
10.1 a).. |cos(a) cos(b) = cos(a = b) J2rcos(a +9) 106 2) k(@' —2)
10.6 D) et (a)
1 2
10.1b) et cos’a = L+ cos(2a) —
2 106 C)evvrnieei e w(t—1t")
1-— 2
10.1¢) e sin? g = C;S( a) 106 d) oo ()
" 10.78) i
2
101d) ..o sin(a) cos(a) = 5111(2 @) ©
107 D)o
10.28) 0o cos(wt — kx)
10.7C) o
10.2D) .o —sin(wt — kx)
108 8) oot M)
10.2 C) ..................................... @ 10.8 b) .................................
103 8) 0 e 2 10.8¢C)vvvviii
w1
b) 7@ 10.8 d) .
10.3 D). .
105 S 10:8e)
B0 —
wo 10.9a). ..o asin(6,)
10.3 d) et . [0]
10.9D) e arctan E/
T f2
1003 €) vt -
w1 nay
1019 C) oo =
S? 2
103 6) v >
/
— A
- 1009 d) e i
1003 8) oot - na
w2
- 10.9€) conii e )
S
103 h) .o =
) 2 1010 02) vt (a)
10:48).oenniii [Ltcos(Eei Fe2)| 1010 B e (n—1)ay
1044 B) oo 10100 o
yr A0C) e - Ta
1004 C) oo 5
1020 d) ..ot ®)
2
104d)...ooiii 5 ( + COS((,DQ)) 10.11 a) e
Al a) oo cos(0)
105 o (©)
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10.11 b) .............................. 2e tan(ﬁ) 10.14 a) ........................... ¢
vy — 12
10.11C) e IK sin(0)
1014 b) .o 6,00 x 10" Hz
1 — cos?(0)
1011 d) o 2e— 10.14€) oo ” jy
1 2
1011 €) e 2ne cos(0) 1004d). 6.00 x 101 Hz
LOL£) v (O] 10.140) . eieeeii 599.8 nm
1012 8) i ()| 10146 ..o 600,2nm
2¢ sin2i 10.15 a) .................................... @
10.12b) . o503
1015 D)oo ()
(&
10.12C) i
c) cos(4) 1015 C) et (©
1012 d) e 2ne cos(i) 10,16 8) oo £ tan(6)
1012 €) e (© 10.16 D) oo 1555,2
10.138) o 1,0x 107 's 10,16 C) oo ()
10.13 D) i 2,2x 107 'm 1016 d) .o (a)
1013 C) e 2,6 x 107371 1016 €) . 8,22 mm
1013 d) covnieiee i ]9,5 x 1073 m™! \ 1016 £) oot @
10.13€) oo 1,9rad -s™* 1016 Q).
10,13 €)oo, ’ 1,3x 10 %rad -m~! ‘ 1016 h) ..o
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Corrigés

10.1 a) Si on somme les relations (1) et (2), il vient que

cos(a — b) + cos(a + b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = 2 cos(a) cos(b).

- b
Donc, cos(a) cos(b) = cos(a — b) 4 cos(a + )

s(x,t) = So cos(wt — kx) + So cos(wt — kx + ¢) = So (cos(wt — kx) + cos(wt — kx + cp))
=S (cos(wt — kx) + cos(wt — kx) cos(yp) — sin(wt — kx) sin(cp))
=S (cos(wt — kx) (1 + cos(ap)) — sin(wt — kz) sin(w))
= So( f(z,t) (1+ cos(p)) + g(x,t) sin(p) ).
Par identification, on a f(z,t) = cos(wt — kz) et g(z,t) = — sin(wt — kx).

10.2 ¢) La fonction s(z,t) s’annule si, et seulement si,

2
10.3 a) La pulsation du signal s1(t) = S cos(wit — k1) est w1 donc sa période est T1 = .
1
10.3b) Ona
LM Faz)dt = ~ -8 k)|
) = — t— t=— S |sin(wit —
(s1(t)) ), cos(w1 1) oS [sm(wl 1) .
1 . . 1 . .
= ;}—;w—lsl(sm(wlTl — kiz) — sin(—kix)) = %51(5111(2# — kiz) — sin(—k1z)).
Comme sin(2m — kiz) = sin(—k1z), on voit que (s1(¢)) = 0.
10.3d) Ona
1 [T 11 Tz
<82(t)> = — Sa Sin((JJQt — kox + (pg) dt = ———95> COS(th — kox + @2):|
Ts Jo T> w2 0
1 1
= 7%;SQ(COS(W2TQ — kox + @2) — cos(—kaz + p2)) = *%SQ(COS(ZN — kox + @2) — cos(—kax + 2)).
2

Comme cos(2m — kax + p2) = cos(—kzx + p2), on voit que (s2(t)) = 0.
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10.3 ¢) Le signal fi(t) = s1(t) = S; cos”(wit — kiz). Or, on a

— 1 2
cos(a) cos(a) = cos(a — a) er cos(a + a) donc cos®(a) = Jr(:%(a).
2 2
Donc, fi(t) = % + % cos(2wit — 2k1x).
2
Ainsi, la pulsation du signal f1(t) est 2w1 donc sa période est T3 = % = wl
1 1
10.3f) Ona
1 T3 @2 2 1 52 T3 T3
(f1(t)) = T /0 % + % cos(2wit — 2k1x) dt = ?3% (/0 dt + /0 cos(2wit — 2kix) dt
1S} 1 1S} 1
= f&% ([t 0T3 + ﬂ[sin(let — 2k1x) 0T3) = E% (T3 + Tm(sin(Zwng — 2k1x) — sin(—lex)))
2
= % (1 + %%wl(sin(%r — 2k1z) — sin(f2k1x))).
S2
Comme sin(2m — 2k1x) = sin(—2k;z), on voit que (f1(t)) = ?1

10.3 g) Le signal fo(t) = s3(t) = S5 sin®(wat — kaz + 2). Or, on a

—qaq) — 1—
sin(a) sin(a) = cos(a — a) 3 cos(a + a) donc sin®a = w.
53 53
Donc, fa2(t) = -5 "5 cos(2wat — 2kax + 2¢2).
- . . L. 2r s
Ainsi, la pulsation du signal f2(t) est 2wz donc sa période est Ty = 5 = —.
w2 w2

1 Ty SQ SQ 1 SQ Ty Ty
(Falt)) = T/ % 5 con(aunt — 2o + 202) dt = 12 (/ dt —/ cos(2wat — 2kaw + 2@2)dt>
1 Jo 4 0 0

153 Ty 1 7. Ty
= T2 ([t] 0 " 3 {sm(szt — 2kox + 2(,02)} .

153 1, .
=T <T4 — m(sm(&mﬂ; — 2kox + 2¢2) — sin(—2kox + 2@2)))
_ %

2

(1 — gi(sin(27r — 2kax + 2¢p2) — sin(—2kox + 2@2))).
T 2w2

10.4a) Ona
<[cos(w0t + 1) + cos(wot + @2)]2>
= ([cos(wot + ¢1)] + 2 cos(wot + 1) cos(wot + 2) + [cos(wot + ¢2)]?)

_ <cos(0) + cos(2wot + 2¢p1) > N <2cos(<p1 — 2) + cos(2wot + 1 + ¢2) > n <cos(0) + cos(2wot + 2¢p2) >
N 2 2

1 1
:§+0+cos(<p17g02)+0+5+0:1+cos(:|:g01:|:<p2).
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10.4b) Ona
< [A cos(3wot + 1) + A cos(wot + ¢2)] >
< [A cos(3wot + ©1)]° + 2A% cos(3wot + ¢1) cos(wot + p2) + [A cos(wot + (pg)]Q>
<A2 cos(0) + Cosgﬁiwot + 2¢1) > n <2A2 cos(2wot + p1 — 2) er cos(dwot + p1 + 2) >

n <A2 cos(0) + cos(2wot + 2¢2) >

2

:AQ{%+0+0+0+%+0} =A%
10.4c) Ona
<[A cos(42wot + 1) + B sin(43wot + @2)]2>
= <[A cos(42wot + ¢1)]? + 2AB cos(42wot + @1) sin(43wot + @2) + [Bsin(43wot + @2)]2>

<A2 cos(0) + cos(84wot + 2¢1) > n <2AB sin(wot — 1 + ¢2) + sin(85wot + @1 + ¢2) >
2 2

n <BQ cos(0) — cos(86wot + 2¢2) >

2
A? B? A® 4+ B?
[2 +0+0+0+2—0} ===
10.4d) Ona
A A 2
< [Z sin(%t + gao) +5 Sin(%t + 2<p0)] >
A 2 A2 A 2
= < 7 sin(%t + (,00)} + T sin(%t + o) sin(%t + 2¢0) + [5 sin(%t + 24,00)} >
2 cos(0) — cos(wot + 2¢0) A? cos(po) — cos(wt + 3p0) A? cos(0) — cos(wot + 4¢o)
“\16 2 T 2 \T 2

A? A? A? A% 1 A® (5
= {2 -0+ 5 cos(po) — 0+ e O] 5 (Z + cos(po) + 1) =5 (1 + cos(goo)).

10,0 x 10W -m™2 —1,00MW -m~2 1,00 x 10°W-m=2 — 1,00 x 10° W - m~
° Pour(a)7 onaC = 5 — — = = — 5 —082
10,0 x 10° W -m™= + 1,00 MW - m 1,00 x 10 W-m™= 41,00 x 10° W -
) -2 e — 5 -2 4
o Pour @7 onaC = 660 mW mm_2 0,220 kW dm_ 6,60 x 1O5W m_2 2,20 x 104W m_ — 935,
660mW - mm~2 4+ 0,220kW -dm™2 6,60 x 10°W -m™2 42,20 x 10* W -
) -2 =2 347 . _ —2
e Pour (@7 onaC — 5,00 mW mmi2 2,00 mW Cm72 _ 5,00 x 103W mi2 200W-m™" —99.2.
500mW - mm™* + 2,00 mW - cm 5,00 x 10°W -m™~ 4+ 20,0 W - m
2 — MW - km 2 2 M2 _ a2
e Pour @7 onaC — 72,0pW - pm72 3,00 MW rni2 _ 72,0 W rni2 3,00 W 11172 — 92,0.
72,0pW - pm™~ 4+ 3,00 MW - km 72,0W -m™“+3,00W -m

10.6 b) Le déphasage Ay, entre deux positions successives est constant si k(zn — Zn41) =0 [27] = n27.

27 2T A

Autrement dit, on a Az, =n— =n
k 2

de fois la longueur d’onde de la vibration lumineuse sont en phases : réponse @

= nA. Pour un instant donné, les positions distantes d’un nombre entier
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10.6 d) Le déphasage A, entre deux instants successifs est constant si w(tn — tnt+1) = 0 [271] = n27.

2 2nT
Autrement dit, on a At,, = n—7T = nL
w 2

de fois la période de la vibration lumineuse sont en phase : réponse @

= n/I". Pour une position donnée, les instants séparés d’un nombre entier

10.7 b) Par lecture graphique, on constate qu’entre £ = —20 mm et x = +20 mm se trouve 3 interfranges.

Donc, on a i = 4’0% =1,3cm.
107° 1
10.7 ¢) Onaa:—_.Donc,a:%OX 0 mxiz’Om:48pm.
ni 1,0x 1,3 x 107" m

10.8a) OnaC(x)= (2 ) identifie done X — 2merD

a n a X ) = COS ; On 1aentine donc = naAA

j 1073 1 20 x 1073
10.8 ¢)  On a Amoy = %. Done, Aoy = 227X 10 7m XL;:HX 0,20 x 1077m _ ) 76 m.
2020y D 2 x (0,76.107°)% x 1,5

10.8 AN = 227 Done, AN = ’ "~ = 0,14 pm.

@ Ona naX = ORe T0x 020107 x 64102 ~ ldnm

10.9a) Onasin(6,) = SaH donc SeH = asin(f;).
a

10.9 b) A Il’aide du tracé en pointillé, on obtient un triangle avec : tan(6;) = 4. On en déduit 6, = arctan(%).
2

f3

10.9 ¢) On sait que dsm = Ls,im = nS2H = nasin(61). A Vordre 1, on a sin(61) = 61 et tan(6;) = 61 = ﬁ/

2
Donc, on a dsm = L‘/y.

2
/
10.9 d) En identifiant, on a : g = Jsnmt = nfzy. Donc : i = Lf?
i A A na

10.9 ¢) L’éclairement ne dépend que de la variable y, ainsi pour une valeur de y fixée ’éclairement doit étre
constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2 soit la réponse @

10.10 a) Dans linterférometre, un rayon est atténué par deux lames séparatrices, ainsi son éclairement en sortie
I’ est tel que I' = Iy/4. Donc son amplitude en sortie S’ est telle que S"? = 53/4, soit ' = Sp/2.

10.10 b) En considérant ! la distance parcourue par un rayon dans un des bras de l'interféromeétre de S jusqu’a
I’écran, la différence de marche entre les rayons passant par les deux bras de l'interférometre est

0 = nair(l — €) + ne — (nair(l—e') +ne') =l+n—-1De—1l—(n—-1)¢ =(n— 1)(e—e/> =(n—-1)ay.
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2 2
10.10 c) Le déphasage entre les deux rayons est Ap = )\—W(S = /\—W(n — 1)ay. Par identification, on a
0 0
y 27 . Ao
2l =T (n—1 d =20
™ o (n—1ay onc i = Da

10.10 d) L’éclairement ne dépend que de la variable y, ainsi pour une valeur de y fixée I’éclairement doit étre

constant, ce qui est seulement le cas pour la figure 2. Réponse @

e e e
10.11 a) Onacos(ﬁ)—ﬁ—J—K,donc,IJ—JK— S0
g .................................................................................................................
10.11 b) On a tan(f) = % =500 donc, IK = 2etan(f).
10.11 ¢) On asin(f) = %K ; donc, IH = IK sin(0)
10.11 d) On a IH = IKsin(f) = 2etan(f) sin(d) = 2e sin” (6) car tan(f) = sin(0) Or, sin”(#) = 1 — cos™(6)

’ - N 7 cos(6) " cos(f) T -

1 —cos*(0)

Donc, IH = 2¢e

10.11 e) On a dsm = L13 + Lyk — Lin = n(1J + JK — IH). En injectant les résultats précédents on obtient :

=n < __ 61_6082(9) _ 2me — cos® _ 2ne cos(6) = 2ne cos
Ssm = (QCOS(G) 2 cos(0) ) cos(0) [1 (1 (6))] 0)=2 (©)-

10.11 f) La différence de marche ne dépend que de la variable 6. Or 1'éclairement dépend de la différence de

marche (formule de Fresnel) donc ’éclairement dépend uniquement de la variable 0. Cela signifie que 1’on retrouve
une valeur fixée d’éclairement pour une valeur fixée de ! Autrement dit, ’ensemble des points de méme éclairement
correspond & un cercle, conformément & ce qui est observé dans la figure 3. Réponse @

10.12 a) La rayon inférieur d’amplitude S” en M est réfléchi deux fois de plus que le rayon supérieur d’amplitude

S en M. Ainsi $' = r2S. Comme I’éclairement I est proportionnel au carré de 'amplitude, on a I’ = T et

1

5 BH
10.12 b) D’apres la loi de la réflexion, on a tan(i) = 2 et donc BE = 2etan(z). Par ailleurs, on a sin(i) = BE
d’ott BH = BEsin(¢). En injectant la premiére relation dans la seconde, il vient
2.
BH = 2etan() sin(i) = 2 oL
cos(4)
10.12 c) D’apres la loi de la réflexion, il vient cos(i) = —°_ On en déduit BD = — .
BD cos(i)
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10.12d) On a

dsm = LsaBpFM — LSABHCM
= (SA +nAB + nBD + nDE + EF + FM) — (SA + nAB + BH + HC 4+ CM).

Or, on a BD = DE, EF = HC et FM = CM donc

2

Ssm=2nBD —BH=2n—5_ — 250 1 _9p 2790 T 906 S L 9necos(i).
cos(%) cos(%) cos(1) cos(%)

10.12 e) Les franges d’interférences sont isophases, donc telles que dsm soit constant. Or dsm ne dépend que de

l’angle 7, donc les franges d’interférences coincident avec des cercles épais concentriques. Réponse @

10.13 a) On identifie la période ;—Wt = 60t donc T1 = %S =1,0x10""s.
1

10.13 b) On identifie la longueur d’onde ijx = 28z donc A\ = %m =22x10 'm
1
10.13 ¢) On identifie la fréquence 2nvot = (i — i) donc 12 = 1 (i - i)f1 =26x10"°s7"
: d =21 32 2T or\21 32 -
10.13 d) On identifie le nombre d’onde 2most = (E - i) donc 02 = 1 (l — i)m_1 =95x10°m™!
: =T T 12 2= \7 7 12 - '

10.13 e) Attention : le terme g correspond & la valeur de la phase du signal a l'origine (argument de la fonction

cosinus pour ¢t = 0 et = 0), il n’entre ni dans I’expression de la pulsation temporelle, ni dans celle de la pulsation
spatiale.

Ainsi, on identifie la pulsation temporelle wst = :%rt + 2—1‘/3 ; donc ws = 3% + 2i3rad s = 1,9rad - st
. . . . 2mvs 1,9 1 _9 1
10.13 f) On identifie la pulsation spatiale ksz = ——x; donc k3 = —————=rad-m~ =1,3x 10" "rad - m
5c 5x3x10
s . vy — V2 C
10.14 a) La période spatiale de cos (27r x) est telle que \ =
1— V2

A _
10.14 b) D’apres la figure, on a 5= 0,500 0mm donc A = 1,000 x 10 ®m. Or, on a vu que A = » ¢ > Donc,
1— V2
8 -1
Av="ES= 3“07‘“; — 3,000 x 10"! Hz.
A 1,000 X 107° m
10.14 c¢) La période spatiale de cos (27r vt v x) est telle que X = S
c vy + 12
10.14 d) D’aprés la figure, on a 8\ = 2,400 pm donc A = 3,000 x 107" m. Or, on a vu que \' = > Jcrzz Donc,
1 2

c 3x10%m-s7!
T2V 2x3,000%x 107" m

= 5,000 x 10** Hz.

A
10.14 e) En sommant 2vy et Av, il vient que 2v9 + Av =v1 +v2 + 11 — v2 = 2v1, donc v1 = v + 71/ et donc

_ 3 X 108 m - S_l
Y1 5,00 x 10 Hz + M

[ o
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A
10.14 f) En soustrayant Av a 2uvp, il vient que 2vy — Av = v1 + v — v1 + v2 = 212, donc ve = vy — TU et donc

< 3%x10%8m-s7!

= 1
Vs 5,00 x 10" Hz — 3:00x 210 Hz

10.15 a) La figure est dans le plan (2Oz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction paralléle a 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée y (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée z.
De maniére analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

10.15 b) La figure est dans le plan (yOz). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges

linéaires de direction paralléle & 'axe (Oz). Autrement dit, les ensembles de points isophases ne dépendent ni de la
coordonnée z (figure plane) ni de la coordonnée z (orientation des franges), donc uniquement de la coordonnée y.

De maniére analogue, on peut dire qu’il n’y a aucune variation d’éclairement selon la coordonnée z. Réponse @

10.15 c¢) La figure est dans le plan (20y). L’ensemble des points d’éclairement constant correspond & des franges
circulaires. Les ensembles de points d’éclairement constant sont définis pour une valeur constante de distance au
centre de la figure r = 1/y? + 22 issu du point O. Réponse @

10.16 a) On a tan(f) = % ; donc r = f" tan(6)
2necos(0)  2ne 2 x 1,00 x 500 x 107°
10.16 b) O =———~*=—>D = : = 1555,2.
) Onapo ) X oone po 6,43 x 107 ’

10.16 d) Lorsque 6 augmente, cos(f) diminue donc p diminue aussi. Le premier anneau brillant correspond au

premier entier de p plus petit que pg = 1555,2. Donc p; = 1555.

10.16 ¢) On ar; = f'tan(f;) = f'tan (arccos(gl—ni)) Donc,

-9
r1 = 50,0 x 10”2 tan | arccos 1555 x 643 x 10 —5 = 8,22 mm.
2 x 1,00 x 500 x 10

10.16 f) Pour voir le deuxiéme anneau brillant, il faut que 6 augmente encore donc que p diminue d’un entier :
on a donc p2 = 1554.

-9
ro = 50,0 X 10~ % tan| arccos 1554 x 643 x 10 —5 = 19,7mm.
2 x 1,00 x 500 x 10

10.16 h) On a p1o = 1555 — 9 = 1546 et 119 = f tan(610) = f' tan (arccos(‘nzlo)\)). Donc,
ne

-9
r10 = 50,0 X 10~ 2 tan <arccos< 1546 x 643 x 10 )) =

2 % 1,00 x 500 x 107
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Réponses
11.0a). e, © 11.9a)................... (b)) 116a)...
11.16 b) ...l N-—1
11.1b).......... 2(1+cosf)| 11.9b)...... | 1200 traits/mm | ) v -1]
1116 ¢) v
11.1¢) e, () 1110 .o 1117 ) o
. 2 2
11.1 d) ......... 2(1 — cos 9) 11.11 a) ........ [14,10;24,50]
4
° 56.0° 11.17bh) .o -
112 8)0 e 1L11D).oe 129,17 56,07 ) N
11.11¢)......... [46,8°; 79,4°] z=pet
11.2Db)........... 4 cos® (2) 11.18 a)..... y = agsin(6)
11.11d) .o (©)
113 0). T . 11.18 b)....ooentt 0,534 pm
11.12a)......... 1 —cos®(p)
; 1118 ¢) e,
-2 v 1
11.3b) ........... 4 sin (2> 11.12b)....... 5 (1= cos(¢)) 1119 a). ..o (©
Aoy 1 |o1mazo . |2Io(1+cos(p) | 11.19b) ..o ©
(1-R)
- 11.13a). .o @] 11.19¢).................. ©
11.4b)............. A .
(1—R) 11.13Db) oo @] 11.19d) ... (©
11.58) o 2
a) 1113 €)oo ®]  11.208).r om
115 D), © A
1113 d) oo
11.5C) i 11.20b) ..o ga
11.6 oo LTLI4 s © ———
11.20¢)............ ¢y asin
1LTa) o 115 &) oo c)
: 1121 .o 1,69
17h) flg)—e?| 115D [1.69]
2 11.228) o 3m
11.7¢) o 11.15¢) i, N N
N K17
11.7d) ... f(p)=¢ 15 d) ® 11.22b) ..o,
11.8 ... 1,67 pm
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Corrigés

11.1a) Ona:Z, =1+¢’ = (1+cosh)+jsinb. Ainsi,
Z7 = (14 cos(0)) — jsin(f) = (1 + cos(—0)) +jsin(—0) =14 e

11.1¢) Ona:Z,=1—e "’ = (1—cos(—0)) — jsin(—0).
Ainsi, Z; = (1 — cos(—0)) + jsin(—6) = (1 — cos(0)) — jsin(f) =1 —&’.

11.4 (0) F = - — = - — = .
2) nass 1-Redv “1-Rev 1 + R? — R(e7i¥ +e¥) 1+ R? —2R(cosyp)

Or, cos p = 1 — 2sin®(p/2). Ainsi,

. 1 B 1 ! 1

22 T 1T R —2R(1 — 25in2(¢/2)) (1—R)? +4Rsin%(p/2) (1 —R)*1+ rees o sin®(/2)

Les valeurs k = 0 et k' = 0 sont les seules permettant de respecter ’ensemble de définition de 6’. Nous en déduisons
0 ={-6,6}.

Il y a donc deux éléments dans I’ensemble des solutions.

11.5b) Omn a6 € [—-90°0°]. Ainsi, § < —0. Le plus petit élément de ’ensemble des solutions est 6.

11.5 c¢) Le plus grand élément de 'ensemble des solutions est —6.

11.6 On sait que sin(¢') =sin(0) = 0’ =0+ 2kroud =7 —0+2k'm, aveck € Z et k' € Z.
Il existe une seule possibilité pour avoir une solution comprise dans l'intervalle [—90°,90°] . Nous en déduisons
¢ = {6}. Il y a qu’un élément dans ’ensemble des solutions.
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o e 1ol QHe/2 (die/2 e/ i .
11.7a) Onas(p)=1+e%+e" = T —ov = ooz \ omierz —aierz |- AMnst, s(p) =e m.
Nous en déduisons a = 3 et f(p) = e’

, , , N , L_oBie  Bie/2 [ g=Bie/2 _ Sie/2
je je 2jp 3jp 4jp je _ e
11.7¢c) Onas(p)=e (1+e +e7 +e te ) T—ov = aein \ ooz —aei?
3 sin(5§) ) 3
Ainsi, s(p) = ™7 . Nous en déduisons a =5 et f(p) =¥
sm(%) =

1mm 1x1073m
. = = =1 .
11.8 Onaa 600 traits 600 traits 67 pm

1yard 1 pied lyard  91,44cm
3 3x12  3x12

11.9 b) La linéature du réseau vaut n = 30 00_0 traits _ 30000 tralts’ soit m = 1200 traits/mm.
linch 25,4 mm

11.9a) On a lpied = , donc 1inch = 25,4 mm.

11.10 En observant ’ordre p = 1 sous émergence normale, on a § = 0.

On en déduit sin(f) = —1 x PO 546 1 nm = — OC0IAIS g6 1% 1070 m dion o = —19,1°,
1 mm 1 x107"m

11.11 a) Le spectre de la source diffracté dans Uordre 1 s’étale entre les angles : O™ tel que

600 traits

Sin(@") = 1 x 08
(6:™) 1x103m

x 404,7 x 10~ m donc 61" = 14,1°

et 07" tel que
max 600 traits
0 X

1x103m

x 690,7 x 107° m donc 6 = 24,5°.

11.11 b) Le spectre de la source diffracté dans 1'ordre 2 s’étale entre les angles 65" 2 tel que

sin(05"™) = 2 x M x 404,7 x 10~ m donc 5™ = 29,1°
1 x107°m
et 05" tel que
600 traits

X ————=— x 690,7 x 10~ m donc 65" = 56,0°.
1x10%m

11.11 ¢) Le spectre de la source diffracté dans I'ordre 3 s’étale entre les angles :

min

05" tel que )
sin(027) = 3 x OOOUAS 6 7 % 107 m done 65 = 46,8°
1x10°m
et 05" tel que )
sin(05'™) = 3 x M x 546,1 x 10~? m donc 0™ = 79,4°.
1x10°m

Pour les longueurs d’onde supérieures & 546,1 x 10~° m, 'angle de diffraction n’est pas défini. Les raies correspon-
dantes ne sont donc pas observables.
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11.11 d) Compte tenu des angles limites des spectres précédents, on constate un premier chevauchement des ordres

dés Pordre 2, pour les longueurs d’onde A telles que : 3 X n X A < 2 X n x 690,7 x 107, soit pour A < 460,5nm.
Ainsi, les trois premiéres raies du mercure diffractées dans 'ordre 3 se mélangent avec le spectre d’ordre 2. La bonne

réponse est la réponse @

11.12 b) Comme cos(p) = COSQ(£> - sin2<f), on a sin2<g> = %(1 —cos(¢)).

2

11.12c) Ona

=21, 1 —cos’(p) o1 (1 —cos(p))(1 + cos(y)) _ a1,

I—cos(p) " (1= cos(y))

(1 + cos(p)).

Nous retrouvons la formule de Fresnel donnant I’expression de 'intensité pour un interférometre a deux ondes.

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a: da = [Tg H'] —[HT4].
Notons par ailleurs que 6 et §’ sont deux angles positifs au vue de la conven-
tion adoptée.

Nous retrouvons l'angle § au sommet Ty du triangle rectangle T1HTs.
Ainsi, [HT1] = asin(f) car 'indice optique est pris égal & 1.

De la méme facon, nous trouvons : [TgH'] = asin (0')

Conclusion : da = a(sin(@') — sin(@)).

11.13 b)

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a :

op = —[HT:] — [T H'].

Notons par ailleurs que  est un angle positif alors que 8’ est négatif au vue
de la convention adoptée.

Nous retrouvons l’angle § au sommet Ty du triangle rectangle T1HTs.
Ainsi, [HT1] = asin(#) car 'indice optique est pris égal & 1.

De la méme facon, nous trouvons : [TlH'] = asin(|0’|) = —asin (0/)
Conclusion : ég = a(sin(@') — sin(@)).

(2) I
N
A\GB
N
T
0 ! o
(1)
/N
(2) |
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11.13 ¢

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a : 6c = [TQH/:I —[HT4]. " N

Notons par ailleurs que 6 et ' sont négatifs au vue de la convention adoptée. !

Nous retrouvons l'angle |f| au sommet T2 du triangle rectangle T1HTs. 0

Ainsi, [HT1] = asin(|f]) = —asin(f) car 'indice optique est pris égal a 1. T, ;

De la méme fagon, nous trouvons : [TQHI] = asin(|9/\) =—a sin(Q/) 0
. . _ . o / Y

Conclusion : dc = a(sm(0) sm(@ )) al

11.13 d)

La différence de marche se réduit dans ce cas précis, a :

2 |
op = —[HTy] — [TuH']. N
&
Notons par ailleurs que @ est un angle négatif alors que 6’ est positif au vue 0 ’ 4
de la convention adoptée. T,
Nous retrouvons l'angle |f| au sommet T2 du triangle rectangle T1HT5.
Ainsi, [HT1] = asin(|f]) = —asin(d) car l'indice optique est pris égal & 1.
De la méme facgon, nous trouvons : [TlH'] = g sin (0'). aI

Conclusion : dp = a(sin(@) — sin(@’)). |

11.14

Notons Hs le projeté orthogonal de O; sur le rayon in-
cident 2 et Ky le projeté orthogonal de O; sur le rayon
émergent 2.

En application du théoréme de Malus - Dupin, les chemins
optiques de moins l'infini jusqu’a O; sur le rayon 1 et de -
moins l'infini jusqu’a Ha sur le rayon 2 sont identiques. reseau O1 %

Il en est de méme pour les chemins optiques de O jusqu’a 'infini sur le rayon émergent 1 avec celui de K2 jusqu’a
Pinfini sur le rayon émergent 2.

La différence de marche du rayon 2 par rapport au rayon 1 vaut donc : da/1 = Mair[H202 + K202].
Compte tenu des angles sur la figure, on a : HoO9 = acos(g — 90> =sin(fp) et K202 = acos(g — 9) = sin(0).

On en déduit d2/1 = a(sin(6o) + sin(#)), soit la réponse @
11.15 a) La fonction sin(z) est 2m-périodique en z mais sin(z+m) = — sin(z), d’ott sin®(z+7) = sin”(z), montrant
que la fonction sin? () est m-périodique en z.

............................... ¢

11.15 b) Posons z = 5 La fonction sin® (z) est m-périodique en x, donc 27m-périodique en variable ¢.
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N
11.15 d) La période de la fonction réseau est le p.p.c.m. des périodes des fonctions sin® (%) et sin? (7¢)’ soit

2
le p.p.c.m. de 27 et de ﬁﬂ La fonction réseau est donc 2m-périodique en variable ¢.

11.16 a) Quand ¢ — 0, la fonction réseau présente une forme indéterminée de type —. On léve cette indétermi-
nation en formant un développement limité du numérateur et du dénominateur a 'ordre 1.
N¢\ 2

Dot Ry (¢) ~ 2 = 1. La fonction réseau admet une limite finie en 0. On la prolonge par continuité en

N®
2

posant Ry (0) = 1. La fonction réseau est alors continue et dérivable sur tout R.

11.16 b) La fonction réseau s’annule pour sin(%) = 0 avec sin(%) # 0, soit pour % = gqm avec ¢ # 0 et

2
¢ # 2m. Sur lintervalle [0, 27] les zéros de la fonction réseau correspondent aux valeurs ¢ = qﬁﬁ, avec g entier

compris entre 1 et (N — 1), soit N — 1 valeurs par période.

réponse @

11.17 b) Plagons-nous autour du pic principal en ¢ = 0. Les premiers zéros autour de ¢ = 0 sont obtenus pour

2T . A
(b—:l:ﬁ d’on §¢p = N

11.18 a) L’équation y = ax + b est une modélisation de la relation agsin 6’ = pA.

Par identification, on trouve z = p et y = ag sin(#’).
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11.18 b) Afin de réaliser la régression linéaire, il est nécessaire d’établir le tableau suivant :

D -3 —2 —1 0 1 2 3
aosin(@) (en pm) | —1,61 | —1,07 | —0,54 | 0 | 0,52 | 1,07 | 1,59

Il ne reste qu’a faire la régression linéaire a la calculatrice.

+ points expérimentaux
—— modélisation

ly=az+b

a=0,5335714

aosin(6’) (en pm)
o

b= —5714x 1022

ordre p

La quantité ao sin(f) est homogeéne & une longueur alors que p est sans dimension. Ainsi, a est homogeéne & une

longueur.
On a a = 0,534 pm.

11.19 a)

-¢
Les angles D, 6 et 8" sont positifs au vue de la convention adoptée. A‘ Da
A P’aide du schéma, nous comprenons que |Da| = |6'| — |6].
Ainsi, Dy = 6’ — 6. 9 /i a/\ 0

11.19 b)

L’angle @ est positif alors que 8’ et D sont négatifs au vue de la convention ‘

adoptée. V‘ o | Ds
A Taide du schéma, nous comprenons que |Dg| = 6’| + |6).

Ainsi, Dg = 6" — 0. /‘\
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11.19 ¢) |

L’angle 0 est positif alors que 6" et D sont négatifs au vue de la convention W\‘

adoptée. \ ’o o'
A T’aide du schéma, nous comprenons que |Dc| = |6'| — |9).

Ainsi, Dc =60' — 6. D¢

11.19 d)
L’angle 0 est négatif alors que ' et D sont positifs au vue de la convention ‘ 4\@
adoptée. D
A Daide du schéma, nous comprenons que |Dp| = |6| + |6]. W\‘ 0\ ~D
Ainsi, Dp = 0 —6. ‘ l@ /

27"0, sin(6)

om 1— % T sin (& asin(9
11.20 a) Omn a s(f) = Zekj Fasin@ _ 2 7€ 2 _ JFesin®) <()‘()) . Ainsi, o = G%a.

1 — ¢ Frasin®) Za sin(@))

1
11.21 Plagons nous autour du pic principal en ¢ = 0. On cherche ¢ tel que Ry (¢) = 7 Soit encore en consi-
N¢ 1 (N¢)3 2
2 6\l 2 1 1/No\?2 1 2 1
dérant que ¢ < 1, % =3 qui donne 1 — 6(%) = ﬁ On en tire ¢ = :I:N 6(1 - \/5>,
2

1 4 1
ui donne : A = —4/6(1— —) On en déduit la valeur de o cherchée : « = —4 /6| 1 — — | soit a ~ 1,69.
q b (- %) Lo %)

11.22 a) On observe que le premier maximum secondaire est & peu prés & mi distance entre les deux premiers

. . . R C . 2w 4w . . .
zéros de la fonction réseau aprés un pic principal, soit entre N et N On peut donc évaluer la position du premier

. . 3T
maximum secondaire pour N

s'n(37rN> 2
B WP VAV I (e
L o\ 3w
NSIH(W) ?
2
(qui donne sin(z) ~ x) et avec sin(%) = —1. Il reste Rn () = (3&) , soit Ry (¢) =~ 0,05. Notons que la valeur
™

du premier maximum secondaire est indépendante de celle de N et représente moins de 5% de la valeur d’un pic
principal. Seuls les pics principaux sont visibles.

°r Ry (o) = en tenant compte du fait que N > 1

11.22 b) On calcule pour ¢ = ?])V
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IF'iche n° 12. Outils mathématiques pour la diffusion|

Réponses
12.108) i abe
12.1b) e abesin(«)
12.1C) ottt 7r2h
12.1d) oo 7r2h cos(a)
12.28) oo
12.2b) e
12.20C) conieii e ()
12.2d) et ()
12.20€) oot (a)
12.26) oo (©
12,3 8) .ot %;h
12.3 D) o %7"2
123 C) ot (©
12.48) 0 (©

Corrigés

12.2)

...................... ‘n(:c,t) = jox + no ‘
................ n(x,t) = e ; 02 +ng
......................... —z(x — L) +ng
t
................... n(x,t) = ng exp<)
p
no
........................ n(t)
t
14+ 20
neT
T t
el D)

Le point B est au niveau d’un col de la fonction f(x,y). A partir du point B, en se déplacant dans la

direction y croissant en gardant z fixe & x = zg, la quantité f(zg,y) décroit de plus en plus. La dérivée seconde
par rapport & y est donc négative. De méme, en se déplacant dans la direction x croissant a y fixe a y = yg, la
quantité f(z,ys) croit de plus en plus. La dérivée seconde par rapport a x est donc positive.

12.3 ¢) On a les équivalences suivantes :
8l > al ﬂ 2mrh — r > 2h
oh or 3 3
12.4 a) 1l faut sommer la surface du fond de la casserole et la surface latérale.
12.4 b) C’est le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur H.
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12.4 ¢) 1l faut utiliser les deux résultats précédents.

S
12.4 d) On fait varier le rayon R pour une valeur de V fixée a Vp. La notation — (R, Vi) n’est pas adéquate, la

dR
notation « d » étant réservée aux fonctions d’une seule variable.
. . 85 1 . 3 2
12.4 ¢) Pour minimiser la surface on cherche : (BiR) =27R+ QV(—ﬁ) =0, soit V=7R>. OrV=nR°H,
Vo

on en déduit donc R = H par identification. On peut vérifier dans sa cuisine que cela correspond bien au choix
« standard » des industriels.

12.5 ¢) Par intégration successives on obtient :

2
%(xyt):p$+A donc n(xﬂf):%‘FAx’-i-B

Les conditions aux limites imposent :

n(oa t) =B ="no B = no
2 donc I
n(L,t):%JrALJrB =ng A P

La fonction n s’écrit alors : )
L
n(z,t) = % — %x-l—no = ga:(x—L) + no.

dn dt 1 t
—a = g donc d(ﬁ) = d(ncT>'

On integre :

1 1
— - — = donc  n(t) o
n(t) no T 14 not
neT

12.6 ¢) On a une équation différentielle sur ¢ : 8—? (z,t)+ ———= = p. C’est une équation linéaire dont la solution

est de la forme n(zx,t) = Aexp( t) + p7. La condition initiale impose n(z,0) = no (1 — %) On a donc

T

A:no(lf%) —pr = A(x).

La solution est donc de la forme :
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IF'iche n° 13. Diffusion particulaire|

Réponses
13.18) . o dr = T.dS dt
13.1b) e 42N = (nv dS) dt
13.1C) i d® = nv.dS
13.1d) ..o 7 (M,t) =n(M,t)v(M,t)
13.1€) i m2.s7!
13.28) et (a)
13.2 D) i ()
1802 C) oottt (©
13.2d) e oN =~ Y gdzar
ox
1303 8) et (©
13.3b). .o —# (P,t)-dS x dt
S
t
13.4a) i dr = du\/7
a
K |rn

13.4b) ... N = 2\/;erf(+oo)
K |n
13.4C) i =—./-
3.4 ¢) a=4/
185 8) v (A,B) = (1,1)

13.5b) ... n= - fle

1 -~ _1 __
() oo(-7)
13.62) . oooieiiiiiii oD —p3=0
2D

13.6b) .o —5g tw=0
13.6 c) p=
L = 1a

13.78) oot (@
137 D) e (a)
138 8) 0.
13.8 D) oo Tl o5
T

13.908) .ot
13.9D) oo
13.9C)u it
1310 B) .o ()
183,10 €) e
13.10d) ..o [Lx4x10°m]
1310 €) oovviiiieee [L~1x10m]
1300 6) .o, [L~8x 10" m]
15

13,10 Ne—
T

13,12 8) ottt (a)
1312 D) ()
13,02 C) et @
13.13a) ..o ’ N(t) = n(x,t)de‘

on
1313 D) oo N = = S dzdt
13183 C) ettt (a)
1313 d) e ()
1 70 I 2 (©
9j

1313 ) 0o AN = == S drdt
on adj

13.13 g) ............................ a 7%
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on 9n on 9n
1303 1) oo s =Dy | 1314g) . S =Dgs +o
13014 8) coieein e dN = %dedt 13.158) coeeeeeeennn... N(t) = /// n(M, t) dr
%

9j
13.14¢)..... SN = — =S dxdt + o(z,t)Sdw dt
°) 5> dzdi+olz. i) ds 13,15 €) oo @
on dj
1314 ). T T ae TOl 1BABN . )

Corrigés

—

13.1a) Onadr=dSy xvdt Xcos@ =7 -dS xdt =7 -

&l
X
&

13.2 ¢) La diffusion a lieu ici suivant axe (Oz), il n’y a donc pas de transfert de particules au niveau de la
surface latérale (ce qui se traduit par le fait que localement 7 et la surface considérée soient orthogonaux).

13.2 d) Les transferts de particules se font au niveau des sections situées en x et x + dx : on a

g—iSdm x dt.

0N = (j(z) — j(z +dz)) - Sdt = —

13.3 a) Il faut intégrer le flux élémentaire sur toute la surface fermée en prenant en compte le fait que 7 n’est a

priori pas uniforme sur la surface. On multiplie ensuite ce flux (supposé constant sur un temps court) par la durée
dt considérée.
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2
13.4 b) Le changement de variable u = 1\/% donne u? = %. Le nombre total de particules dopantes s’écrit
donc a chaque instant :

too | az? /+°°K ) \ﬁ /+°°K ) K [x
N = —exp| — dx = —exp(—u”)duy/ — = —exp(—u”)du = — 4/ — erf(4+c0).
[T e~ a= [T E o)t/ = [T o) au = K Ttioo)

A(ne—n)+Bn _ An.+ (B — A)n
nne—n)  nnme—mn)

A =1
Pour qu’il y ait égalité, il faut donc vérifier le systeme : { 0 On trouve A = B = 1.

—A
13.5b) Ona
n(t) n(t) n(t) n(t n(t
/ ne dn /£+ dn _/dn_/ —dn
n(ne —n) n (ne —m) n (ne —n)

no no no no no

I n(t)\ [ 7= n(t) . (ne — no)n(t) I (ne —no)
no ne — no no(ne — n(t)) ne
"\n)
On peut alors isoler n(t) : on a n(t) = fle

on on
a(mvt) —5n(x,t) %

En injectant dans I'équation de diffusion, on trouve o>D — 8 = 0.

(z,t) = an(z,t) 92 (z,t) = a’n(x,t).

ooty = Y sinfwt — & oty = -1 0 gep(—Z ) sin(wt — &
E(w,t)——wnoexp(—é)sm(wt 5)’ ax(x,t)— 6n(m,t)+ exp( 6)81n(wt )

8%n 1 1 no z\ . T
et @(x,t) =-53 (—Sn(x,t) + Fexp(—g) sm(wt — 5)>

—f%e <f§)sin<wt7§>
T PTG 5)

2D 2D
En injectant dans I’équation de diffusion, on trouve — 52 +w=0s0it 6§ =% .
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13.6 ¢) On calcule les dérivées :

1
En injectant dans ’équation de diffusion, on trouve D = e

a
A n* .........................
13.7 a) En notant n* 'ordre de grandeur de n, I'équation de la diffusion donne : — = Dﬁ
B RE n* .........................

13.8 a) On trouve un temps caractéristique de diffusion de 'ordre de 7 = 4 x 10%s ~ 46 jours! Mieux vaut
« mélanger » son café c’est-a-dire créer un transport par convection!
13.8 b) On a Dse = 5 x D, 'ordre de grandeur reste sensiblement le méme car le milieu support est le méme,

mais le phénomeéne est plus rapide car I’entité chimique est plus petite donc plus mobile.

10—7 [

10710 [

10—13 [

D (em®-s )

10716 [

10719 [

| | | |
4 3.5 3 2.5 2 1.5 1

1000/T

10722

est décroissant donc ’axe est bien gradué a T croissant.

Attention a D'orientation de ’axe des abscisses :

100
L’échelle verticale est logarithmique et ’axe horizontal gradué dans le sens des T décroissants.

In(D
On a y =log(D) = n(D) et x = 7%’ vérifient donc une loi affine du type y = A + B'x, soit In(D) = A —

Sl

Réponses et corrigés



13.10 ¢) On complete le tableau :

0 (°C) 25 500 800

T (K) 298 773 1073

% (K™ 34x107% [1,3x107% | 93x 107"
D (ecm®-s7") 4%x107" | 3x107% | 1,6 x10°°
InD (ot D en cm? -s71) —37,7 -17,3 -13,3

(—13,3) — (—37,7)
9,3x 1074 —-34x%x1073

4 . 3 . . . 4, . s .
On en déduit B = — = 9,8 x 10°. On aurait aussi pu faire une régression linéaire.

13.10 d) En utilisant 'ordre de grandeur de la longueur caractéristique, et en convertissant en MKS, on a

L=~ \/4 x10 " em? s P x (1x 10 > m-em™ )2 x 3600s/h
=2x4/10722 x 10 Xx 60m ~ 120 x 3 x 10" "' m ~ 3,6 x 107" m.

Soit, en gardant un chiffre significatif : L &~ 4 x 10™° m. La migration des atomes de carbone se fait donc & Déchelle
d’une maille (=~ 1 x 10~ m).

13.10 ) En utilisant 'ordre de grandeur de la longueur caractéristique, et en convertissant en MKS :

L~ \/3 x 1078 cm? - 57! x (1x 10_2111-0110_1)2 x 3600s/h
~1,7x V10712 x 60m ~ 102 x 10" °m ~ 1 x 10™* m.

La migration des atomes de carbone se fait donc a ’échelle d’une maille.

13.10 f) En utilisant 'ordre de grandeur de la longueur caractéristique, et en convertissant en MKS :

L=~ \/1,6 x107%cm? - s7" x (1 x107°m-cm™")2 x 3600s/h
~1,3x V10710 x 60m ~ 78 X 10" m ~ 7,8 X 10~ * m.

Soit, en gardant un chiffre significatif : L ~ 8 x 10”* m. La migration des atomes de carbone se fait donc sur un
grand nombre de mailles ce qui permet d’expliquer la formation des grains.

dz?
) dn
13.12¢) Ona®=3jS=-D—
dz

permanent.

S = DS%. On remarque que ® est indépendant de z puisque 1’on est en régime
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13.13 ¢) On suppose dt suffisamment court pour considérer 7 constant entre ¢ et ¢ + dt.

13.13 e) Il n’y a pas de transfert de particules au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques
de 7 et de la surface considérée.

13.13 f) Les transferts de particules se font au niveau des sections situées en x et = + dx.

13.14 d) Il n’y a pas de transfert de particules au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques

- c1s s
de j et de la surface considérée.

13.14f) OnadN = %{de dt = - Y954z dt 4 o(z, 1) dw dt.
T
13.14g) Onaj= _p2n.
ox

13.15 f) Attention aux conventions de signe.
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IF'iche n° 14. Diffusion thermique|

Réponses
141 8) o0t @
1 ) ()
14.1C) o (©
14.1d) .o AU = uc%Sdm dt
1 I BRI ()
14.16) oo (a)
14.008) e (©
14.1h) oo f%Sd dt
14.2°8) e (a)
14.2 D) oo (a)
14.20C) oo ®)
1 ) B
14.3 D) 1/V2
14.3C) ettt
14.3 d) e
144 8) oo (a)
T4A D)
144 €)oot Oui
14.58) ... T(m)zTQZTlx-i—Tl
14.5 D). o @) et (©)
145 C) oo (a)
T4.6 8) oottt M)
14.6 D) oo (©

1426 C) oo (@
14.6 d) .o (a)
147 8) oo (a)
147 D) (©
147 C) oo (©
14.7d) oo

14.7€) oo 1,1 x 10° W

148 oo Tt Runha ST,
1+ RenhaS
14.98) . ooe i 45 x 102K - W' |
14.9b) oo 0,53 K- W
14.9C) oot (©
14.9d) oo 32x 10 K- W

14.10¢)...... (cub , ) (cyl.,@) (sph ,@)
1490 d) .o
1400 €) .t
1401 ..o (©
do; 0; 1
1412 2) At " RnCon  RenCin (Bends + 6e)
14.12Db) ........... RL(GIU 0e0 — 1 cos(wt))
th
0 1 7 (a)
1413 D) e (a)
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14.14 ..................... Les bottes de paille ln(r—l)
14.19 b) ......... T(?") = T1 + (TQ - Tl) L
o n(z)
14.15a) .. ccooiiniin... dU = MCES da dt 2
14.20 ) oot
0T ) ©
14.15 b) .......................... )\Wdedt
z 14.20b) .o M)
14.15C) o
T 1420 €)oo Adg: 49
14.15 d) ................ ILLCE = )\W +pp1’od
Z 14.20 ). ... O
oT
14.16a).........covenen... dU = pc—Sdz dt 2
ot 14.200€) ..o ”zr dz
.
0T
1416 D). oo Az drdt)l gy a0 f) ®)
1406 C) oot (© 1420 8) - oo 2 ALr
dr
oT o*r P
14.16 d) Hegr =Aga hg(T(mat) Toxt) 14.20 h) .o (a)
14T ) oo ®) m(%)
14.200) oo
h1 1) 27T>\L
) Rinh1S + T 1
14.17 b) . T + Ty 2w AL
h 14.20 ). 0o T (T, —T.
1+ i + Rinh1 S 1+ é + Rinhi S -]) 11’1(7"2/7'1) ( a e)
14.218) . o
) P24 Ruhas 2) ]
14.17 ¢).. > T+ — - Tl 1421 D) oot [0]
1+ — +Rthh25 1+f+RtthS
h1 hl
14.21C) oo )
1408 8). oot
dT Py 1
1418 D). oo Q=0 1421d)......... i
1408 C) oottt () ) ro ®o (11
— - o 1 Iz \ 7 "
14.18d) ..o — =3 ih; —
: \hr 1_ 1
14.22b)......... T(r) =Ty + (Tp — T)——2
_ Dq 1 [N
14.198). 0 ..oonn. ... T(r) =11 + 5 - ln(T)
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Corrigés

14.1 ¢) 1l faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A Iinstant ¢, I'énergie interne de I’élément de volume de section S et de longueur dz peut
s’écrire : U(t) = p(S dz)cT(x,t).

14.1 d) On exprime l’énergie interne a linstant ¢ +d¢ : U(¢t 4+ dt) = pueS dzT' (¢t 4+ dt) puis on calcule la différence
dU =U(t+dt) — U(¢).

14.1 e) On considére dt¢ suffisamment court pour considérer ]E’ constant entre ¢ et t + dt. Le vecteur S entrant
est orienté suivant e,.

N
14.1 f)  Attention aux conventions de signe! Le vecteur S entrant est orienté dans le sens —ea.

14.1 g) Il n’y a pas de transfert thermique au niveau de la surface latérale du fait des orientations réciproques

de j_(g et de la surface considérée.

14.1 h) On a jg(z,t)Sdt — jo(z + dz,t)Sdt = —%7—Q5’dt dz. On peut vérifier qualitativement le signe pour
x

éviter les étourderies.

!

14.2 b) Le courant thermique j —Mgrad T est donc dirigé seulement selon é,.

)
|

oT
14.2 ¢) La variation d’énergie interne pendant dt est dU = pu(S dx)cg dt. Cette variation est due au flux

dje o :
o S dtdz. Comme jg = Aam ona:

or o*T
u(S dx)ca dt =X pye

thermique @ dt = jo(x,t)S dt — jo(z + dz,t)Sdt = —

Sdtdx
9*T

oT A - , . s T s . .

qui se simplifie en i DW avec D = —. On vérifie donc ’équation de diffusion libre & une dimension sans
x ue

source.

14.4 a) Lorsque Fo < 1, il ne s’est pas écoulé suffisamment de temps pour que la diffusion ait lieu : le processus

peut étre considéré comme adiabatique.

Lorsque Fo > 1, suffisamment de temps s’est écoulé pour que la diffusion ait eu lieu.

Fo — BW-m ' K 'x15x10"%s
7800kg-m ™ x 4807 - K" kg ™! x (5 x 107%m)’

=2x10° <« 1.

L’hypothése d’une transformation adiabatique est donc valide.
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2
14.5 a) L’équation de la diffusion devient g—f = 0 soit T'(z) = Az + B. On utilise enfin les conditions limites
x

T(0) =Ty et T(L) = T5. Le profil de température est donc linéaire dans la barre en régime permanent.

14.5 b) L’hypothése de barre homogeéne permet d’affirmer que la conductivité est identique dans toute la barre.

L’hypothése de régime permanent permet d’affirmer que 55 est & flux conservatif. L’hypotheése des parois latérales
calorifugées permet d’affirmer que le flux n’est orienté que suivant é,.

14.5¢) Ona O(z) = // To(@)-d8 = j(z)S = —AS% - %(T1 _ D).
S

14.6 b) La réponse correspond au flux d’une grandeur, le processus tendant & diminuer I'inhomogénéité spatiale
liée a la contrainte.

L 5x 1073 m 3 1
14.7 Rinv=—5= =5x10"K-W
8) Ona R, AS 1W-K ' m ! x1m? %
AT 10 5
14.7b) Ona AT =19°C —9°C = 10°C. Le flux ® vaut donc ® = = —W=2x10"W
Rin 5x 10
1 —T(0) T(L)—T>
14 7C) On (b: —hls(Tl —T(O)), @Z —hQS(T(L)—TQ)
I%ﬂni }ﬁhﬂ

1
7 (T1 — T2). Les résistances thermiques sont en série; donc
th
Ry = R+ Riwi + R —£+2x L gx10tK.- W
th = Lith th,1 th2 = 3o h = .
10K

9x107°K-W!
premier modele : des conditions limites peu réalistes peuvent conduire & surestimer fortement les pertes thermiques.

On a donc &' = ~ 1,1 x 10® W. Les pertes sont presque deux fois plus faibles que dans le cas du

14.8 Par substitution, on élimine ¢ : on a T1 — T'(L) = Rinh2S(T(L) — T2) puis on isole T'(L). Ainsi,

T+ Rinha STy
T 14 RnheS

14.9 a) La surface du mur en brique est de 7,5 m? — 1,2 m? = 6,3 m?. La résistance de la brique est

€bh —2 —1
Ry= — o =453 x 107K - WL,
T M (Sior — 51)
14.9b) Celle de lisolant est Bi = ~—e——e = 5,20 x 107 K- W™,
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14.9 d) La résistance de la brique et de Iisolant sont en série; d’ott Rmur = Rb + Ri = 5,74 X 107'K-w L
Les résistances Rmur et Ry sont en parallele. La résistance équivalente du mur est alors :

Rmuer
Rmur + Rf

Req = =3,16x 107" K- W

AT 15K
Req 3,16 x 107 'K-W!

= 47,5W.

14.10 c) Il faut calculer les surfaces d’échange pour les différents igloo pour identifier le dénominateur des inté-
grales. En notant 7 la variable d’espace, on a Scup. = 572, Seyl. = 7 + 21 X r = 37r° et Ssph. = 2772,

e
Eia—i-e} " aalate)

d 171 1
14.10 d) Toutes les résistances thermiques sont de la forme R, = 77’2 = {
ar «@

On peut alors facilement calculer les résistances thermiques pour les différents igloo en identifiant pour chacun la

valeur de a et a. D’ou,

B, eun. = 5 0,2W~m_10.i{n_11 xlmx1lm 55 xlo,zK'VW1 - %K'Wil

Run e = 5775 O,QW-m_IO-’;(I?I X 0,7mx08m 52,11x 0,2K'W71 - 13,4K'W1

B won. = 52 o,zw.mflo.é(rill x0,8m x 0,9m 44,61>< 0,2K'W_1 - 8T9K'W_l'
................................................ e

do; 1 do; 0 1
Cen—r =i+ 5— (0 — 6 d = —— (Rudi +0.).
g = At Ry P m ) done g G T RaC (T8
14.12 b) Si 6; est une constante, '’équation différentielle se simplifie en : ¢;(t) = %(910 — Oeo — Oe1 cos(wt)).
th

Le chauffage est donc en opposition de phase avec la température extérieure.

14.13 b) Les résistances thermiques des isolants (a) et () s’écrivent respectivement :

1 5 1 1 1 7 1 1
Bz n(3) w5 m0) e R gpin(5) - g (5 - )

Les deux résistances étant en série et comme on cherche la température a 'interface entre ces deux isolants, la
formule du pont diviseur de tension appliqué au potentiel donne :

Oa = 20°C + —22 o 80°C = 20°C + 80°C — 904 €
R. + Ry b In(5) 1
HE N () - ) PR T
a Il( )_ n( ) ()
:20°C+L01:20°c+%:20°C+Mz25,2°c.
143 14 107
In(7) 0’07
In(5)
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14.14

Isolants Epaisseur pour r =7 Déphasage (pour r =7) Energie grise surfacique
e (cm) AT Es (kKWh-m™?)

Fibres de bois 26 17 h 00 78
Bottes de paille 36 14 h 30 3,6
Laines minérales 21 4 h 30 50
Vermiculite 35 19 h 20 84
Polystyréne expansé 22 4 h 40 140
Polyuréthane 16 4 h 30 160

14.15 a) 1l faut utiliser la premiére loi de Joule, en supposant la tranche suffisamment fine pour considérer la

température uniforme. A linstant ¢, I’énergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dx peut
s’écrire : U(t) = p(Sdx)cT (z,t).

14.15 b) Le transfert regu en x est j_C;(Lt) « Se, dt. Le transfert recu en = + dz est E(z +dx,t) - S(—ez)dt, le

signe étant di & lorientation de S. Le flux total recu est la somme des flux précédents :

. 2
O(z + da,t) = [jo(z,t) — jo(z + dz,t)]Sdt = —88‘7—5(:6 +dz,t)dzSdt = A%Sdmdt.

14.16 d) La surface latérale vaut pdz : attention & l’algébrisation.

La variation d’énergie interne de 1’élément de volume de section S et de longueur dx est due aux flux thermiques
conductifs suivant Paxe (Oz) et conducto-convectif en radial :

2

or o°T
dU = pcanx dt = /\Wde dt — h(T(z,t) — Tear)pda dt

. oT 9*T P
soit peor = /\W — hg(T(x,t) — Text)-

14.17 a) Le premier graphique correspond au premier modeéle ne prenant pas en compte les pertes conducto-
convectives.

14.17 b) A partir de la premiére et la troisiéme ligne du systéme on obtient :

h
2
En injectant cette expression dans la seconde équation, on trouve :
hl hl hl hl
T(O) |:1 + 7:| — (*Tl + Tg) = Rthhls(T1 — T(O)) donc T(O) |:1 + — 4+ Rthh15] = (Rthhls + 7>T1 + T
h2 h2 h2 h2
Ruhs§ + 7 )
donc T(0) = 7 2 T+ 7 T>.
14+ =+ RmhS 14—+ RS
h2 h2
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14.17 ¢) On fait de méme pour obtenir 7'(L) : & partir de la 1° et la 3° ligne on a : T(0) = Th — %(T(L) —T>).
1

On injecte dans la seconde équation :

h h
T, + h72T2 — |:1 —+ h—2:|T(L) = RtthS(T(L) - T2)
1 1
soit :
h
hﬁ + RenhoS
= hg Tl + 1h2
1+ =+ RwhaS 14 =+ RuhaS
h1 ha

1

Ts.

14.18 a) La quantité U est une fonction d’état. Comme on est en régime permanent, ’énergie interne du systéeme
fermé considéré est donc constante.

14.18 b) En appliquant le premier principe, on a dU = 6W + 6Q. Ici, il n’y a pas de travail fourni au systéme,
donc 6@ = 0.

_ _ r by dr dq r
14.19 a) Ona/;1 dT =T(r) Tl—/ 5 27r)\hln<r1)'

1

La valeur de ®¢ peut étre imposée par continuité du flux par un autre processus physique (transfert conducto-
convectif par exemple) ; cela permet alors de mesurer la température sur une isotherme, par exemple T> (souvent
une température de surface).

i)
27 \h

14.19b) OnaT, = Th+ 1n(’l) et donc g = (Tp — Ty) —2
T2

In{ —

T2
Ty et T, on peut a partir du champ de température déterminé ici calculer ®g, ce qui permet alors d’évaluer par
exemple des pertes énergétiques.

14.20 b) La variation de température étant uniquement radiale le flux thermique sera selon cette direction. Sinon,
on peut aussi utiliser la loi de Fourier sachant que le gradient s’écrit
rad = e, +—-——¢eg+ —e€.
grad(f) ar roo " oz
en cylindrique.

14.20 c) On a 853G = ):;;—LS = %rde On utilise 'expression précédente de la conductance.
r

2™ Xdzrdf  2mArd
14.20 ) Onaé2Gth:Z53Gth:/0 ;’: = ”d: z
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14.20 f) Les isothermes sont communes aux « bornes » de tous les éléments de volumes.

L
. 2 . 2rArdz _ 2wALr
14.20 g) On a 0Gen = E 6" Gin = /0 T

1 "2 dr
14.20 i = = = .
200) Ona =Y oRu=Y 5= [ 75

rl

. 1 r
14.20j) OnaTy—T. = Rubo= 5~ 1n(f)<1>0.

14.21 a) La quantité U est une fonction d’état. Comme on est en régime permanent, I’énergie interne du systéme
fermé considéré est donc constante.

14.21 b) On peut appliquer le premier principe : dU = W + §Q. Ici, il n’y a pas de travail fourni au systéme;
donc, on a §Q = 0.

14.21 d) La loi de Fourier donne —)\%47rr2 = Pg.

T T
r _ - (I)o dr o CI)0 1 1
14.22a) Ona / AT =T(r) =T = /T1 AT QWA( >

14.22b) Ona Ty = T1 + &<i - i), donc ®o = (T — Th)
1

. Dans le cas ou l'on impose les
4 A \r2 1 P

(7-7)
T2 1
températures 11 et T> on peut a partir du champ de température déterminé ici calculer ®g, ce qui permet alors
d’évaluer par exemple des pertes énergétiques.
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IF'iche n° 15. Transferts thermiques|

Réponses
151 a) e 15,8 C) cuunntttetie e 1,5m?
15.1D) et 159
15.1C) it 1500 ) . oeeii e ©
15.28). 0o et
) ®et© 15.00 D)oo ()
15.2b) ... 60 W -m~? Du
15.11 a) ....... ﬁx(L — (E) + (Tl — To)* + Th
15.308) oot ()
15.01 D)o @
15.3 D) oo ()

_ — 1 B30 B ) B 60 W - m >
15.3C) et ’ Méme sens que e,

- — I2 L\*
15.3d) .o ’Meme sens que e, 15.12a)............ o+ I7AS? (2> -
15.3€) ot 2,9 x 10°W -m™—2

‘ 15.12 D) couiiiii e [0]

153 6)0eveeeieeeeeenl 14 x 10°W-m™?| T

15.12C) 0 T -
15.4 oo WK1 .m2 ) RS
155 8) oottt M) 1512d) e ®) et (©)
15.5 B) o 65 °C 1513 8) e eeeeeeeeinl, 1,0x 102K - W1 ‘
15.6 a) ..................................... @ 15.13 b) .................. ’ 1,2W . K71 mfl ‘

2 1 B30 K ) D 4

156 D) oo /\%(TO ~T) 5.13 ¢)

1504 8) oottt (a)
157 8) e (629MW - m2|

15.14 D)
15.7D) o 3,8 x 1020 W ©

1515 8) oo 0,50 pm
15,7 C) te e (© -

15.15b) o 58 x 103K
157 d) e (©

15,15 C) oo
15.8 ) .ot () 1506 8) oo ®
15.8 b) .o D] 1506 b) e 260 K
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Corrigés

15.2 a) Le profil de température dans le mur est une fonction affine en régime stationnaire.

On a alors grad T = et indépendant de x. La loi de Fourier donne alors 7, = —Agrad T = —)\%e}’ pour
1 Tc — T, Tc —T, _
tous les points de la dalle. Ici, grad T = %e_,f avec % =50K-m™'.
N T T _ _ 10K _
15.2b) Ona [Fu®)| = AT =Tl ow . m .k 8 60w m

15.3 b) La température ne dépend spatialement que de la distance r & ’axe (Oz). Par conséquent, on a

— dT
dT = —¢;.
gra I e
15.3 ¢c) On constate que gradT « e, = O < 0donc Jtne-er > 0.
T
15.3 d) On constate que gradT « ¢, = O < 0 donc Jneer >0.
r

dT" Tc—Tal

15.3¢e) Ona = @; donc || Tm(A)|| = Jth(A).eT——Al(c)a Donc,
a a
aa—Tel _ygow.mt k!« 0K 1_2 =29%x10°W-m™2
m(f) a In(2) 2 x 10
a
Te—Tal 1
15.3 f) On obtient 7 (C)-é&; = —)\CicAE =3 Tw(A) &
ln(7>
a

15.5 a) La puissance transmise par la paroi au fluide est P,y = hS(T, — Ty). Par définition de la résistance

T, —T; 1
22727 done Ree = —.
Py on¢ hS

Ptoit%air 40 X 103 W
15.5b) On a Tiow — Tair = =
) OnaTou hS 20W-K1-m2x50m2

thermique, on a R =
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15.7 ¢) La puissance ga(r)47rr2 traversant la sphere de rayon r étant identique a celle émise par le Soleil @@47rRé,

2
il vient ¢(r) = po (@) .
r

2

103k

o(Dst) = 6,29 x 107 W - m~2 x (W) =135x10°W -m™ > arrondia 14 x 10°W .- m™>.
X m

La radiateur rayonne vers 'air la puissance P, = oTiS et recoit la puissance P, = 0TS de la part de

15.8 a)
I’air. La puissance cédée par le radiateur a ’air est donc P = P, — P,.

15.8 b) La loi de Newton rappelée dans la fiche donne le résultat.

o(Td = Td) + h(Ts — Tu) =5,67Tx 107" W -m ™ - K™% x (333" = 203" )K" + 10W - m™? - K~! x 40K
=679W - m™2.

P 1,0 x 103 W 2
D S = == =1,5m".
T ST T+ (Ts —Ta)  679W-m 2

5 2
L
a sa diffusivité thermique D par 7 = o On en déduit que Ta _ (LQ) ~ 32 (ot I'indice « a » est pour oeuf
Tp P

d’autruche et « p » pour I'ceuf de poule).

2 2
15.11 a) En intégrant % = —‘% par rapport & x, on obtient % = —‘%’x + A puis T'(z) = —%% + Az + B.
Tl - TO + va

Les conditions aux limites T'(0) = Ty et T(L) = T1 meénent & B=Tp et A = T o
L Ty —T
15.11 b) On pose A = p;)\ + = 17 % La température est maximale en z; = 3L/10. Or i—w = —pfx +A.Ona
donc ar =0 pour z1 = . Apres calculs, on obtient p, = Q(TO —Ti).
dzx v L2
12W-K ' -m™! -
15.11¢) Onap, = 212W K M oK gow . m~
1m
2 d*T T
15.12 a) On note A = ——. En intégrant — = —A par rapport & z, on obtient — = —Az + B puis
Ay S? da? dx

2
L
T(z) = —A% + Bz + C. Les conditions aux limites T(:Izg) =Ty ménent a B=0et C =Ty + AL2/8.
On peut aussi justifier B = 0 par un argument de symétrie du profil de température par rapport au plan x = 0. Le
dT

L
profil étant parabolique et T(:I:—) = Tp prouvent que z — T'(z) est une fonction paire donc que —(0) = 0.
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L T T L T
15.12 d) Ona]’th(——)-e‘;:—)\d— < 0 car ar > 0 et TEh(—)-e‘;:—)\d— > 0 car

2 dx —L/2 dx —L/2 2 dx —L/2
dT
— < 0.
dz |_r/2

7 ps 7 . . Tl - T2 10 —2 -1
15.13 a) Par définition de la résistance thermique du mur, on a R = 2 =105 = 1,0x 107" K-W .
1—=2

e _ 03 _
SR 25x10-2

15.13 b) Ennotant S = hL =25 mz, la conductivité du béton est alors A\ =

15.13 c) Les deux matériaux sont associés en série. Afin que la puissance traversant le mur isolé soit divisée par 5
pour la méme différence de température, il faut que la résistance thermique soit multipliée par 5. En notant R; la
résistance du mur de béton et Rz celle de la plaque de polystyrene, R1 + R2 = bRy soit Ro = 4R;.

€2 €1

A
Ceci s’écrit alors —— = 4——. L’épaisseur ez de polystyrene est donc ez = de1 22 = 4,0 cm.
A2S A S A1

15.14 a) La conductance est proportionnelle & la surface du mur. En écrivant que Gy, = K S, on en déduit que
Sm — Sy

Gry = K(Sm — Sy) et donc Go, = TGm.

15.14 b) Le mur percé et la fenétre sont associés en parallele. La conductance thermique équivalente est la somme

de la conductance de la fenétre G et de celle du mur percé G, différente de G.,. Donc, on a

G:Gf+7SGm:Gm(1—5—f)+Gf.

2898 pm - K
0,50 pm

2898 pm - K
310K

15.15 b) Avec la loi de Wien, on obtient T = =58 x 10°K.

15.15 ¢) On calcule \;, = = 9,35 pm.

15.16 a) La puissance émise par un élément de surface S d’atmospheére est P. = ¢, X 25 et la puissance regue

est P, = ¢S + ¢rS. En régime stationnaire, P, = P. donc p, = W—%

(70 + 450)W - m~?
2

o) V4 260 W - m 2 1
T, = (“0—> = ) =260K.
o 567x10 °W-m 2-K

15.16 b) On a ¢, = =260 W -m™>. On en déduit que
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IF'iche n° 16. Tables et diagrammes thermodynamiques|

Réponses
16.1a).. |91 x107*g-mL! ‘ 16.6 2) ar T _ 16.11d)...........
01D ® ds o 16.11¢)............
16.6Db)..............on ®]  16128) 00
16.1¢C) v, (@) 2) ®
16.6C).....ovviininat. @ 16.12b)......
16.28) .o
16.2b). oo 16.6 ). @] 16120 ...
16.2C) evoeeeeaeen 16.7 oo @| 16124d)........
16.2d)......... 16.82) .. o @ @] 1612e). ®
16.2€) ... 16.8D) o) @ @] 16120 op = 40%
16.2f)... | 1,017 x 10~° m® /kg | :
16.12g). .o ()
5 16.8C)uvrninnnnnn.. M), (@
162
16.13a). ..o )
16.2h).......oii (© 16.8d) ... © @
" 16.13Db) ..., @
16.30) oo 16.80)..... [800 - K~' kg 3
16.3b)............ 16.81)... [-50000 K g | O €
16.3C)rvvnernnnnn., 168 9). ... ’ 1650k kg ! ‘ 16.13d) ................. (@
16:3d). s Vi 160 B) e ()| 1613
16.4a). ... ke~
) © 16.9b) ... @ 16.14a)..... ’2675’61{‘] ke ‘
6] 16.14)......
) ® 16.9¢C) i (© ) 92k] -k
16.4¢C) .o 16.14¢c).......ooon
) @ 16.10a) ............ (@), (@ ©
16.58) ..o [0] 16.14d) ... |~2031k] kg ']
16.10b)......... L (©), p—
16.5D) . oveenan.. JZ—O ) YOO 16.15a). .. .o ©
0
16.10¢C) ........... t
16.5C) v, 9 Ve © 16.15b) ... M)
D 16.10d) ...t (a)
16.5d)........oonon _7172 . 16.16 8) ... oeveeern . ®)
16.5¢).............. 1611 a). ... Tn(10)Moc, | 1616 D)...........
16.5 1) oo 16.11D) v 16.16 ).
16.58) ..ceueennn. 1611 ¢)oooen 16.16 d) ............
16.5h)............. 16.16€).............
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16.17a). ..o, T 16176 16.19b) ... (©)
16.178) o ovivnnnnn.
16.17Db) oo, ST R TS T

16.17¢C) e — 16.18 a)...........oonnns (©

16.17d) ..o 16.18b) ... ®)| 16191

16.19¢) ... |8kJ K ' kg |

Corrigés

16.1a) On a v(T = 200°C,p = 200kPa) = 1,0805m®/kg = 1,0805 x 10° mL - kg~' = 1,0805 x 10°mL - g~
~1,1x10°mL-g " donc p = 1_ % =0,9090---x10%g - mL™ ' ~9,1x 10 *g - mL™".

v 1,1x10
Remarque : La division ci-dessus « se pose a la main ». Il est aussi possible d’utiliser le développement limité autour

1
de 0 de (1+2)° =1+ az d Uordre 1 ¢ 117103:(1“),1)*l X102~ (1-0,1)x107*=9x 10",
, L X

16.1 b) Par lecture de la table, on a Ty (200 kPa) = 120,21 °C.

16.1 c) Par lecture de la table, on a 100°C < T (200kPa) = 120,21 °C : le fluide est donc monophasé sous

forme de liquide.

16.2d) A 100°C, on a

Peat = 0,10142 MPa = 0,10142 x 10° x 1Pa = 0,10142 x 10° x mmHg = 760,8 mmHg.

133,3

16.2¢) Onawv=1,03 cm?’/g = 1,03 x 1073 m3/kg. Or, par lecture de la table, le volume massique du liquide

saturant est v,(60°C) = 1,017 x 10~° m® /kg et celui de la vapeur saturante est vg(60°C) = 7,6672m®/kg. Il vient
que v¢(60°C) < v < vg(60°C) : le systeéme est alors diphasé, c’est-a-dire un mélange de vapeur et de liquide.

16.2 h) Le théoréme des moments exprimé en terme de volume massique est xz =

Vg — U]

Or, vy = 7,6672 m3/kg ~ Tv ~ 7 x 10°v; donc il est numériquement raisonnable de considérer que Vg — Ul X Vg et
v—u = v, dol zg & v/vg.
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16.4 b)

e Lors de la transformation (A) isobare, le volume augmente donc @ ne convient pas. Dans le cas de @, la
transformation (C) isochore a lieu au volume minimal, ce qui est en contradiction avec la fiche synoptique o
le volume prend sa valeur maximale pendant cette transformation (V' = 3V) : la @ ne convient donc pas.

cste
e Pour la transformation (B) isotherme, la pression et le volume vérifient la relation P = A donc, en échelle

linéaire, la représentation graphique de P = f(V') est une branche d’hyperbole, ce qui ne peut que correspondre

16.4 ¢) Le sens de rotation est horaire : le travail total requ au cours du cycle est négatif, le cycle est moteur.

16.5 h) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. La courbe isochore est de
pente infinie donc la courbe @ est la courbe isochore.

.. . . . A . . B

Il reste deux courbes a identifier : la courbe isotherme vérifiant piso—7 = — et la courbe isentropique piso—s = -
v v

ou A =nrT = povo et B = povg sont des constantes. L’identification des courbes se fait par un calcul de dérivée

au point My de coordonnées (po, vo) :

dpisofT _ 7& _ 71770 dpisofs) _ B _ @ _ (dpisofT)
(7(11} )(UO) = 2T et (7(1” (vo) = 77”3“ = 'YUO =7 “d (vo) .

Au point My, la courbe isentrope est donc la courbe la plus pentue : la courbe ® est la courbe isentrope et la
courbe @ est la courbe isotherme.

16.6 a) En combinant la 2™ identité thermodynamique et la seconde loi de Joule, il vient : ¢p dT = T ds+ v dp.

Le long d’une courbe isobare, dp = 0. L’équation différentielle en T'(s) s’obtient en réorganisant les variables s et T'
, o dT ) dT
de telle sorte qu’une dérivée — apparaisse : — — — = 0.
ds ds ¢
)z . P, . ar T , . i, . L . N .
16.6 b) L’équation différentielle i 0 est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
s ¢

constants et sans second membre dont la solution est de la forme T'(s) = Aexp(s>. Le choix (arbitraire) de la
Cp

constante d’intégration A est ici fait de telle sorte que la courbe isobare passe par un état de référence (so, 7o) :

A:Tmexp(—io), d’ott T'(s) :Toexp(szs(J).

P P

Conseil : Tester la vraisemblance en remarquant que, d’une part, T(s = so) = To et, d’autre part, dim(s — so) =
dim(cp) : Uargument d’exponentielle est bien sans dimension.

T T\ 7/ (A=)
16.6 d) Graphiquement, 71 < T3, soit L. Or, P2 _ (—1) avec v > 1, c’est-a-dire que J <0
/(=) T » I b
T T\
Ainsi, L implique que (—1) > 1. Autrement dit, P2 > 1 donc p2 > p1.
TQ T2 pl
16.7 Le transfert thermique correspond géométriquement & l’aire du cycle parcouru dans le diagramme

entropique. Il est compté positivement si le cycle est parcouru dans le sens horaire (moteur) et négativement si le
cycle est parcouru dans le sens trigonométrique (récepteur). Attention ici, ’entropie est donnée en kJ - K~ donc
Qascpa = (T — Ta)(Sc — S) = 100 1,5 x 10° = 1,5 x 10° J.
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16.8 a) Une enthalpie massique est indiquée en J - kg717 et non en J. Le point A est & droite de la courbe de
saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est & ’état gazeux. Les courbes isenthalpes (dh = 0) sont
quasiment horizontales, c’est-a-dire presque confondues avec des courbes isothermes (d7° = 0) : le modele du gaz
parfait peut étre considéré comme valide au point A car la relation dh = ¢dT n’est pas mise en défaut au point A.
Enfin, le point A passe par la courbe isobare 0,05 bar représentée en pointillés.

16.8 b) Le point B est a gauche de la courbe de saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est &

I’état liquide. Une lecture graphique, réalisée a ’aide d’une regle graduée, puis 'application d’une « regle de trois »,
conduit & évaluer 'abscisse du point B comme étant 600J - kg™ - K™'.

16.8 ¢) La grandeur z représente le titre massique en vapeur dans le mélange. Le point E se situe & équidistance

(le long de la courbe isotherme passant par le point E) des courbes isotitres = 0,6 et z = 0,8. Ainsi, zg = 0,7.

16.8 d) En passant de 'état E & I’état F (situé sur la courbe d’ébullition), le systéme passe d’un état diphasé a

un état de liquide juste saturant : la vapeur saturante se liquéfie. De plus, cette transformation est isotherme; or,
I’eau étant un corps pur, elle est également isobare.

16.8 f)  Par lecture graphique, sg = 800J - K™ 'kgfl. Ainsi, sp — sg = 800 — 5800 = —5000J - K~* 'kgfl.

16.8 g) L’incrément des courbes isenthalpes est de 200J - kgfl. Aussi, le point E étant situé a équidistance (le
long de la courbe isotherme passant par le point E ) des courbes isenthalpes 1800 et 2000kJ - kg™!, il vient que
he =1900kJ - kg™'. De méme, hp = 250kJ -kg™", d’oit hp — hg = 250 — 1900 = —1650kJ - kg™ ".

16.9 a) Pour une phase condensée incompressible indilatable (domaine liquide, & gauche de la courbe de satu-
ration), dh = ¢, dT donc a T constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc étre verticale dans cette

zone.

Pour un mélange liquide-vapeur d’un corps pur (zone sous la courbe de saturation) a ’équilibre, si T" est fixée alors
p est fixée aussi. Une courbe isotherme doit donc étre horizontale dans cette zone.

Pour un gaz parfait (domaine vapeur, & droite de la courbe de saturation, et pour une faible pression), dh = ¢, dT
donc a T constante, h est constante. Une courbe isotherme doit donc étre verticale dans cette zone.

16.9 b) On peut procéder par élimination :

e Il ne s’agit pas d’isobares car nous aurions alors des droites horizontales.
e Il ne s’agit pas d’isenthalpes car nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isothermes car dans la zone gaz a faible pression (domaine de validité de I’hypothése gaz
parfait), nous aurions alors des droites verticales.

e Il ne s’agit pas d’isotitres car certaines courbes sont en dehors du domaine liquide 4 vapeur.

Il s’agit donc nécessairement d’isentropes.

16.9 c) Ces courbes n’existent que dans le domaine Liquide 4+ Vapeur et se rejoignent toutes au point critique,
il s’agit donc d’isotitres.

16.10 a) La pression est de 100 bar donc 100 x 1,00 x 10° Pa = 1,00 x 10" Pa.

La température est indiquée en °C donc la réponse @ ne convient pas. Le point A est a gauche de la courbe de
saturation et en-dessous du point critique donc le fluide est a ’état liquide.
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16.10 b) Par lecture graphique, la pression est de 10°bar = 1 bar # 1Pa donc la @ ne convient pas. Le point B

est sous la courbe de saturation donc la réponse @ convient. La valeur de z indiquée correspond au titre massique
en vapeur. Sa valeur est de 0,4 donc le titre en liquide est 1 — 0,4 = 0,6.
16.10 c) Le long d’une isotherme d7" = 0 ce qui, avec la seconde loi de Joule, implique : dh = 0. Les courbes

isenthalpes sont donc des portions de droites paralléles & I’axe des ordonnées (puisque h est la grandeur en abscisses).

16.10 d) Le modele du gaz parfait est une bonne approximation lorsque les courbes isothermes (d7° = 0) sont

également des courbes isenthalpes (dh = ¢, dT' = 0), ce qui tend & étre le cas en zone (a).

R R
16.11 a) L’équation d’état donne p = M—T donc, en différenciant a v fixé, il vient dp = Vo dT. L’utilisation de
v v

la 2" loi de Joule puis la division par pIn(10) permet d’écrire :

dp 1 R 1 dh .. d(Inp/1n(10)) R 1 ., . dlog(p) A R
— = — —  soit = — dou —F— = =
p In(10) Mo pIn(10) ¢, dh cpMv1n(10) p dh p In(10)Mwvce,

une constante pour une transformation isochore (v = cste).

16.11 e) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. Du fait de la seconde loi

de Joule, la courbe isotherme est également une courbe isenthalpe, c’est-a-dire de pente infinie. Ainsi, la courbe
isotherme est la courbe @.

dlog(p)

Pour une courbe isochore, il a été montré que ———= = — avec A une constante. Ainsi, dans un diagramme
p

dh
(log(p), h), il apparait que la pente n’est pas constante; elle tend vers l'infini lorsque h tend vers 0 : la courbe ®
est donc la courbe isochore et, par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

16.12 a) L’échelle des abscisses étant linéaire, il est possible d’utiliser la position du point B par rapport a la

courbe de saturation pour déterminer si le fluide contient plus de liquide ou plus de vapeur. Ici, le point B est plus
proche de la courbe de bulle (isotitre z = 0 en trait plein) que de la courbe de rosée (isotitre z = 1 en trait plein)
donc il y a davantage de liquide que de vapeur.

16.12 ¢) L’enthalpie massique de la vapeur saturante de 1’état représenté par le point B correspond a ’abscisse
du projeté de B sur la courbe de rosée : hy g = 2650kJ - kg_l.

16.12 d) L’enthalpie massique du liquide saturant de 1’état représenté par le point B correspond a ’abscisse du
projeté de B sur la courbe de bulle : h; g = 420kJ - kgfl.

16.12f) Ona

hs — hip 1320 — 420 900 900 9000
hvp — hip 2650 — 420 2230 2250 2250
ce qui est cohérent avec le fait que le point B soit placé sur la courbe isotitre z = 0,4.

zB = x 107! = 0,40,
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16.12 g) Pour rappel, 'enthalpie massique du liquide saturant d’un mélange diphasé correspond & abscisse du

projeté de cet état sur la courbe de bulle tandis que I’enthalpie massique de la vapeur saturante correspond a
Pabscisse du projeté sur la courbe de rosée. Dans le diagramme log(p) — h, la distance entre ces deux projetés est
hy — h1 = Avaph.

Graphiquement, il apparait que h, diminue et que h; augmente avec la pression, d’oll une enthalpie de vaporisation
Avaph qui diminue lorsque la pression augmente.

16.13 b) L’équation d’état des gaz parfaits est PV = nRT avec n la quantité de matiére et V' le volume.

Or, n =m/M (m est la masse) donc il vient PV = mTR/M soit Pv = rT avec v =V/m.

T 46 x 10° x (260 + 2
1613 ¢) Onav= "L = 046X 10X Q604278) _, 4 ey
p 100 x 10

16.13 d) De maniére générale, les points M(z, y) le long d’un segment défini par les points M (z1, y1) et Ma(z2, y2)
Y2 — Y1

vérifient y = y1 + (x — 1) .
T2 —I1

16.14 c) Par extensivité et additivité de ’enthalpie, h; = xhg + (1 — x)he avec z le titre massique de la vapeur
saturante. Ici, z = 90% = 0,90 et 1 — z = 10% = 0, 10.

16.14 d) On a ¢ = Ah = he(P = 1,0142bar) — h; avec h; I’enthalpie massique initiale du mélange et

hi = 10% x he(P = 1,0142bar) + 90% x he(P = 1,0142bar) = 10% x 419,2 + 90% x 2675,6 = 2450kJ - kg~ *.

Ainsi, le transfert thermique massique est ¢ = 419,2 — 2450 = —2031kJ - kgfl.

16.15 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV = cste. De plus, le gaz est
parfait donc l'injection de 'équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit & TV ™" = cste.

16.15 b) Lors de la transformation (D) isentrope, le volume décroit de 3V4 a Vi. De plus, le volume et la tem-

7 .z . s s -1 . . 4 ;.
pérature ne sont pas reliés par une relation linéaire (TV7'™" = cste). Ainsi, seule la réponse @ vérifie ces deux
conditions.

16.16 a) L’équation d’état des gaz parfaits donne p = %T.
Op R

R
T dou — = = cste : une courbe isochore est une courbe de
M’UO oT MUO

pente constante (et positive) dans un diagramme (p, T).

Or, ici, V. =m X vg = nMwuvy. Ainsi, p =

16.16 ¢) La courbe isobare est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isobare. La courbe isotherme est de

pente infinie donc la courbe @ est la courbe isotherme. La courbe isochore est une courbe de pente constante (finie
et non nulle) donc la courbe @ est la courbe isochore. Par élimination, la courbe @ est la courbe isentrope.

16.17 h) La courbe isotherme est de pente nulle donc la courbe @ est la courbe isotherme. La courbe isentrope

est de pente infinie donc la courbe @ est la courbe isentrope.

T T
Il reste deux courbes & identifier : la courbe isobare de pente =% et la courbe isochore de pente =% Le rapport de
Cp Coy
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-1
Tt T C

la pente de la courbe isochore par celle de la courbe isobare est N = 2 =~ > 1: au point My, la
Cy Cp Cy

courbe isochore est plus pentue que la courbe isobare donc la courbe @ est la courbe isochore et la courbe ® est la

courbe isobare.
16.18 a) La transformation (D) étant isentropique, la loi de Laplace est valide : PV” = cste. De plus, le gaz est
parfait donc l'injection de ’équation d’état PV = nRT dans la loi de Laplace aboutit & PYTY = cste.

16.18 b) Lors de la transformation (A) isobare, la température augmente donc la réponse @ est a rejeter. La

transformation (C) étant isochore, la relation entre la pression et la température est une relation linéaire P = ﬂ,

ce qui correspond & une portion de droite. Pour la transformation (D) isentropique, la pression et la température

vérifient P = Lfye7 ce qui ne peut pas étre une portion de droite puisque v > 1; la @ ne convient pas.
T1-7

16.19 a) Le point I se trouve & l'intersection de la courbe isobare 250 mbar = 2,5 x 10™ " bar et de la courbe
isotherme 100 °C. La courbe isobare de 2,5 x 107! bar est la droite horizontale située & peu pres a mi-chemin entre
la deuxiéme et la troisitme graduation en partant de la graduation associée & 10™ 'bar. La courbe isotherme de
100 °C correspond 4 la courbe en pointillés dont le label est T = 100°C. Par lecture graphique de I’abscisse du I ,
hi = 2680kJ - kg™*

16.19 b) Le point I se trouve a droite de la courbe de saturation (et bien en-dessous de l'isobare critique, une

droite horizontale passant par le sommet de la courbe de saturation). Ainsi, le fluide est initialement une vapeur
seche.

16.19 c¢) Le point I passe par une courbe isentrope qui est ici représentée a I’aide de tirets. La valeur associée n’est

pas indiquée, mais les deux courbes isentropes voisines indiquent 7kJ - K™* - kg_1 et 9kJ - Kt kg_l. L’incrément
du réseau des courbes isentropes est de 1kJ - K" - kgf1 donc s; = 8kJ - K~ ' kgfl.

1

16.19 d) Le point F est a l'intersection de la courbe isentrope sp = s; = 8kJ - K. kg " avec la courbe isobare

pr = 1bar, c’est-a-dire la droite passant par Pordonnée 10°bar. Par lecture graphique de ’abscisse du point F, on
a hp = 2980kJ - kg™* donc w = 2980 — 2680 = 300kJ - kg .

16.19 e) Le point F passe la courbe isotherme comprise entres les courbes isothermes de 200 °C et 300 °C. L’in-
crément étant de 50 °C, cette isotherme est associée a 250 °C donc Tx = 250 °C.

16.19 f) L’entropie finale est désormais spr = (1 4 6%)sp = (14 0,06) x 8 = 8 + 0,48 ~ 8,5kJ- K~ ' - kg™ ".
Or, il n’y a aucune courbe isentrope tracée pour cette valeur d’entropie massique. Il faut interpoler la position du
point F’ dans le diagramme log(p) — h. Pour cela, il suffit de tracer un segment horizontal le long de la courbe
isobare de 1bar qui relie les courbes isentropes de 8kJ - K™ ~kg71 et 9kJ-K™* ~kg71. La position du point F’

est approximativement au milieu du segment tracé. Le point F’ passe par la courbe isotherme de 400°C donc
TF/ = 400 QC.

16.19 g) L’élévation totale de température s’exprime comme Ty — 11 tandis que celle due & la compression
(réversible) est Ty — Ti. L’élévation de température due aux irréversibilités est donc Ty — Tr. Sa proportion
TF/ —Tr

—— x 100.

T — 11

relativement a 1’élévation totale est donc
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Corrigés

17.1 a) La transformation est adiabatique donc g = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0. Finalement, Ah = w; et As = 0.

17.1 b) Il n’y a pas de piece mobile donc w; = 0 et donc Ah = ¢q; on a As = se¢ + Se.

17.1 ¢) La transformation est adiabatique donc ¢ =0 et s = ¢/7 = 0; il n’y a pas de piéce mobile donc w; = 0
et ainsi Ah =0. On a As = sc.

17.1 d) La transformation est adiabatique donc ¢ = 0 et se = ¢/T = 0; la transformation est réversible donc
sc = 0 et ainsi Ah = w; ; As=0.

17.3a) Ona Ah+ Aep + Aec = ge + wi. Iei, Aep = 0, ge = 0 (adiabatique car isolée thermiquement) et w; = 0
(tuyere indéformable). On en déduit : Ah + Aec = 0 (donc h + ec = cte).

17.3 d) La vitesse d’éjection est alors co = 383 m - s7h.
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17.4 a) La premiere phase étant isentropique, les températures sont liées par la loi de Laplace

1—v
TYpy " =cte=T)py" donc T) =T <g;> ,

ce qui conduit au résultat en prenant la puissance 1/7 de ’ensemble.

17.5 b) Les travaux ws et w4 sont nuls. Les travaux regus pendant le cycle sont w1 et ws.

17.5 ¢) La deuxiéme phase est isobare, d’olt : g2 = Ah = ¢p(T5 — T3).

17.5 e) Le transfert thermique est nul pour cette transformation (isentropique). Le premier principe pour les
systémes en écoulement permanent s’écrit donc ici : Ah = wi. d’ott : w1 = ha — h1 = ¢p(T2 — T1) > 0.

17.5 g) Les échanges énergétiques étant algébriques, le rendement du cycle est défini par p = W _ _Untws
qc q2
c (T27T1 +T47T3) T, —T
17.5h) Le rendement du turbopropulseur est alors : p = —— =1——.
) prop P cp(T5 — T2) T3 — T3

17.6 a) Le compresseur a pour effet d’augmenter la pression et la température du fluide : ici, il s’agit donc de
I'étape 1 — 2.

17.6 ¢) Le domaine de la vapeur est a droite du diagramme, celui du liquide & gauche, la liquéfaction correspond
donc a I’étape 2 — 3.

17.7 a) La compression étant réversible, et en I'absence d’échange thermique, la compression est isentropique
donc ssrév = SE = 2,50kJ - K! ~kg71.
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17.7 b) L’état de sortie « S,rév » du compresseur se trouve a l'intersection entre l'isentrope passant par E et
I'isobare a Ps = 10 bar, comme schématisé ci-dessous.

20,00 R290 r . faymae: amatname Propasez s

DTU, Department of Energy Engineering
s in [k)/(kg K)1. vin [m~3/kg]. T in [2C]
M.J. Skovrup & H.J.H Knudsen. 23-10-21

2T
8,00

6,00

4,00

Pressure [Bar]

500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
Enthalpy [k]/kg]

17.7 ¢) D’aprés le premier principe industriel, on a wysy = hgrév — hg = 650 — 540 = 110kJ - kg_l.

17.7 d) La donnée de la température permet de placer le point S sur le diagramme. D’aprés le premier principe
industriel, on a w = hs — hg = 680 — 540 = 140kJ - kgfl.

17.7 f) La compression est adiabatique, il n’y a donc pas d’entropie échangée. Toute la variation d’entropie
correspond & une création, d’oll Scré¢e = Ss — sg = 2,60 — 2,50 = 0,1kJ - K. kg_l.

17.8 a) La machine produit du travail (W < 0) grace & un fluide chauffé (Q. > 0) puis refroidi (Qr < 0) : ainsi,
onaW<0; Qr<0; Qc>0.

17.8 ¢c) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source
froide Q¢ > 0) que l’air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Q. < 0) :ona W >0; Qf >0; Q. <0.

17.8 ¢) La machine recoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source

froide Q¢ > 0) que l'air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Q. < 0) :ona W >0; Qf >0; Qc <0.

17.8 g) La machine regoit du travail (W > 0) pour que le fluide refroidisse un compartiment plus froid (source

froide Q¢ > 0) que l’air ambiant, tout en réchauffant ce dernier (Qc < 0) :ona W >0; Q> 0; Q; <O0.

17.9 a) Le fluide d’une centrale est chauffé dans la chaudiere (source chaude), passe par la turbine pour produire

un travail puis est refroidi dans le condenseur (source froide).

17.9 b) Le fluide d’un réfrigérateur refroidit la source froide en se réchauffant grace a 1’évaporateur, puis le fluide
est refroidi dans le condenseur en contact avec air extérieur (source chaude).
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17.9 ¢) Le fluide d’'une pompe a chaleur réchauffe la source chaude en se refroidissant grace au condenseur, puis

le fluide est réchauffé dans I’évaporateur en contact avec l’air extérieur (source froide).

DTy + D213
D ’

3,0kg- st x 353K + 7,0kg - s™' x 293K
3,0kg-s ! +7,0kg-s?

17.10e) On a DT = D111 — Dm2T> donc T =

=311K =38°C.

17.10f) OnaTl =

17.11 a) La turbine est isolée thermiquement et horizontale, donc ¢o = 0 et Aep, = 0. Les températures sont

identiques en entrée et sortie, donc d’apres la loi de Joule Ah = 0. Le premier principe s’écrit donc Ae. = wj.

17.11 ¢) La masse traversant la turbine pendant 1 heure est de 1800kg, d’out

1
Wi =5 x 1800 kg x (100m-s ")? =9 x 10°7J.

17.12 a) Le transfert thermique g est nul, et on peut supposer ec = cte et e, = cte (vitesse négligeables et

variation d’altitude faible).

17.12 ¢) La deuxiéme identité thermodynamique s’écrit :
dh =Tds+vdp

avec ici ds = 0 car I’écoulement est isentropique. On a donc Ah = v(p2 — p1).

Réponses et corrigés 397



IF'iche n° 18. Signaux

Réponses
18.1a). e, [0]
18.1Db) e E
18.1C)uiniiiiainnnn, [0]
18.2a). i, ©
18.2b) ..o @
18.32) . iuiiinnnn.
18.3b) ...
183 oot
183 oo
18.3 oo
184 a).....ccconn.... (©
18.4b) ..o, ()
18.4¢C) e, (a)
185a). ..., (a)
18.5b) i, ©
18.5¢C) e, ©
18.64a)...............
18.6b) ..o
18.6C) ..vveennnnn..
186 d) ... (a)
18.6€) ... M)
18.6f) ..., (a)
18.68)...covvnnn.. 2,56 mH
18.78) oo, M)
18.7b) i, (@)

18.7C) i, )
18.7d) o, 1,6 uF
18.8a) . .o, (b)
18.8b) v, (©)
18.9a) . it )
18.9b) . (a)
18.9¢) . eiiiiiiiiiiiiiinn, (©)
18.9d) i
189¢€)...coiiiii.... 7mH
18.10a)................. 420
18.10b) ... 4o72
18.10¢C) oo, 12°
1810d)................ %1’0
18.10€). ..., gxl
18.10f) ... “a
1811 a)......coenenn... 1ms
18.11Dh) ..o,
18.11¢) e,
1811 d) oo )
18.11€) .iunnrinnnnns [0]
18.116) ..., (@) et (d)
1811 ) e (a)
18.12a)......ovinn... 20 ms

18.12d) ..o
18.12€) ... oovi.. ..
18.1216)............ @) et (©)
18.12g) .o (a)
18.13a) .ooviiiinn.

18.13€).vieiiin... (a)
18.13 f) .. ’ Repliement de spectre ‘
1813 g) oo, @
1814 a). ..cooveeeiii.. (@)
ds
18.14 b) a + wps = How()e
18.14C) .. ()
1815 a) o
18.15b) .,
1815 ¢) v
1815 d). i,
18.15€) i D]

18.16C) v
1816 d) .................
18.16¢).............
1816 f) ..ovevnnnnn.

398

Réponses et corrigés



Corrigés

18.1a) Ona % cos(wt) dt »
0

T _ [sin(wt)

T
] = 0 car la fonction ¢ — sin(wt) est T-périodique.
0

18.1 b) Il faut commencer par linéariser le cos” :

1 /T, 1 {71+ cos(2wt) 1
= fdt=— [ =T g = 2
T/o cos” (wt) T/o 3 3

T
comme la fonction cos(2wt) est périodique de période 5

18.1 ¢) 1l faut faire une intégration par parties. On a

I o1 "
7/ tcos(wt)dt = = {— sm(wt)} VT /0 " sin(wt)dt =0
18.2 On commence par remarquer que les deux graphiques tendent vers une valeur non nulle : cela élimine

la proposition @ et les propositions @ et @ qui ne sont pas stables.

La proposition @ est ’équation d’un oscillateur harmonique : elle ne correspond pas aux graphiques.

Le signal s1(t) présente une discontinuité de sa pente : il est donc régi par une équation différentielle du premier
ordre : c’est la proposition @

On en déduit que le signal s2(t) est associé a la proposition @

18.3 Pour une équation différentielle linéaire & coefficients constants une condition nécessaire de stabilité,
et suffisante pour les systémes du premier et second ordre, est que tous les coefficients de ’équation différentielle
soient de méme signe.

18.4 En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme
un fil : on a uc(Of) =F, i(Of) = ic(Of) =0.
La bobine impose la continuité de I'intensité électrique qui la traverse et le condensateur la tension a ses bornes :

_ E
on a uc (O+) = E,i(O ) = 0. Comme ur = uc, on a donc : ig (O+) =3 soit d’apres la loi des nceuds

ic(0%) = ~in(07) =~ .

En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un fil : ainsi,

R _ _ E _
onauc(—i—oo):RiME,z(O )I’LR(O ):TMEt ’LC(O ) =0.
18.5 L’interrupteur étant ouvert et le régime permanent étant atteint : is (O_) =0et i1 (O_) = i(O_) %

La bobine impose la continuité du courant qui la traverse : 1(0+) = 2(0 ) = ﬁ Pour déterminer i; et iz il nous

faut deux équations : on utilise la loi des mailles dans la grande maille et la loi des noeuds :

) . By
o (0% + (0 = 2 oy _ 3= 28,
" (O+) to (O+) T 2R donc donc Zl( ) 2E24—RE1
E1 - Rll (O+) = E2 - RZQ (O+) ,L'l (0+) _ 'L‘2 <O+) — El - E2 i2 0+) = T
R

Réponses et corrigés 399



En régime permanent, la bobine se comporte comme un fil. On a donc directement i;(+o00) =

E E
g, On a donc le systéme :

donc i(+o00) = 7
i1(+00) + ia(+00) = i(+00)

FEi— Rzl(—f—oo) = RZ(+OO)

= Ri(4+00).

Fy — Rio (+OO)
%. On a alors le systéme :

E1+ E»

i1(+00) +ia(+00) =
E13§E2

i1(+00) —ia(+00) = 7

En sommant les deux derniéres lignes, on a directement i(+o00) =

On a alors i1 (+00) = % et ia(+00) = %,

-3
L= _ 161/?(’)(?0 =80 56 % 107 H = 2,56 L
. 1000

Graphiquement, on trouve 7' = 1 ms. Le module de I'impédance est |Z| =

18.7 d)
1 T 107 3s
= =~ — =1 F.
C=Zw = 27z = “0700q ~ LO#

18.8 On a une association de dipdles en série : Z = R + jLw. Comme |Z] est le rapport des amplitudes de la

2

tension et de D'intensité électrique, on a [Z]* = R* + (Lw)® = (?) .
0

L’argument de 'impédance vaut ¢ = arctan(—)

L’analyse graphique donne :
Ip =100mA, T =0,7ms et Jt,/; =—100pus.

Up =8V,
10* = 8,97 x 10°rad -s™*. Le déphasage de la tension par rapport a l'intensité

T 27

La pulsation est donc w = T =
électrique :
ot 1/10 27 2
— 91— =2 =22 _=z
v e TS 0 T T At

A partir des relevés graphiques, on a le systeme :

R® + (Lw)® = (80)°
wa = tan(gw>
R - 7))

9 2
On a donc R? {1+tan2(2—ﬂ)] = (@) = 8 donc R =
7 Io 0,1 o Iy
1 +tan2(7>
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18.11 d) La fonction u(t) est décroissante sur l'intervalle [0, 7/2] : cela élimine les propositions @ et @

En T/2, on a u(T/2) = —U : c’est donc la réponse @

18.11 f) Par intégration par parties, on trouve :

2 At 4U sty sin@rfat)|”? 4 sin(2nfat)
SIn(zmn SI(zmn
an = T / U(l — ?> cos(27rfnt) dt = ? |:( - ?> 727”‘.” :| + T / 727_”‘.“ dt
0 0
AU

(o ) 1772
U (O + % |:C05(2ft)] > __Luv X (—cos(mn) +1) = 7T27712(1 — cos(mn))

(Qan)Q = Am2T2 f2p2

18.12 f) Pour ce signal carré particulier, numériquement, sop = Sm. Ainsi, s(¢t € [0,7/2]) = so + Sm = 25m et

s(t € [T/2,T]) = 0. 1l vient alors :
2Sm [ —in 2mwv t] T/2

1 [T/? s
_ = QSm —in 2wy de = —22m
o T/O ¢ —in 27y € 0
=1
o ZSm efinﬂ' vT 1| = 257m ((_1)n _ 1) _ 0 sin pair
—in27v T —in2mv N _2Sm si n impair.
inTv

18.12 g) Les harmoniques de rang pair doivent étres nulles, ce qui exclut le cas @
: cette relation n’est pas

De plus, numériquement, on a so = Sm et 2/m = 0,64 < 1, d’ou sg > 2s¢/m = 25m/7

vérifié dans le cas du spectre @

18.13 b) La période T. d’échantillonnage est la durée entre deux points d’acquisition successifs. La fréquence

d’échantillonnage f. vaut donc :
1 N 500
e = -— = — = 1 ) H .
Je =7 = T ~ 30— 1OTI

18.13 ¢) Le spectre @ car les autres font apparaitre des pics « fantémes » car la 5 est inférieure & la fréquence

des harmoniques.
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H
18.14a) Ona H — Hoet H — M — 0 le filtre est donc un passe-bas. Le dénominateur étant
w—0 w——+00 Jw w—400

d’ordre 1, c’est un passe-bas d’ordre 1.

18.14 b) On a

H
g_ Ow donc (1+ji)§:Hog
€ 1+75— wo
wo
o . L < s . ) s . s . 1 ds
Multiplier par jw est équivalent & dériver en réel; on trouve donc I'équation différentielle s + T Hye.
wo

18.15 a) Le pré-amplificateur ne change que ’amplitude du signal pas son spectre : le spectre B correspond a
'LLQ(t).
18.15 b) Le filtre passe-bande & une bande passante assez étroit pour ne garder que fp — fim, fp €t fp + fm : le
spectre A correspond donc & us(t).
18.15 d) Le multiplieur donne en sortie :
e pour une fréquence en entrée de f, :

1+ cos(2m[2fp]t)

E(Acos(2mft)) x Uy cos(2m fit) = kAU, cos” (2 fpt) = kAU, 5

e pour une fréquence en entrée de f, £ fi :
k(Acos(2[fp £ fm]t)) x Up cos(2m fpt) = kAUp cos(2m[fp £ fm]t) cos(2m fpt)

_ Ay, Cos@rlfmlt) + cos(2r[2fp + fm]t)

Le signal u4(t) correspond au spectre E.

18.16 ) La tension uy(t) oscille entre 4V et 16 V. En identifiant les valeurs extrémes & partir de son expression,

on a le systéme :
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Fiche n°19. ALI

Réponses
19.18) et (a)
19.1 D) et )
191 C) e (a)
19.1d) e (©)
19.2)
Uy U9 du
19.2D) e L=24C
) T
19.2C) i i1 = —iy
VD — VA ’ dVA
19.2d) i, =il = Cy—2
9 d) Rl 12 CQ dt
19.38) oottt ()
19.3 b) ............................. 19 + i4 =0
19.3C) coni e )
19.3 d) ............................. 15 + ie =0
19.3€) i (©)
(751 Ug
19:48) oo L =_"
2) R, Ri+ Ry
19.4Db) .o
. e
19.4C) i =7
du
19.4d) ... j3 = C'——
) i3 .
19.4¢€).... ’us:uR—l—uc—Fue:Ril + uc + Ue
dug le il due
19.46) .o —Soptyd
9.4 1) ax Futeta
dug d%ue due 1
19.4¢8) ... .. =5 = —
9.48) a  Cqr Y3 @ rat
19.58) 0o

U1 Uo Ug
19.5b) oo Ly 2=
) R Ry R
196 8) oot
19.6 D) oo
Ry
19.6C) e V.
© T T R+ R,
Rs Ry
19.6d)......... = .
) Ri+Rs ' Ri+Rs
19.78) e ze+zc+i2_o\
19.7D) o
19.7¢)..... ie + Ue + jwCi(ve — V) =0
2
19.7d). i M) et (d)
19.7€) ot (©)
19.8 ) ..t [0]
19.8b) i =+ jCwus =0
19.8 ¢) _ !
BC) e
dug
19.8d) ..o, ue(t) + RO-2(t) = 0
19.8€) covit e )
198 ). i
19.9 8) ..ottt [0]
Us
19.9b) oo Cwe + = =0
) T
19:9C) o LCwW?
d%ue
19.9d) ... us(t) LC e
19.9€) it (©)
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1 19.12c¢) ..

199 F) .o 912 )

19.12d) ...
19.00 8) .ot 1902 ¢) oo
19.10 D) .o 19.13a) ..o
1911 a) oo 19.13b) ...
1901 D).

19.13¢)............ wi
19.02 8) . 0o
1912 b) .ot 1913 d) ..o

Corrigés

19.1 a) La rétroaction est négative donc I’ALI fonctionne en régime linéaire.

/
19.2 b) La loi des noeuds en D s’écrit alors %11 = %22 + Cy d(;;l .
19.2 ¢) L’intensité i4 est nulle et i1 = —iy
19.2d) On a ainsi : D];VA = ’2202%.

19.4 a) L’intensité est nulle & ’entrée non inverseuse et l'intensité du courant est donc identique dans R1 et Ra.

On reconnait donc un pont diviseur de tension. La relation demandée est donc : — =
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19.4 ¢) Cette fois, on a iz =

| &

19.4d) Ici iz = C' .
) Ici, on a i3 T

dus _ Rd’iz + 13 12 + 13 due

+ + dont on déduit :

19.4 g) La relation précédente fournit :

dt dt C dt’
dus due d?ue 1 due  due
a - @ P tretw Ta
dus d%ue due 1
Finalement, on obtient : 5; = RC dtlé +3 Cﬁ + R—ue.

19.5 b) L’ALI étant idéal, le potentiel de l’entrée inverseuse est égal a celui de ’entrée non inverseuse, donc nul.
; ;. u
Ainsi, la relation précédente s’écrit : — + — = ——.

19.6 a) L’intensité entrant a la borne inverseuse étant nulle, on a i, = is.

- ;. . u2 V+ Ry
19.6 L t d dub t d’ : t V-
c) e pont diviseur du bas permet d’écrire : is T R soit Vi Tt B Uz
.. . . Ui — V_ V_ Us R3 R1
19.6 d Le pont diviseur du haut permet d’écrire : 1, = = ,soit Vo = w1+ Us
) P v p R Rs Ri+Rs ' Ri+Rs

19.7 d) La tension vs n’est pas connue ce qui élimine la @ et comme on peut le voir en question suivante, la
loi des nceuds en B (@) n’est pas utile.
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19.8 b) D’apres la loi des nceuds appliqué au point A, on a : 4 + ic = i— Comme ur = Ue, on en déduit

) UR  Ue — Va ¢ .
e = — = — — e G =
€ ZR R o

Ziz = (us = Va)jCw.

U
De plus, on sait que pour un ALI idéal i— = 0 et on a vu précédemment que V_ =0 = Va. D’ott ﬁe + jCwus = 0.

19.8 d) En utilisant la relation de la question 1.8 b) et en passant dans le domaine temporel, on obtient I’équation
dusg
dt

différentielle suivante : ue(t) + RC

(t) = 0.

19.8 ¢) Le montage est un intégrateur. L’intégration d’un signal en créneau fournit un signal triangulaire : c’est

le signal @ qui est la bonne réponse.

19.9 a) On sait que pour un ALI idéal en régime linéaire V_ = V. De plus, PALI est idéal, donc i+ = 0. Or
V4 = Riy d’apres la loi ’Ohm. Donc V3 =0 et V_ = 0.

19.9 b) D’apres la loi des noeuds appliquée au point A, on a : ic +4r =i—. Or, on a

. uc . UL us—Va
ZQZZ:(%—Q)JCW e
U
De plus, on sait que pour un ALI idéal i_ = 0 et on a vu précédemment que V_ = 0 = V. D’ou, jCwu. + L;S =0
= JA =" iLw

Us . Us 2 2 2
19.9 c) Comme — = —jCwue, ona H == = —j"LCw” = LCw

jLw — Ue

19.9d) On a us = —LC(jw)’ue. En passant en régime temporel, on obtient : us(t) = —LC

19.9 ¢) Le montage suivant est un double dérivateur. Or si on dérive une premiére fois le signal triangle, cela

donne un signal créneau. Si on dérive un signal créneau cela donne un signal nul sauf aux points ot le créneau avait
des pentes non nulles. Cela correspond au signal @

19.10 a) Le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert a basses fréquences. On en déduit donc que
ic = 11 = 0, ainsi, le potentiel du point C est nul d’aprés la loi ’Ohm. L’ALI étant considéré idéal et étudié en
régime linéaire, on en déduit que Vs = 0. R2 est donc parcourue par i. et soumise & une tension ve. Le montage
est donc équivalent & Rs.
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19.10 b) Le condensateur est équivalent & un fil & basses fréquences. On en déduit donc que Vo = ve. Ainsi, PALI

étant considéré comme idéal et étudié en régime linéaire, V3 = ve, la résistance R2 est soumise a une tension nulle,
elle n’est donc parcourue par aucun courant. Tout le courant i. passe dans R qui est alors soumise a la tension ve.
Le montage est donc équivalent & R;.

19.11 a) A basses fréquences, C est équivalent & un interrupteur ouvert et n’est donc parcouru par aucun courant,

on en déduit donc, par une loi des noeuds au point B que la résistance qui lui est reliée n’est parcourue par aucun
courant non plus. On en déduit donc que Vg = ve et donc, ’ALI étant idéal et fonctionnant en régime linéaire,
VA = ve s0it vs = we, les courants circulant dans les résistances étant nuls.

19.11 b) A hautes fréquences, C est équivalent 4 un fil. L’ALI étant idéal et fonctionnant en régime linéaire, on
en déduit donc que V4 = V. On en déduit donc que vs = —ve.

19.12 c) Le gain est donné par le module de la fonction de transfert :

1 -jRCw| +/1+ (RCw)?
|1+ jRCuw| 1+ (RCw)?

19.12 e) La pulsation du signal est w = 1,3 x 10*rad - s™'. A cette pulsation, le déphasage vaut :

@(w) = —2arctan(RCw) = —2arctan(800Q x 100nF x 1,3 x 10*rad - s ') = —gA
On en déduit donc 'expression : vs = E cos (wt — f) = Esin(wt)
19.13 a) A basses fréquences, 'impédance devient Z(w) = Ro~ = R
A . N . jRiCw
19.13 b) A hautes fréquences, 'impédance devient Z(w) = Ra* = Rs.
JRQClw
19.13 ¢) L’impédance peut se mettre sous la forme : Z(w) = R LGy avec wi = L L
' P P A W TR T T ROy

19.13 d) On a w < wy donc I'impédance devient : Z(w) = R2(1 + jR1Ciw) = Rz 4+ jR1 R2Ciw. On identifie ainsi
deux termes, 'impédance est une bobine d’inductance R1 R2C1 en série avec une résistance Ra.
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IF'iche n° 20. Oscillateurs électroniques|

Réponses
du u
20.18) .t T T-=0
20.1b) ... %% + wiu %—0
2
20.1C) i RC% + wh ((1173 =
20.1d) ...l %%—Fw%u—%—%—o
20.28) i jwi = _L
RC
20.2Db) ... ...l ‘% |+ L2C% — (jw)’i= A
20.38) i (©
20.3 D) (e
2004 Q) (a)
20.4 D) i ()
2004 C) i (a)
20.4 ). ()
20.5 A) «. ()
20.5 D) (a)
20.5 C) ot (©
20.5 d) .. ()
206 ) ...t
2006 D) ..
20,6 C) oo ()
20.7 &) o (©
Ug
20.7 D) up = Z

20,7 C) e (a)
20.7 d) ()
2
R+ Zc)” + RZ
20.7€) .. ( f;)z <
Zc
20.7 ) oo (@
d?us 3 — A dus 1
20.7¢g)....... e 7o @ T mezts = 0
20.8 &) . (a)
20.8 b) i ©)
2008 C) e (a)
20.8 d) ... ()
2009 ) ©
R
20.9D) .. o +1R2 Viat
d
209 C) ..t i C%
209 d) i - VS‘“IQ e
20.9 €) 1t (@)
20.9F) oo (©
20.9 ) o\ (®)
209 h) . i (a)
20.9 1) (©
20.9 ). ()
Ue Ro
20,10 8) ...t il erwn
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20.10b) oo Ue — Us = R 20.10f) ..o Ue = R1te + Viat
20.10 ) evnoeerie e thy = 7R0&ie 2010 8) .. oeiii Caractéristique @
Ry

20.10h) ..o Caractéristique
20.10 d) oo (a) ®

20000 0) o (©)
20.10 €) . n it )

Corrigés
e . e . du wu
20.1 a) On remplace une multiplication par jw par une dérivée temporelle. On obtient : Fn + —=0.
T
20.1 b) De méme, on a ici fd—u—&— ; +dQ—u—0
: ’ T A T

d d?
20.1¢c) Avecw’u= —j wiu = —(jw)2g, on obtient : RC' d? + wiu ditr; =A
20.1 d) En multipliant par jwwo, on obtient : Jﬂg—i— weu + (jw)2g = jwowA. 1l vient ensuite :

T
1du+w2u+d2u dA _
- — =wyp— =0.
ac TN A T

20.2 a) On remplace une dérivée temporelle par une multiplication par jw : jwi = —%.
20.3 a) Seul le filtre passe-bande peut étre utilisé.
20.3 b) Le filtre passe-bande atténue, donc il faut amplifier le signal pour compenser.
20.4 a) Les deux coefficients sont de méme signe, donc le systéme est stable : solution en exp<—7>
20.4 b) Les deux coefficients sont de signes contraires, donc le systéme est instable : solution en exp (Jrf)
20.4 ¢) Les trois coefficients sont de méme signe, donc le systéme est stable.
20.4 d) Les trois coefficients sont de signes différents, donc le systéme est instable.
20.5 a)  Si le systeéme est stable, il y a amortissement, donc pas d’oscillations.
20.5 b) Pour démarrer, il faut qu’il y ait amplification et non amortissement, ce qui impose que le deuxiéme

coefficient de I’équation différentielle soit négatif.

20.5 c)

2

d“u
Les oscillations sinusoidales sont décrites par I’équation différentielle 1z + wgu = 0 de pulsation wp.
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Pour avoir des oscillations parfaitement sinusoidales, il faut que le produit H,H¢ soit égal a 1, ce qui

implique AHp =1 +jQ(

w w
— = —0), soit HgA =1 et w = wp. C’est le critére de Barkhausen.
wo w

20.7 a) Il y a rétroaction sur les deux bornes inverseuse et non inverseuse : ’ALI fonctionne alternativement en
régime linéaire et en régime saturé.

20.7 b) L’intensité est nulle a entrée non inverseuse et l'intensité du courant est donc identique dans R; et Rs.
On reconnait donc un pont diviseur de tension. La relation demandée est donc : %11 = ﬁ, soit u; = %
20.7¢c) OnaZ =R+ Zc.
1 1 1 R+ Zc RZc
20.7d) Ici, — ==+ — = d’ou : Z —
VM G TR 20T Rze YV 2T Ry
20.7 ) Pour le bloc de droite, on peut appliquer la relation du pont diviseur de tension : on a
R+ Zc + RZg 2
u  Zi+Z _ “° " R+Zc (R+Zc) +RZc
e  Zp RZc RZc '
R+ Zco
L Us (R+ZC)2+RZC ,
20.7 f) La relation = = s’écrit :
Ue RZc

2 2
1 1 1 R
R+ — R R? — 3—
Us < + ij) + jCw + (jC’w) + jCw
e s 1 1

jCw jCw

(jw)?R%C? 4+ 1 + 3jwRC
jwRC ’

Comme %1 = ue, On obtient :

(jw)?R%*C? 4+ 1 + 3jwRC (jw)’R’C® 4+ 1+ 3jwRC 1

= jwRC we = JwRC Al
D’ou : .
(jw)"R*C* + 1+ 3jwRC 1 . \2 1 jw
o JwRC e done [0 + g + 556 - )] =0
2 — S
20.7 g) En transposant en réels, on en déduit dd;b + BRCA d;; R2102 us = 0.
20.8 a) Il faut supprimer 'amortissement, donc le premier ordre, d’ou A = 3.
2

20.8 b) On a alors ddtzs +wius = 0, avec wy = %, d’ou fo = ;}—; = 27'(]]-%0

20.8 ¢) Si A < 3, la tension va s’amortir lors d’un régime pseudo-périodique jusqu’a une valeur nulle.
410
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20.9 a) Il y a rétroaction sur les deux bornes inverseuse et non inverseuse :

on ne peut pas répondre.

Uy = Rl =
! Ri+ R»
209¢) Ona z:cdditc
20.9d) Ona:i= = ;{“C - Vsatlg uc
20.9¢) Onai= Vs‘“iguc :cd;‘—f. On en déduit : d“—c+

dt

RC ~ RC"

20.9 j) La tension différentielle ¢ diminue. Au moment o cette tension £ devient négative, ’ALI bascule en

saturation négative.

Ue — Us . . Ry .
, il vient : ue = —Ro —te.-

20.10 d) Pour éviter la saturation : |us| < Viag.

20.10 ¢) Les relations |ue| = us =———— et |us| < Vear donnent |ue| <

Ro + R»
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- o . RoR e .
20.10 g) En régime linéaire, la pente est négative (ue =— dOR 1) : toutes les caractéristiques sont possibles.
2
En régime saturé, ue = Riic + Viat : la pente est positive et 'ordonnée a l'origine vaut Viat. Cela élimine la

caractéristique @

R
En saturation haute, on a V4 > V_; donc ue = V_ < V4 = 70\/52“.
Ro + R»
En saturation basse, on a V4 < V_; donc ue = V_ >V, = —70‘/52“.
R Ro + Ro
D’ou la condition indiquée dans 1’énoncé u. < 70‘/;3 .
d Ro+ Ry ™

Ces conditions imposent la caractéristique (1).

20.10 h) On a toujours les propriétés suivantes :

R
e En saturation haute, us = +Viag et Vi > V_, donc ue = Vo < V4 = ﬁv&m
0 2

. — Vs P - P N
Dans ce cas, tc = % (ordonnée & l'origine négative) : cela correspond a
1
Ro
5 Veat — Vs
i <R0+R2 sat at:7& Vsat
¢ R Ri Ro+ Ry’
) Ry
e En saturation basse, us = —Vias et Vi < V_, donc ue = Vo > Vi = ———— Vius.
Ro + Ro
. Ue + ‘/s,at 2N 19 e e ey N
Dans ce cas, ic = B — (ordonnée a V'origine positive) : cela correspond a
1
Ro
———5 Veat + Vza
s Ror Ry T Ry Vi
¢ Ry Ri Ro+ Ry’

Ces conditions imposent la caractéristique @
Plus simplement, on peut également effectuer une symétrie de la caractéristique @ de la question précédente.

20.10 i) C’est bien siir dans la zone centrale que le dipole se comporte comme une résistance négative.
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IF'iche n° 21. Physique quantique

Réponses
21.108) oot LIX107 m|  20.6d).....oii O
2L1D) 21.6€) ceuniiii i |0 (z,t)|” = A
2110 i 8x107°m| 216 ) .. oui
211 d) e 2,5x 107" m 217 2) S 2
211 €) e © et (@ il
11
1 21.7b) o YR
21,2 08) o 3 i
. 217 C) et [0]
21.2 D) oo E D18 8) o oo ®)
5 —2v6 — 9.3/2
B1.2C) 12f 21.8 ).t A =20
21.8.C) e
11-2v6
21.2d) .o 2
) 12 21.9a) oot —ﬁ—?EgpI(x)
21 A=t
WBA) =50 21o).. |4 o\ 2m
1 . .. 1 COS fLQ x 151N fLQ x
21.3 ). A= 7 >
m
21.9 C) .................... 7?(E — Vh)(pn(l‘)
21.3C) . A= % 3 :
a m
Ajp cos = (E—Vi)z
21.48) ..o A= /2 21.9d). e m
a 4 Byp sin = (F—Vi)z
1
21.4Db) o A= —
2 2m
\/& 21.9 e) .................... ﬁ(‘/ln — E)cpm(x)
3
2104 C) oii A= \/; yo Ame\/mgg
215 o @ et (©) +Bye” VT
2106 8) . 0] 21.9¢) .o Bye” V3 (Vin=E)z
h2k?
216 D). S| ZLT0) )
m
21.6C) v @] FAOD) Are” 9" = Ay cos(Ka)
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21.10 C) ............ QAIe*Qa — KAH sin(Ka) 21.11 f) ............................ AI = _AIII
_ K
21.10d) ..o Aqre” @ = Ay cos(Ka) 21.118) i 0~ tan(Ka)
21.10¢€)............ Apre” 9% = K Ay sin(K
e) QAme nsin(Ka) 6E(Vo — B)

21.128) o 5

2110 €)oo Ar = Amp %

21.10 g) ......................... % — tan(Ka) 21.12 b) .................................... @
21,02 C) e

2111 8) et © °) ®
21.12d) .

21.11b) ... Are™9% = — Aprsin(Ka) ) ®
2113 2) oo 1,4-1074

21.11¢). ..., QAre™ 9" = K Ay cos(Ka) 32) 410
21183 D) i 1,4pA

21.11 d) ............... AHIe_Qa = AH sin(Ka) -
21,13 C) et

21.11 e) .......... 7QA11167QQ = KAy cos(Ka) ) @
2113 d) ..o 1,7 x 107193 A

Corrigés
21.1 b) Attention & la conversion de la masse m du grain de pollen : on a m = 5 X 10" 2 kg.
—347 2.1 ..
211¢) Onar=l—-_" :6’6X10721kg m S %5005 b 810 m.
mx v 3x102'kg-0,1x 10 %m-h
—34q . 2.-1 23 -1 )
21.1 d) Ona)\_ﬁ:thA:&GXlO kg_nSls ><6,_01><10 mol 3><3600s h:2,5><10711m.
M xwv 32,0 x 107" kg -mol™" x 1800 x 10°m - h
21.1e) On a, pour @ :10%x 10 % m > 1,9 x 10732m; pour @ (5% 107 %m > 7x 10719m;

pour @ 4,2 X 107%m < 8 x 1074m; pour @ 2,9 x 107%m < 2,5 X 107 m.

Le virus de I’hépatite B ainsi que la molécule de Oz peuvent donc étre qualifiés de quantiques.

21.2 b)

Avec I'ouverture des fentes n° 1 et n° 2, on obtient

2 2 9 W11 1 —i 3
= 2 =4+ =42 —x — | ==,
|1 + w2|” = |e1]” + |p2|” + 2Re(p193) sta T Re(\/ix 2) T

Il est également possible de raisonner a 'aide de la définition du module d’'un nombre complexe :

’ 1 1(1)2 1,13
o V2 2 2 4 4

Réponses et corrigés



21.2 ¢) Avec ouverture des fentes n°2 et n°3, on obtient

o 11 i e 5 6) _5-2V6
|<p2+s032=soz2+soa2+2Re(sozso3):++2Re( >=+2 VE) B2

16 25 12 12 12

in/2 _ 1 V6

—let —=—.

NG

En effet, on a ie

21.2 d) Avec louverture de toutes les fentes, on obtient

2 = lo1]* + 2] + ls|® + 2Re(p105 + 01903 + p2005)

_: im/2 s im/2 7 .
—1+1+1+me<1 kg Gl >_H+2< 1>_112x/6

lp1 + w2 + ¢3

2 4 6 V8 /12 /24 12 /24 12

21.3 a) Calculons la probabilité de présence dans tout l’espace. On a

+o0 +oo t+oo +o0
o)) dz=A e 17/% qz = 24 e ™ dg = 2A[—ae™®/® =2Aa =1.
0
—o0 0

—o0

1
Donc, ona A = %

+oe 2 2 [T ol o [T oun o[ b —oua] T 2
/ ()] dx:A/ e 7 dx:2A/ e P dr =2A [—ie z“} =A"b=1.

0 0

1

7

Donc, on a A =

400 a A2 a 2 AQ 2 a AQ
[ b e [ () [ (o)) = 6 e ()] -
2
Donc, ona A=4/-.
a
21.4b) Tout d’abord, calculons la densité de probabilité de présence |p(z)|? : on a
lo(@)]2 = p(x)¢" (z) = A2 (eim:/a n 1) (e—im/a + 1) — 942 (1 n cos(%)).
Passons a la probabilité de présence dans tout I’espace. On a
/ lo(z)]? dx:2A2/ (l—i—cos(ﬂ)) de = 247 [az—f—gsin(ﬂﬂ =4A% =1.
—o0 —a a ™ a —a
Ainsi, ona A = !
’ N
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21.4 ¢) Par décomposition, la probabilité de présence P dans tout 'espace s’écrit

o g2 b (b— ) 21 A2 [x3]7% A% A%(b—a)
p=a%] L g A2/(7d — 22| X A |An _
/0 a? T . (b—a)? v 3a? o + (b—a)?| 3 o 3 + 3 ’

3
ou on utilise le changement de variable X = b — z. La normalisation de la probabilité donne A = \/; .

21.5 En mécanique quantique, un état stationnaire est représenté par une fonction d’onde dont la densité de
probabilité de présence |¥(z,t)|* est indépendante du temps.

(@) [T(x,t)]* = A* # f(1). (d) [ (x,t)]* = A® cos® (k) cos® (wt) = f(x,1).
@ |W(z,t)]* = A® cos® (kx — wt) = f(x,t). @ | @ (x,t)]* = 24%(1 + cos((w2 — wi)t)) = f(t).
@ | U (z,t)|*> = A® cos® (kz) # f(t).

Ainsi, les fonctions d’onde @ et @ représentent des états stationnaires.

21.6 ¢) Seule la forme ¥(z,t) = Ae'** =9 permet de retrouver, avec les bons signes, 'énergie totale d’une
2.2

particule quantique : + V = hw, ou V = 0 puisqu’il s’agit d’une particule libre.

m

21.6 d) La fonction d’onde s’exprime comme une fonction de la forme f(z — ct), il s’agit d’une onde progressive
suivant les = croissants.

21.6 f) La densité de probabilité de présence |¥(z, t)\2 ne dépend pas du temps alors ’état est stationnaire.

21.7 a) Calculons la probabilité de présence dans tout ’espace. On a

Foo 9 y [3a , [3a 9 1 & A’n
/ lp(z)|" de=A / cos”(az) de = A / (14 cos(2az))dz=A [az + — sin(2am)] = =1.
oo £ 0 2a 0 2a
Donc, on a A = 2—01‘
T

pP= .£| (z)|? dac—A—2 ﬁ(1—}—005(204:5)) dx—g[x—&—isin@a:c) =
=), ¢ 2, T 2a -

21.7 ¢) Le calcul de la position moyenne n’est pas nécessaire. Il suffit de remarquer que la densité de probabilité

de présence est paire dans Uintervalle. Par conséquent, la position moyenne est nulle : (z) = 0.

21.8 a) Le calcul de la probabilité de présence dans tout ’espace s’écrit

—+o0 —+o0 i
/ |U(z,t)|* do = A2/ e da.

—o0 0

Il s’agit donc de la réponse @
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21.8 b) La normalisation de la fonction d’onde impose

+oo 400
P= / |U(z,t)|* do = AQ/ e dr = 1.

J —oo 0

Calculons l'intégrale, a l’aide d’une intégration par parties : on a

400 5 o 51,'2 9 +oo +oo T )
/ 22e” ax de = | =2~ ax + / Lo azT dz
0 2c 0 0 a

1 T —2am:| Foo /+oo 1 —2ax 1 |: —2ax:| +oo 1
=0+ |-= — do ) =0- — =
+ o ({ Zae 0 * 0 2ae v 4o © 0 403

Il vient, par normalisation, A = 2a°%/2,

1/« 5 3 1/ 9 o
p :/ | (z,t)|]" = 4o / xz%e” " da.
0 0

Le calcul est similaire au cas précédent en remplagant le borne supérieure. Ainsi,

/1/ 2267207 (g — |:_3:2€—2ax:| n /‘1/ ge_zax dz
0 2a 0 «

0
—2 1/a 1/
€ 1 T _2a 1 —2ax
S - d
2a3 le' ({ 2a }0 + /0 2ae m>
-2 -2 1/a
_ 76 B e - 1 |: 72cxzj| _ 1 (1 _ 5672)
203 203 4a? 0 403

Finalement, P =1 — 5¢ 2.

h* d®pi(x) 4?1 (x)
_%W = ESO[(CU) donc W = _ﬁESOI(I)‘

2 2 2
21.9 b) Comme le coeflicient —h—TE < 0, il vient que ¢1(z) = Ax COS( h”;]:h;) + Br sin( h?Ex)

21.9 ¢) Dans la zone II, d’aprés ’équation de Schrodinger indépendante du temps, il vient que

n? d? 2 2
_%7‘(?;2(1;) + Viron(z) = Een(x) donc 7dm2(x) = —?T(E — Vir)pu ().
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21.9 ¢) Dans la zone 111, d’aprés I’équation de Schrodinger indépendante du temps, il vient que

12 d®pm(z)

- + Vi ) = dQSDII x) 2m
E 1 —_—
2m  dz2 e (2) err(x)  soit

2 = gz Vi = E)en(z).

2
21.9 f) Comme on a —m(VIH — E) > 0, il vient que

72
\/ B (Vin—E)x —\/ 2 (Vin—E)=
omi(z) = AmreV w2 + Brre w2 (Vi .

/2m _
21.9 g) Lorsque x — +oo dans la zone 111, le terme ApreV #2 (Vi —E)a — +00, il faut donc le supprimer afin

. . , . — /2 (Vi1 —E)x
que la fonction d’onde soit de carré sommable. Ainsi, on a ¢ii(x) = Bire [ ) .

21.10 a) En dérivant par rapport & x les expressions données pour les fonctions @1, ¢ et ¢, on trouve direc-

tement v = A, a = A et 8 = Ar.

21.10 f) D’apres les réponses aux questions b) et d), il vient que

Are™ 9% = Ajrcos(Ka) et Ame 9% = Apcos(Ka) donc  Are” @ = Apre 9" soit Ay = A,

21.10 g) D’apres les réponses des questions d) et e), il vient que
Are™ 9" = Ay cos(Ka) et QAIG_Qa = KAusin(Ka).

Donc, on a QAr cos(Ka) = KA sin(Ka) ; et donc % = tan(Ka).

21.11 a) En dérivant par rapport & x les expressions données pour les fonctions @1, @11 et ¢, on trouve direc-
tement o = AIH, ﬁ = A et § = A;.

21.11 f) D’apres les réponses des questions e) et g), il vient que

QAIean = KA cos(Ka) et — QAme*Qa = KAy cos(Ka).

Donc, on a QAIean = fQAHIe*Qa ; et donc A; = —Ajr.
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21.11 g) D’apres les réponses des questions f) et g), il vient que
A[HeiQa = A sin(Ka) et — QA11167QG = KA cos(Ka).

K
Donc, on a —QAmsin(Ka) = KAy cos(Ka) ; et donc 0" tan(Ka).

21.12 a) Gréce a approximation donnée dans 1’énoncé, on peut écrire :

2 2 ka \ 2 2 2ka
I OIS R 1 S i B 1
4E(Vo — E) 4E(Vo — E)\ 2 16E(Vo — E)

Le coefficient T' s’écrit donc :

_16B(Vo—B) e g g _ 16E(Vo—B)
a Vi Vi ‘
21.12 b) Le coefficient de transmission est proportionnel & e 2% Ainsi, plus la barri¢re est épaisse (donc plus a

est grand), plus la probabilité de transmission diminue.

21.12 ¢) En explicitant la valeur de k, on voit que le coeflicient de transmission est proportionnel a e V. plus

m augmente, plus la probabilité de transmission diminue. Un proton a donc beaucoup moins de chances d’étre
transmis qu’un électron.

21.12 d) Si l’énergie E de la particule augmente, k diminue et ainsi, le coefficient de transmission 7' = g 2ha

augmente.
21.13 a) Dans le cas d’un électron, de masse m. = 9,1 x 10™* kg, on trouve k = 5,2 x 10° m™", ce qui conduit

AT=14-10""%

21.13 d) En remplagant par des protons, on obtient k = 4,2 x 10" m™ et T = 1,7 x 107" : la probabilité de
transmission est extrémement faible. Par conséquent, Iy = T’ x I = 11,7 x 10713 AL
On peut considérer le courant transmis I; nul.
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IF'iche n° 22. Physique du laser|

Réponses
221 08) .. 22.78) .. — Aoy No(t) dt
221 D). 22.7 D) e ’Né) exp(— Ao t) ‘
22.208) . | 2270 7In(2)
z
22.2 D) i 228 ). e
Jhv
1
922 C)orr (k_)z 22.8 D)t A
ZR
. 22.98) .. hvJ
222d) P [J(“t N (k N ZR)Z)} 22.9 D) .o 7!
2
22.2€) i @ ZBIC)
D2.38) e ee e 22.10). ..o (0T (Ni(t) — Na(t)) |
22.3 D) L woi 2210 D)o —207D(1)
22.10¢) ... ... | ScoJ(Na(t) — Ni(t) dt |
22.3C) et [
2 2210 d). ..o coJD(t)
22.3d) ..o R exp['(wt —kz+ g)} 22,10 €) ..t ©
27 o] 2
22.3 e) ..................................... @ 22.11 a) ........... Aif/ 50%6—91 dx de
©J0 0
wo
22,4 8) L =2 5
ZR D
A1) e
22.11 b) AT
224 D) i ®) —
22.11C) e evneeieae P(l e=d’/D )
22.5 a) et
BA) ey =
2211 d) ... a5 -2
2 n(1 - &
22.5b) QZTR (1 + 2) r
R 2211 €) .o
/\ZR P
22.5 C) . &R
5¢) - 2212 8) o\t 7
22.5 d). .. P
22.12D) .o A
226 8) ..o © fAt
22.12C) .. -
22.6 b) ... @ ¢) ®:©:@:@
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Sot1toel®/2 .
2208 8) o ot1t2e!?/ 2214 d) .ot @
1 —ryrgei®
—— 22.14€) it @
S§tit
22.13b)......... S
(1 — 7172)? + 471772 sin? (g) 2214 F) o (©)
22.13 ¢) S2t3t3 22.15a) i I(v) = %
A3 ) —_— nL
(1 —7‘17“2)2 1+m(27r - 1/)
c
4drir 2215 D) _
22.13d) i —2 ) 2mnLy/m
(1 — 7“1’/"2)
[
22015 C) _—
2204 8) .o ®) ) mnLy/m
22,14 D) (a) 9215 d) oo m 2m
2214 C) e )
Corrigés
—9 —2
22.1a) On écrit wo = /\ﬁ; cela donne : wg = \/450 X107 m x5 107 "m = 84,6 pm.
V = ™
—6 —2
22.1 b) On a cette fois wo = \/1076 ¥ 10 7m x5 x 10 "m = 0,411 mm.
™
ZR Z%{
22.2 a) Quand z < zg, on a ~ > 1; donc, on a R(z) ~ -
22.2 b) Quand z < zgr, on a £z« 1; il vient w(z) = wo.
ZR
22.2 ¢) Quand z < zg, on a arctan(i) a2 i, on obtient alors
ZR ZR
1 kr?z 1 kr? 1
¢(r,z)~(kfg>z+ 22 N(kf;)z car¥<< w
......................................................................................................... T 2
22.2d) Pour z < zgr, on a montré que w(z) &~ wp. Si r K wo, on a exp <_w2> ~ 1. Comme on a montré a la
0

1
question c) que ¢ = (k — —)z, il vient des lors :

22.2 )

ZR

P(r, z,t) = P(z,t) = exp [j(wt — (k - i)z)]

L’expression de 1(z,t) établie & la question d) est caractéristique de celle d’une onde plane progressive

harmonique. D’ou la réponse @
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22.3a) Quand z>> zg, on a R < 1; donc, on a R(z) = z.
z

L2
22.3¢) Quand z>> zg, on a Z >1let arctan(i) ~ —. On obtient ainsi ¢(r, z) = kz — g car QL < 1.
ZR z

22.3d) Quand z>> zg, r < wo et z > krz, la vibration scalaire s’écrit :

P(r, z,t) (2, t) ~ Zg exp[j (wt —kz+ g)} .
22.3 ¢) Dans l'expression de la vibration scalaire ¥(z,t) =~ Z7R exp {j (wt —kz+ g)}, on reconnait la forme

caractéristique d’une onde progressive harmonique sphérique, dont 'amplitude décroit comme I'inverse de la distance
au point source (ici en z = 0). D’oti la réponse @

22.4b) On a montré que tan(f) ~ 0 La fonction tangente étant croissante sur [0,7/2], 6 croit quand zr
ZR

diminue, d’ou la réponse @

2 2
r r
22.5 a) On écrit —jk = —jk z —jzr). En remarquant que (—j) x (—j) = —1, il vient :
) ke 2(22+Z%)( jzR) quant que (—j) x (—j)
20, 1.2 2
(=) _ kr (2r +2) done o — zr i

2(z+j2r)  2(22+23)

2 2
PP . r T ZR . . —j6
22.5b) O t —jk—7——F—— = k=< —j6). O t Pl=1.
) n rééeri exp( j 30 —|—jzR)> exp( Te zﬁ)) exp(—j6). On sait que e 77|

2
On forme le module carré de exp —jkri. qui donne
2(z + jzr)
r? ? 2r2 2(2° +2) 2z 2?
—ik - - R (142
exp( j 30 1 7on) Xp 02(2) avec w”(z) o A + 2
s . " 2 2zr 2 2 s
22.5 ¢) On a montré a la question précédente que w”(z) = = 1+ = | Comme on a k = ~ on en déduit
R
2 2
que w’(z) = )\ﬁ(z%zp‘). On en déduit w(z) = woy/1 + 22/2% en posant wo = )\ﬁ.
™ = T
ZR Eo
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22.7 a) Entre les dates t et ¢ + dt, la variation du nombre d’atomes par unité de volume sur le niveau 2 vaut :

dNy = —A21 Na(t) dt (avec un signe « — » car le niveau 2 se dépeuple).
22.7 b) En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient I’équation différentielle & variables séparées :

dN>
N2

No(t
= — Ay dt. En intégrant entre ¢ = 0 et une date ¢ quelconque, on obtient : ln(N2((0))) = —Aot.
2

Ainsi, on a Na(t) = NS exp(—Aa1t).

0
1
22.7 ¢) On a immédiatement : N (Tl/g) = N exp(—Aa1Ty/3) = %, d’olt exp(—Aa1T1)2) = 3 qui donne
In(2
ATy = ln(%), soit encore —A91T}/; = —In(2). On obtient finalement : T/, = 211( ) = 71n(2).
21

22.8 a) La densité spectrale d’énergie, c’est-a-dire I’énergie électromagnétique par unité de volume et par unité

de fréquence étant constante pour les fréquences comprises entre v — Av/2 et v + Av/2 et nulle partout ailleurs,
I’énergie volumique s’écrit simplement w = upAv.

22.8 b) Pour répondre, raisonnons pendant la durée d¢ au cours de laquelle les photons parcourent dans le milieu
la distance d¢ = cdt.

La quantité w = uoAv représente ’énergie volumique du rayonnement.

L’énergie contenue dans le volume dV = ¢S dt peut s’écrire sous les deux formes égales

dE = (uoAv)Scdt = P dt,

ou P est la puissance du faisceau, reliée & son éclairement par £ = 35 On obtient ainsi : (ugAv)Scdt = £S5 dt, soit

hv T
cAv’

(uoAv)c = £. En utilisant la relation £ = hvJ, on aboutit a : up =

22.9 a) L’éclairement du faisceau, c’est-a-dire sa puissance surfacique, est le produit de ’énergie d’un photon
par le nombre de photons par unité de temps et unité de surface qui traversent le faisceau, soit £ = Jhv.

dPio AP

a " T

unité de temps. Ces termes sont donc homogenes a 'inverse d’un temps, soit [

22.9 b) Les grandeurs

représentent une probabilité (terme sans dimension) par atome et par
dP12} _ [dp21] — 71

dt dt

22.9 ¢) En raisonnant avec les dimensions, on a

o !
[o12] = [th] donc [o12] = % = L2

Méme raisonnement pour o2; : les grandeurs o12 et 21 sont homogeénes & une surface.
On appelle généralement o12 la section efficace d’absorption et o21 la section efficace d’émission stimulée.

22.10 a) En négligeant les pertes par émission spontanée, la population d’atomes sur le niveau 2 diminue, par
unité de temps, de 0 J Na(t) du fait du processus d’émission stimulée et augmente, toujours par unité de temps de

o J Ni(t) du fait du processus d’absorption du rayonnement. D’ou le bilan : % = o J(N1(t) — Na(t)).
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22.10 b) Puisque Ni(t) + Na(t) = C**°, on aura dans le milieu, % = ddt2 ou O(li—t = 2%7 qui donne avec

la question précédente : % = —20JD(t).

22.10 ¢) Pendant la durée dt, le rayonnement parcourt dans la cavité une distance égale a cdt et balaie le volume
égal a dV = Sedt.

Dans ce volume, N2(t)oJ dV photons sont produits par émission stimulée et Ni(t)oJ dV photons sont absorbés
par le milieu traversé par le rayonnement. La production nette de photons dans le volume dV pendant dt vaut
donc : AN (t) = o J (N2(t) — N1(t))dV = oI D(t) dV = SeaJ D(t) dt.

22.10 d) En reprenant le résultat de la question précédente, on a immédiatement :
47 _ 1dNV
dt S dt

La quantité est le flux surfacique de photons.

T =0=—-209D
dJ _
W—UJD.

Puisque D(t) < 0, la seule solution possible est J = 0, soit la réponse @
Ce résultat montre qu’il est impossible d’obtenir un effet laser avec un systéme a deux niveaux seulement.

2 2
22.11 a) Si on différencie de chaque cété de ’équation = = 4%, il vient que dz = SpDif donc que pdp = % dz.

Si on étudie les bornes de l'intégrale, pour p = 0 il vient que x = 0, et pour p — oo il vient que z — oco. Ainsi, on a

1 27 oo 74& 1 27 e} D2 Cw
P=— 2 = — — .
At/o /O Eoe DT pdpde At/o /0 Eore " dudo

22.11 b) On calcule I'intégrale précédente :

1 27 foe] D2 e D2 27 oo e

D? 2 21 D? nD?
_SO@X[G]O [—e L —SOEXZWXI—&)E.

22.11 ¢) On utilise le méme changement de variable que précédemment, en faisant garde a la nouvelle borne de

v o 4(d/2)?*  d* .
lintégrale : pour p = d/2 il vient que z = Dz = e D’ou
1 2n  pd?/D? D2 D2 9 d%/D? D2 202
r_ =~ oz _ = ™ AT _ = _ ,—d°/D
P_At/O /0 Ege " dwdd = &g x [0])7 x || T = fogr xamx (1- e
nD? —d?/ D> —a2/Dp?
= 1-— =P(1- .
Eo4ae ( ¢ ) ( ¢ )
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22.11 d) A partir de Pexpression de P’, il vient

P P
P = P(l — efd2/D2) donc — =1-— efd2/D2 donc efdz/D2 =1—-—.

Donc,

22.12 a) Soit E I’énergie délivrée par la source durant une seconde, il vient que E = P x1s. Le nombre d’impulsions

émises par la source durant une seconde N est donnée par la cadence f, soit N = f x 1s. Ainsi, ’énergie contenue
dans une impulsion est telle que B B
E Pxls P

N fxls ?
22.12 b) La puissance d’une impulsion Ppyise correspond & la quantité d’énergie fournie pendant la durée At de

Pimpulsion, soit .
_ Epulse _ P

At fAt
22.12¢) Ona:
P, 20W 5
P - - —1,0x 10°W
@ Poutse falta 20 x 10°Hz x 10 x 10~ %
Py 8,0W 5
P - - ’ — 40 x 10°W
® Poutses foAl,  10x 10°Hz x 2,0 x 10 75
P, 1,8 W 5
Poulse,c = = ’ :276X10W
(© Pouse, feAte 10 x 10° Hz x 700 x 107" s
Py 1.5W 5
Potsed = - —1,3x10°W.
(@ Prused = 7 R = 05 10T % 100 X 10° 5
oo .
. . . 1 t1toel?/2
22.13 a) D’apres la formule il vient S = Sot1t2€m/2 ;)(TITQQJd))k = SOtltgeJ¢/2 T _ fo_lrf:;ew
22.13b) Ona
[ 7 = |50t il S3313
B L= rreeid? (1= riracos(¢))? 4 r2r2sin?(¢)
_ Setit3
1 — 27172 cos(¢) + 7213 cos?(¢) + rir? sin?(¢)
_ Sgtits _ Sgtits
L rird —2riracos(¢) 1 —2riry + 1273 4 4rirysin? (§)

Sitits
(1 — 7’17‘2)2 +4rire sin2(%) '
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22.13 ¢) En divisant I par (1 —ri72)?, il vient que

S2t242
[ Sttt _ Gorira)? I
(1 —rir2)® " (1 —rira)® 4+ 4rim sin2(%) 1+ uf:%?ﬁsirﬁ(%) 1+msin2(%)
Sgtits ) 4
On peut alors identifier Imax = 07172 5 et également le coefficient m = ﬁ.

(1 — T’l’l’z)

Imax N . L . 1.
22.15 b) On cherche v1 > 0, tel que I(v1) = 5 - On s’attend & avoir 27Tn—1/1 < 1, ce qui permet d’utiliser le
c

développement limité de I(v) établi & la question précédente.

Imax [max

On résout i donne (2 nL )2 1, soit ¢
nr u = , qui nne m ™V =1, 1tV = ————.
1+ m(27r—"L 1/1)2 2 4 ¢ ! 2mnLy/m
c

c
mnly/m’

22.15 ¢) La fonction I(v) étant paire, la largeur & mi-hauteur demandée vaut dv = 2v; soit dv =
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IF'iche n° 23. Propagation des ondes et interfaces|

Réponses
23.18) O8] 2808 ) ©
23.1D) i e
................................ k==
23,1 C) i 2,1 c?
23.28) i 70,4 dB 29
.............................. =
23.2 D).
28,2 C) et 100 ST e ®
23.32)................oc.ooooo..... [Dams Teaw |  23.9b) ... 3,14 % 10 m? |
23.3D) . [ Par A 28.9C)
23.3C) i ) e pSv(x,t)dt
23.4a) .. ’ —p1 cos(wt — kox — kyy) (kaeg + kyey) ‘ 23.10b) ... ’ pv(x + dz,t)S dt ‘
23.4 D) .. :)—lw(k:gce‘; + kyéy) sin(wt — kyx — kyy) ) ’ —pSdt[v(x + dz,t) — v(x,t)] ‘
k A0d). o -
235 8) i A1 os(hz —wtyez| 23109 pS g w D) dedt
wpo
o TEUU USRS ®
23.5b). ..o —— sin(kz) sin(wt)e,
“ro 2311 b)) (©
A 1
[ — —sin(kr — wt) ) @
23.5¢). powor L ST @ 281 e)
+kcos(kr —wt)|e,
(r —w )}e 2311 d) ®)
23.68). ... (¢=m/2et k=nr/L] | 7o 71
— — 2 Zl n 22
23.6Db)........... (¢=m/2etk=(n+1/2)r/L]

27
23.6C).nn (¢=0ctk=nm/L| 23.12b).......................... 7 +222
28T ) et po% ) oui

2312 d)
237 D) &
e
237 C) et po 2Pt
ot 23183 D). M)
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Corrigés

23.2 a) En notant les intensités sonores en décibel I1 g et 2.4 et les intensités linéaires I; et I, on a

L+ 1
0

Iip = 1010g( ) avec I = Iy x 10704B/10 ot [, = J; x 1072.a8/10,

23.2 b) On peut écrire

1 I 1
Tag = 1010g(5—> — 10log5 + 1010g(—> -7+ 1010g(—>.
Iy Io Io
L’intensité acoustique augmente de 7 dB.

23.2 ¢) On cherche un entier n tel que

nl

IdB = 1010g<I
0

) > 120 donc tel que n>—x10 avec [ =1y x 1080710,

On trouve n > 10°.

23.3 a) Le rapport des deux vitesses au carré s’exprime pgXa/pexe = 1,3 X 10%. Les ondes acoustiques se

propagent plus rapidement dans ’eau.
23.3 b) En multipliant la température par 4, on multiplie la vitesse par V4 =2.

23.3 ¢) Le rapport des deux vitesses au carré s’exprime FEpexe/pa = 20/7,8 > 1. L’onde acoustique se propage
plus rapidement dans ’acier.

23.4 b) En utilisant le résultat de la question précédente, on peut écrire que

p1
T =

= oo (kzes + kyey) sin(wt — kyx — kyy) + A,

-
ou A est une constante d’intégration supposée nulle.

- — . - -k S = -
23.5 a) On peut écrire — grad p = p1k sin(wt —kz) €, donc v7 = P cos(kx—wt) €+ A, ol A est une constante
wpo
d’intégration supposée nulle.
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o 1 . — — kpl . . — e N d
23.5 b) On peut écrire —gradp = piksin(kz) cos(wt) €, donc v;1 = —— sin(kx)sin(wt)ez + A, o A est une
wpo
constante d’intégration supposée nulle.

— ATl
23.5 c) On peut écrire —gradp = = {7 cos(kr — wt) + ksin(kr — wt)} .
rlr
On a alors en intégrant et en divisant par po

= A [—1 sin(kr — wt) + k cos(kr — wt)} &+ 4,
powr L 7

—_>
ou A est une constante d’intégration supposée nulle.

23.6 a) A tout instant ¢, on a p(0,t) = 0 donc cos(¢) = 0. On déduit ¢ = 7/2. A tout instant ¢, p(L,t) = 0 donc
cos(kL + 7/2) = sin(kL) = 0. On en déduit k = nx/L.

—

23.7 ¢) La pression po ne dépend ni du point M d’observation ni de ¢. Donc, & lordre 1, on a

0, L, 0
p(—p + v -gradp) ANJpO%.

ot
a2p 2
23.8 a) Le terme 72 est homogene a une pression divisée par une surface tandis que ErD est homogene a une
T
pression divisée par un temps au carré.
23.8 b) On injecte la solution proposée dans I’équation de d’Alembert. On obtient
&p _ 59 2 2 12
— =c =5 =0 donc — pow”cos(wt—kx)= —c"pok” cos(wt — kx
12 92 po ( ) po ( )
2 W2
donc <k2 — 2) cos(wt —kz) =0 donc k° = —;
c

23.8 ¢) On injecte la solution proposée dans I’équation de d’Alembert. On obtient

23.9 b) Le débit de volume s’exprime D, = TRv. L’application numérique donne D, = 3,14 x 1073 mg/s.
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23.9¢) Le volume d’eau dans la piscine s’exprime V = hL{. Le temps nécessaire a la remplir s’écrit donc

7 =V/D, = hL{/D,. L’application numérique donne 7 = 106 minutes.

23.12 a) Les continuités de la vitesse et de la surpression en x = 0 permettent d’écrire

1 t Zo — 71
Za T i+ Zy

23.12 ¢) Le coefficient de transmission t est réel et positif, la surpression de ’onde transmise est donc en phase

avec celle de 'onde incidente.

23.12 d) Le coefficient de réflexion est réel et négatif, le déphasage entre la surpression de ’onde réfléchie et celle

de 'onde incidente est donc de .
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IF'iche n° 24. Propagation des ondes et dispersion

Réponses
24.1a)............ u(z,t) = Upe /0¥ (t=2/0) k
248 D).t v
241 D) K =w/c K
24.1C) oot K =1/8 24,8 C) i v/ gh
24.2 a) ..................................... @ 24.8 d) ............................... g = g
E w
24.2 D) .
® 24.98) i (a)
24.2C) it ®E@ -
24.9b) .. -
24.2d) 1— 5
24.2 €) i 2
°) ® 24.9C) i /1 - w—g
w
24.3 o ®) -
2400 A) .. 2
24.48) i (©)
b 3w
244 D) oo k=wfe] 2410b).... Vg = 5
" 1
244 C) 2 9 24.00C) oot Vgh
9 7
2410 d) oo —
24.5 L (©) ) 2w
24.6 a) ....... ’Pas de diSperSiOn ni d?absorption‘ 24.11 a) .................................... @
24.6b)............. ’Absorption sans dispersion‘ 2411 b)...oii
24.6C). .o ’Dispersion sans absorption‘ 2401 C) it
24.6d). oo [Absorption ot dispersion| 2411 A) o
- 472,
247 8) o k=k="] 241le) Z+ 2.7
C C
QTD) E= 204w nc jo1z| 2A0Za)
Ho 2412 b) ...
24.7C) e 2
7¢) =+ imeE] 24.12C) i 2,4 %1074
w
24.7 d) .......................... E =K = d2E 2
utc (g2 _ Y
24.13a) ... 2 ()= (" = 5)E
'kah pT
24.8a) . 13 D) —
) | 2a130) ’
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24.13 C) .......... EO Sm(n%z) cos(wt _ k‘x)u_y’ 24.15 b) ................................ 161 Hz
24.16 8) ... rot(rof E) = —AE
2413 d). . ) (rot E)
—_— —> > a —
2404 8) . .o b)| 2416Db).............. rot(rot ) = —po7 5, (E)
24.14Db). .o 9,2mm N oF
2416 C). i AFE = oY 5
2405 8) .o (®

24.1 a) En notation complexe usuelle, on a u(x,t) = Upe ™/ °el(=%/) — ¢l Wt=(w/e)ztiz/o)

24.1 b) En notation complexe usuelle, on a u(z,t) = Uge ¥/ 0eiwt=2/e) _ pyelwi=(w/ztiz/d) _ p Gi(wi=ke) o
on identifie k' = w/c.
24.1 ¢) En notation complexe usuelle, on a u(z,t) = Upe~%/3wt=2/e) _ 1y llwt=(w/e)ztiz/8) _ rr o i(wi—ke) of

on identifie k" = 1/6.

24.2 a) Les variables spatiales et temporelles sont découplées et 'onde est de la forme f(z) x g(¢) : il n’y a pas

de propagation. De plus f et g sont périodiques : I’onde est stationnaire. Par ailleurs, 'amplitude est constante,
donc il n’y a aucun amortissement. Réponse @

24.2 b) Les variables spatiales et temporelles sont couplées de la forme wt — kz. Il y a propagation selon les z
croissants. Par ailleurs 'amplitude est constante, donc il n’y a aucun amortissement. Réponse @

24.2 ¢) Les variables spatiales et temporelles sont découplées de la forme f(z) X g(t) : il n’y a pas de propagation.
De plus f et une exponentielle décroissante : I’onde est immédiatemment amortie, c’est donc une onde évanescente.

Réponses @, @, @

24.2 d) Les variables spatiales et temporelles sont couplées de la forme wt — kz : il y a propagation. De plus

Pamplitude de I'onde est de la forme A exp(—kz), elle est donc amortie (en 'occurrence exponentiellement). Comme
il y a propagation, on ne parle pas d’onde évanescente. Réponses @, @

24.2 e¢) Les variables spatiales et temporelles sont couplées de la forme wt — kz. Il y a propagation selon les z

décroissants. Par ailleurs ’amplitude est constante, donc il n’y a aucun amortissement. Réponse @
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24.3 On réalise 'application numérique dans chaque cas, dans la méme unité afin de pouvoir comparer les
valeurs obtenues.

T %8,314J -mol™! - K1 x 250K

@:CSZ 5 — =1206m- s "
2,0 x 107" kg/mol

5 x8,314J -mol™' - K" x 350K 1
@:05: — =348m-s
4,0 x 10™* kg/mol

I %x8314J-mol™! - K™! x 203K .
(©):es = - =462m -
16 x 10™° kg/mol

x 8,314J -mol™! - K1 x 273K =
@:Cs: — =476m - s
14 x 107" kg/mol

La situation ou la vitesse du son est la plus faible est la @

[SAIE]

w?po cos(wt — kx) = k> po cos(wt — k) donc w? = K2

Fréquence et norme du vecteur d’onde étant des grandeurs strictement positives, on a w = ck.

24.4 ¢) On injecte la solution proposée dans I’équation de la question précédente.

5 fl/ g//

On a f(z)g"(t) = & f"(x)g(t), ou encore ¢ T = = (en admettant que f et g ne s’annulent pas sur le domaine
g
considéré).
24.5 Seules les équations de d’Alembert témoignent d’une propagation idéale, ce qui exclut les réponses @,
@ et @ dans lesquelles sont présents des termes d’ordre 0 ou 1. La réponse @ fait apparaitre la forme du laplacien

=
. R . - P - 10°E . . . .
scalaire dans un systeme de coordonnées cartésiennes et peut se réécrire : AE = — qui est bien une équation

c? o2’
de d’Alembert. @
24.6 a) C’est la relation de dispersion associée & ’équation d’onde de d’Alembert.
Elle témoigne d’une propagation idéale.

24.6 b) La partie imaginaire du vecteur d’onde n’est pas nulle, et sa partie réelle est proportionnelle & la
pulsation.

24.6 d) La partie imaginaire du vecteur d’onde n’est pas nulle, et sa partie réelle n’est pas proportionnelle a la
pulsation.

24.7 a) Dans chaque cas, on injecte la solution p de ’énoncé dans I’équation proposée. Une dérivée spatiale

conduit & un préfacteur —k et une dérivée temporelle a un préfacteur w. Dans le cas d’une dérivée croisée 0xOt on
pourra vérifier que 'ordre de dérivation n’importe pas (le théoréme de Schwarz s’applique).
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24.8a) Onaw’= h

2 2
x k* donc © o vk

k2h
=i . En prenant la racine on obtient : vy = 7
I
La vitesse de phase dépend de la norme du vecteur d’onde k, donc de la pulsation w.
5 k? w?  Akh ~vkh
24.8b) Onaw =-—do =it En prenant la racine on obtient : vy = 4/ —.
I
24.8¢c) Ona w? = ghk? donc L% = gh. En prenant la racine on obtient : vy = 1/gh
2 w?
24.8d) Onaw” =gkdonc — =

-9
k2 k

. En prenant la racine on obtient : vy = \/%
départ. Quelque soit la méthode, on a finalement : vy =

On peut aussi exprimer la vitesse via la pulsation w, soit en injectant k = w2/g (énoncé) soit en l'identifiant des le
g

24.9 a)

le cas de la réponse @

La fonction k(w) proposée tend asymptotiquement vers la droite d’équation k = w en +o00, ce qui exclut
sur R, ce qui exclut la réponse @ La fonction doit donc étre non définie sur I'intervalle [—wp, wp], ce qui est bien

la réponse @ Par ailleurs, la fonction k(w) proposée n’est pas définie si w < wp, donc elle ne peut pas étre continue

2
On a w

2, 2,2 . N 2 . .
= w, + c“k”. On divise membre a membre par w”, il vient : 1 =

2 2
UJp 2 k
2
k 2 1-%
En isolant —, on obtient : — = =~
w w

>°—. En prenant la racine, on obtient vy =
c
vecteur d’onde k.

1—
Le résultat est bien homogene & une vitesse et est exprimé en fonction de la pulsation w et non de la norme du

2
(kc)?2 4+ w2. On calcule la dérivée : — = < .
dk (kc)? + w
En remarquant que (kc)2 —+ wf, = w? et en injectant la vitesse de phase vg Oobtenue précédemment, il vient :

dw Ak 2 w
W= T T s T
24.10 a) On exprime w = f(k) puis on réalise le calcul de dérivation.
Ici w = ﬂkZ donc vy = 2k ah =2vg = 2%
V ow % k

phase.
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24.11 a) La dimension d’une impédance est celle d’une résistance, dont 1'unité est le ohm (w). De nombreuses

méthodes sont possibles, comme par exemple Pexploitation de la formule du facteur de qualité (sans dimension)

dans un circuit RLC :
1 /L . Y /LY . [A
Q= 2V donc dim(R) = d1m< C> = d1m< F)

On identifie que la bonne réponse est la réponse @

24.11 b) Si R = 1 c’est que 'onde électrique est totalement réfléchie, autrement dit le cable est court-circuité

(Z = 0) ou coupe-circuité (Z — +00).

24.11 ¢) S’il y a adaptation dimpédance, c’est que toute la puissance électrique est absorbée par la charge,

autrement dit 'impédance vaut celle du cable (Z = Z.).

24.11 d) Le condensateur ou la bobine ne consomme pas de puissance moyenne, l'onde électrique est totalement
réfléchie (R = 1).

24.12 a) On calcule les impédances de l'air et de I’eau. Les application numériques donnent Z,i» = 442 USI et

Zeau = 1,5 X 10° USI. En injectant dans ’expression de R fournie, on trouve R =~ 1, autrement dit I’onde sonore
est totalement réfléchie a linterface air/eau.

24.12 b) Permuter Z; et Z> dans I'expression du coefficient de réflexion en puissance R ne modifie pas sa valeur.

On trouve comme précédemment R ~ 1.
24.12 ¢) On calcule les impédances de lair et du béton. Les application numériques donnent Z,;, = 442 USI et

Zbéton = 1,4 X 10° USI. En injectant dans l’expression de T fournie, on trouve T" < 1, autrement dit 'onde est
totalement réfléchie.

E (2) cos(wt — kx) — E(2)k* cos(wt — kx) + C%E(z)w2 cos(wt — kx) =0,

24.13 a) En projection sur (Oy) on a 52
z

avec cos(wt — kx) # 0.

24.13 ¢) En injectant 'expression de amplitude dans celle du champ, on a E = Ep sin(%z) cos(wt — kx)uy,.

2 2
24.13 d) Pour le fondamental (p = 1), on a K = UZ—Q — % Par identification, on a we1 = %C De plus, par
définition, on sait que we1 = 27 fe1, done fo1 = < L’application numérique donne f;1 = 5 GHz.

2L°

1
24.14 a) L’équation d’onde est ici une équation de diffusion dont le coefficient de diffusion est —. Il s’exprime

2 . N . 4 2’
en m-/s, il est donc homogene au produit d’une fréquence par le carré d’une longueur.
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24.14 b) On réalise 'application numérique, la précision étant de deux chiffres significatifs :

2
B \/47T>< 107"kg - m-A"2-52x596x10°S-m~ ' x 27 x 50Hz

9,2 mm.

24.15 a) Une fréquence étant attendue, son unité est en hertz ou en inverse d’un temps. Seule la vitesse faisant
apparaitre un temps (unité : m/s), celle-ci doit forcément étre au numérateur et hors de la racine (ou & une
puissance 2 sous la racine). Cela exclut les réponses @, @, @, @ Parmi les deux options restantes, on constate
que l'argument de la racine est sans dimension pour la réponse @, autrement dit fo est de la méme dimension

qu’une vitesse : cela exclut la réponse @ Par élimination on choisit donc la réponse @, mais on peut facilement
la confirmer en constatant que la dimension de 'argument sous la racine est 'inverse d’une surface, donc la vitesse
est multipliée par I'inverse d’une longueur une fois la racine prise en compte : fy est bien homogeéne a une fréquence,
donc réponse @

24.15 b) On réalise 'application numérique, la précision étant de trois chiffres significatifs :

fo

3 32Om-s_1\/ 10,0 x 10~* m? 3
B 27 1,00 x 107°m® x 100 x 10°m

— —>

24.16 b) On injecte (MF) : rot ot E = —rot i

On injecte (MA) : rot rot E = f%(ﬁg) = f%(uovﬁ) = f/m'yaa—f.
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IF'iche n° 25. Cinématique des fluides|

Réponses
25.18) i 2,59 x 107 m* - h™! \ 25.10 D)0t
25.1b) ... ’2,59 x 10%kg-h~! ‘ 25,10 C) vt
25.2 @) 2L
25.11 D). oui
25,8 (©)
25,12 8) i (@
254 8) 8,7m-s! ©
25.12 D).
25.4D) oo
25,12 C) e 0
25.5 8) oo M) ) 0
- 2518 8) . et e
25.5 D). —pVoR? T
2 —
25.13 D) o
25:6 o @ 25,18 C) ottt non
25,7 ) et 0] o513 Q) Za
25,7 D) oui T
2T C) et non 25.04a) . . wa?
25.7d) oui 25.14 D). oui
25.8 a) ............................ 25.14 C) .................................... oui
25.8 B ..t oui]  28:14d). wez
25.8 C) i —voy + 3z -2z _
) . R S W
> . e exp(—t/T
25.9 a) ...................................... 2z -3z 52K exp(—t/7)
T
k 2 2
25.9b) .o T QY TR0 2506 a). .. oui
25,9 )it non 25,16 D). i oui
25.9d). 25.16C) oo Bln(r) — =6
2500 8) ...t P ol
25.16 ). s X
.
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Corrigés

25.1 a) On convertit le volume en m® et la durée en heures : on a

-3 3
D, = 124x107m —2,59x 10 ' m® - h L.

(3x60+14) x —— h

25.1 b) Cette fois, on convertit le volume en masse grace a la masse volumique de 1’eau, en gardant la méme

durée : on a
~ 1,00 x 10°kg - m ™ x 15,4 x 10~* m®

D, . =259 x 10°kg - h™'.
214 x —— h
" 3600
25.2 Calculons le débit pour chaque cas donné :

e 100kg d’eau pendant 50 min correspond a un débit volumique égal a

100 kg
1,0 x 10%kg - m™2 x 50 min x 60s/min

=3,3 X 107 °m®-s7%.

e 0,2mol d’eau pendant 3 ms correspond a un débit volumique égal a

0,2mol x 18,0 x 10~3 kg - mol~*

N — —— =1,2x10"%m?-s7".
1,00 x 10°kg - m ™ x 3,0 x 10~% s

e 18m® d’eau pendant 2 jours correspond & un débit volumique égal &

18m®
2 jours x 24 h/jour x 3600s/h

=1,0x10"*m® s,

C’est par conséquent 1’écoulement @ qui possede le débit volumique le plus important.

25.3 On exprime d’abord la masse volumique du fluide en fonction des données du probleme : p = ——.

On réalise ensuite les applications numériques pour les deux valeurs extrémes de débit massique afin d’obtenir un

encadrement de la valeur de masse volumique. On prend soin de convertir les grandeurs dans le systéme d’unités
2

d
2= wz) Ainsi, on a

internationales et de calculer correctement la surface de la section circulaire (S = 7r

70g~871 6 X 1072 kg'871 3 _3 _3
min = = =12x10"kg-m " =12g-cm
r m(¢Em)2 x 2m-s”" w(3x107°m)2 x 2m -5 & &
80g s 6x10 °kg-s" - _
et Pmax = g% = x £°° _1:1,4><103kg-m3:1,4g~cm 3,

(2222 x2m-s”"  w(3x107°m)? x 2m-s

En conclusion on a p = (1,3+0,1) g - cm™?, les fluides potentiels sont donc le miel et la glycérine. Réponse @

25.4 a) Dans le cas d’un écoulement uniforme, on a Dy1 = v1.51. Ici, on a

4700m®-h!

26005 1 =1,306m> - s
S -

Si=hixli=15x10cm®> =1,5x10""m? et D, =
D,i  1,306m® s
Si T 1,5x10"'m?

On en déduit la vitesse moyenne : v1 = =8,7m - st
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25.4 b) Par conservation du débit (écoulement incompressible), on a Dy1 = Dy2 donc v151 = v2S2. D’on,

1 15x107'm?
= + S X T 5 35
Sa 6,0 x 107" m

=22m-s L.

25.5 a) La formule @ n’est pas homogene : le produit r* dr df est homogéne & un volume, et non une surface.

De plus, il faut intégrer de 0 & 27 et non de 0 & 7 : la formule @ est donc également incorrecte.

—

25.5 b) Par définition, D,, = //p?)> -dS. En coordonnées cylindriques, on obtient ainsi

r2 27 R 2 2 i R R R?
D,, = 11— — = 11— — = 2 (R =2 = ).
pVo//( R2>rdrd0 pVo/O d@/o ( Rz)rdr pVo x 7T><|:2 4R2]0 mpVo 3 1

Ainsi, D = ngoR2.

25.6 On a é(vo sin(wt)&y) = wuo cos(wt)éy # 0.

ot

25.7a) On a div(7) = div(veez) = 0.

25.7 c) On a div(7) = div(kze, + kye,) = 2k # 0; ainsi, 'écoulement est compressible.
25.7d) On a div(7) = div(kze;) = 0; ainsi, 'écoulement est incompressible.

25.8) On arot ¥ = rot(voey) = 0.
25.8b) On arot(¥) = 0 ; ainsi, Iécoulement est irrotationnel.
— d —
25.8¢c) Ona v =uwe, = — ﬁ(y) &, donc ¢(y) = —voy + ¢o
Y

259b) Ona
Oz dy o dy
Donc, ¢ — ¢o = — / kx dz —/ ky dy et donc ¢(z,y) = 5% =5y + ¢o.
JO 0

25.9 ¢) On arot(?) = rot(kzés) = ke, # 0 : Pécoulement n’est pas irrotationnel mais tourbillonnaire.

Il
o

ot ot
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25.11a) Ona

(T (z) = — 2=

avec A et B des constantes d’intégration.

Comme on a ¥(z = 0) = 0, on en déduit 0 = v, (0) = A et 0 = v.(0) = B. Donc, ¥(z) = —wzés.

25.13 b) On a rot ¥ (z,y, z,t) = rot(ﬂe’_{) = vdim) v — Udz(/w) €. =
S (5) 1
25.13 ¢) On a div U(z,y, z,t) = le(*@x) =4 — = # 0. Donc, I’écoulement n’est pas incompressible.

2=

25.14 b) On voit que v, = 0 : ainsi, la divergence de la vitesse est nulle, ce qui correspond a un écoulement
incompressible.

1dK
25.14 ¢) Pour r > a, on a ot ¥ = 7d7€; = 6 L’écoulement est donc irrotationnel hors du coeur.
r dr
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— —>
= — X 2rwe, = we,.

dr 7 2r

25.15 La dérivée particulaire & calculer porte sur le champ de vitesse ¥ :
;DT _ov

Dt ot

Le champ & dériver est exprimé dans un systéme de coordonnées cartésiennes. En projetant cette équation vectorielle

sur une base (€5, €,,¢e.) et en développant Iexpression du gradient en coordonnées cartésiennes on obtient trois
équations scalaires qui sont les composantes a;, ay et a. :

+(z-V)7

“ —sz—8v1+v%+v%
T Dt ot T Ox * 0z

__ Duy  Ovuy Ovy Ovy
WEDr T e T 0:
a — Dv. _ Ov. Ly ov, Ty v,
=7 Dt ot * Ox 0z

Calculons les différentes composantes. On a

= @Kexp(—t/ﬂ + (2% (20— 32) — 3 % (33 — 22)) K2 exp(—2t/7)
_ (3Z = 2 s exp(—t/r))Kexp(—t/T)
ot ay=0
ot an= 2 = 3 1 exp(—t/7) + (3 x (22 — 32) — 2 x (3z — 22)) K* exp(—2t/7)
- (22 - 3 5.k exp(ft/T))Kexp(ft/T).

Finalement, en écrivant la solution @ = a,e, + ay€, + a,e, sous forme matricielle (vecteur colonne) on a :

3z — 2x
T

— 5z K exp(—t/T)

.
25.16 a) On a div ¥ = div (—éa—i— ge?) = 19 (rée?) = 0; ainsi, I’écoulement est incompressible.
r r ror\ r
—_— —> ﬂ_, [0 7N = 1 8 o\ =4 . . , . .
25.16 b) On a rot ¥ =rot( —=e, + —eg) =04+ -—= (r—)e = 0 ; ainsi, I’écoulement est irrotationnel.
r r ror\ r
25.16 ¢) On a
N B o 0 _, 100, oD (r,0) ov(r,8) B
=—"e +—eg=——€ — —— t dd = d df = =dr — adf.
v re +r69 87"6 r@@eg ¢ or U 00 r T

25.16 d) L’écoulement est stationnaire et irrotationnel. Donc, on a

-2 2, 2 2, 2
@zgrad(é) :grad(ﬁ ta > __fta ér.

2r2
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IF'iche n° 26. Dynamique des fluides|

Réponses
26.1a) .. .o v(y) = %
a
Vo K Y
26.1b)....cenn. =%, 2 (1 - f)
) vly) =~y - Say .
KR? r?
26.1¢) ..o, o(r) =— 1 ( _R2>
26.28). .. D, = vgab
4
26.2 D). D, = Aw%
26.3 ) 1. ®)
26.3 D). (©
26.3 C) c i (a)
26,4 8) ..o VL
U
%
26.4D) ... —
) QL
n
26.4C) .o
c) PQL2
26.58) .. MLt 77!
26.5 D). L2771
26.5 C) . @
26.6 8) ...
hQ
26.6b)....... L(Poh — Mg2)ez
P,—P
26.7 8) .\ 2 7 le2
P,—P
26.7D) . 2 (o —x) + Py
P —P
26.7¢C) ... %(L—xl) +P1}Se_;
26.8 ) ...

26.9D) ... 3,4x107°N
26.9C) . 6,7x 107N
26.9d) ... 4,0 x 107°N

21, R?
26.9€) o\ o . u
U
26.9 ) ..
26.102). ..o ’ P(z,y,2)dydze,
26.10Db) .............s ’ —P(z +dz,y,2)dydze,
P
26.10 C). .o f;— dr
X
oP
26.10 d) .............................. —aiy dT
P
26.10 €). ...t f;— dr
z
26.10f) ... —grad P
26,10 8) ..o
26,11 D). ()
26.10C) v @
26,12 8) ...\ @
Pve .,
26.12 D).t n 8”2 dr e
y
26.12C) i (a)
26.13 8) ...\ (@
26.13 D). (@)
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26.14a)............ 0= —grad P(M, 1) + Fya | 26.19C)unnrveneeeeieeeee i) K2
U
26.14 D). D] 26.19 Q) 21 46 min 40 5|
26,14 C) . 2
© © 2610 ©) e dvi(j) =0
— dz
26.15 ) ... -
26.19f) oo v(z) =L
26.15 D). ) h
Vp —s
26.15 C) oot pZ|  ZI98) N, S
a
26,15 d) oo @ 26.20 2) ..t (a)
26.20 b) ...
26.16 2) .. ... ) ) ©
2 _ .2
26.16 D).\ @] 20* B) o Vs = VA +2¢h
R2
26.16C) .o ()| 2621Db)..... T A
26.16 ). ..o (D] 2621 )i /2gh
26.17 a) u(%+(5’.§§3)5’) o mad P paT| 26:228) . ©
26.22 b) ...
26.17 D) .. 8P ©
s 26.22 C) ot (©
2AP =
26.17¢c).......... Dy =wvgs = Ss U ov*
52 —s? 26.232) ..o =
1( ) a) T o5
26,18 Q) ...\ Uz — NN
— 26.23b) ..o T (v* grad )(v*)
26.18 b) 0 = —grad P(z,2) + nAT(2) + ug
U —
Pz 2 26.23 C) et —A*(v")
26.18 ). vverienan OP,2) _ 070() L?
oz 022
5 26.23 ). pU?
2618 d) ... v(z) = vo (1 - ;) 7
26.23 €) ... —
- ¢) UT
2618 €) ..ot Plz) =Py — Z;’O U2
26.23 £) ... —
TG J
26.19 a).... ot pLU
7gra}d P(Z7t) + ﬂAU(Z,t) + u?’ 26.23 g) .................................. T
0v(z,t) 0?v(z,t)
26.19b) ................ =
) o~ a2
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Corrigés

d2

26.1a) Ona q 12) = 0 donc v(y) = A 4+ By. Les conditions aux limites permettent d’écrire A =0 et B = %,
Y
K 5 . o s vo K
26.1b) Onav(y)=A+ By—+ 2V Les conditions aux limites permettent d’écrire A=0et B = — — Cha
Kr® - L :
26.1¢c) Onav(r)= 1 + Bln(r) + A. La constante B doit étre nulle pour éviter la divergence de v en r = 0.
. . KR?

La condition aux limites v(0) = 0 permet de trouver A = — R

26.3 a) Un dauphin peut étre modélisé par un cylindre dont le rayon est de 50 cm environ. La vitesse doit de

plus étre exprimée en metre par seconde : 20 km - h = 20/3,6 m - s'. On a donc Re = %.
26.3 b) Une balle de tennis a un diametre de l'ordre de 6 cm.
26.3 ¢) Un moucheron a une taille caractéristique de ordre de 1 mm.
26.42a) Ona ||p(T-grad)T|| ~ pV?/L et |AT| ~ v/L>.
26.5 a)
e La dimension du laplacien du champ des vitesses est : [A(7)] = _[vitesse] =Lt
[longueur]?
f LT? P
e La dimension de la force volumique visqueuse est [fvis] = [ orce] = M.LT =ML 21772
[volume] L3
—2 2
e La dimension de la viscosité dynamique est : [] = % soit [n] = M.L™". T

26.5 b) La dimension de la viscosité cinématique se déduit du résultat précédent sur la viscosité dynamique

ML'T™' 5
v] = NI = LT
-3 .
26.5 c) On calcule en unités du systéme international avec p = 10° kg;/rn3 :onav= 01031181 10~ % usi
26.6 a) On a —grad P(z) = fccii—Pej = uge:.
z
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26.6 b) On écrit 5Fp = P(z) ds = P(z)dydze; = (Py — pgz) dy dze,. En intégrant sur toute la surface, on a :

. N L h wy h h2
Fp = / P(z)dS = / / (Py — pgz) dy dzéy = Le_;[Poz - —22} =L| Poh — pg— ez.
(S) y=0 J z=0 2 2

0
— dpP _, P - P — "
26.7 a) Comme le gradient est constant, on a grad P(z) = W = Mez. Avec les conditions
x T2 — T1
données, on obtient
P,—P_,
grad P(z) = 2L Les

P, — P

6F;:P(L)d§:—[ .

(L —z1) + Pl} dy dze;.

Sachant que P(z) ne dépend ni de y, ni de z, on obtient par intégration : F_}; = [%(L — 1)+ Pl} Ses.
27 d?(Az?
26.8 a) On écrit nA(T(2)) = 17d dvzgz) =7 5122 )6—; = 2Ane,
- Az? — —
26.8b) On écrit 07, = naa—j dSe; = 2Anz dSez.

En sommant sur toute la surface, sachant dS = dx dy et z = h, on obtient :

L L
F, = // 6F, = / / 2Anhe, dz dy = 2AnhL’e;.
S z=0 J y=0

pedve  1,3x10°kg - m®x1,0x 10°m x 3,8mm-s~"
n 0,94Pa s

4
26.9 ¢) La bille étant entiérement immergé, Vi; = §7TR3, d’ou la norme de la poussée d’Archimede :

3
i 4 4 (10x1073
|| = pegmR’g = 1.3 x 10° kg - m337r<’0X20m> 981m-s2=67x10°N.

26.9 d) Sachant que la masse de la bille est m = p.V avec le volume V = %TI'R?) de la bille, on a :

1,0 x 1073 m

HE uagwR:”g =78 x10°kg - m3§7r<

3
) 9.81m/s 2 =4,0x 10"°N.
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26.9 ¢) La seconde loi de Newton dans un référentiel galiléen donne :
dvwum
dt

mam(t) =m (t)=P+1I+F,.

~

En projetant selon ’axe vertical, on obtient :

4 sdo(t) 4 4 4 4 do(t) | o(t) Iig
ua37rR T ua3ﬂ'R g ug37rR g — 6mnRu(t) donc a + = 1 o g,
avec T = Mgf

2x 7,8 x 10°kg - m™? (5 x 104 m)”
9x0,94Pa-s

26.9 f)  On écrit 7 = =4,6x10"*s~ 0,5 ms.

26.10 c¢) La résultante des forces de pression suivant (Oz) est la somme algébrique de la force pressante qui

s’exerce sur la surface dydz a la cote x et sur la surface dydz a la cote z + dz. La surface faisant déja intervenir
le produit dydz, on peut considérer la pression comme égale & P(x,y,z) en tout point de la surface en z et a
P(x + dz,y, 2) sur la surface en = + dz.

11 vient en projection sur (Oz) : dFp, = [+P(z,y,2) — P(z + dz,y, z)] dyd=.

Par un développement de Taylor-Young limité au premier ordre en dz, on obtient :

dFp, = [—8—13 dx} dydz donc dFp, = —8—P dr.
ox ox

26.10 d) La résultante des forces de pression suivant (Oy) est la somme algébrique de la force pressante qui
s’exerce sur la surface dr dz a la cote y et sur la surface de dz a la cote y + dy.

Comme précédemment, il vient en projection sur (Oy) : dFpy = [+P(z,y, 2) — P(z,y + dy, z)] dy d=.

Un développement de Taylor-Young limité au premier ordre en dy donne :

dFpy = {_685 dy:| dxdz donc dFpy = ———dr.

26.10 e) La résultante des forces de pression suivant (Oz) est la somme algébrique de la force pressante qui
s’exerce sur la surface dz dy a la cote z et sur la surface dz dy a la cote z + dz.
On a: dFp. = [+P(z,y,2) — P(z,y, z + dz)] dz dy, qui donne par le méme raisonnement que précédemment :
oP oP
- [—— dz} dedy  dome  dFp. = —2Z dr.
0z 0z

26.10 f) En reprenant les résultats précédents, la résultante des forces pressantes exercée sur le volume particulaire

— P P P — dFp —
dr séerit - dFp = — | Lz 4 a—e—;+ P, dr, d'ou fp = —2 = —grad P.
ox oy 0z dr
26.11 a) La résultante des forces de pression s’écrit F; = — # PdSext = — /// grad Pdr. Si la pression est
Js I v

uniforme, grad P = 0 d'out F; =0.
26.11 b) Pour que la distribution initiale des pressions, avec P, sur Sz soit la méme que la superposition de Py

uniforme partout et de P’ extérieure sur Sa, il faut que P =P —P.
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26.11 ¢) On calcule la résultante des forces de pression sur ¥ en utilisant la superposition des deux distributions

précédentes. La contribution pour P uniforme donne une résultante nulle (voir question a).

La contribution pour P’ donne : F_}; = —P’'Sse2, soit ﬁ = (P, — P)Sae;.

Ovg
Oy
visqueuse extérieure exercée sur la surface dz dz en y + dy est celle due aux couches fluides situées en y' > y + dy,
donc, en vertu du principe des actions réciproques, 'opposée de celle exercée par les couches situées en y' < y+dy.

On aura donc d}?';(y +dy,t) = —E:(y +dy,t) = +n 81;;

sur la surface drdz située a la cote y est directement d?‘l(y, t) = —I—ﬂ(y,t) = - (y,t) dzdze,. La force

(y +dy,t) dzdze,. La bonne réponse est la réponse @

26.12 b) On reprend l'expression de dF dela question précédente et on forme un développement de Taylor-Young

de vz (y,t) par rapport & y limité au premier ordre en dy, soit :

Ovg Ovg 8%vy
oy (y +dy,t) = ay (y:1) + R (y,1) dy.
2 vy vy — . 2 827/90 —>
Il vient dF' = dy,t) — —(y,t)| dedze, tdF = —(y,t) dedydze,.
vient dF = 4| T2y -+ dy. 1) — T (v.1)| drdz e soit dF = 0 T (y.1) dedydze

26.12 c) On sait que pour un fluide incompressible, le champ des vitesses vérifie '’équation locale div(7) = 0 :

la réponse @ n’est donc pas pertinente. On a montré a la question précédente que pour un champ de vitesses du

— —> , . . ;7 dﬁ 82 T
type U(M,t) = vy (y,t) €z, la force volumique de viscosité au sein du fluide s’écrit fuisc(M, ) = e +n 81)2 €a,
T Y

dont la généralisation & un champ de vitesses quelconque conduit & fisc(M,t) = nA(7), soit la réponse @

. . DT Dv [vitesse] s
26.13 a) La dimension de —- est : [—] = — = L.T
Dt Dt [temps]
D7 Dv _ _ fi
La dimension de pD—: est donc : {pD—z} =ML 32LT?= %. La bonne réponse est la réponse @
Dv 07 e e , . . ov =
26.13 b) On rappelle que o= o + (v . grad)(v ). Pour un écoulement stationnaire, on a v 0. Pour un

écoulement uniforme, ¥ ne dépend pas du point choisi, donc (U- grad) (V) = 0.
La bonne réponse est donc la réponse @

26.13 ¢) Si les lignes de courant sont rectilignes et paralléles, le champ eulérien des vitesses est du type

TM,t) = v, (M, t) es
en choisissant 1’axe des z suivant la direction de ¥'. Pour un écoulement incompressible et homogene, on a div(7) = 0,
L. Ov , . . 7
soit ici a—m = 0. Comme I’écoulement est stationnaire : T i}
T

s s . .. — v .
L’accélération convective vaut ici : (U- grad)(?) = (vz—x) (?)=0.Dott — = 0.

Réponses et corrigés 447



26.14 b) Une particule d’eau de masse m subit une force d’inertie d’entrainement —mawm(t) donc

26.14 c¢) Une particule d’eau de masse m se trouvant & une distance r de l'axe (Oz) subit une force d’inertie

“ 2
d’entrainement —mrw-e, donc

— — —
Fva = Py + Fyje = —puges + pwr’e;.
26.15 a) L’accélération locale 5 est nulle car I’écoulement est stationnaire. L’accélération convective se réduit
s — Ov(z . . . . . -
ici & : (T)’ograd)(ﬁ) = v(z) 8( )6‘5. L’écoulement étant supposé incompressible, le champ des vitesses vérifie
z

Ov(z) = 0. On obtient ainsi : va =0
Dt

I’équation locale div(¥) = 0, soit ici

26.15 b) On rappelle qu’en coordonnées cartésiennes et en cartésiennes seulement, les composantes du laplacien

vectoriel sont le laplacien des composantes, soit ici : A(T) = A(vy)eéa (les autres composantes de U sont nulles).
2 2 2 2
T T T , . —> d 5
Or, on a A(v,) = 0 + i + I v . Comme v, = v(z) ne dépend que de z, il reste A(V) = dv(;) €z
z

ox? oy? 0z

La bonne réponse est la réponse @

26.15 c) La projection de I’équation de Navier-Stokes suivant (Oz) donne ici :

dz?
v(z) = Az + B.
U=Aa+ B U
Les conditions aux limites donnent ici, en z = +a : + @t On en déduit B=0et A = —.
—-U=—-Aa+ B a
Finalement, on a v(z) = vZ.
a
— e Y —> % %Z 0
26.15 d) On écrit que rot(T) = V A U, soit ici rot(v) = G Al 0 =Y ==& :laréponse @ est la
5= 0 0
z
bonne
26.16 a) L’équation de conservation de la masse avec p = C**° conduit a div(7) = 0, soit ici (r2) =0:1la
composante axiale v, de ¥ ne dépend que de 7.
. . 92 . . . . . . —> aP
26.16 b) La projection de I’équation de Navier-Stokes suivant la direction radiale e, donne : 0 = ~ 5 +0:la
r

bonne réponse est la réponse @

L . . . . . . . opP 0 0

26.16 c) La projection de ’équation de Navier-Stokes suivant la direction axiale (Oz) donne : = U 3 <1"U(T)> .
z ror

Le membre de gauche de cette équation aux dérivées partielles ne dépend que de z (on a montré & la question

précédente que P ne dépendait pas de r), tandis que le membre de droite ne dépend que de r : ces deux membres

de ’équation ne peuvent qu’étre égaux a une constante numérique C. La bonne réponse est la réponse @
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dP _ P(L) - P(0)

P —
26.16 d) Puisque 887 = C®*, et que P ne dépend que de z, la loi P(2) est une loi affine et T 70

L’équation de Navier-Stokes donne en projection sur (Oz), avec ce qui a été déja vu :

nd <rdv<r>> _ [P(L) - P(0)] d (Tdvo«)) _ [P(L) - P(0)]

i d =
rdr dr one dr nL

r,

L dr

qui s’intégre entre 0 et r en :

dv. _[P(L) = P(0)] - dv  [P(L) — P(0)]
" 0= 2nL " donc dr — 2nL
Une seconde intégration par rapport a r entre 0 et r conduit & : v(r) — v(0) = MTQ.

4nL
Il reste a déterminer v(0), en utilisant la condition aux limites en r = R ol v(R) = 0. On obtient ainsi :

[P(L) — P(0)]

2
A

0—v(0) =

Finalement, le champ des vitesses d’un écoulement de Poiseuille cylindrique s’écrit :

_ 2 2
oy = POE Ol )
26.17 a) On a u(%—"t’(M, )+ (PO 1) grad) TOM, 1)) = — grad PO, 1) + 15

2 2 2 2AP
26.17 b) On écrit u% + ug(R—71)+ Pa — P = u%g = ,u% + AP donc vg — vi = o

2
26.17c) Ona vg = va + 24P et va = %'UB donc 'U%(l - (£> ) = 28P etvp =9 _2AP
M H

On en déduit :

2AP
Dy =wvgs=Ss (57— 57)
26.18 a) On écrit giz) + (TV(2) - grad) T(2) = 0 + v(2) 82(;)57 - 7.

26.18 b) En régime permanent, ’accélération d’une particule de fluide étant nulle et la seule autre force volumique
est celle de pesanteur : R
0 = — grad Pz, 2) + nA(T(2)) + 7.

= € — Uges
r 9z 7 oz oI
oP 0*
Donc la projection selon 'axe (Ox) donne : (z,2) = 81](22)
x z
. R du(z) N o
26.18 d) La primitive par rapport & z donne : 7 P —Az + C et la seconde primitive conduit a
z

n(z) = 7?22 +Cz+ D.
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2n

26.18 ) Comme A = #7 la primitive par rapport & x donne : P(x) = —Ax+ B et avec la condition P(0) = P,

ona B =Py dou P(z) = P, — Ax.

ey
26.19 a) L’accélération convective est nulle : on a (T(z,t) » grad) v (2,t) = v(z) agg:) =0
Il n’y a pas de gradient de pression dans le sens de I’écoulement donc la pression ne dépend que de z et de t. On a
8_> ) t ——< 1 — —
pZTED R P, ) 4 nAT (1) + 1T
26.19 b) On a
ﬁv(z,t)e_,_ _8P(z,t)6_,+ (921)(2',75)6_,_ >
ot v 0z =0 022 >~ Hgez
2
Donc selon (Oz), on a Hav;, D = 7]8 2(227 t). On reconnait I'équation de diffusion.
z

26.19 ¢) L’équation précédente est une équation de diffusion donc en ordre de grandeur pg ~~ n% dot 7~ ER2.
T

T10x10 °m2 s

2 2
d
26.19¢) OnalO=n v(z) don (2) = 0; c’est I’équation de Laplace.
0z dz?
dv(z) . vy s . s -
26.19f) On a - A puis v(z) = Az + B avec A et B des constantes d’intégration. D’aprés les conditions
z

aux limites, on a 0 = v(0) = B et v, = v(h) = Ah d’ou A = %) et donc v(z) = Py

26.20 a) En notant § = — grad(gz), ’équation qui régit 1’écoulement peut se mettre sous la forme :

—>2 P N
grad(v—i——i—gz =0.
2 p

=22

P
qui montre que la charge C = % + — + gz est constante dans tout le volume de I’écoulement irrotationnel. La

bonne réponse est la réponse @

26.20 b) En considérant l'air & Uextérieur d’un cyclone en écoulement stationnaire, incompressible, parfait et

irrotationnel, la forme étendue de la relation de Bernoulli, donne entre le bord du cyclone ou v = 200km/h et le

2 ~ 1,2kg/m® x (200km -h~'/3,6)?

centre ou la vitesse est nulle p% + Prin = Paax donc Pmax — Pain = ~ 20 mbar.

26.21 a) La relation de Bernoulli sur une l.d.c. entre un point A de la surface libre a la pression atmosphérique
Py et un point du jet de sortie en B, lui aussi au contact de I’atmospheére, donc & la pression Py donne :

1 1
Py + pgh + ipvi =P +0+ 5[)1)23.

D’ou v]23 = vi + 2gh.
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26.21 b) L’incompressibilité du fluide entraine la conservation du débit-volume : on a Sava = Sgva. Comme on
2
a aussi Sa = TR? et S = 71'(127 on en déduit vg = —5 VA-
a

26.22 a) Avec (Oz) suivant la verticale ascendante, on a § = —geé;. On en déduit § = —grad(gz). La bonne
réponse est la réponse @

26.22 b) En faisant circuler ’équation d’Euler le long d’une ligne de courant, on a (H(TJ’) A 7) .d?=0card?

— ([ U —

B
— T2/ — — D_) s 2
est colinéaire & U et rot(v) A U est orthogonal & ¥. Il reste / Dqtj «dl = /grad(2> «dl = YA
A

2

—2 —>2
vA —

B
Pour le terme de droite, on a — / grad (P + g) A7 = Pa=Pa
p
A

—>2 —>2
26.22 ¢) Le calcul mené a la question b) montre que Pa + D—QA + pgza = Pa + % + pgza, donc constante, a

condition de rester sur une méme ligne de courant liant A et B. La bonne réponse est donc la réponse @

¥)
o2
)
Y
(]
L
@)
5
o
P>
=
]
N,
I
=
>
*
_*
c
*:
B>
*
L
<
=

26.23 d) Compte tenu des résultats précédents, ’équation de Navier-Stokes se réécrit, en divisant par p = C

U U2 /(=2 —\ = grad (P) U .=
u U (2. —_gad ) oy 09 A,
Tor T L (” grad )(” ) I g+ AT

L
En multipliant chaque terme par i il vient :

L ov* 2 ——\ 2 —s [ P gL _, n .2
(o = )Lz AT,
UT 90 (v grad )(v ) grad (p > e p (v™)

Par identification, il vient P* = pU®.

L
26.23 e¢) L’expression obtenue & la question précédente donne immédiatement Sy = T
26.23 f) Le nombre de Froude est tel que — = gL d’ou F, —2
: mezE T Tyl
1 L
26.23 g) On identifie Re = pLLU qui donne Re = %
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IF'iche n° 27. Bilans en mécanique des fHluides|

Réponses

271d) .............................. 278&) ................... ’U1:U2—3,2msl‘
27.28) it 595 10°Pa|  27.8b) ...
27.2b) 13X 10°J/Kg | 27.98) ... oot ©
27.38) it oui 2T D) oo @
27.3 D) ouli
2709 C) —P
2703 C) ot oui © -
1
27.3d) . oui 27.9d) §Dmv§ dt
2704 8) oo (© 1
27.9€) it §Dmv§ dt
2T AD) ()
27.40) ® 27.9€) . i P = Dy (v} —v3)
L
27.4 ) © 27.98) i P =100W
T 27.008)
D74 €) oot ()
27.10b) ..o
2
27.58) it % + r_ cte 27.10¢) .o ’dm = dmy —dmy ‘
27.10d). ..o Dyt = Dy
275b) ........................... gz—i———cte 27.11 a) .................. ’m*(t):m(f)—kdml‘
2T.5.C). vt [v=099m 51| 27A1b)...... [m* (¢ +dt) = m(t +db) + dms |
27.68) .. ’Dv =0,55L g1 ‘ 27.11C) i dm* =
27.6 b) ® 2711 d) .
DT A2 8) .t
DTu6C) oo ()
2702 D) e [ AT ot A e RY|
_ 2
BTBd). oo ’73_3,6><10 W‘ 2702 C) et
27.6 €) o —
°) O 9712 A) oo dp = Dy dt
27T 8) o =0,05 = .
2) 3 2702 €) e Fo = —D, @
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27.13b) ... P(t) = —nScdte, 2704 C) o

R hooos '
2713 ) o P+l == AnSedls | 9714e)eiiiiiiii )

) = h 2714 ). ... F = (P.S) — PyS5) W,

N
............. F ohotons—svoile = 2Xn5’ce$

Corrigés

27.1 a) Comme le membre de gauche est homogeéne & une énergie massique, on voit que le terme p est en trop

dans le membre de droite.
27.1b) Le membre de gauche est homogéne & un débit massique (en kg-s~') fois une énergie massique

—1 . . N . . 7 2 . 7 .
(en J-kg "), ce qui revient & une puissance. Le terme de droite étant également une puissance, I’équation est
homogeéne.

27.1 d) Le terme de gauche est homogeéne & une longueur : il mesure directement la perte de charge en hauteur.

L’équation est homogene.

27.2 a) La perte de charge correspond au terme ghpc sauf qu’en ’état, elle correspond & une perte d’énergie

massique. Pour obtenir une perte de pression, il faut multiplier par po. Ainsi, APpc = poghpe.

gAz = wy — ghpe donc wy = g(Az + hpe).
27.3 a) Le fluide est ici un liquide. C’est un fluide incompressible donc ’écoulement est également incompressible.

27.3 b) Le fait que s < S permet de qualifier I’écoulement de quasi-stationnaire car, par conservation du débit

volumique, la vitesse de la surface libre de ’eau dans le réservoir est tres faible devant la vitesse de sortie ; autrement
dit, on a h < vp.

27.3 ¢) On néglige toute perte de charge, ce qui revient a dire que ’écoulement est parfait.

27.3d) Le fluide est de 'eau liquide, qu’on peut considérer comme une phase condensée incompressible et

indilatable, c’est a dire de masse volumique constante.
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27.4 a) Le récipient est ouvert sur I'extérieur en A et en B, la pression est donc égale & la pression atmosphérique

en ces deux points.

27.4 d) A partir de I’égalité des deux débits volumiques, on peut écrire vy = %. Comme s < S, on en déduit
que va K UB.

27.4 e¢) Avec les résultats des questions précédentes (égalité des pressions et vitesse négligeable en A), la relation
de Bernoulli devient : 02
gzZa = ?B + g9zB.

On obtient donc la réponse @ avec h(t) = za — zB.

2
27.6 a) Le débit volumique s’écrit : D, = SU avec S la section de la canalisation. Soit D, = UTI'% d’ou

10 x 1073 m)?
Dy =70m-s " xmx COXIOTTMT o043 s = 0,55 L 5"

27.6 b) La vitesse en A avant la pompe étant négligeable et celle en B valant U, on a Av? = U2

Avant la pompe et apres le robinet, la pression vaut P, pression atmosphérique donc AP = 0.

Le point B est situé a la distance L au-dessus de A donc Az = L. Dans le terme de droite, w,, est le travail massique
fourni par la pompe et ghpc = Aeper est la perte d’énergie massique due aux pertes régulieres le long du tuyau de
longueur L.

La relation de Bernoulli s’écrit donc : %UQ + gL = wy — Aeper = Wy — %f%UQ.

27.6 ¢) La relation de Bernoulli donnée est un bilan d’énergie massique il faut le multiplier par une masse et le

diviser par un temps pour obtenir une puissance c’est & dire multiplier par un débit massique.

27.6 d) On déduit de la premiére question : w, = %UQ +gL + %ggUZ =gL+ %UQ(l +§£>.
Or, on a P = Dyywy, = pDyw,. Donc
1. 5 1 L 2} [ 1 2( L)}
=uD, | = L e =uD, |gL a5 1 EeY .
P =uDy|5U" + gL+ 55U nDy gL+ U (1+ €5

L’application numérique donne P = 3,6 x 10 W.

27.6 e) Il faut que la puissance soit supérieure & P = 3,6 X 10> W, on prend donc la pompe ayant une puissance

immédiatement supérieure.
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27.7 a) On calcule la rugosité relative % = 0,02 et on lit sur I’axe des ordonnées la valeur de &.

1 2 V4 1 3 -3 —1\2 10m 2
27.7b) Ona AP =_-pU¢é—= == x1x10"kg- 0,5m - 0,06 X ————— = 3,1 x 10" Pa.
) na 5P £D 5 X1x g-m x(,ms ) % 0, X20><10’2m ,1 % a
o - D, 4D,
27.8 a) Comme le diamétre de tout le circuit est constant, on a : Uy = Uz = < = p

27.8 b) Réécrivons la relation de Bernoulli entre le début du tuyau vertical et un point en aval du robinet en la
rendant homogene & une pression :

1 1
F#(U* =U®) + Po— Pi + gu(L — 0) = =5 U (b1 + k2).

1
Donc, on a P, = Py + gulL + §MU2(I€1 + k2).

27.9 a) La force volumique associée & la résultante des forces de pression s’écrit f; = —grad P. La pression
étant uniforme, la résultante des forces pressantes est nulle.

27.9 b) Les forces pressantes étant nulles, elles ne travaillent pas.

27.9 ¢) D’un point de vue énergétique, ce qui est fourni par un systéme est recu par un autre.

1
27.9 f) En régime stationnaire la variation d’énergie cinétique est §Dm (vs —v}) dt. Le théoréme de la puissance

1
cinétique donne alors §Dm (vg - v?) = —P.

27.12 d) Dans le référentiel de la fusée, les gaz éjectés ont une vitesse nulle lorsqu’ils sont encore dans la fusée.

Durant d¢, une masse D, dt est éjectée de la fusée & une vitesse u. Ainsi, a; = D, dtu.

27.12 e) Les gaz éjectés subissent une force -F p opposée a celle F p de poussée subie par la fusée (troisieme loi

de Newton ou principe de laction et de la réaction).
d—)
Le bilan de quantité de mouvement pour les gaz éjectés dans le référentiel de la fusée s’écrit : d—ZZ = —Fp avec

av
at

= D, w. On obtient donc fp = —Dntu.
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27.13 b) La quantité de mouvement de l’ensemble des photons est N 71 photon OU IV est le nombre de photons

qui vont heurter la voile durant dt.

27.13 d) Par application de la loi de la quantité de mouvement appliquée aux photons, on a

N - - - pt+dt) —p(t h -
p (t + dt) - P (t) = Fvoile%photons dt donc Fvoileﬁphotons = p(d—ip() = _Qancea:~
Par application du principe des actions réciproques, on a F'yoile—photons = QXnScex.

27.14 a) L’écoulement est unidimensionnel, la pression est donc uniforme sur toute section droite de la canalisa-

tion. En amont la force pressante est motrice.

27.14 b) L’écoulement est unidimensionnel, la pression est donc uniforme sur toute section droite de la canalisa-

tion. En aval la force pressante est résistante.

27.14 f) En régime stationnaire la variation de quantité de mouvement est Dy, (03 — 07) dt.

Le théoréme de la quantité de mouvement donne alors Dy, (03 — 7) = P1S1Us — PaSotUy — F puisque v et vo
peuvent étre négligées.
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