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A rendre pour le jeudi 28 novembre 2024

Ce sujet de DL a été donné en DS il y a quelques années.

Je suis autonome.
Je fais le DL entiérement seul, par moi-méme.

Peu importe si je ne trouve pas. Ce qui compte, c’est : je le fais seul.

En effet, le jour J, vous serez seul face au DS!

William Henry YOUNG (1863 — 1942)

Mathématicien anglais.
Entre autres, il est connu pour la formule de Taylor-Young.
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Autour de Young et de Holder

Notations générales

e On rappelle que si a > 0 et si p € R, on pose a’ = exp(pIn(a)).
e Sip >0, on pose aussi 0P := 0.

e Dans la suite, on fize n € N*.

Partie I — Etude d’une fonction auxiliaire

Notations

e Dans cette partie, on fire A, B,a, 3 > 0.
e On considere la fonction f définie par

RY ——— R
A
1:}—>7+Ba;ﬁ.

X

1. Montrer qu’il existe xyi, € Rj_ tel qu’on ait

T 0 Tmin +00

f(xmin)

On fize ce Tmin dans la suite.

2. Montrer que

Flamsn) = A (222) (53)

aA
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Partie II — Inégalités de Young, de Holder et de Minkowski

3. Inégalité de Young.
Soient p,q > 0 tels que

1 1
42 =1
P q
(a) (i) Montrer que
aP b4
Va,b >0, ab< — 4+ —-
p q

(ii) L’inégalité précédente peut-elle étre une égalité ou bien a-t-on

P
Va,b>0, ab< & + 22
p q

(b) Montrer que

P
Va,b >0, ab< “ Lz
p q
4. Soient p,q > 0 tels que
1
4+ =1
p q
Soient (a1,...,an), (b1,...,bs) € (Ry)™
On pose
R% R

g: 1< p o 2 - q
rh— ﬁzak + ;Zbk
k=1 k=1
(a) En utilisant la question [3.] montrer que
n
Vo >0, Zakbk < g(2).
k=1

(b) Inégalité de Holder.
En déduire que

n n 1/p n 1/q
k=1 k=1 k=1

5. Inégalité de Minkowski.

Soit p > 1. Montrer que
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(ak + bk)p> < (Z ai) + (Z bi) .
k=1 k=1 k=1
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Partie III — Réécritures et généralisations

Notations et définitions
e On adopte des notations concises pour les éléments de R".
> Siay,...,a, €R, le n-uplet (ay,...,a,) sera noté simplement a.
> De méme, on écrira
b= (b1,...,bn),

etc.
> Sia,beR" sont deux n-uplets, on pose

a+b:= (a1+b1,ag+b2,...,an+bn).

a x b := (a1by,asbs,...,a,by,).

e SiaeR",
> on note, pour p > 0,

n l/p
lall, = <Z|ak|p> :
k=1

> sip <0 et sitous les ay sont non-nuls, on définit de méme |[a||,.

6. Soient a,b € R".

(a) Soient p,q > 0 tels que
Ll
p g
Montrer que
lla > b, < [lall, x [b],.
(b) Inégalité triangulaire.
Soit p > 1. Montrer que
la+bll, < llall, + ],
7. Soient a,b € R"™.
(a) Inégalité de Holder généralisée.
Soient p,q,r > 0 tels que

En utilisant la question [4. (b)|, montrer que
llax b, < [lall, < [[bll,-

(b) Inégalité de Holder négative.

Soient p > 0 et g < 0 tels que
1 1
-4+ -=1
p q

On suppose que Vk € [1,n], by # 0. Montrer que

llaxbl[; = [lall, x [[bl],-
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Partie IV — Inégalité inverse de Young

Notation
Dans cette partie, on considére la fonction S définie par

10,1[UJ1, 400 ———— R

S: :I;:cil

Tt —-
e X In(xrfl)

On admet que S(-) est bien définie et que S > 0.

8. Calculs de limites.

(a) Montrer que

I
n(z) —— 1.
r—1 z—1

(b) En déduire la limite de S(z) quand = — 17.

9. On considere la fonction

1, +o00] R

T (In(m) —z+ 1) (1 — é — In(a:)).

Dresser le tableau de signes de .

10. Dérivée logarithmique.
Si f:]1,400[ — R est dérivable, on note

Calculer dL(/\ X §>’ pour f,g:]1,4o00[ — RY dérivables et A > 0.

11. (a) Dresser le tableau de variations de Ino S sur |1, 4+o0].

(b) En déduire que
Ve >1, S(z) > 1.

1
12. (a) Soit « €]0,1[. Donner une expression simple de S(f>.
x

(b) Montrer que
Vz €10,1[, S(z) > 1.
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Notation
Dans la suite de cette partie, on considére la fonction S définie par
RY —— R
S: S ;
. () six#1
1 sinon.
13. Soit A € [0,1].
(a) Montrer que
Va >0, (1-MNa+\<S(a)a'™
On pourra introduire la fonction définie par
(I—=XNa+ A
fa(A) = P
(b) Inégalité inverse de Young.
Soient p,q > 0 tels que
1
-4 —-= ]_
p q
Montrer que
Popl ~fqgP
Va,b>0, 4= gs(‘L> x ab.
q ba
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