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Colas Bardavid

Chapitre 38

Familles sommables

Un exemple d’outil ultra technologique : une puce informatique

Dans ce chapitre, on va reprendre l’étude des séries numériques dans un cadre plus général.

o D’un part, au lieu de se limiter aux suites (an)nen de nombres réels ou complezes, on va
considérer des familles (a;)icr indexées par un ensemble quelconque.

o D’autre part, on va s’autoriser a considérer la valeur +00 dans nos calculs en se placant
dans l’ensemble

R,
Ce cadre plus général va nous permettre de démontrer des résultats trés forts.

La théorie construite est trés simple et trés puissante, comme un outil ultra technologique.
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1)

Dans tout ce chapitre,

e I, J, K désigneront des ensembles;
e K sera le corps des réels R ou le corps des complexes C.

La demi-droite achevée
Définition

a) définition de I'ensemble

On se donne un symbole « 400 ».

Définition sSMB.1
La demi-droite achevée, notée R, , est I'ensemble défini par

Remarque
On note aussi [0, +oc] == R,

b) addition
On dispose sur R} d’une loi de composition interne « + ».
On 'étend & Ry en posant :

(+00) +a =400 poura€ R,

a+ (+00) = +oo pour a € Ry
(+00) + (+00) = +o0.

Fait smB.2

e La loi de composition interne « + » sur Ry est associative et commutative.

e De plus, elle posséde un neutre, qui est 0.
e Ainsi, (E, +, 0) est un monoide unitaire.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement.

c) multiplication
On dispose sur R} d’une loi de composition interne « x ».
On I'étend & Ry en posant :

(+00) x @ =+00 poura >0
a X (+00) = 400 pour a >0
0x (+00)=0
(+00) x0=0

(+00) X (+00) = +00.
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Remarques

e Laloi

0 x (+00) =0

est une convention !

e A priori, on aurait pu aussi choisir « 0 X (+00) = 400 ».

e Le fait d'avoir choisi « 0 x (+00) = 0 » n'a strictement rien a voir avec la question des limites
indéterminées.

e On verra plus tard pourquoi cette convention, dans le cadre de I'étude des familles sommables, était
la bonne convention a prendre.

s 2
Fait SMB.3

e La loi de composition interne « x » sur R, est associative et commutative.

e De plus, elle posséde un neutre, qui est 1.

e Ainsi, (R4, x,1) est un monoide unitaire.

e Par ailleurs, I’élément 0 est absorbant dans Ry pour « x », ie on a

VeeR,, 2x0=0.

- J
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. |

Remarque
Si x,y € R;, comme d’habitude, on notera aussi xy le produit x x y.

d) relations entre les deux lois

Fait sMB.4 (Distributivité de x sur +)

Soient x,y,z € R.. On a

(t4+y) xz=xx2z+yXz

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

Exercice SMB.5
Calculer (14243 x (+00)) x (5 + (+00)).

A Attention
On ne dispose pas sur R de soustraction ! Ni de division !

Remarque

On dit que L
<R+7 +7 X707 1)

est un semi-anneau commutatif.
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e) relation d’ordre
On dispose sur R} d’une relation d’ordre « < ».
On I'étend & Ry en posant :

400 pour tout a € Ry
+

NN

a
—+00 0.

Fait smB.6
La relation « < » est une relation d’ordre totale sur E

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

Remarques

e Siabc R, on pose
[a,b]::{xem|a<x<b} et [a,b[::{xem|a<x<b}.

e Ceci justifie les notations [0, +o00] et aussi R, = [0, +00].
e On définit de méme ]a, b] et ]a, b|.

f) compatibilité entre les opérations et la relation d’ordre
Fait SMB.7
Soient a,b, o, B, € Ry
1) Etant donné une inégalité, on peut lui ajouter x et on peut la multiplier par x :

at+xrz<b+zx

aéb:>{

ar < bx

2) On peut additionner entre elles et on peut multiplier entre elles des inégalités :

ata<b+p
(aéb et agﬁ) =
aa < bB.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entralnement. |
2) Borne supérieure

a) définition

Remarque

La définition est la méme que dans (R, <) ou que dans n'importe quel espace ordonné.

Pour commencer, si A C R, on note
Majo™+ (A) == {x €ER, | Vac A a< a:}

Exemples

e On a Majo™* ([1,2]) = [2, +oc].
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Tout élément est un majorant de I'ensemble vide. On a donc
Majom(z) =R,.

e L'élément 400 est plus grand que tout élément de R, | Par conséquent

VACR;, +oo € Majo™ (A).

En particulier, pour tout A C R, on a Majo™*(A) # @.

e Ona _
Majo™* (N) = {+o0}.

Définition SMB.8
Soit A C R,.

e On dit que A posséde une borne supérieure (dans Ry ssi

MajoE(A) posséde un plus petit élément.

e Dans ce cas, on note o
sup™+ (A)

ce plus petit élément ; on I'appelle borne supérieure (dans R, ) de A.

b) propriété fondamentale de la borne supérieure dans R,

Théoréme SMB.9

Toute partie de R, posséde une borne supérieure.

Remarque
Pour étre plus précis : toute partie de R, possede une borne supérieure dans R .

Démonstration. — Soit A C R,. On distingue plusieurs cas.
e On suppose que A = &.

On a vu que Majom(ﬁ) =R,. Comme 0 est le plus petit élément de R, , on a

sup™+ (@) = 0.
e On suppose que A # &, que A C Ry et que A est borné dans Ry : on suppose ainsi que
M eR: YVac A,a< M.

On a _
Majo™* (4) = Majo(A) U {+0c0}.

D’apres le propriétés de la borne supérieure dans R, on sait que A possede une borne supérieure dans
R : autrement dit, Majo(A) posséde un plus petit élément s. Comme +oo est plus grand que tout

élément de R, le nombre réel s est également le plus petit élément de Majo™+ (A). Ainsi, A posséde
une borne supérieure et on a

sup+(A) = sup(A).
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e On suppose que
IMeR,: Yac A, a< M.

Cette hypothese inclut deux cas :
> le cas ou A C R, et o A n’est pas majoré dans R, ; c’est le cas pour A = N ou A =R, par
exemple ;
> le cas ou +00 € A; c’est le cas on A = {1, 2, +oo} par exemple.

On vérifie dans ce cas que MajoM(A) = {+00}.

Ainsi, Majom(A) posséde un plus petit élément, qui est +00. On a sup™+ (A) = 0.

|
c) compatibilité de sup@(') et de la somme
Soit A C R, et soit x € Ry. On définit
x+ A= {x—!—a ; aeA}.

On a alors

Proposition SMB.10

On suppose A non vide. Alors,

supﬂ(x +A)=z+ supE(A).
Remarque
e La proposition est fausse si A= @ et x # 0.
e En effet, on a alors x + A = A mais pas sup™(A) = x + sup™(A) puisque sup®+(A) = 0.
Idée de la démonstration. — 11 suffit de vérifier que
Majo@(x +A)=x+ Majoﬂ(A)
et que le plus petit élément de x + MajoE(A) est x + sup@(A). On laisse le lecteur le faire. |
d) compatibilité de sup@(') et du produit
Soit A C R, et soit # € Ry. On définit
TA = {xa ;a € A}.

On a alors

Proposition sMB.11

Alors, o o

sup™* (zA) = x sup™+(A)
Idée de la démonstration. — 11 suffit de vérifier que
Ry _ . Ry
Majo * (zA) = x x Majo *(4)

et que le plus petit élément de x x Majoﬂ(A) est T X supm(A). On laisse le lecteur le faire. [ ]
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Remarques

e Cette fois-ci, la proposition est bien vraie si A = &.
e SiA=R, etx=0,0na o
xA={0} et sup®(A)=+ooc.

Ainsi, la proposition ne peut étre vraie que sous la convention 0 = 0 x (400)!

3) Borne supérieure d’une famille

Maintenant qu’on a défini la borne supérieure d’une partie quelconque de R, on peut le faire pour les
familles quelconques.

Définition SMB.12
Soit I un ensemble et soit (a;);e; une famille, indexée par I, d’éléments de R .

La borne supérieure de (a;);er, notée su pM (a;), est I'élément de R, défini par

i€l

sup®+ () = supﬁ({ai RS I})
icl

II. Somme de familles quelconques dans la demi-droite achevée

1) Somme de familles finies

Dans ce paragraphe, on suppose I, J, K finis.
a) définition

Définition sMB.13
Soit I un ensemble fini et soit (a;);c; une famille, indexée par I, d’éléments de R .
On note Z a; I'élément de R, défini par

icl

E Qi = Qiy + Ay + - F Gy,
iel

ot N est le cardinal de I et ou 'on a écrit I = {iy,i2,...,iN}.

Remarques

e C'est la somme finie habituelle qu'on connait déja, sauf qu’'on somme des éléments qui sont tous
dans R, .

e Rappelons qu'en général, on peut définir ce symbole Z pour n'importe quel monoide commutatif.
iel
e |l faudrait s'assurer que cette définition ne dépend pas de la numérotation

I'=A{i,h,... in}

de / qu'on a choisie. Cela est une conséquence de |'associativité et de la commutativité de la loi +.

e Soit N € N*. Soient ay,...,ay € R.. On pose également
N
S
i=1 ie[L,N]
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A Attention
Le cas ol / est I'ensemble vide est important. Comme on I'a déja expliqué, par convention, on pose

Za,-:O.

i€

b) additivité et homogénéité

Proposition smB.14
Soit I un ensemble fini.

Soient (a;)ic1, (bi)icr deux familles, indexées par I, d’éléments de R .
Soit A € R

Alors,

> ai+b) = ai+ Y b

el icl icl

Z/\Cbi = AZal

el i€l

Idée de la démonstration. — Ce sont des conséquences de la commutativité de + et de la distributivité
de + sur Xx. [ |

c) une premiére propriété de croissance

Proposition SMB.15

Soit I un ensemble fini.

Soient (a;)ic1, (b;)icr deux familles, indexées par I, d’éléments de R .
Alors,

(V’l:EI, angz) — Z(liSZbl

i€l i€l

Démonstration. —

e On va utiliser une astuce trés sympathique, dont on laisse la vérification au lecteur : si z,y € R, alors
on a -
r<y <= JzeRi:y=zx+z

e Supposons que Vi € I, a; < b; et fixons donc une famille (¢;);cr telle que
Vi GI, bz =a; + ¢;.

e On a donc

e Donc, on a Zbi > Zai.

el el
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d) sommation par paquet

Proposition SMB.16
Soit I un ensemble fini et soit (Ji,...,JJy) un recouvrement disjoint de I.

Soit (a;);e; une famille, indexée par I, d’éléments de R .

Alors, on a
N

Sa=Y ()

i€l k=1 i€Jy

Idée de la démonstration. — C’est une conséquence de la commutativité et de 'associativité de +. W

Cette proposition peut se réécrire :

Proposition smMB.17
Soit K un ensemble fini.
Soit (Ji)kex une famille finie d’ensembles deux a deux disjoints. On note

1= |_| T
keK

Soit (a;)ie; une famille, indexée par I, d’éléments de R .

> ai= Z(Z ai).

i€l keK ieJy

>Sa=Y (Xw)
ic Lle keK ieJy
kEK

1) Alors, on a

2) Autrement dit, on a

e) une deuxiéme propriété de croissance

p
Proposition SMB.18
Soit I un ensemble et soient J, K C I des parties finies.
Soit (a;)ie; une famille, indexée par I, d’éléments de R . Alors, on a

JCK eSS4 ZaZSZaz

i€J 1EK

Remarque
Autrement dit, |'application

{J e ()| J finie} LR,

D3

iel

J

est croissante.
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Démonstration. — Supposons J C K. Comme J C K, le couple (J, K\J ) est un recouvrement disjoint
de J. D’apreés la proposition on a

Y= (L) + (X )

i€k icd i€(K\J)

Donc, on a E a; = g a;. |

i€K icJ
f) changement d'indice

Proposition sMB.19
Soit I un ensemble fini, soit J un autre ensemble fini et soit ¢ : J — I une bijection.

Soit (a;)icr une famille, indexée par I, d’éléments de R . Alors,

Zai = Zaw(j)'

iel jeJ

Idée de la démonstration. — C’est une conséquence de la bonne définition du symbole « Z ». |
icl

g) réordonnement des termes d'une somme

Proposition SMB.20
Soit I un ensemble fini et soit o : I — I une bijection.
Soit (a;)ie; une famille, indexée par I, d’éléments de R . Alors,

Z a; = Z aa(i).

el el

Idée de la démonstration. — 1l suffit d’appliquer la proposition précédente avec J := I. |
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2)

Définition des sommes de familles quelconques

a) deux notations

s N
Notation smMB.21
Soit E est un ensemble.
o Si A est une partie finie de E, on note A S E.
inie
e On pose
2N(E) = {A €ePE)|A < E}
L nie )
Exemple

Si E est fini, on a 2l1(E) = 2(E).

b) définition

w Définition SMB.22
Soit I un ensemble et soit (a;);c; une famille, indexée par I, d’éléments de R, .

E G,

La somme de la famille (a;);cr, notée

est I'élément de R, défini par

Autrement dit, on pose

z_:ai = supﬂh{z a;

i€l icJ

) un exemple
On suppose que I = N* et on consideére la famille

Alors, on a

Fait smB.23
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On va montrer un résultat plus général.

Proposition SMB.24
Soit )", ay une série a termes positifs. Alors,

>, an diverge = Z a, = +o00.
neN

n=0

N
Démonstration. — Notons &7 = {Z an ; J e 2l (N)} et, pour N € N, Sy == Z .-
neJ

e Pour N € N, comme [0, N] est fini et comme Sy = Z an,ona Sy € «.
n€e0,N]

e Soit maintenant M un majorant de </ dans R, ie soit M € Majom(yi). On a donc

VN e N, Sy < M.

e Supposons maintenant la série )  a, divergente. Comme Sy — 400 quand N — oo, le majorant M
ne peut pas étre réel. Donc M = 4o00. Donc, on a
Majo™+ (/) = {+o0}.

Donc, on a sup™+ (42%) = 4o00. Autrement dit, on a Z ap, = +o0.

neN
|
Remarque
Il s'agit en fait d'une équivalence : la démonstration est laissée au lecteur a titre d’entrainement.
d) cas fini

Fait smMB.25
Soit I un ensemble fini et soit (a;);c; une famille, indexée par I, d’éléments de R..
Alors, _

IED WS

il il

Démonstration. —
e Déja, on a 2(1) = 2(1).
e Puis, I’application
D) — ',
J b Z a;
=
est croissante pour l'inclusion. Comme (1) posseéde un plus grand élément, qui est I, on a
supm (Z (J,Z‘) = Zai.
JCI ieJ il
]
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3) Additivité de la somme

a) énoncé

Théoréme SMB.26 .
Soit I un ensemble et soient (a;)icr, (b;)ier € Ry . Alors,

i(ai —|—bi) = zai +zbi-

iel iel iel

b) deux corollaires

Corollaire SMB.27 ,
Soit I un ensemble. Soit N € N* et soient (a[l])iej, e (a[N])ie] € R, . Alors,

3 3

o ( (%] = (v (%]
E k
> (2 al) =2 (X)),
k=1 el iel k=1
Démonstration. — C’est une simple récurrence, en utilisant le théoréme [SMB.26 |

Ce corollaire peut se réécrire :

. ~
Corollaire SMB.28
Soit I un ensemble. Soit K un ensemble fini et soit
[kl =\
((ai )zel)keK € (R+ ) .
Alors, _ _
(S l) = (o).
keK i€l il keK
N J
c) un lemme
. N
Lemme SMB.29
Soient I,J des ensembles non vides.
Soient (a;)icr € EI et (bj)jes € EJ et soit M € Ry tels que
Viel, VjeJ, al‘f‘bng
Alors, o o
sup®+ (a;) + sup™+ (b)) < M.
el jeJ
N J

Démonstration du lemmeSMB.29. —
e Notons S, = sup™+ (a;) et Sp = sup™™+ (b5)-
il jeJ
e Comme J est non vide, fixons jo € J. Comme on a Vi € I, a; + b;, < M, et par définition de la borne
supérieure, on a o

sup™* (a; +bj,) < M.
iel

e Or, d’apres la proposition on a

Sfupﬂh (a;i + bjo) = bj, + S,UPR+ (ai) = bj, + Sa.
i€l el
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e Donc, on a montré que Vj € J, b; + 5, < M. Donc, par définition de la borne supérieure, on a

supﬂ(bj +S,) <M
jeJ

e Comme, d’apres la proposition [SMB. 10} on sait que supﬁ(bj +S,) =5, + supﬂ (bj) = Sa + Sp, on a
jed jeJ

bien I'inégalité cherchée.
|

d) démonstration du théoréme [SMB. 26

On garde les notations de I’énoncé. On va procéder par double inégalité.

Premier sens.
e Pour commencer, montrons que Z(ai +b;) < Z a; + Z b;.

iel iel iel
e Soit Jf_C_ I.0n a
inie Zal+b Zaz_i_z:b
i€J i€J i€J
< iai + ibi
iel iel

car Z a; < Z a; et Z b; < Z b; et car I'addition de E est compatible a <
icJ icl icJ icl

e Ceci étant vrai pour toute J C I, par définition de « Z », on a bien

|n|e
Zal—i—b Zal—&—Zb

el el i€l

Second sens.
e Montrons maintenant que Z a; + Z b; < Z(ai +b;).
il iel iel
e Soient J et K des parties finies de I. Notons L := J U K ; c’est encore une partie finie de I.
e Par croissance de la somme, on a Z a; < Z a; et Z b; < Z b;. Par compatibilité de I'ordre avec

o i€ ic€L icJ i€L
I’addition de Ry, on a donc
YIRS WA WS W)
icJ i€K i€l i€l
= _(ai+b)
icL
< (ai +by).
icl

e En utilisant le lemme on en déduit que

supm(ZaZ-) sup +(Zb> < Zaﬁ-b)

JCl icJ icl
inie flnle

Autrement dit, on a montré que Z a; + Z b; < Z(ai +b;).
iel iel iel
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4)

5)

Homogénéité de la somme

Proposition sMB.30
N R
Soit I un ensemble, soit (a;)icr € Ry~ et soit A € Ry. Alors,

i)\ai:)\iai.

icl el

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition [SMB. 11} On laisse le lecteur, a titre d’exercice,
le soin de le vérifier. [ ]

Croissance de la somme

a) une premiére propriété de croissance

Proposition SMB.31

—T
Soit I un ensemble et soient (a;)icr, (bi)icr € Ry~ tels que
Vi € I, a; < b;.

Alors,

z_:ai Sz_:bz

i€l i€l

Démonstration. — Profitons de la puissance du théoreme pour démontrer facilement cette
proposition. Comme Vi € I, a; < b;, fixons une famille (¢;);er € Ry telle que

Viel, b =a;+c;.

On a alors _
Sobi= () ()
i€l i€l i€l
Donc, on a
Dbz
il il
ce qu’on voulait. [ |

b) une deuxiéme propriété de croissance

Proposition SMB.32
—T
Soit I un ensemble et soit (a;);c; € Ry . Alors,

vicl Y a<d a

ieJ i€l

Démonstration. —

e On laisse le lecteur faire cette démonstration.
e On pourra utiliser le fait quune partie finie de J est en particulier une partie finie de J.
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6) Sommation par paquets

w Théoréme SMB.33
Soit K un ensemble et soit (I)xecx une famille d’ensembles deux a deux disjoints. On note

I:= |_|Ik.

keEK

Soit (a;)ic; une famille, indexée par I, a valeurs dans R

1) Alors, on a

Su- (50

i€l keK icJy

> a=> (X )
ic |_le keK i€Jy
keK

2) Autrement dit, on a

Démonstration. — On va procéder par double inégalité.

e Déja, montrons que

Sa< Y (Sa)
i€l keK i€l
> Soit J C 1. On veut montrer que
inie

Zai < Z(Zaz)

i€J keK i€l

> OnalJ=||(JNI).
keK
> On note
Ko = {keK\Jmk¢@}.

On a
J= || @nm).

keKo
> Comme J est finie, et comme les I} sont deux a deux disjoints : K est fini. Donc, d’apres la
proposition on a
Sas Y (X W)
i€J keKo ie(JNIy)

> On va conclure en utilisant des propriétés de croissance.

> Soit k€ K. On a _ _
Z a; = Z aigzai

ie(JNIi) ie(JNIx) icly

car la premiére somme est finie et d’aprés la proposition car J NI, C I.

> Donc, on a Z( 3 ai)< Z(z‘”)

k€EKo ie(JNIy) kEKo i€l
par croissance des sommes finies.
> Or,on a _ L o
2 (Xa) =3 (Da) <X (2a)
keKo i€l keKy i€l keK i€l}
car Ko C K.
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> Ainsi, on a bien montré que
Sa= (X w)<X(Xw)
icJ kEKy ie(JNIy) kEK i€}

ce qu’on voulait.

e Maintenant, montrons que

S(Sa) < T

keK i€l ieJ

> Soit Ky C K. Il suffit de montrer que

S (S a) <Y

keKy i€l icl

> On considere I’ := |_| 1.
keKy
> On va définir une famille finie

((O‘Ek])iel’)kel{ € (EI> K~

de familles de R indexées par I’. Si k € K, on pose

Oé[k] _Ja siie€ I
¢ 0  sinon.

> SoitieI’.Ona

Z Oégk] = a;

keK
(%]

car o, = est nul pour toutes les valeurs de k sauf pour une seule, pour laquelle il vaut a;.

> Soit k€ K. On a "

P

X_: a; = X_: ayﬂ} < iagk].

i€y i€l el

Viel,, a; =«

Donc, on a

> Donc, on a, par croissance des sommes finies :

> (a)< X (Lal)

keKy i€l keEKo i€l’

> Or, d’aprés le corollaire on a
— _ X _
> (Sol) - S(X ) - T
keEKo i€l’ i€l’ keKo i€l

> Comme I’ C I, on a

z_:ai Siai.

iel’ iel

> Finalement, comme on a montré que

VKo C K, Z (i ai> < zai,

keKo icly i€l
on a bien _ _
g (E ai) < g a;.
keK i€l icl
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7) Changement d’indice et réordonnement des termes d’une somme

a) changement d'indice

Proposition SMB.34

—T
Soient I, J des ensembles, soit (a;);c; € Ry et soit o : J — I une bijection.

Alors,

iai = iag(j).

iel jeJ

Démonstration. —

e Soit Jy 1(_C_ J. On note Iy := o(Jp) ; c’est une partie finie de I et on a
nie
D o) = D ai <) a
Jj€Jo i€l iel
En passant a la borne supérieure, on obtient
Dot <D ai
jeJ il
e En appliquant cette inégalité a la famille (b;) e égale a (aq(j))jes et o~ T—J, on obtient
Zba—l(i) < bj ie Zai < Zaa(j).
il jeJ iel jeJ

D’ou le résultat. [ |

b) réordonnement des termes
On en déduit le résultat suivant :

Proposition SMB.35
Soit I un ensemble et soit o : I — I une bijection.
Soit (a;)ie; une famille, indexée par I, d’éléments de R . Alors,

i a; = i aa(i).

i€l i€l

Familles sommables 19



8) Théoréme de Fubini

W Théoréme SMB.36
Soient I et J deux ensembles.

Soit (a;,j)(i,j)erxs une famille double, indexée par I x J, d’éléments de R..

Alors,

> () =2 ()= X e

i€l jeJ jed i€l (i,5)EIxJ

Démonstration. —

e Si jo € J, rappelons que
1 (o} = {(i.jo) 5 i € 1.

e De plus, on a

IxJ=|]Ix{j}

jeJ
e Le théoréeme de sommation par paquets donne donc
=2 X )
(i,j)eIxJ  jel (i,j)elIx{j}
e A jj fixé, on peut considérer la bijection
I—— 1 x{jo}
o:
i —— (4, jo)-
Grace a la proposition on a ainsi

E : Qi,jo = E :aido'

(4,J0)€Ix{jo} iel

> = ()

(.5)elxJ  jel i€l

D’ou :

e L’autre égalité se prouve identiquement.

9) Familles a variables séparées

Proposition SMB.37
Soient I et J deux ensembles.

Soient (;)icr et (B;)jes des familles d’éléments de R

Alors,
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Démonstration. — On pose

S5 =3 5.

jeJ
D’apres le théoreme de Fubini, on a

Z a;fj = Z(i lﬁj)

(i,5)€IxJ i€l jeJ
= i( ) (car ; ne dépend pas de j)
‘el
=53 Z o (car Sg ne dépend pas de 7)
iel
= (L) (28)
el jedJ
|

ITI. Familles sommables réelles

Dans cette partie, on fixe I, J, K des ensembles quelconques.
1) Familles sommables de réels positifs

a) définition

Définition SMB.38
SOIt (ai)iel € (R+)I.

1) On dit que (a;);cr est sommable ssi Zai < 4o00.

iel

Zai = iai.

iel iel

2) On note alors

Exemple
Soit (a,)nen € (R4 )N. Alors, on a

(an)n sommable <= )" a, converge.

b) critére de sommabilité par majoration

Proposition sMB.39
Soit (a;)icr, (As)ier € (Ry)!. Alors, on a

ViEI, G,ZSA,

(A;)ier sommable

} = (a;)ie; Ssommable.

Démonstration. — C’est une conséquence de la croissance de la somme (Proposition |SMB. 31)). |
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2)

c) somme de deux familles sommables

Proposition sMB.40

Soient (a;)icr, (bi)icr € (R+)I des familles sommables. Alors, la famille (a; + b;);c; est sommable.

Démonstration. — On a

i€l el icl

Comme Zai < 400 et Zbi < +00, on a
iel i€l

Z(ai +b;) < +o0.

iel
Ainsi, la famille (a; + b;);es est sommable. [ ]
Familles sommables de réels
a) partie positive et partie négative d'un nombre réel
~

-
Définition svB.41
Soit x € R.

e On appelle partie positive de x le nombre > 0 noté x et défini par

x six>0
Ty =
+ 0  sinon.

e On appelle partie négative de = le nombre > 0 noté x_ et défini par

—x sixz<0

0 sinon.

A Attention

La partie négative x_ d'un nombre réel x est un nombre positif ou nul!

Exemple
On a

Fait fondamental smB.42

On a
VteR, =24 —x_.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’exercice.

Fait smB.43

Soit x € R. Alors, on a
0< 2y <z et 0<z_ < |z

Idée de la démonstration. — 11 suffit de faire une disjonction de cas.

" / i
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3)

4)

b) définitions

W Proposition-définition SMB.44
Soit (a/i)ie[ S RI.

1) On dit que (a;)ics est sommable ssi

i|ai| < +oo.

iel

2) Dans ce cas, les familles ((ai)+), ., et ((ai)-),., sont sommables.

S0 = (D) - ()

el i€l

3) On pose alors

Démonstration. —

2) Comme on a Vi € I, (a;)+ < |a;| et comme la famille (|a;|);es est sommable, la proposition [SMB.39]

permet de conclure que la famille ((ai)+)i ¢; est sommable. De méme pour ((ai)_)i cr

Cas des familles indexées par N

Si (an)nen € RN, on peut naturellement s’intéresser a la série ) a,. La sommabilité de la famille (ay),
est alors 1ié & I’absolue convergence de la série ), ay.

Proposition SMB.45
Soit (ap)nen € RN, Alors,
1) (an)nen sommable <—- Z an absolument convergente ;
n=0

2) dans ce cas, on a

o0
g anzg Q-
n=0

neN

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

Inégalité triangulaire

Théoréme SMB.46
Soit (a;)ier € R! une famille sommable. Alors, on a

‘Z a;| < Z|ai|.

el i€l

Démonstration. — On distingue deux cas :

e On suppose que Z a; > 0. On veut donc montrer que

D (@) =D () <D lail-

i€l iel iel
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icl icl icl
Donc, d’apres la premiére propriété de croissance (Proposition [SMB.31]), on a bien

S @)y <Y Jail.

icl el

Comme les familles sont sommables, cette inégalité s’écrit

D (a)+ <Y lagl.

icl el

e Ainsi, on a bien

e

i€l

= (D (a)s) = O (a)-) <D (@) <D lail.

i€l iel iel iel

Le cas ou E a; < 0 est similaire.

5) Une sous-famille d’une famille sommable est sommable

a) sommabilité des sous-familles

Comme Z(ai), € Ry, il suffit de montrer que Z(ai)Jr < Z la;|. Or, on a Vi € I, (a;)+ < |agl.

Proposition SMB.47
Soit (a;)icr € RY. Alors, on a

(a;)ier sommable

JclI } = (a;)jes sommable.

Démonstration. — On suppose (a;);c; sommable et on suppose J C I.
C’est tres simple. On utilise la croissance.

e En effet, d’apres la deuxiéme propriété de croissance (Proposition |SMB.32), on a

D (ay)s < (a4

jel el

Comme, par définition, on a

Z(ai)-i- < 400,

icl

on a donc _

Z(aj)+ < +00.
jel
Ainsi, la famille ((aj)+)j <7 st sommable.
¢ De méme, la famille ((a;)-),, est sommable.

Ainsi, par définition, la famille (aj)j ¢ est sommable.
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b) un lemme

Lemme SMB.48
On suppose que I = J U K. Soit (a;);c; € RY. Alors,

Zai + Zai:Zai.

ieJ ieK iel

Démonstration. —

o [’égalité a démontrer est

icJ icJ ieK ieK il iel
qui est équivalente a
S ai)s + > (a)s + ) (ai)- =Y (a)-+ Y (a)-+ > (ai)+
icJ ieK il ieK ieJ il
e Or, d’apreés le théoréme de sommation par paquets des familles dans R, on a
Z(a’i)Jr = Z(a’i)+ + Z(ai)+ ;
icl = i€K

toutes ces familles étant sommables, on a

Z(ai)Jr = Z(ai)Jr + Z(az‘)Jw

iel ieJ €K

e De méme, on a
> (a)- =3 (@) + > ().
icl icJ icK

e En sommant (1) et (2), on obtient (*), ce qu'on voulait.

6) Linéarité de la somme

a) homogénéité de la somme

Proposition SMB.49
Soit (a;)icr € R une famille sommable et soit A\ € R. Alors,

1) la famille (A a;);cr est sommable;

2) on a

Z)\ai =)\Zai.

i€l i€l

Démonstration. —

1) Cela découle de I'égalité déja démontrée

S il = (A1 Jal.

el icl

2) 1l suffit de distinguer les cas A > 0 et A < 0 : on laisse le lecteur le vérifier.
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b) un lemme

. ~
Lemme SMB.50

Soient (a;)icr € (Ry)! et (b;)ier € (Ry)! des familles sommables. Alors,

1) la famille (a; — b;)ies est sommable;

Z(ai 71)1) = Zai — sz

i€l el iel
. v

2) on a

Démonstration. —

1) OnaViel, |a; —b;| < a; + b;. D’apres les propositions |[SMB. 40| et [SMB.39} la famille (a; — b;)icr
est sommable.

2) e On note

I+::{iel‘ai<bi} et ],::{ie[’ai>bi}.

e Montrons que

Z(az—bl): ZGZ—ZbZ (].)

i€l i€l i€l
On peut bien écrire ces signes « E » car toutes les familles considérées sont sommables (grice
a la proposition [SMB.47]).

> Pour cela, montrons que

Z(al—bl)—ﬁ-Zbl: Zai.

i€l il icly

> Cette égalité est vraie car elle est vraie avec les signes « Z » d’apres la proposition [SMB
et car toutes les familles sont sommables et > 0.

Z(ai—bi)z Zai—Zbi. (2)

e Montrons maintenant que

iel_ iel_ iel_
Ie, montrons que
- Ya- T
iel_ iel_ iel_
Ie, montrons que
SUED LTS ST
iel_ iel_ iel_

Cette égalité est vraie car elle est vraie avec les signes « Z » d’apres la proposition [SMB. 26| et
car toutes les familles sont sommables et > 0.

e Pour conclure, il suffit de remarquer que, d’apres le lemme [SMB.48] on a

Zai Zai—i—Zai

iel i€l iel_

Z b; = Z b; + Z b;

iel i€l i€l
D (e —b) =D (ai—b)+ Y (ai—by).
iel iely iel_

et de sommer les égalités (1) et (2).
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Proposition smMB.51
Soient (a;)ier, (bi)icr € R! deux familles sommables. Alors,

1) Ia famille (a; + b;);es est sommable;

iel i€l i€l

2) on a

Démonstration. —

1) La sommabilité de la famille est facile & voir car Vi € I, |a; + b;| < |a;| + |b;] et en utilisant la
proposition [SMB. 40
2) Ona
Vi € I, a;+ b; = ((ai)+ + (b’b)-i-) — ((ai)_ =+ (bl)_)

Donc, d’aprés le lemme on a
D (ai+b) =Y ((@i)4 + (b)) = D ((ai)- + (bi)-).

i€l iel icl

Or, par additivité des sommes « g », on a

S @)+ + (0:)+) =3 ((a)+ + (b))

el el
=Y (a)s + Y0+
el i€l
=D (a)s + Y (bi)+
el i€l
De méme,
2;((%)_ + (b)) = z;(an_ + z;(bi)_.

En combinant ces identités, on conclut.

c) I'espace des familles sommables

Notation SMB.52
On pose

MIL,R) = {(ai)iel eR! | (a:)ier est sommable}.

Remarques

e Ainsi, £(/,R) est un R-espace vectoriel.
e De plus, I'application
2A,R) ——R

(a)ier —— Zai
i€l

est une forme linéaire.
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7) Sommation par paquets des familles sommables de nombres réels

a) notations

e Soit K un ensemble et soit (Ij)rcx une famille d’ensembles deux & deux disjoints.

I=|] I

keK

e On note

e Soit (a;)icr € RY une famille sommable.
b) sommabilité par paquets

w Théoréme SMB.53
On a

Vk € K, (a;)ic1, sommable

(a;)ier sommable <= (Z |ai|) sommable
keK

i€l

Remarque
e En pratique, pour vérifier la sommabilité de (a;);e/, on calculera dans R
> lail
keK i€l

Si le résultat est fini : c’est que la famille (a;);c; est sommable.
e Autrement dit, on a

(a;); sommable <= Z Z\a,-| < +o0.
keK i€l

Démonstration. —

e Commencons par le sens

On suppose (a;);c; sommable.

> Déja, pour k € K, (a;)icr, sommable : c’est une conséquence de la proposition [SMB.47
> Ensuite, d’apres le théoréme [SMB.33] on a

i i|ai| = i|ai|-

keK i€y il
Donc, on a _
> D lail = lail < +oo.
kEK icly icl

> Ainsi, la famille ( g |ai|) est sommable.
: kEK
i€l
e Réciproquement, traitons le sens

On suppose que Vk € K, (a;);cs, sommable et que ( E |ai\> est sommable.
keK
i€l

> Comme les nombres en jeu sont > 0, le théoréme de sommation par paquets s’applique et on peut

écrire i<i|a1‘) :i|a¢\.

keK i€l iel
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> Comme pour k € K, la famille (a;);cs, est sommable, on peut écrire

i (ZW\) = i]ai"

keK i€l el

> Comme la famille (Z |a,~|> est sommable, on peut écrire

S (Xlail) = Jail

keK i€l i€l

i€l

> Ainsi, on a Z|a¢\ < 400. Autrement dit, la famille (a;);e; sommable.
icl

c) sommation par paquets

w Théoréme SMB.54
On suppose la famille (a;);c; sommable.
1) La famille (Y a;) ¢ ble.
) La famille ;a pegc 5t sommable
i€l

2) On a

Se=Y (X w)

i€l keK i€l

3) Autrement dit, on a

>Sa= (Y w)
ic || 1 keK i€ly
keEK

Démonstration. —

1) e On a montré dans le théoreme précédent que la famille ( E |ai\) est sommable.
ke K
i€ly

‘Zai' < Z\aﬂ

i€l i€l

e Or, pour tout kK € K, on a

par inégalité triangulaire.

e Donc, d’apres la proposition [SMB. 39| la famille (‘ Z a; ) est sommable.
eyl keK

e Autrement dit, par définition, la famille (Z ai) est sommable.
keK

i€l
2) e Ce qu'on a fait s’applique pour les familles ((ai)+))i61 et ((ai)_))iel. De plus, pour ces familles,
qui sont formées de réels > 0, le théoréeme de sommation par paquets s’applique. On a donc

S (@) = @)+
keK i€l i€l

Toutes ces familles étant sommables, on peut écrire

DD (@) = (a)y

keK iely i€l

De méme, on a
> D> ()= (a)-.
keK i€l i€l
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e Par linéarité de la somme (pour les familles sommables), on a donc

(e~ Y @)-) = (@) —(a)-) = Yan

keK i€l i€y icl icl

e Or, par linéarité encore, pour k € K, on a

i€l i€l kel kel

e D’ou le résultat.

8) Théoréme de Fubini

w Théoréme SMB.55
Soient I et J deux ensembles.

Soit (ai ;) j)erxg € R?*7 une famille réelle double, indexée par I x J.

1) La famille (a; ) j)erxs est sommable si, et seulement si,
(Vi €I, (a;,j)jes sommable) et <Z|ai,j|)i61 sommable.

JjeJ

Z<Z “"vj> = Z(Z ai,j) = Y ai

i€l jeJ jeJ i€l (i,9)eIxJ

2) Dans ce cas, on a

Remarque
Autrement dit, on a

(aij)ij sommable <= ZZ|3;J| < +o00.

iel jed
Démonstration. — On laisse le lecteur vérifier que le théoreme de sommation par paquets peut s’appliquer.
La démonstration est identique au cas des familles dans R.. ]

9) Familles a variables séparées

Proposition SMB.56
Soient I et J deux ensembles.
Soit (o;)icr € RT et soit (Bj)jes € R7.

1) Alors, (a;)ier sommable

} = (i) (,j)erx.s sommable.

(Bj)jes sommable

> aid= () (8):

(i,5)eIxJ i€l jeJ

2) Dans ce cas, on a

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’exercice. [ |
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10) Grands théorémes pour les familles sommables : en pratique

En pratique, quand on veut appliquer le théoréme de sommation par paquets & une famille (a;);er € R7,
on procéde comme suit.

e On considere la famille (|ai|)iel c R

e Comme c’est une famille de réels > 0, c’est en particulier une famille & valeurs dans R et toutes les
techniques présentées dans la partie précédente peuvent s’appliquer.

> On peut sommer par paquets, on peut réordonner les termes de la somme, on peut faire des
changements d’indice ; si nécessaire, le théoreme de Fubini s’applique ainsi que le résultat sur les
familles a variables séparées.

e A Taide de toutes ces techniques, on montre que
Z|ai\ < 4o00.
iel

e On sait donc que la famille (a;);c; € R est sommables.
e Donc, toutes ces mémes techniques peuvent s’appliquer & la famille (a;);e;.

La méme démarche vaut si on veut appliquer le théoréme de Fubini & une famille (a; ;) ; € RIXV.

11) Présentation « a la ¢ > 0 » des sommes

Lemme SMB.57
Soit (a;)icr € (Ry)! une famille sommable. Alors

Ve >0, 3Jy C It I ’ N <
e>0,3) C I: ¥ C I JoCJ = Zaz Zaz\s
i€J el
Démonstration. — Notons S = Z a;. Par hypothese, on a S € R,. Par présentation « a la € > 0 » de
i€l
la borne supérieure dans R : fixons Jy C I tel que

finie
S—e< E a; < 8S.
i€Jo
Des lors, si J C I et si Jog C J, par croissance de la somme, on a
finie
E a; < g a;.
i€Jo ieJ

Comme par ailleurs toutes les « sommes finies de a; » sont majorées par .S, on a bien

S*€<Zai§2ai§5.

i€Jo ieJ
En particulier, on a
’Z a; — S‘ < e.
icJ
D’ou le résultat. u
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Proposition SMB.58
Soit (a;)icr € RT une famille sommable. Alors

Ve> 0,30 C [i VI C L JoCd = [ ai—

finie finie .
ieJ

Démonstration. —
o Grace au lemme précédent appliqué aux familles ((a;)4);c; et ((ai)4);c;, fixons deux parties J, f_C_ 1
inie
et J_ C I tels que, pour tout J C I,

finie finie

€ €
JCJ=>‘ a;)s — a; ‘S— et J_C.]:>‘ a;)— — ai_‘g—-
+ ;( )+ ;( )+ <5 ieZJ( ) ;( ) 5

e Posons maintenant Jy := J; U J_ et considérons J C I telle que Jy C J. Par définition, on a

finie
doai= (ai)y — > (ai)-
i€l el iel

On a

Zai - Zai = (Z(ai)+ - Z(ai)+) - (Z(ai)+ - Z(ai)—)‘

= i€l = ieJ i€l i€l
= (X =Y ) = (Xt - Z<ai>_)‘
= il icJ icl
< [T - T+ S - Do
icJ icl icJ icl
e Comme J contient Jy, J contient J.. Donc, on a
D (@) =) (ai)4| < g

i€J i€l

De méme, on a

7
8
T
|
5
8
T
N
Do ™

e Ainsi, on a bien

i€J icl
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IV. Familles sommables dans C

1) Définition

a) familles sommables dans C

Proposition-définition SMB.59
Soit (a;)ier € C! une famille de nombres complexes.

1) On dit que (a;);er est sommable ssi Z|ai| < +00.
il

2) a) Dans ce cas, les familles (Re(a;));c; € R et (Im(a;));; € R’ sont sommables.

b) On pose alors

Zai = ZRe(ai) + iZIm(ai).

i€l iel iel

C’est la somme de la famille (a;);e;.

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur a titre d’entrainement. [ |

b) espace ¢*(/)

Notation SMB.60
On pose
MI,C) = {(ai)iel € C' | (a;)ier est sommab]e}.

Remarques

e On note aussi, plus simplement, £*(/) := /*(/,C).
e On peut montrer que ¢*(/,C) est un C-espace vectoriel et que I'application

0(1,C) ——C

(ai)ier —— Z aj

iel

est une forme linéaire.

2) Propriétés
Toutes les propriétés vues pour les familles réelles sommables sont encore vraies pour les familles complexes
sommables :

linéarité,

lien avec les séries dans le cas ou I = N,

inégalité triangulaire,

changement d’indices,

réordonnement des termes,

sommation par paquets,

théoreme de Fubini,

familles doubles a variables séparées.

On laisse au lecteur le soin de les écrire ainsi que leurs démonstrations.
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V. Généralisation

Ce qui a été fait pour R? et C! pourrait en fait étre fait pour ET oti (E,||-||) est un espace vectoriel normé
de dimension finie.

Remarques

e En fait, cela pourrait étre fait pour les espaces vectoriels normés (E, ||-||) complets.
e || faudrait utiliser le théoréeme de représentation de Riesz.
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