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Etude d’une suite de racines
Application a Poptimalité d’un controdle

Les parties I, Il, VI et VIl peuvent étre cherchées
sans que les autres parties n’aient été traitées.

Donnée générale

Dans ce qui suit, on fixe un entier naturel n tel que n > 2.

Partie I — Equivalent d’une suite classique

Données

Dans cette partie, on fize a,b € R*.

a n
1. Déterminer la limite de ’expression (1 + ) quand n — oo.
n

2. Déterminer un équivalent simple de
b n
<a+ ) quand n — oo
n

3. (a) Montrer que

1+ 2 a
In(”ﬁ) ~ 3 quand n — oo.

() ~ (i)
a+—] ~la+ quand n — oo.
n n+1

(b) En déduire que

Partie II — Un controdle classique

4. Soit P € C[X] un polynéme unitaire de degré n qu’on écrit

n—1
P=X"+Y aXx*
k=0
avec Vk € [0,n — 1], a, € C.
Soit a € C une racine de P.

Montrer que
(Vke[0,n -1, |ax| <1) = |a <2

On pourra raisonner par l’absurde.
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Notations générales

e Pour tout P € C[X], on désigne par Zc(P) l’ensemble des racines complezes de P.
o Si P(n) est un prédicat de n € N :

> on notera « Z(n) APCR » lUassertion « ANy € N: ¥n > No, Z(n) »;
> « Z(n) APCR » se lit « Z(n) (est vraie) a partir d’un certain rang ».

e On pose
Pp=X"— X"l _X"2_...-X—1.

Dans ce probléme, on s’intéresse aux racines du polynome P,,.

Partie III — Etude d’une fonction auxiliaire

Notation

Dans la suite, on considére la fonction

I 1,2] —— R
" [ E—L ) TR

5. (a) Etudier le signe de f/(t) pour t € [1,2].

(b) En déduire la valeur de u,, telle que le tableau de variations de f,, soit

t 1 2 —up 2

P _—
)

fn(2 — Unp

On précisera les valeurs en 1 et 2 mais on ne calculera pas fn(2 — uy).

(c¢) En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer que f,, s’annule en un

unique point sur |1, 2].
2 " 2
my :=1—1(2— X .
n+1 n+1

(a) Déterminer un équivalent simple de m,, quand n — oc.

6. On note

(b) En déduire la limite de la suite (my, ).

7. Dessiner l'allure de €7, .

On attend un dessin propre, schématique, sur lequel figurent quelques valeurs remarquables.
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Partie IV — Premiéres propriétés de la suite des racines
8. (a) Soit ¢ € ]1,2]. Montrer que
P.(t)=0 <« f,(t)=0.

(b) En déduire que P,, posséde une unique racine dans |1, +ool.

Notation

Dans toute la suite du probleme, pour tout n > 2, on note x,, cette unique racine.

9. Montrer que

10. (a) Calculer zs.

3
(b) Montrer que xg > 5

11. Montrer que x,, — 2.

Partie V — Optimalité du controle classique

Notations et définition

e Pour tout n € N*, on note &, l’ensemble des polynomes unitaires de degré n a
coefficients complexes de module au plus 1.

& = Uéan

n=0

e On pose

o Soit M € Ry. On dit que M contrdle les racines de & quand
VP e &, Ya € Zc(P), |a| < M.

12. Montrer que 2 controle les racines de &.

13. Optimalité du controle.
Soit M € R,. Montrer que

M controle les racines de & — M > 2.
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Partie VI — Un premier lemme

Notations

e Dans cette partie, on se donne :
> (0p)n € RN une suite telle que 6, — 0 ;
> (pn)n € RN une suite ;
> feR.

e On va montrer le résultat suivant, qui servira dans la suite :

5 = 0(1) (1481,
n

14. Montrer que

On X pn— 0 = (146, — ¢

15. Applications.
(a) (i) Soit n > 2. Montrer que

(ii) En déduire que

On n'utilisera pas la formule de Stirling.
(nt+1)"
(b) Déterminer la limite de la suite de terme général (1 + n) .
n

16. Le premier lemme.
Montrer que
1
n

Partie VII — Un deuxiéme lemme

Soit (6,)n € RY.

Dans cette partie, on va montrer le résultat suitvant, qui servira dans la suite :
1 n
5n202—n = (140)"—-1~nxd,
ainst qu’un raffinement.
17. Soit (u), € RY. A-t-on
1 1

Comme d’habitude, on attend une preuve dans le cas ot la réponse est positive et un contre-
exemple dans le cas contraire.
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1
18. On suppose que Vn € N, §,, # 0 et que §,, = O<2n>

(a) Montrer que
(1 + (5n)" —1 (5n 1’L n k—2
— =14 —= oy .
nop, + Z k)"

(b) Montrer que

(c) Le deuxiéme lemme.
En déduire que
(1+0,)" —1~mnd, quand n — oc.

19. Un raffinement.
Sous les mémes hypotheses, montrer que

252
(146,)" =14+ no, + % + o(nQ(ﬁ) quand n — 0.

Dans la suite, on pourra admettre que ces résultats sont encore vrais sans I’hypothése
de non-nullité de (6p)n.

Partie VIII — Etude de la suite des racines

Rappels

On rappelle que la suite (xy,)y introduite dans la partie IIL. vérifie la relation suivante
Vn =2, 2"t - 22" 1 =0

et qu’on a montré que T, — 2.

20. Montrer que fy(zp4+1) > 0.
21. Montrer que (x,), est strictement croissante.
22. On considere la suite (e,,),, définie par
Vn =2, x,=2—¢y,.

(a) Montrer que

S
2
(b) En déduire que
o< (3) aven

1
(c) En déduire que &, ~ o quand n — oo.
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23. On consideére la suite (a, ), définie par

1
Vn > 2, azn:2—2—n—|—an.

1
(a) Montrer que «a;, = o<2n>.

(b) Montrer que

1 ap\" 1 ap\"

n
2 x 4n’

(c) En déduire que ay, ~ —

Conclusion

On a donc prouvé que

24. Donner le terme suivant du développement asymptotique de x,,.

Cette question nécessite de prendre des initiatives.

FIN DU SUJET.

oGy
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