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o Tout résultat ou raisonnement doit étre clairement justifié, sauf mention du contraire.
e La qualité de la rédaction sera prise en compte dans I’évaluation.

e La présentation de la copie sera prise en compte dans l’évaluation :

> | encadrez les résultats principaus ;

soulignez les résultats et arguments intermédiaires importants ;

soignez votre écriture ;
maintenez une marge dans vos copies, aérez vos copies ;

enfin, numérotez vos copies (et non vos pages).

e Les documents, calculatrices et autres appareils électroniques sont interdits.

e Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le sur votre
copie en expliquant les initiatives que vous avez été amené a prendre.

e Ne rendez pas le sujet avec vos copies.
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Autour de la convolution
Théoreme de Féjer

Les parties dépendent les unes des autres selon le schéma ci-dessous :

IT1
IV
\%
VI

I—11

ZAN

Généralités
e Pour A\ € C, on note \la fonction constante définie par
3 R——C

| a——

e On dit qu’une fonction f : R — C est lipschitzienne $si
3C>0: Vr,yeR, |f(z)— f(y)] < Clz -yl

Fonctions 27-périodiques

e Dans ce probléme, on s’intéresse aux fonctions 2w-périodiques. On note
Eor = {f :R—C | f est continue et 27r—pérz'0dz'que}

e Pour f € Eor, on pose

M) = = 7w ae.
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Partie I — Généralités sur les fonctions 27-périodiques

Données

On fize dans cette partie f : R — C une fonction continue et 2mw-périodique.

1. Division euclidienne réelle.

Montrer que
Ve e R, 3(k,r) € Zx[0,2n[: x =2km+ 7.

2. La moyenne peut étre calculée sur un intervalle quelconque de longueur 27.

On considere la fonction ¢ : R — C définie par

R——C

. 1 a+2m
4 at—— — / f(t)de.
21 Ja

(a) Montrer que ¢ est dérivable et donner 'expression de ¢'(a) pour a € R.

(b) Montrer que
Va € R, ¢(a) = M(f).

3. Dérivation des fonctions périodiques.
On suppose f dérivable. Montrer que f’ est 2m-périodique.
4. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

5. Montrer que f est uniformément continue.

Partie II — Généralités sur le produit de convolution.

Notation
Pour f,g € Eor, on définit la fonction f * g: R— C par la relation

Ve ek, (fxg)@)=q [ f@- D0

cette fonction f * g est appelée convolée de f et g.

6. Cas constant.
Soient A,y € C et soit f € Ear.
(a) Soit 2 € R. Calculer (X * i)(x).
(b) Calculer X * f.
On prendra garde d ne pas se tromper sur le « type » de X x f-
(c) Calculer f x \.
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7. Linéarité a droite.

Montrer que

Vfigh € Ban, VA, u € C,  fx(Ag+ph) = A(f*g) +u(f*h).

8. La convolée est périodique.
Soient f,g € Eor. Montrer que

f * g est 2w-périodique.

9. Commutativité.
Soient f,g € Eor. Montrer que
frg=gx*f.

Partie I1II — Polyn6émes trigonométriques

Notations

e Pourn € Z, on note e, la fonction définie par

{ R——C
e : )
t—— e,
Les fonctions e, sont toutes dans Esj.

e Pourn € Z et pour f € Eor, on pose

1

2 X
elf) =5 | F(t)e ™t dt.

e Fnfin, pour N € N, on pose

PolTrig(N) == Vect({ek ; ke [N, N]]})

10. Montrer que
VN > 1, cos € PolTrig(N) et sin € PolTrig(V).

11. Soient n,m € Z.
(a) Montrer que

1 sin=m
enlem) = 0 sin#m

(b) Calculer ey,  e,.
(c) Soit f € Ear. Calculer e, * f.

12. Transfert de trigonométricalité par convolution.
Soient f,g € Eor et soit N € N. Montrer que

g € PolTrig(N) = f % g € PolTrig(N).
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Partie IV — Transfert de régularité par convolution

Notation

Dans la suite du sujet, pour f : R— C bornée, on pose

1fllo = sup | f(z)].
z€R

Données

Dans cette partie, on fixe f,g € Eor.

13. Soient z,y € R. Montrer que

2w
(F0)@ ~ (0| < 2= 5 1)~ sty - )] .

14. Transfert de lipschitzianité.

Montrer que
g lipschitzienne = f * ¢ lipschitzienne.

15. Transfert de continuité.

(a) Soit = € R et soit € > 0. Montrer qu’il existe d > 0 tel que
vyelp—da+d], |(fo)@)—(f+9)v)| <e

(b) Montrer que f * g est continue.

16. Transfert de dérivabilité.
On suppose f de classe €.

(a) Soit € R et soit h € R*. Montrer

(z—t)+h
Lo GO - P
wg)la) = o [ -

(f*g)(fﬂJrh})l— (f*g)(l‘)_(f

g(t) dt.
(b) Montrer que f * g est dérivable et que
(f*9) =f*g

(c) Montrer que f * g est de classe €.

17. Transfert de caractére €*.

Montrer que
VkeN*, ge%*R,C) = fxgeF"R,C).
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Partie V — Noyaux de Dirichlet et de Féjer

Notations

e Pour N € N, on pose
N 1 N1
DN::Zen et KN::NZDnSiN>1-
n=—N n=0

On les appelle noyaux de Dirichlet et de Féjer (d’ordre N ).
e Pour f : R— C bornée et pour § > 0, on pose

wr(0) = sup |f(z)— f(y)|
(@a)cR?

18. Soit N € N*. Montrer que Ky est paire.
1 2m

19. Soit N € N*. Montrer que 2—/ Ky(t)dt = 1.
T™Jo

20. Soit N € N et soit ¢ € ]0, 7].
(a) Montrer que

sin((N + %)t) |

Dn(t) =
SAETTE
(b) On suppose N > 1. Montrer que
sin Ni)2
Kn(t) = (72152
Nsin(%)

21. Soient (8,)n, (en)n € (Ry)Y telles que
0np —>0 et en — 0.
Soit (gn)n € (EQW)N* telle que

Vn e N*, g,(t) € Ry

1 2
Vn € N*, —/ gn(t)dt =1
21 Jo
VneN*, Vte[-m x|, [t|=6 = |g.(t)] <en.
(a) Représenter graphiquement les hypotheses vérifiées par (gp )n.
(b) Soit f € Ear. Montrer que
Vne N, VzeR, |(f*gn)(z)— f(@)|<2|fllyen+wr(26,).
22. Soit n € N* et soit o > 0. Montrer que

1 1
Vit € |:,7T],
na

2,20-1
nsin(%)2

<7mn

23. Théoréeme de Féjer.
Soit f € Eg,. Montrer que
| f—f= KnHOO—H).
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Partie VI — Associativité de la convolution

Cadre et données
° SOlt T € R+.

e Soient f,g:10,T] — C et m : [0,2T] — C des fonctions continues.

e Poury € [0,T], on pourrait montrer (comme a la question(15.(b)|) que la fonction
[0, 7] C

s /0 " H6)g(O)m(t +6) o

Py

est bien définie et continue.
e Pour x,y € [0,T], on peut donc considérer /xgoy(t) dt, qu’on note ®(x,y)
o Autrement dit, on pose ’
oy
B(x,y) = /t:O /azof(t)g(H)m(t—i—G) da d.

e Enfin, on pose

{[O,T]4>C
v

r——— O(x,x).

24. Soit x € [0,T] et soit h € R* tels que = + h € [0,T].
(a) Montrer que

z+h x
160 [ st 00 0) [ a0y 0120

(b) Montrer que

< [ fllollgllolmll o 1Bl

| x+h o+ h})L —P@ ) g /Oﬁh g(0)m(z + 0) d9|
< T||g||’h|||m|oo/ F(0)]dt.
(c) Déduisez-en que
<I>(x+h,:c+h2—‘b(xax+h / F(2)g(0)m(z + 0) do.
(d) Montrer que
<I>(:va:—|—hf)L / F()g(z)m(t + ) dt.

On pourra utiliser des techniques similaires.

DS6



25.

26.

27.

Montrer que v est dérivable et que

T

Ve e [0,7), A (@)= [ f@)g@mz+0)do+ [ FE)g@)m(t+z)dt.

0=0 t=0

Théoréme de Fubini faible.
Montrer que

T T T T
/ / F(O)g(@)m(t +6)dgdt = / / F(O)g(@)m(t + 6) dt db.
t=0 J6=0 6=0 Jt=0

Associativité de la convolution.
Montrer que

Vf,g,h € Ear, (fxg)xh=fx(gxh).

FIN DU SUJET.

Ty
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