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(1) Introduction

Soit € une catégorie « géométrique » et soit X un objet de ¥, qu’on voit
intuitivement comme un ensemble muni d’une structure. Les « points de X, pour
x € X » peuvent étre de différents types. Par exemple, si X est une courbe algébrique
définie sur C, les points de X se divisent en points singuliers et points non-singuliers
— et 'ensemble des points non-singuliers de X se scinde lui-méme en plusieurs
classes de points non-singuliers. Autre exemple, si X est un schéma, les éléments
x € X ne « vivent pas forcément dans le méme corps » : autrement dit, on attache
a chaque z € X un corps k(x), le corps résiduel de x, et les « points » d'un méme
schéma se différencient, entre autres, par leurs corps résiduel.

Ainsi, on voit que les points d’un méme espace géométrique ne sont tous géométri-
quement équivalents. L’objet de cet article est d’approfondir cette intuition et d’étu-
dier plusieurs exemples.

L’auteur a profité de discussions enrichissantes avec David Madore, Paul Poncet
et Joél Riou, qu’il remercie ici.

(2) L’exemple prototypique des ensembles enrichis

L’exemple typique de catégorie géométrique est la catégorie des ensembles. Ce-
pendant, si X est un ensemble, en un sens intuitif, tous les points x € X de X sont
du méme type. On va donc enrichir la catégorie des ensembles pour construire un
exemple prototypique de catégorie géométrique ayant des points de type différent.



Moralement, un ensemble enrichi est un ensemble composé de plusieurs types de
points, qui ont des tailles différentes : les points de type Tp, les points de type 11, les
points de type T5, etc. Tous ces points ont la méme propriété (intuitive) d’étre de
taille infiniment petite. Néanmoins, dans cet univers de I'infiniment petit, les points
Ty sont les plus gros, ensuite viennent les points de type T3, qui sont plus fins;
puis, viennent les points de type 15, etc. Naturellement, les points Ty ne peuvent
pas s’envoyer dans les points T — ils sont trop gros! — et, plus généralement, les
points T; ne peuvent s’envoyer que les points T} plus gros, e les points T} avec j < .
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FIGURE 1 — Les différents types de points.

Formellement :

(2.1) Définition. Un ensemble enrichi X est la donnée d’une famille X = ({i} x X;),.n
d’ensembles. L’ensemble {i} x X; est noté X|;), et ses éléments sont appelés les points
de type T; de X. Etant donné deuz ensembles enrichis X et Y, un morphisme entre

X etY est une famille d’applications

vi s X — | J Y-

J<i

La catégorie obtenue est notée Ens*.

On a ainsi construit un exemple de catégorie géométrique ol 'on a déterminé
une classification des « points ». Plus précisément, si X est un ensemble enrichi, on
dit que x est un point de X s’il existe ¢ € N tel que xz € XJ;. On appelle alors type
de x, et on note type(x), 'élément p; (x) € N. Cette classification des points de X
étant hautement ad hoc, on cherche maintenant a la catégoriser pour la généraliser.
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FIGURE 2 — Exemple de morphisme entre deux ensemble enrichis.

(2.2) Points élémentaires. Sii e N est fixé, on peut considérer ’ensemble enrichi
formé par le point de type T;; on le note encore T;. Formellement, il s’agit de :

T = (9,...,9,0,%),,...).

C’est a laide de ces points T; élémentaires qu’on va pouvoir retrouver catégori-
A
quement le type des points d’un ensemble enrichi. Plus précisément, on a la propo-

sition suivante :

(2.3) Proposition. Soient X un ensemble enrichi et © un point de X. On a alors

type(x) = min{i € N | 3f € Homgne* (T3, X), f ((i,%)) = z}.

Rappelons que si € est une catégorie quelconque, si T' est un objet de €, on note
X(T), pour X objet de €, ’ensemble Hom¢ (7', X) et on appelle T-points de X ses
éléments. On vient donc de voir que 'on peut « reconstituer » ’ensemble enrichi X
& partir de la collection des Tj-points de X . Plus précisément, on a I'isomorphisme !
suivant :

X(TG)\X (Ti-1) — X[y »
fr————f(T)

1. X(T;-1) est vu comme un sous-ensemble de X (7T;) via la fleche T; — T;_1.



qui nous dit simplement que les points de X de type T; sont ceux sur lesquels T;
peut s’envoyer mais pas T;_1. On peut résumer ce qui précede ainsi :

(2.4) Proposition. Soit X un ensemble enrichi. Alors X est isomorphe a

(10} x X (Ty) . i} % (X (T) \ X (Ti1), - ).

Or, on sait qu’en général, si € est une catégorie et si X est un objet de %', on peut
« reconstituer » X a partir de la collection (X (5))g de tous les S-points, pour tous
les objets .S de € : c’est le lemme de Yoneda. Ici, dans le cas des ensembles enrichis,
on a mieux. On note &fem la sous-catégorie pleine de Ens* dont les objets sont les
points élémentaires introduits plus haut, ce qu’on peut figurer par le diagramme

Elem = Ty Ty T3

Rappelons aussi que, si ¢ est une catégorie quelconque, on note % 1a catégorie des
foncteurs contravariants de ¢ dans Ens. Si X est un objet de ¢, on note X (-) € ¢
le foncteur des points de X. Avec ces notations, la proposition (2.4) peut s’exprimer
comme suit :

—

Ens* —— &4
(2.5) Proposition. Le foncteur ns M st pleinement fidéle.

X+—— X (") |etem

Ce qui précede nous inspire la définition suivante :

(2.6) Définition. Soit € une catégorie. On dit qu’une sous-catégorie 9 de € est
de Yoneda pour € si le foncteur

¢ —— Fun (2°,Ens)

X——X(")

est pleinement fidele.

Dans ce cas, on pourra considérer, dans ’optique de notre probléeme initial, que
les objets de Z, reliés entre eux par les morphismes de 2, constituent une collection
de « points de € » qui classifie les « points de € » ou, autrement dit, une collection
de « points-type » de €.




(3) Premiers exemples de catégories de Yoneda

Si € est une catégorie, rechercher une catégorie de Yoneda pour ¥ revient a
rechercher une collection d’objets (7;),.; de €, ainsi que des morphismes les reliant,
tels que tout objet X puisse étre reconstruit, a isomorphisme pres, a partir des en-
sembles X (7;) et des applications entre eux induites par les morphismes sélectionnés.

(3.1) Catégorie des ensembles. Tout singleton constitue un point-type pour la
catégorie des ensembles : en effet, si {*} est un singleton, et si X est un ensemble
quelconque, X est isomorphe & Homgns ({*},X). Autrement dit, si {*} est un

)
{>}

singleton, la sous-catégorie de Ens

est une catégorie de Yoneda pour Ens.

(3.2) Catégorie des ensembles ordonnés. On note Ens< la catégorie des en-
sembles ordonnés. Soit X = (FE, <) un ensemble ordonné. On retrouve I’ensemble
sous-jacent facilement, en considérant les fleches {*} — (FE, <) ou {*} est muni du
seul ordre possible. Pour reconstruire 'ordre sur F, il suffit de considérer I’ensemble
totalement ordonné & deux éléments qu’on note {%, < *3}. On a alors pour tous
x,y € E que x < y si et seulement s’il existe une application

fiika <} —(E, <)

qui envoie %, sur x et %, sur y. Ainsi, pour reconstruire (E, <), on a besoin des
deux ensembles de points

X ({x}) et X ({ks<*p}).

Mais, on a aussi besoin de « relier » ces deux ensembles de points. Plus précisément,
il suffit de considérer les morphismes

g : {*} — {*a S *b} et iy {*} - {*a < *b} .

* — %k, ' * — %y

et les applications

Jao, fo: X ({*a < *b}) — X ({*})

qui leur correspondent sur les points pour reconstruire X. Autrement dit :



(3.3) Proposition. La sous-catégorie de Ens<

a

3

* {*a < *b}

\/r

b

est une catégorie de Yoneda pour Ensc.

(4) Catégories, groupes, k-algebres, ...

(4.1) Catégories. On cherche a reconstruire une catégorie ¢ a partir des « rela-
tions qu’elle entretient » avec les autres catégories. En particulier, on se place dans
la catégorie des catégories, qu’on note Cat. On ignorera les problemes de théorie
des ensembles soulevés par la considération d’une telle catégorie.

— En considérant la catégorie Tp = % munie d’'un objet et d’une fleche, on
peut retrouver les objets de € en considérant Homgat (70, € ).

o)y 0

— En considérant la catégorie 77 = %, — %, munie de deux objets et
d’une fleche entre eux, on peut retrouver tous les ensembles de morphismes
Homg (X, Y') pour tout couple d’objet (X,Y") de €, en considérant Homcat (71, %).

O,0,0

— Enfin, en considérant la catégorie To = %, —— %3 —— *, munie de trois
\_/
gof
objets, de deux fleches et de leur composée, on peut retrouver les applications
de composition
Homg¢ (X,Y) x Homg (Y, Z) — Homy (X, Z),

en considérant Homgat (75, %).

On dispose de deux foncteurs de Ty dans 77 et de trois foncteurs de 17 dans 75 :

fa Yo, 8
To :; Ty et T o,y 15 s
Io 98,



avec les notations évidentes. Cherchons une catégorie de Yoneda pour la catégorie
des catégories. Si on considere la catégorie

fa G,
H = To :; T o,y T
T 98~

et si on consideére deux catégories € et 2, alors, une fleche entre €(-) et 2(-) (sous-
entendu, restreints a .#") se remonte entre € et Z en un « presque-foncteur » : un
foncteur qui ne vérifie pas forcément F'(Idx) = Idp(x). Si on veut qu'une fleche entre
% (-) et Z(-) se remonte en un foncteur, il faut ajouter les fleches de « contraction » de
Ty vers Ty et de T vers Ty (cq,p envoie a et 3 sur a;cg,, envoie 3 et « sur b).

(4.2) Proposition. Avec les notations précédentes, une catégorie de Yoneda pour
la catégorie des catégories est

-
fﬂ &——Co p—
To+——T) Gay— Th
1 B —
—_—
98y

(4.3) Groupes. Considérons G un groupe. Cette fois-ci, pour récupérer 1’ensemble
sous-jacent a G, il ne faut pas considérer le groupe a un élément mais plutot le groupe
Z. En effet, un morphisme Z — G est déterminé par I'image de 1 : Homg,(Z, G)
est en bijection avec ’ensemble G. Voyons maintenant comment récupérer d’autres
informations sur GG, a savoir : son neutre, sa loi de composition et sa fonction inverse.

— Pour le neutre, c’est tres facile, il suffit de considérer Homg, ({e}, G). Puis,
via le morphisme Z — {e}, on obtient une fleche G ({e}) — G(Z) qui permet
de voir 'unique élément de Homg;, ({e} , G) comme un élément de Homg,(Z, G).

— Pour la loi de composition, il faut considérer le groupe libre a deux éléments,
Z + Z, dont on note les générateurs 1, et 1, respectivement. Ce groupe est
muni de deux injections canoniques, i, et i, définies comme suit :

) 7 — 7Z+x+7 . 7 — 7Z+x+7
1q et 1p:
1— 1, 1— 1
Ce groupe est le coproduit, dans la catégorie des groupes, de Z avec lui-méme.
Cela signifie que si ¢ : Z—> G et y : Z—> G sont deux Z-points, alors, il



existe un unique morphisme ¢ (qu’on devrait en fait plutét noter (x,y)) qui
fait commuter le diagramme

la

Z+7<—

i

Y

N

T

Q

En effet, un morphisme Z * Z est déterminé par les images de 1, et de 1;. Le
produit de x et y correspond alors a la composée de ¢ avec le morphisme

— Pour l'inverse, c’est beaucoup plus facile. On dispose d’'un morphisme 7 :
Z — 7, défini par i(1) = —1. Ce morphisme induit une application entre
G(Z) et G(Z), qui correspond a l'inverse.

(4.4) Proposition. Avec les notations précédentes, la catégorie
Z —mg Z+17,
ip

ot m est défini par m(1) = 1, - 1, est une catégorie de Yoneda pour Gr.

Démonstration. —  Soient G et H deux groupes et soit ¢ : G(-) — H(-) une fleche
entre les deux foncteurs des points associés. Pour commencer, la fleche ¢z : G(Z) —
H(Z) nous donne une fonction f : G — H qui vérifie : si p : Z — G est un Z-point
de G, alors le point ¢z(p) est

) 7 — G
PzP) ) )

I faut maintenant vérifier que f(xy) = f(z)f(y). Soient = et y dans G. On note
P(z,y) 1€ Z x Z-point de G défini par

D(zy) * Z+x7— G et p(%y)(la) =x et p(%y)(lb) =y.

Pour commencer, on utilise la commutativité des diagrammes

Z+7 G(Z+7)Z5H(Z+17) et Z+7 GZ+7)Z5H(Z+17)
T Ja(m lH(i“) 4 Jc(ib) JH(ib)
Z G(Z) —2— H(Z) 7 G(Z) —22— H(Z)



pour montrer que
027 (P(wy) = Pr().s ()

On utilise ensuite la commutativité de

7+ 7 G(Z + Z) 222 H(Z + 7.)
v/ G(Z) —%— H(Z)

pour montrer que f(xy) = f(z)f(y). R

(4.5) k-algébres. C’est le méme genre de considérations qui permet de régler le
cas de k-algebres. Soit donc k un anneau et A une k-algebre (commutatifs uni-
taires). Pour retrouver I’ensemble sous-jacent a A, il suffit de considérer les k[X]-
points : en effet, un morphisme de k-algebres k[ X | — A est déterminé par I'image

de 'indéterminée X.

Pour reconstruire les lois de A, il suffit de considérer la k-algebre k[ X,, X3]. De
la méme facon que précédemment, & tout couple de k[X]-points (x,y), on associe
un unique morphisme ¢ : k[X,, X3] — A. Pour retrouver la somme de x et y, on
compose @ avec
k[X] - k[XaaXb]

a
X— Xo+Xp

Pour retrouver le produit de x et y, on compose ¢ avec

k[X] - k[Xaa Xb]

T X e XX,

Enfin, retrouver la structure de k-algebres n’est pas compliqué, il suffit de considérer
pour chaque A\ € k le morphisme £k — A qui & X associe A. Plus précisément, on
note

k[X] - k[XayXb] k[X] - k[XaaXb]

g et ip :
X — X, X — X,
1 E[X] — k
’ X +—1
a0 E[X] — k[Xa, Xp] ot - k[ X] — k[Xa, Xp] '
X — X+ X, X — X, Xp

Le méme genre de calculs que ci-dessus nous permettent alors de montrer



(4.6) Proposition. La catégorie

a

1 — 3
k—— k[ X] ——la——C k[ X,, Xp]
I ¢

22

m

est une catégorie de Yoneda pour Alg.

(4.7) k-algeébres différentielles. Considérons maintenant k un anneau différentiel,
c’est-a-dire un anneau k, commutatif unitaire, muni d’une application ¢ : k — k ad-

ditive et qui vérifie la relation

V(f.9) e k*  a(fg) = folg) + a(f)g,

dite relation de Leibniz. On considere k(X ) la k-algebre engendrée par
X, X, XD

munie de la dérivation évidente. On note ¢ le morphisme de k(X) dans lui-méme
donné par
k(X)) — KX
X— X'

On munit la k-algebre k[X,, X3] d’une (parmi tant d’autres possibles) structure de
k-algebre différentielle en posant X, = 0 et X, = 0. On définit des morphismes
de k-algebres différentielles de k(X dans k[X,, X}| en posant

ia(X) := X, in(X) = Xp a(X):=Xg+Xp m(X) 1= X Xp.

De méme, imposer que I'image de X soit 1 détermine un morphisme k(X ) — k. On

a alors :

(4.8) Proposition. Avec les notations précédentes, la catégorie

0
k+—— k(X) e k[ Xq, Xp]
\_/

est une catégorie de Yoneda pour la catégorie des k-algébres différentielles.
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(5) Espaces topologiques

On cherche & caractériser les espaces topologiques par leur K-points, pour un
certain nombre d’espaces topologiques « étalon » K bien choisis. Soit donc X un
espace topologique. D’abord, on peut retrouver l’espace sous-jacent |X| a X en
considérant Homrep ({*} , X). Supposons que X soit localement & base dénombrable
de voisinages. On peut alors caractériser facilement les fermés de facon séquentielle :

F c X est fermé <« Y(x,), € FN Vo € X, (xp — X = 2n € F).

Ainsi, on peut retrouver la topologie de X en considérant ’espace topolgique

e fi) o

et les Ti-points de X, a savoir Homrop (77, X).

(5.1) Généralisation par les ordinaux. En ce qui concerne les espace topolo-
giques & base quelconque (c’est-a-~dire pas forcément localement & base dénombrable
de voisinages), voici une généralisation possible. Au lieu de considérer 'espace 11,

2 similaires T,, pour chaque ordinal « : intro-

il faudrait considérer des espaces
duire des suites (24)qeq indexées par des ordinaux a quelconques, définir une no-
tion de convergence et considérer enfin les points X (7). Cependant, malheureu-
sement, cette généralisation est fausse. Pour construire un contre-exemple, il suffit
de considérer la planche de Tychonoff, présentée dans [SS78, §I1.86]. Cet espace
topologique (T, ¢') admet un point co qui vérifie les propriétés suivantes :

— {0} n’est pas ouvert dans T

— sl a et un ordinal quelconque et si (4 )qeq €St une suite a valeurs dans 7'\ {0},

alors on n’a jamais x, — c0.

En considérant alors une autre topologie ¢’ sur T', qui ne differe de la précédente
que par le fait que {0} est ouvert, on a que f = Idy : (T, 0) — (T, 0") n’est pas
continue mais vérifie que toute suite convergente (x4)qeaq — Top st transformée par
[ en une suite convergente (f(%q)),cq — f(Tw). Ainsi, cette généralisation par les
ordinaux quelconques est fausse.

(5.2) Généralisations avec les nets. On va voir que la bonne généralisation aux
espaces topologiques quelconques se fait avec les nets. Rappelons, pour commencer,
quun ensemble dirigé est un couple (A4,<) ou A est un ensemble, ou < est un
pré-ordre?, et qui vérifie

V(z,y)e A%, JzeA | z>zet z>y.

2. Les espace topologiques T, sont en fait, tout simplement, les ordinaux o munis de la topologie
de l'ordre.
3. Un pré-ordre est une relation réflexive et transitive.
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On peut alors définir (voir, par exemple, [Wil70]) :

(5.3) Définition. Soit X un espace topologique. Un net de X est une suite (Tq),e 4
a valeurs dans X indexée par un ensemble dirigé A. On dit qu’un net (xq)aca
converge vers To S’il vérifie

VVe¥x(xyp), JageA | Va=ay, z,€V.

(5.4) Nets convergents vus comme fonctions continues. Soit A un ensemble
dirigé quelconque. On ajoute un « point & U'infini » & A, qu’on note c0. On note le
nouvel ensemble A = A U {00}. On munit A d’une topologie ainsi :
— si a € A alors {a} est ouvert
— une base de voisinages de o est la collection des [ag, 0] c’est-a-dire des
ensembles du type

[ag, 0] = {o}u{aecAla=ap}.

On a alors la caractérisation suivante des nets convergents :

(5.5) Proposition. Soit (x,),.4 un net de X et x. Alors, le net (Tq)qea converge
vers T si, et seulement si, la fonction de A dans X qui ¢ a associe x, et ¢ o0
associe Ty est continue.

(5.6) Caractérisation par les nets de la continuté. On peut alors démontrer
sans difficulté, en considérant ¥x (z) I'ensemble des voisinage de x, qui est un en-
semble dirigé :

(5.7) Théoréme. Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y une applica-
tion. Alors

f est continue

0

V(Za)aca net a valeurs dans X, ((%a)gen — o) = ((f(%40))gen — [(2x))

En termes de catégorie de Yoneda, ce théoreme se traduit par :
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(5.8) Proposition. La catégorie

s/

{x}

ot les fleches sont les morphismes d’inclusion du point et ou on considére tous les

nets, est une catégorie de Yoneda pour Top.

(6) Variétés différentielles

On s’intéresse ici a la catégorie Diff (") des variétés différentielles de dimension n.
Le lemme de Yoneda nous dit, qu’étant donné une variété différentielle M donnée, il
est possible « de la retrouver » a partir de la donnée des différents « points » M (K),
ou K parcourt tout Diff ™). La question qu’on se pose est : & quel « domaine » peut-
on restreindre les types de point K dont on se sert comme « étalons » pour considérer
les X(K)?

(6.1) Une premiére approche du probléme. On se donne M une variété différen-
tielle. En un sens intuitif, on souhaite « reconstruire » M a partir de données du
type Homp. () (K, M) oti les K sont des « types de point » bien choisis. Et, recons-
truire M, si I'on connait déja M en tant qu’espace topologique?, c’est connaitre les
anneaux de fonctions régulieres : connaitre les € (U, R) pour les ouverts U, ainsi
que les fleches de restriction, c’est connaitre la structure d’espace annelé de M.

On veut donc retrouver, disons, les € (U, R) a partir des Homp. ) (K, M). On
va voir en 'occurrence, ce qui est en fait somme toute assez naturel, qu’il suffit de

connaitre les R™-points.

En effet, choisissons une fonction ¢ € €°(U,R) : U—-—R.. On peut composer
tous les morphismes f € Homp,qm (R",U) avec ¢,

R”LU%R

4. Ce qui a été fait dans la partie (5) s’applique car une variété différentielle est toujours loca-
lement & base dénombrable de voisinage — comme les différents RP.
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de maniere & obtenir des fonctions €* de R™ dans R. On obtient ainsi une fleche,
qui est en fait un morphisme de R-algébres

T : % (UR) —.Z (Hompgwm (R",U), °(R",R)) .

P Twszpof

Ce morphisme T est-il un isomorphisme ?

M

FI1GURE 3 — La fleche T' est injective.

Tout d’abord, il est bien injectif. Si 1 et w2 sont deux fonctions disctinctes, elles
prennent des valeurs différentes en, par exemple, . Des lors, un morphisme f de R"
dans U qui atteint zg permet de détecter cette différence. En revanche, T' n’est pas
surjectif : la R-algebre de droite est trop lache, associer un élément de € (R", R)
a tout morphisme n’est pas assez demander. Il faut plus de structure, de cohérence,
de conditions a imposer. C’est pourquoi on considere plutot les applications T :
Homp, et (R™,U) — €*(R",R) qui vérifient la condition

R" J, R" 0

% U commute = wl R commute.
P

R™ Y R” T(9)

On notera ’ensemble de ces applications :
Feoh (HomDiff(n) (R",U),¢"(R", R)) .
On a encore un morphisme de R-algebres

T : € (U,R) — " (Homp. g (R",U),6°(R", R))

14



mais cette fois-ci, c’est un isomorphisme! En effet, le fait que les applications soient
« cohérentes » permet de définir & partir d’un tel 1" une fonction de U dans R, qui,
on peut le vérifier, est bien € — en effet, étre ¥* pour une telle application, c’est
étre €* dans les cartes, ce qu’on impose justement.

Plus formellement, on démontre :

(6.2) Proposition Le foncteur

©*(R",R™)
Diff™ — s Fun m ,Ens
R?’L
est pleinement fidéle. Autrement dit, la catégorie
¢ (R" R")

RTL

est un catégorie de Yoneda pour Diff (™).

On a noté D la catégorie qui a pour seul objet R™ et dont les
RTL
morphismes sont les applications € de R™ dans R™. On verra dans la suite qu’on
peut en fait considérer une famille de morphismes plus petite.

Démonstration. — Soient M et N deux variétés différentielles. On doit démontrer
la bijectivité de

Hompy;gm) (M, N) — Homgun (M(-), N(*)).

Commencons par l'injectivité. Si f,g : M — N sont deux morphismes distincts, il
existe xg € M tel que f(zg) # g(xp). Soit alors p : R” — M qui « atteint » x( : on
a par exemple p(0) = z¢. Le point p est envoyé par f et g respectivement sur

f:rr Py onN et gl RPN

Ainsi, f(p)(0) # g(p)(0) : notre application est bien injective.

Pour la surjectivité, soit donc ® : M(-) — N(-). Vérifions pour commencer que
® définit une fonction f de M dans N. Soit x € M : quelle est 'image f(x) de =7
Soit p : R™ — M un point qui « atteint » . En I'occurence, disons que a dans R
est tel que p(a) = z. On a envie de poser : f(z) = ®(p)(a). Il faut pour cela vérifier
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FIGURE 4 — Un R"™-point d’une variété différentielle de dimension n.

que f(z) ne dépend pas du p et du a choisis. Commencons par montrer que f(z) ne
dépend que du germe de point autour de a. En effet, soit B(a,r) une petite boule
centrée en a et soit ¢ : R — B(a,r) un ¢*-difféomorphisme qui envoie a sur a.
On a alors le diagramme commutatif

Rn

TN

R" —— M
Le nouveau point pop « correspond » a la restriction de p & B(a, 7). Par fonctorialité,
on a :
D(pop) =2(p)oy

(c’est en fait la méme condition que celle qu’on imposait pour la « cohérence »...)
et donc :

P(pop)(a) = 2(p)(a).
Soient alors p’ et a’ des données similaires. Vu ce qu’on vient de faire ci-dessus, on

peut supposer que p et p’ sont des € *-difféomorphismes. Il existe donc une fonction
© qui fasse commuter le diagramme

R» \p

s{ / M
p/

et telle que ¢(a) = a’. On vérifie bien alors que

o(p)(a) = 2(p)(d).

RTL
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Il faut maintenant vérifier que cette fonction f : M — N est bien ¥€*. Voici,
sans entrer dans les détails I'idée de la démonstration. Supposons que f ne soit pas
€. Alors, on peut « localiser » ce défaut d’co-continuité autour d’un point xg de
M. Puis, on choisit un point p : R — M qui est une carte pour M autour de a.
Alors, la composée de p et f doit encore étre une application € de R™ dans N.
Comme p est « inversible », le caractére non-co-continu de f se transmet a f op, ce
qui est contradictoire. W

€ (R",R")
(6.3) Remarque. D’apres la démonstration, on peut réduire la catégorie O
Rn
a une catégorie plus petite : on peut remplacer € (R", R™) par I’ensemble des fonc-
tions engendré par une famille de ¢’*°-difféomorphismes centrés en a entre R" et les
boules (B(a, ~))
R" dans R".

meNs pour a € R™ et engendré par les & *-difféomorphismes de

Si on arrivait a élargir notre catégorie Diff (n) pour y inclure des objets tels que
le « germe d’espace » de R™ autour de 0, qu’on pourrait noter ¢4 (R™), alors, on
aurait un résultat similaire avec la catégorie dont I'unique objet est % (R") et dont
les morphismes sont les germes de difféomorphismes « centrés en 0 ».

(7) Schémas

I1 est bien connu (voir par exemple [DG70]) que la catégorie des schémas affines
est une catégorie de Yoneda pour la catégorie Sch des schémas. On a vu dans
I'introduction que si X est un schéma et si x € X, alors, on peut associer a x un
corps k(). On peut alors canoniquement associer a x un k(z)-point de X, qu’on
note p,, et qui est « localisé en x ». Néanmoins, cette classification des éléments de
x n’est pas suffisante pour « reconstruire » les schémas. Plus précisément :

(7.1) Proposition. La sous-catégorie pleine des spectres de corps n’est pas une

catégorie de Yoneda pour Sch.

Démonstration. — Soit k un corps. Considere les deux schémas Spec k et Spec k[e]/<2.
On note p.—g : k[g]/e2 — k, le morphisme de k-algébres qui associe 0 & . Ce mor-

phisme nous fournit un morphisme de schémas

Specp.—o : Speck— Speck[e]/e?,
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qui n’est pas un isomorphisme. Soit K un corps. Alors, le morphisme Spec p.—q est
un isomorphisme au niveau des K-points. En termes d’algebre commutative, cela se
formule ainsi : I’application

<I> Homann (k, K) —— Homann (k[e]/sQ, K)
K

it 10 Pe=p
est bijective. Elle est injective car p.—¢ est surjective. Elle est surjective car si ¢ :
k[¢]/e? — K est un morphisme, alors, I'image de ¢ est un élément nilpotent de K
donc est nulle. On en déduit que v se factorise par p.—g. Ainsi, le foncteur des points
a valeurs dans un corps transforme un non-isomorphisme en isomorphisme : il ne

peut s’agir d’un foncteur pleinement fidele. W

(7.2) Remarque. La démonstration précédente prouve en fait que la catégorie des
schémas affines réduits n’est pas une catégorie de Yoneda pour Sch. On peut alors
se poser la question suivante : cependant, la catégorie des spectres de corps est-elle
une catégorie de Yoneda pour la catégorie des schémas réduits ? La-aussi, la réponse
est non :

(7.3) Proposition. La catégorie des spectres de corps n’est pas une catégorie de
Yoneda pour la catégorie des schémas Sch,.y des schémas réduits.

Démonstration. —  Soit X un schéma réduit. On associe & X le schéma X4isc,
union disjointe des points de X, défini par
Xdise . H Spec k().
rzeX

C’est aussi un schéma réduit. On a dit plus haut qu’a chaque élément x € X était as-
socié un k(x)-point canonique p,, autrement dit un morphisme p, : Spec k(z) — X.
Cette collection (p;),.y nous fournit, par propriété universelle du coproduit une
fleche p : X45¢ — X . En général (par exemple si X = AE), ce morphisme n’est pas
un isomorphisme. Cependant, on vérifie que ¢’est un isomorphisme sur les K-points
pour tout corps K. En effet, deux K-points de X5 qui seraint égaux apres com-
position avec p seraient donc« localisés » au méme point x et induiraient la méme
injection k(x) < K : ils seraient donc déja égaux au-dessus de X4¢, De plus, un
K-point de X est nécessairement « localisé » en un x € X et donc se factorise par
Pz, et donc par p. W

(7.4) Remarque. La démonstration qui précede fait intervenir des schémas assez
compliqués. Elle fonctionne ne fagon tout a fait identique si a la place de X on prend
Ag, et si ala place de X4 on prend Spec C][ (A& {0}).
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(8) Catégorie de Yoneda minimale ?

Etant donné les définitions qu’on a données et le contexte, on est tenté de chercher
a donner un sens a ce que serait une catégorie de Yoneda minimale. Ce serait, en un
certain sens, le jeu de points de base minimal permettant de décrire la catégorie.

Par exemple, on peut mettre un ordre sur les catégories en disant que ¢ < ¥
si les objets de ¥ forment une sous-collection des objets de &, si pour tout couple
(X,Y) d’objets de %, on a

Homg (X,Y) € Homg(X,Y)

et enfin si la structure de catégorie sur ¥ est induite par celle de 2. On pourrait
alors définir une catégorie de Yoneda minimale pour % comme, tout simplement,
une catégorie de Yoneda pour %, minimale pour cette propriété. Se poseraient alors
les problemes de ’existence d’une telle catégorie et de I'unicité.

(8.1) Existence ? A propos de Dexistence d’une telle catégorie de Yoneda mini-
male, notons que l'on ne peut pas conclure a son existence a ’aide du lemme de
Zorn. En effet, si 'on considere la catégorie des ensembles Ens, alors, pour tout
n € N, la catégorie &, définie par

Id 1d Id
oy O )
D, = {n} {n+1} {n+2}
est une catégorie de Yoneda pour Ens. Alors, la famille (Z,), .n est totalement
ordonnée mais n’admet pas de catégorie minorante Z qui soit de Yoneda pour Ens :

en effet, la seule sous-catégorie de Ens qui minore la famille (Z,),, est la catégorie
vide.

(8.2) Unicité ? L’exemple suivant montre que deux catégories de Yoneda mini-
males en le sens précisé plus haut ne sont pas nécessairement équivalentes. On
considere %y la catégorie suivante :

T,
/ \ ¢
b = T Ty .
¢
To

N

Puis, on définit €', qui est une catégorie de foncteurs :

¢ ={F:4—Ens | F(T.)— F(T,) est surjective}.
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On définit le foncteur F, qui est un élément de ¥ ainsi :

F, (Ty) = {t+} F, (Ty) = {ta}
Fo (Ty) = {to} Fy (To) = {to}

avec les fleches évidentes. De méme, on définit F, par

1%} Fo (To) = {ta}
F,(T,) = @ F, (To) = {to}

avec les fleches évidentes. On définit identiquement Fj, et Fy. Alors, on peut vérifier
que les sous catégories de &

Fa Fb

N et
Fo

Seme

sont des catégories de Yoneda minimales pour &, sans toutefois étre équivalentes.
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