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Merci à ceux que j’ai oublié de remercier.
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Guénaël Renault, Pierre Dèbes, Lucia Di Vizio et à Jacques-Arthur Weil. Merci à Claudine
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François Ollivier, Gaëtan Chenevier, Guy Casale, Daniel Bertrand, Xavier Caruso, Florian
Marty, Bill Keigher, Lourdes Juan, Arne Ledet, Pierre Nguyen, Tobias Dyckerhoff, Michael
Wibmer. Merci à Paul Poncet.
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3.1. Plusieurs points de vue pour l’espace tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2. Champs de vecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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5.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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5.5. Cas général. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.6. Calcul de l’espace des feuilles grossier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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8.2. Deux intermèdes d’algèbre commutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
8.3. Les champs de vecteurs comme actions de groupe de Ĝa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
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Notations

Â L’anneau différentiel des sections globales du faisceau de Kovacic de
diff-SpecA
A est un anneau différentiel

(7.1.2), page 164

A∂ L’anneau des constantes de A, noté aussi CA
A est un anneau différentiel

(1.1.4), page 25

Alg∂k La catégorie des k-algèbres différentielles
k est un anneau différentiel

(1.1.3), page 24

Ann La catégorie des anneaux (commutatifs unitaires)

Ann∂ La catégorie des anneaux différentiels (commutatifs unitaires)

(1.1.3), page 24

AnnNC La catégorie des anneaux unitaires non-nécessairement commutatifs

(9.4.3), page 222

C
F∈ω //

D
G∈∗

oo Le foncteur F admet G comme adjoint à gauche ; le foncteur G
admet F comme adjoint à droite
F et G sont deux foncteurs covariants

(2.4.1), page 45

CA ou C(A) L’anneau des constantes de A, noté aussi A∂

A est un anneau différentiel

(1.1.4), page 25

CS Le corps COS (S), naturellement isomorphe à colim−−−→U 6=∅
COS (U)

S est un schéma muni d’un champ de vecteurs, simple

(4.3.4), page 110

Ckn Le coefficient binomial
(
n
k

)



x Notations

diff-SpecA L’ensemble des idéaux premiers et différentiels de A
A est un anneau différentiel

(6.5.1), page 159

diff-SpecA Le foncteur Alg∂k −→Ens qui à K associe HomAlg∂k
(A,K)

(on le note aussi hA)
A ∈ Alg∂k
(9.2.1), page 215(

diff-SpecA
)
I

Le foncteur Alg∂k −→Ens qui à K associe{
φ ∈ HomAlg∂k

(A,K) | (φ(I)) = K
}

A est une k-algèbre différentielle, I est un idéal de A

(10.3.2), page 272

Esp∂k La catégorie des foncteurs covariants de Alg∂k dans Ens
k est un anneau différentiel

(9.2.1), page 214

EspLocAnn∂k La catégorie des k-espaces différentiellement localement annelés
k est un anneau différentiel

(11.1.1), page 294

exp(ε∂)n Le morphisme k−→ k[ε]/εn+1 qui à f associe sa « série de Taylor »
à l’ordre n
k est un anneau différentiel

(9.9.1), page 242

F δ Le plus grand fermé invariant de X, contenu dans F
(X, ~V ) est un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs et F est un fermé

de X

(6.1.2), page 151

Faisc (C ) La catégorie des faisceaux au-dessus de C
C est un site

(2.6.4), page 54

Fais∂Zar,k La catégorie des faisceaux au-dessus du site (Alg∂k)op muni de la
prétopologie de Zariski
k est un anneau différentiel

(10.1.5), page 270

fonct-∂-Schk La catégorie des k-fonct-∂-schémas. Ce sont des foncteurs
Alg∂k −→Ens vérifiant certaines propriétés
k est un anneau différentiel

(10.5.1), page 290

FormSch La catégorie des schémas formels

(8.3.1), page 193

Fun (C ,D) La catégorie des foncteurs de C dans D
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F ∈ ω Le foncteur F admet un adjoint à gauche
F est un foncteur covariant

(2.4.2), page 46

F ∈ ω(G) Le foncteur F admet G comme adjoint à gauche
F et G sont deux foncteurs covariants

(2.4.2), page 46

G ∈ ∗ Le foncteur G admet un adjoint à droite
G est un foncteur covariant

(2.4.2), page 46

G ∈ ∗(F ) Le foncteur G admet F comme adjoint à droite
F et G sont deux foncteurs covariants

(2.4.2), page 46

Ĝa Le groupe additif formel

(8.3.2), page 193

hA Le foncteur Alg∂k −→Ens qui à K associe HomAlg∂k
(A,K), noté

aussi diff-SpecA
A ∈ Alg∂k
(10.1.4), page 266

〈I〉 L’idéal différentiel engendré par I
I est un idéal de A, un anneau différentiel

(1.2.1), page 26

I# Le plus grand idéal différentiel contenu dans I
I est un idéal de A, un anneau différentiel

(3.4.2), page 94

k〈X1, . . . , Xn〉 La k-algèbre différentielle des polynômes algébro-différentiels à n

indéterminées
k est un anneau différentiel

(9.5.1), page 228

N L’ensemble {0, 1, 2, 3, . . .} des entiers naturels.

O∂ Le faisceau des sections constantes de O
O est un faisceau en anneaux différentiels

(7.3), page 170

O(F ) La k-algèbre différentielle des transformations naturelles de F dans
le foncteur oubli
F est un k-espace algébro-différentiel

(9.3.1), page 216

O
(Keigher)
diff-SpecA Le faisceau de Keigher de diff-SpecA

A est un anneau différentiel

(6.5.2), page 160
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O
(CF)
diff-SpecA Le faisceau de Carrà Ferro de diff-SpecA

A est une Q-algèbre différentielle

(6.5.3), page 160

O
(Kov)
diff-SpecA Le faisceau de Kovacic de diff-SpecA

A est un anneau différentiel

(7.1.1), page 164

O
X ~V Le faisceau dont on munit l’ensemble des feuilles X ~V

X est un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs

(8.5.4), page 201

Ouv (X) La catégorie des ouverts de X (on peut aussi la voir comme un site,
ou un lieu)
X est un espace topologique

(2.6.2), page 53

pδ L’idéal premier différentiel associé à p

p est un idéal premier d’une Q-algèbre différentielle A

(3.4.2), page 94

PréFaisc (C ) La catégorie des préfaisceaux au-dessus de C
C est un site

(2.6.4), page 54

PréFaisc∂,rep
k La catégorie des préfaisceaux (Alg∂k)op−→Ens qui sont

représentables
k est un anneau différentiel

(11.3.2), page 301

PréFaiscquasi-aff La catégorie des préfaisceaux (Alg∂k)op−→Ens quasi-affines
k est un anneau différentiel

(11.4.1), page 304

Sch∂ La catégorie des schémas munis d’un champ de vecteurs

(3.3.3), page 87

Sch∂S La catégorie des schémas munis d’un champ de vecteurs au-dessus
de S
S est un schéma muni d’un champ de vecteurs

(3.3.5), page 88

SchAff ∂
k La catégorie des k-schémas affines munis d’un k-champ de vecteurs

k est un anneau différentiel

(11.3.2), page 301

SchQuasiAff ∂
k La catégorie des k-schémas quasi-affines munis d’un k-champ de

vecteurs
k est un anneau différentiel

(11.4.1), page 304
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SolA Le k-espace algébro-différentiel des solutions de l’équation Y ′ = AY

k est un anneau différentiel et A ∈ Mn(k)

(9.5.3), page 226

Spec∂A Le schéma affine SpecA muni du champ de vecteurs associé à ∂A
(A, ∂A) est un anneau différentiel

(3.3.2), page 88

Traj ~V (x) La trajectoire de x sous le champ ~V
(X, ~V ) est un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs et x ∈ X

(3.4.1), page 91

UA,I L’ouvert de SpecA défini par l’idéal I
A est un anneau et I un idéal de A

(11.4.5), page 308

U δ Le plus petit ouvert invariant de X, contenant U
(X, ~V ) est un schéma muni d’un champ de vecteurs, défini au-dessus de

Q, et U est un ouvert de X

(6.1.1), page 148

U∆ Le plus grand ouvert Zariski de SpecA dont la trace sur diff-SpecA
est U
A est une Q-algèbre différentielle et U est un ouvert Kolchin de

diff-Spec A

(6.5.2), page 161

~V Notation générique d’un champ de vecteurs (défini sur un schéma)

(3.2.2), page 79

x ∈ X x est un point de X : x = (K, p) et p ∈ X (K)
X est k-espace algébro-différentiel et K ∈ Alg∂k
(9.2.3), page 216

X
~V L’ensemble des feuilles de X

X est un schéma muni d’un champ de vecteurs

(8.5.1), page 198

X/Y Le schéma formel, complété de X le long de Y
X est un schéma et Y une partie fermée de X

(8.3.1), page 193

X̂ Le schéma formel, complété de X le long d’une partie Y sous-
entendue
X est un schéma et Y une partie fermée de X

(8.3.1), page 193

XA Le k-espace algébro-différentiel des matrices fondamentales de solu-
tions de l’équation Y ′ = AY

k est un anneau différentiel et A ∈ Mn(k)

(9.5.3), page 227
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Introduction

Le but de cette thèse est double :

a) d’une part, il s’agit d’apporter un éclairage géométrique sur plusieurs constructions de
la théorie, encore incomplète, des schémas différentiels. On le fera en introduisant les
notions de feuille et de trajectoire dans les schémas munis d’un champ de vecteurs. Cet
éclairage géométrique nous permettra, entre autres, de montrer que les trois faisceaux
classiques définis pour les schémas différentiels ont les mêmes constantes dans le cas
réduit.

b) d’autre part, on souhaite aborder la question des schémas différentiels via le point
de vue fonctoriel. En particulier, il s’agira de comprendre ce que l’approche [TV09]
de Bertrand Toën et Michel Vaquié apporte à ce sujet : on prouvera, entre autres,
que la catégorie des schémas différentiels définis à la Toën-Vaquié est équivalente à la
catégorie des schémas munis d’un champ de vecteurs.

Cette introduction est organisée comme suit : après avoir exposé la problématique des
schémas différentiels, dressé un historique des travaux dans ce domaine, et présenté l’ap-
proche [TV09] de la théorie des schémas, on énoncera les buts de notre travail. Puis, on
dressera un résumé de cette thèse, en expliquant nos principaux résultats.

Problématique

La théorie des schémas, développée dès 1958 par Alexandre Grothendieck, constitue
un événement essentiel dans l’histoire de l’étude des équations algébriques. Précédée par
les travaux d’André Weil et de Jean-Pierre Serre (1), cette théorie est à l’origine d’un re-
nouvellement des méthodes de la géométrie algébrique et d’un regain d’intérêt pour ses
thématiques, et a permis de nombreux progrès dans ce domaine. À titre d’exemple, citons
les fameuses conjectures de Weil, dont la démonstration par Grothendieck et Deligne repose
entièrement sur cette nouvelle géométrie. Par ailleurs, la théorie des schémas, au-delà de
ses aspects techniques, a fait germer dans les mathématiques contemporaines de nouvelles
idées, de nouveaux points de vue qui ont porté des fruits dans de nombreux autres champs
d’application.

Outre l’étude des équations algébriques, un autre grand thème des mathématiques est
l’étude des équations différentielles. Si cette étude peut être menée par des méthodes ana-
lytiques, elle peut aussi l’être par des méthodes algébriques. C’est ainsi (parmi d’autres
exemples) que la théorie de Galois des équations algébriques a été transposée au cas des

(1)... et d’Oscar Zariski, et de Pierre Cartier, et de Claude Chevalley, et de...
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équations différentielles linéaires : il s’agit de la théorie de Picard-Vessiot, aussi appelée
théorie de Galois différentielle (2). C’est avec de tels outils qu’on démontre, par exemple, le
résultat :

Proposition ([Ros72]). La primitive
∫
ex

2
dx ne peut être exprimée en termes de fonctions

élémentaires.

L’algèbre a fait d’autres incursions dans l’étude des équations différentielles. Citons par
exemple la théorie des D-modules (cf. [BGK+87]) ou l’analyse algébrique (cf. [Pom94]).

Au vu de ces deux constats, on peut se poser la question suivante : étant donné que cer-
taines méthodes de l’étude des équations algébriques s’adaptent bien au cadre des équations
différentielles, et étant donné que la théorie des schémas a constitué une révolution dans
cette étude, est-il possible de développer, pour les équations différentielles, un analogue de
la théorie des schémas, une théorie des schémas différentiels ?

Si k est un corps et si P1, . . . , Pm ∈ k[X1, . . . , Xn] sont des polynômes en n variables, on
associe classiquement au système d’équations polynomiales

(S ) :


P1(x1, . . . , xn) = 0
P2(x1, . . . , xn) = 0

...
Pm(x1, . . . , xn) = 0

un schéma XS qu’il faut concevoir comme un objet géométrique tel que pour toute exten-
sion (3) de corps K/k, l’ensemble SolS (K) des solutions dans K du système (S ) corresponde
aux points de l’objet géométrique XS à coordonnées dans K.

Cet exemple constitue le paradigme des schémas. On peut le transposer sans mal au cas
des équations différentielles. Par équation différentielle, on entend ici, équation différentielle
algébrique à coefficients dans C(t). On peut facilement remplacer le corps C(t) par n’importe
quel anneau différentiel mais on exclut de notre propos, les équations différentielles du type

y′ = sin(y) ou exp(y′) =
y2 − y′

2
,

dont la non-linéarité n’est pas polynomiale. En revanche, le système d’équations différentielles
1

t− 1
y1

(3) − y2 = (t− 1) (y′2)2

y2 = (t+ 1) (y1)2 + (y′1)2 + (y′′1 )2

constitue un exemple typique de ces équations différentielles algébriques que l’on considère.
Ainsi, l’analogue dans le cadre des équations différentielles du système (S ) précédent est
la donnée de m équations différentielles algébriques L1, . . . , Lm à n fonctions inconnues.
Le paradigme des schémas différentiels serait alors un objet géométrique X tel que pour
toute extension K/C(t), les points de X à coordonnées dans K corresponde à l’ensemble
des solutions dans K du système d’équations différentielles.

On sait déjà associer à de tels systèmes d’équations un objet géométrique. Il s’agit du
sous-ensemble de U n défini par les équations différentielles considérées, où U est un corps
différentiel « suffisamment gros » (en l’occurrence immense) qui contient C(t). L’étude de
ces objets constitue la géométrie algébrique différentielle (4), dans sa version classique. Cette

(2)On trouvera de très bons exposés de cette théorie dans [vdPS03], [Mag94] ou [Kap57], entre autres.
(3)Ou, plus généralement, pour toute k-algèbre K.
(4) On dira aussi géométrie algébro-différentielle.
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théorie, développée sous l’impulsion de Joseph Fels Ritt, et nourrie, entre autres, par les nom-
breux travaux d’Ellis Kolchin correspond, en quelque sorte, dans sa forme, à la géométrie
algébrique juste avant la théorie des schémas. En effet, dans les années 1940, André Weil
développa un formalisme algébrique (dans son livre [Wei46]), lui permettant de donner des
fondations rigoureuses à la géométrie algébrique au-dessus d’un corps quelconque. Son for-
malisme est caractérisé par le fait qu’il fixe au début de son livre un corps K algébriquement
clos, dit domaine universel, de degré de transcendance infini au-dessus de son sous-corps
premier, et par le fait que les seuls corps qu’il s’autorise à considérer dans la suite sont les
sous-corps de K au-dessus desquels K est encore de degré de transcendance infini. Ritt et
Kolchin s’étant inspirés des travaux de Weil pour développer leur « nouvelle géométrie », il
est naturel que l’on retrouve dans leurs travaux ce corps universel (cette fois-ci différentiel),
qui chapeaute tout. Ces corps différentiels universels ont d’ailleurs été à l’origine de plusieurs
travaux de Kolchin (voir par exemple l’article [Kol80]).

Le formalisme d’André Weil a cependant vite été surpassé par la théorie des schémas.
Celle-ci est plus générale, son formalisme est plus élégant et, en particulier, elle ne nécessite
pas de se restreindre aux sous-corps d’un corps universel : on peut considérer les K-points
d’un schéma X pour tout extension du corps de base k — et même mieux pour toute
k-algèbre K. Le fait que Kolchin ait continué à utiliser un formalisme à la Weil pour sa
géométrie algébrique différentielle (5) est ainsi symptomatique du fait que cette dernière n’ait
pas su prendre au vol le train de la théorie des schémas. En même temps, vu le statut de
leader de Kolchin en algèbre différentielle, c’en est aussi une explication.

Notons toutefois que, malgré ces lacunes théoriques, la géométrie algébro-différentielle
est à l’œuvre dans plusieurs travaux récents. Citons par exemple l’article [CS07] de Phyllis
Cassidy et Michael Singer, où les auteurs présentent une théorie de Galois des équations
différentielles linéaires à paramètres. Dans leur cadre, si

∂Y

∂x
= A(x, t1, . . . , tm) · Y (1)

est une équation différentielle linéaire, paramétrée par t1, . . . , tm, alors le groupe de Ga-
lois de (1) qui apparâıt naturellement est un groupe algébro-différentiel linéaire, à la Cas-
sidy (6) [Cas72]. Citons aussi l’article [Lan08] qui constitue une version « non-linéaire à
la Kolchin » de [CS07] ; là-aussi les groupes de Galois qui apparaissent sont des groupes
algébro-différentiels, mais cette fois-ci à la Kolchin (7). Enfin, citons l’article [HS08] de
Charlotte Hardouin et Michael Singer, où les auteurs développent une théorie à paramètres
des équations aux différences.

(5) Ainsi, dans son livre [Kol73], publié en 1973, Kolchin se place encore dans le cadre d’un corps universel
différentiel U pour définir les espaces affines différentiels ; de même, dans sa contribution [Kol86] au LNM
1185 consacré à la théorie des groupes, publiée en 1986, Kolchin, de même, se place d’emblée dans un corps
différentiel universel U .
(6)C’est-à-dire à la Weil.
(7) En effet, Kolchin, de même qu’il a développé une théorie axiomatique des groupes algébriques [Kol73],
reposant notamment sur la notion de spécialisation, a développé dans [Kol86] une théorie axiomatique des
groupes algébriques différentiels.
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Géométrie algébro-différentielle : un historique

La géométrie algébrique différentielle à la Weil. Dans un excellent survey figurant
dans l’édition [Kol99] des œuvres complètes de Kolchin, Alexandru Buium et Phyllis Joan
Cassidy passent en revue les différents résultats de cette théorie. Comme on l’a souligné
plus haut, les fondements géométriques de cette théorie reposent sur un formalisme à la
Weil. Cependant, dans cet article, les résultats y sont présentés sous leur forme « algèbre
commutative différentielle ». Les résultats exposés concernent :

– les problèmes de noethérianité des espaces affines différentiels
– la décomposition primaire d’idéaux dans le cas différentiel
– l’étude de la question des composantes irréductibles d’une variété
– la théorie de la dimension dans le cas différentiel
– la théorie des groupes algébriques différentiels

ainsi que quelques autres sujets. Parmi les mathématiciens qui ont apporté leur pierre à cet
édifice, citons : Joseph E. Ritt, William H. Raudenbuch, Howard Levi, Ellis Kolchin, Phyllis
J. Cassidy, William Y. Sit.

L’approche schématique de la géométrie algébrique différentielle. C’est William
Keigher qui initie cette approche, en 1975. Dans les années qui suivent, Alexandru Buium et
Giuseppa Carrà Ferro s’intéressent au problème. Puis, dans les années 2000, le sujet resurgit
grâce à une série d’articles de Jerald Kovacic.

Contributions de William F. Keigher. — L’approche schématique de la géométrie algé-
brique différentielle remonte à l’article [Kei75] de William F. Keigher, publié en 1975. Dans
cet article, l’approche choisie par Keigher est très catégorique (8) : le spectre d’un anneau
différentiel est défini via les adjonctions et les comonades. Néanmoins, en conclusion de
son article, Keigher remarque que le spectre diff-SpecA d’un anneau différentiel peut être
décrit en des termes plus simples d’algèbre commutative différentielle : en tant qu’ensemble,
diff-SpecA est l’ensemble des idéaux premiers différentiels de A. Dans ses articles suivants
[Kei77, Kei78, Kei81, Kei82a, Kei82b, Kei83], Keigher adopte plutôt ce dernier point
de vue pour étudier les schémas différentiels.

Dans [Kei77], il se concentre sur le cas où l’anneau A ne contient pas Q, en définissant
les anneaux différentiels spéciaux, et en étudiant leur spectre différentiel.

Dans [Kei78, Kei81, Kei82a], il définit la notion d’idéal différentiel quasi-premier,
qui lui permet de considérer le cas des anneaux différentiels qui ne sont pas spéciaux. Il
traite aussi le cas où l’anneau A est muni de plusieurs dérivations. Dans ces articles, il se
concentre sur le spectre différentiel en tant qu’ensemble. Dans [Kei81], il revient néanmoins
sur le faisceau dont il faut munir le quasi-spectre différentiel d’un anneau. Il aborde cette
question du point de vue des adjonctions ; néanmoins, le faisceau est défini plus clairement
que dans [Kei75] : il s’agit de la restriction du faisceau structural. Il remarque, en donnant
un exemple, que si A est un anneau différentiel, et si on note X = diff-SpecA le schéma
différentiel affine associé à A, alors l’anneau différentiel Γ(X,OX) des sections globales de
X n’est pas nécessairement isomorphe à A.

L’article [Kei83] est, quant à lui, consacré à ce faisceau. Keigher généralise son approche,
en remplaçant les idéaux différentiels par des C -idéaux, où C est une famille quelconque
d’idéaux. Il donne une construction plus concrète de ce faisceau, à la [EGAI] — mais

(8)Ce n’est pas un hasard ! La thèse de Keigher s’intitule Categorical Aspects of Differential Algebra.
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son approche plus abstraite [Kei81], bien que nécessitant des connaissances en théorie des
catégories, nous semble plus juste a posteriori.

Dans [Kei82b], Keigher interprète des résultats alors récents d’algèbre différentielle en
termes schématiques ; il soulève aussi la question de l’existence des produits fibrés et y
apporte des réponses partielles. Il montre enfin que les schémas différentiels affines sont
séparés.

Contributions de Giuseppa Carrà Ferro. — Dans son premier article [Car78] sur ce sujet,
écrit en italien et publié en 1978, Giuseppa Carrà Ferro généralise la construction que Kei-
gher fait dans [Kei75] : alors qu’il étudiait dans cet article fondateur le cas d’un anneau
différentiel ordinaire, c’est-à-dire d’un anneau A muni d’une unique dérivation ∂, Carrà
Ferro étudie le cas d’un anneau A muni d’un ensemble fini ∆ de dérivations commutant
deux-à-deux. Le point de vue qu’elle choisit pour mener son étude de l’espace topologique
diff-SpecA est l’algèbre commutative différentielle. Dans ce premier article, la question du
faisceau de diff-SpecA n’est pas abordée. Dans son article suivant [CF85] sur la question,
Carrà Ferro étudie l’anneau différentiel des sections globales, noté A∆, de diff-SpecA. Elle
munit en effet diff-SpecA d’un faisceau en anneaux différentiels (9), défini à la [Har77] : les
sections au-dessus d’un ouvert U sont les fonctions

s : U −→
∐
p∈U

Ap

qui sont localement des quotients d’éléments de A. Elle y généralise certains résultats de
[Bui82]. Entre autres propriétés, elle montre que (A∆)∆ ' A∆. Enfin, dans le troisième
article [CF90] qu’elle a publié sur le sujet, Carrà Ferro introduit un nouveau faisceau. Au
lieu de considérer, comme dans [CF85] le faisceau à la Hartshorne, elle définit un nouveau
faisceau O(∆). Ce faisceau a l’avantage de vérifier

Γ
(
diff-SpecA,O(∆)

)
' A.

Ensuite, elle prouve une équivalence de catégories analogue pour ces objets à l’équivalence de
catégorie entre Ann et la catégories des schémas affines, puis étudie les modules au-dessus
de ces nouveaux espaces.

Contributions d’Alexandru Buium. — Alexandru Buium, dont la contribution à la « géomé-
trisation » de l’algèbre commutative différentielle est très grande (on y reviendra plus loin
dans cette introduction) n’a écrit qu’un seul article [Bui82] dont le thème est les schémas
différentiels. Dans cet article, où il se restreint au cas des algèbres de Ritt, c’est-à-dire au
cas des anneaux différentiels contenant Q, Alexandru Buium étudie les objets introduits par
Keigher dans [Kei75] d’un point de vue particulièrement géométrique. Dans une première
partie, son étude porte sur l’anneau différentiel des sections globales (10) ; il en déduit une
équivalence de catégories. Dans un second temps, il étudie certaines propriétés géométriques
des schémas différentiels (qui s’appellent dans ce cadre des schémas de Ritt). Il prouve les
deux théorèmes suivants :

Théorème. Si X
f // Y

g // Z sont des morphismes différentiellement de type finis entre
des schémas de Ritt affines et réduits alors, il en est de même pour g ◦ f .

(9)C’est le faisceau que reprendra Kovacic.
(10)Le faisceau qu’il considère est le faisceau restreint, comme dans [Kei81].
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Théorème. Soit X
f // Y un morphisme différentiellement de type fini entre des schémas

de Ritt ordinaires. On suppose que Y , en tant qu’espace topologique, est noethérien. Alors,
le morphisme f est constructif.

Ces deux théorèmes sont à noter dans la mesure où il ne s’agit pas de résultats concernant
le cadre théorique des schémas différentiels, mais où il s’agit de résultats ayant un contenu
géométrique et qui sont énoncés dans ce nouveau cadre. Buium démontre ensuite un résultat
concernant le H1 d’un ouvert de l’espace affine, résultat qui au vu de la théorie des schémas
« classiques » constitue pour ces nouveaux schémas différentiels une pathologie.

Contributions de Jerald J. Kovacic. — Le problème des schémas différentiels est le dernier
thème qu’étudia Jerald J. Kovacic. Dans les deux premiers articles [Kov02a, Kov02b]
qu’il publia sur le sujet, Kovacic reprend la théorie développée par ses prédécesseurs avec
un très grand soin. Les objets considérés sont toujours définis via l’algèbre différentielle, et
une étude détaillée des premières propriétés du spectre différentiel est menée. L’approche
choisie est proche dans l’esprit de [EGAI] et de [Har77]. Comme on l’a dit, le faisceau
dont il munit diff-SpecA est un faisceau à la Hartshorne. Il s’intéresse ensuite au problème
de l’anneau différentiel A∆ des sections globales du schéma différentiel affine diff-SpecA.
De multiples exemples sont donnés pour illustrer ce que l’on peut attendre du morphisme
i∆ : A−→A∆, et surtout de ce qu’on ne peut pas en attendre. Des conditions sont ensuite
données pour caractériser le noyau de i∆, pour décrire l’image de i∆ et pour assurer l’in-
jectivité ou la surjectivité de i∆. Ces résultats généralisent ceux de Keigher, Carrà Ferro
et Buium. Kovacic démontre aussi que les produits fibrés existent si l’on se restreint à des
anneaux particuliers. Dans ses deux articles suivants [Kov03, Kov06], Kovacic utilise les
schémas différentiels pour réinvestir la théorie de Galois différentielle. En effet, la forme que
Kolchin avait donnée à la théorie des extensions fortement normales reposait sur son axio-
matisation des groupes algébriques différentiels. Dans l’article [Kov03], Kovacic est amené à
étudier certaines questions de géométrie algébrique différentielle dans les termes des schémas
différentiels : immersions fermées, produits, schéma (ou, pour être plus exact, espace locale-
ment annelé) constant associé à un schéma différentiel, schéma différentiel décomposé (split
differential scheme).

Contributions de Franck Benoist. — Franck Benoist a été amené à s’intéresser à la géométrie
algébrique différentielle (et plus particulièrement aux groupes algébriques différentiels) et
aux schémas différentiels afin de formuler certains résultats de théorie des modèles. Son
approche diffère des approches précédentes dans la mesure où, au lieu de considérer un an-
neau différentiel (A, ∂), il s’intéresse aux anneaux munis d’une dérivation de Hasse-Schmidt,
c’est-à-dire aux anneaux A munis d’une famille D = (Di)i∈N d’applications additives de A
dans A vérifiant

∀i ∈ N, ∀x, y ∈ A, Di(xy) =
∑

m+n=i

Dm(x)Dn(y)

∀i, j ∈ N, Di ◦Dj =
(
i+ j

i

)
Di+j

Ces opérateurs Di, qui interviennent en particulier lorsque la caractéristique de A est non-
nulle, jouent le rôle des 1

i!∂
i, dans le cas où (A, ∂) est un anneau différentiel contenant Q.

Dans ce dernier cas, son approche est alors équivalente à celle de Kovacic.
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Schémas munis d’une dérivation. Le problème des schémas différentiels, ainsi qu’on
l’a vu précédemment, consiste en partie à associer à un anneau différentiel (A, ∂) un objet
géométrique diff-SpecA ; il s’agit donc, entre autres, de « géométriser » l’algèbre commu-
tative différentielle. On peut réaliser cet objectif d’une tout autre manière que ce qu’ont
proposé les mathématiciens précédents. En effet, si (A, ∂) est un anneau différentiel, alors la
dérivation ∂ peut être vue comme un champ de vecteurs sur SpecA. Il est alors possible de
développer une géométrie pour ces objets, comme l’a fait Alexandru Buium. Cette géométrie
est aussi appelée géométrie algébrique différentielle, par exemple dans [Bui94], de telle sorte
qu’il faut être prudent lorsqu’on rencontre ce terme. De la même manière, pour Buium, entre
autres, un ∆-schéma est un schéma muni d’un champ de vecteurs (on donnera une définition
plus précise quand il en sera question). Ces objets ont été largement étudiés par Alexandru
Buium, dans les LNM [Bui86, Bui92] ainsi que dans de nombreux articles (11). Remar-
quons que le champ d’application de cette théorie n’est absolument pas disjoint de celui des
schémas différentiels, dans la mesure où, par exemple, dans [Bui86, Bui92], Buium répond
à des questions de théorie de Galois différentielle. Cette approche est aussi celle choisie par
Hiroshi Umemura dans [Ume96], où l’auteur cherche à unifier la théorie de Galois au sens
de Galois et la théorie de Galois au sens de Kolchin. Tobias Dyckerhoff, dans [Dyc], a
développé une théorie de Galois pour ces objets.

La géométrie algébrique différentielle via la théorie des modèles. Il est possible
d’approcher les problèmes posés par la géométrie algébrique différentielle via la théorie des
modèles. C’est notamment l’approche d’Anand Pillay dans son article [Pil97]. Il y montre en
particulier que, concernant le problème des groupes algébriques différentiels, les approches

– par la géométrie algébrique différentielle à la Weil
– suivant l’axiomatisation développée par Kolchin dans [Kol85]
– par la théorie des modèles

définissent trois catégories équivalentes. Cette dernière approche est particulièrement efficace
puisqu’elle permet à Pillay de répondre à des questions ouvertes posées par Kolchin, tout
en généralisant ses résultats de théorie de Galois différentielle. De nombreux autres articles
qui suivent cette démarche ont été publiés, en particulier par Pillay. Citons aussi, dans le
cas des équations aux différences, les travaux de Zoé Chatzidakis et de Ehud Hrushovski.

La théorie des schémas de Toën et Vaquié

L’approche de Toën et Vaquié. La question des schémas différentiels peut être abordée
d’un tout autre point de vue. Dans un article récent [TV09], Bertrand Toën et Michel
Vaquié ont développé une approche de la théorie des schémas complètement fonctorielle, et
très générale. Cette approche s’applique a priori aux schémas différentiels — c’est ceci qui
nous a amené à nous intéresser à ces travaux. Expliquons la démarche de [TV09].

Étant donné (C ,⊗,1) une catégorie monöıdale symétrique, par ailleurs supposée com-
plète, cocomplète et fermée (ie possédant des Hom internes pour la structure monöıdale ⊗),
on dispose d’une notion de monöıde commutatif dans C . Il s’agit simplement d’objets A de

(11)Buium s’intéresse désormais à des analogues arithmétiques de cette géométrie. Voir par exemple [Bui94].
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C munis de morphismes A ⊗ A → A et 1 → A vérifiant certaines conditions. L’exemple
prototypique d’un tel triplet (C ,⊗,1) est le suivant :

(Z-Mod,⊗,Z).

Dans ce cas, les monöıdes commutatifs dans (Z-Mod,⊗,Z) ne sont rien d’autre que les an-
neaux commutatifs ! Ainsi, partant de (C ,⊗,1) une donnée vérifiant les conditions précitées,
Toën et Vaquié définissent la catégorie Comm (C ) des monöıdes commutatifs dans C . Cette
catégorie est un analogue de la catégorie Ann.

C’est dans ce contexte que les deux auteurs construisent leur géométrie algébrique rela-
tive (à cette donnée C ) : ils remplacent la catégorie des anneaux Ann, qui est à la base de la
théorie des schémas, par la catégorie Comm (C ). Il s’agit alors de généraliser la définition
des schémas dans ce cadre. Le point de vue qu’ils adoptent est alors le point de vue fonctoriel :
pour eux, les schémas au-dessus de C seront des foncteurs (covariants)

Comm (C )−→Ens :

intuitivement, leurs foncteurs des points. Leur approche permet de définir d’un même geste
plusieurs catégories de schémas sous Spec Z, parmi lesquelles la catégorie des schémas au-
dessus de F1.

Le point de vue relatif appliqué aux schémas différentiels. Évidemment, pour le ma-
thématicien qui s’intéresse aux schémas différentiels, l’article [TV09] est très intéressant :
en effet, le triplet

(Z-Mod diff,⊗,Z),

c’est-à-dire la catégorie monöıdale des Z-modules différentiels, satisfait les hypothèses de
leur théorie. Ainsi, sans aucun effort, uniquement en appliquant les résultats de [TV09], on
obtient une catégorie des schémas différentiels, a priori convenable car naturelle. Néanmoins,
la catégorie obtenue est, d’une certaine manière, compliquée, et ce pour deux raisons :

– d’une part, les schémas différentiels qu’on obtient, en ce sens, ne sont pas des espaces
annelés, ni même des espaces topologiques, ni même des ensembles ! En effet, ce sont
des foncteurs Ann∂ −→Ens.

– d’autre part, la construction de Toën et Vaquié, comme on l’a vu, est extrêmement
générale. Il est légitime de penser que dans le contexte relativement simple

(Z-Mod diff,⊗,Z)

leur construction peut être simplifiée.

But de cette thèse

Le but de cette thèse est de répondre à plusieurs questions relatives à la géométrie algébrique
différentielle. Dans la liste suivante des objectifs qu’on s’est fixés, certaines questions sont
volontairement vagues et générales — elles font néanmoins bien partie de celles qui nous ont
guidé dans nos recherches, et on a considéré qu’il était important de les mentionner ici.
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Comparer les faisceaux de Keigher, Carrà Ferro et Kovacic. Comme on l’a vu dans
l’historique qu’on a dressé, si A est un anneau différentiel, l’espace topologique diff-SpecA
peut être muni de différents faisceaux :

— Le faisceau induit sur diff-SpecA par le faisceau structural Odiff-SpecA. Il apparâıt
pour la première fois dans [Kei81, Corollary 3.2], dans le cadre général des spectres
quasi-premiers différentiels. C’est aussi ce faisceau que considère Buium dans [Bui82].
On le note

O
(Keigher)
diff-SpecA.

— Le faisceau, à la Hartshorne, des fonctions s : U −→
∐

p∈UAp qui sont localement des
quotients d’éléments de A. C’est ce faisceau dont Kovacic munit diff-SpecA dans les
articles qu’il a consacrés à ce sujet. On le note

O
(Kov)
diff-SpecA.

— Lorsque A est un anneau différentiel spécial, le faisceau construit par Carrà Ferro dans
[CF90]. Son avantage sur les deux autres faisceaux est que son anneau différentiel des
section globales, pour diff-SpecA, est naturellement isomorphe à A. On le note

O
(CF)
diff-SpecA.

Quel est le lien entre ces trois faisceaux ? S’il est sous-entendu dans la littérature, bien que
ce ne soit pas dit explicitement, que les faisceaux O

(Keigher)
diff-SpecA et O

(Kov)
diff-SpecA sont isomorphes,

qu’en est-il du faisceau O
(CF)
diff-SpecA de Carrà Ferro ? Comment est-il relié à O

(Keigher)
diff-SpecA et

O
(Kov)
diff-SpecA ? Ce faisceau, dont la définition peut apparâıtre plus compliquée que celle des

deux autres, n’a en effet plus été étudié après sa définition dans l’article [CF90]. Enfin, quel
est parmi ces trois faisceaux le plus adéquat pour la géométrie algébrique différentielle ?

Mieux comprendre le faisceau O
(CF)
diff-SpecA. Les questions précédentes nous amènent

naturellement à chercher à mieux comprendre le faisceau de Carrà Ferro, c’est-à-dire à le
comprendre géométriquement : le faisceau de Carrà Ferro peut-il s’interpréter en des termes
géométriques ? Peut-on, le cas échéant, généraliser sa définition au cas non-affine ? Mieux,
ce faisceau peut-il être vu comme la solution d’un problème naturel ?

De plus, afin de déterminer si le faisceau O
(CF)
diff-SpecA a de bonnes propriétés, on peut aussi

se demander, par exemple, si l’espace annelé(
diff-SpecA, O

(CF)
diff-SpecA

)
est localement annelé. En effet, on sait déjà que les faisceaux O

(Keigher)
diff-SpecA et O

(Kov)
diff-SpecA sont

des faisceaux en anneaux locaux (différentiels).

Aborder diff-SpecA d’un point de vue géométrique. Si l’on veut pouvoir généraliser
le faisceau de Carrà Ferro au cas non-affine, il faut nécessairement adopter un point de vue
géométrique sur diff-SpecA. Or, dans les nombreux articles consacrés à l’étude des spectres
différentiels, le point de vue adopté est celui de l’algèbre différentielle. Peut-on comprendre
diff-SpecA d’un point de vue géométrique ? Le cas échéant, peut-on généraliser certaines
constructions (diff-SpecA, les différents faisceaux, etc.) au cas non-affine ?

Une telle approche permettrait-elle d’aborder géométriquement et de généraliser certains
thèmes classiques de l’algèbre différentielle ? En particulier, quid de la théorie de Galois
différentielle d’un point de vue géométrique ?
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Simplifier l’approche de Toën et Vaquié dans le cas différentiel. Comme on l’a déjà
dit, la théorie très générale développée dans [TV09] s’applique au contexte différentiel et
fournit ainsi automatiquement une catégorie

Sch(Z-Mod diff,⊗,Z).

Cependant, les objets de cette catégorie sont compliqués (12). Pour en donner la mesure,
donnons la définition ([TV09], page 455) selon cet article de « A−→B est une immersion
ouverte Zariski » :

(i) Pour tout anneau différentiel C, le morphisme HomAnn∂ (B,C)−→HomAnn∂ (A,C)
est injectif.

(ii) Le foncteur de changement de base

−⊗A B : A-Mod−→B-Mod

commute aux limites finies.
(iii) Le foncteur

Alg∂A // Ens

C
� // HomAlg∂A

(B,C)

commute aux colimites filtrantes.

La question qu’on se pose est donc : étant donné que le contexte (Z-Mod diff,⊗,Z) qui
nous intéresse a plus de structure qu’un contexte (C ,⊗,1) général et que, de plus, il est
très proche du contexte (Z-Mod,⊗,Z) des schémas, peut-on mener l’approche de Toën et
Vaquié, dans ce cas, d’une manière plus simple ?

Explorer l’approche fonctorielle des schémas différentiels. A priori, les objets que
nous fournit une approche à la Toën et Vaquié sont des foncteurs F : Ann∂ −→Ens. On se
propose de s’intéresser à la catégorie

Fun
(
Ann∂ ,Ens

)
des foncteurs covariants de Ann∂ dans Ens. Peut-on étudier certaines questions relatives à
la théorie des schémas différentiels dans ce cadre très général et très souple ? En particulier,
peut-on définir la dérivée logarithmique d’un foncteur en groupes

F : Ann∂ −→Grp ?

Faire le lien entre l’approche à la Toën et Vaquié et les autres approches. Pour
le cas des schémas, on trouve dans [DG70] une comparaison entre l’approche classique
des schémas, via les espaces localement annelés, et l’approche fonctorielle. En particulier,
leur théorème de comparaison (page 18) établit une équivalence de catégories entre Sch et
la catégorie des schémas construits selon une approche fonctorielle. Peut-on établir un tel
théorème dans le cas des schémas différentiels ? À quel point de vue l’approche à la Toën et
Vaquié est-elle équivalente ? Retrouve-t-on les schémas différentiels, et le cas échéant avec
quel faisceau, ou retrouve-t-on les schémas munis d’un champ de vecteurs ?

(12)La principale raison étant que l’approche de Toën et Vaquié est très générale.
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Résumé de la thèse et principaux résultats

Dans le résumé qui suit, les résultats énoncés (à l’exception du lemme de Singer-van der Put)
sont tous des résultats originaux démontrés dans cette thèse.

Feuilles et trajectoires. Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . La première
chose qu’on fait dans cette thèse est de remarquer qu’on peut associer (13) à tout élément
x ∈ X un vecteur ~V (x) ∈ TxX. En notant X = (X, ~V ), on dit que alors que η est une feuille
de X (ou que η est une feuille pour ~V ) si ~V (η) = 0. L’ensemble des feuilles de X , qu’on
note X ~V est alors un analogue pour X de ce que diff-SpecA est à SpecA. Dans ce contexte,
on peut alors définir la trajectoire de x sous le champ ~V , grâce au théorème suivant :

Théorème (Théorème de Cauchy-Lipschitz pour les schémas (14)). Soit X un Q-schéma,
muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit x ∈ X. Alors, l’ensembleη ∈ X

∣∣∣∣∣∣
η  x

et
η est une feuille de ~V


possède un plus petit élément. On l’appelle trajectoire de x sous le champ de vecteurs ~V et
on le note Traj ~V (x).

Cette application Traj ~V (−) est compatible aux morphismes (15) : si X = (X, ~V ) et Y =
(Y, ~W ) sont deux Q-schémas munis de champs de vecteurs, et si f : X −→Y est un mor-
phisme, alors on a

f
(
Traj ~V (x)

)
= Traj ~W (f(x)).

A priori, on ne peut définir la trajectoire que si le schéma X est défini au-dessus de Q.
Néanmoins, on peut faire l’économie de cette hypothèse, quitte à remplacer les dérivations
par les dérivations de Hasse-Schmidt (16).

Espace des feuilles grossier. Étant donné un tel X , on introduit (17) la notion d’espace
des feuilles grossier de X . C’est un schéma T muni d’un morphisme ϕ : X −→(T,~0) tel
que tout morphisme ϕ′ : X −→(T ′,~0) se factorise par ϕ. On calcule (18) un tel espace des
feuilles grossier quand le schéma X n’admet qu’une seule feuille (on dit dans ce cas que X
est simple) : on obtient un schéma

T = SpecCX ,

où CX est un corps naturellement associé à X . En fait, les schémas simples X sont les
analogues géométriques, dans le cas différentiel, des spectres de corps. En effet, de façon
générale, si (A, ∂) est un anneau différentiel, on peut munir le schéma affine SpecA d’un
champ de vecteurs associé à ∂ — et on note cet objet Spec∂A. Si l’anneau différentiel (A, ∂)
est différentiellement simple, en particulier si A est un corps, on peut montrer que Spec∂A
est simple, et que son espace des feuilles grossier est calculé en considérant l’anneau des

(13)Paragraphe (3.2.3).
(14)Théorème 3.4.4.
(15)Proposition 3.6.1.
(16)Paragraphe (3.5)
(17)Définition 4.2.1.
(18)Théorème 4.3.6
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constantes CA (qu’on note aussi A∂). Cette situation se généralise à une classe d’anneaux
différentiels plus large, qu’on appelle quasi-simples. Ceci permet de voir que l’espace des
feuilles grossier de X ne paramétrise pas toujours bien l’ensemble des feuilles de X .

Soit alors S un schéma muni d’un champ de vecteurs simple. Puisque SpecCS est
l’analogue géométrique de l’anneau des constantes d’un anneau différentiel, on peut espérer
géométriser et généraliser, à l’aide de ces espaces des feuilles grossiers, certains résultats
d’algèbre différentielle. Considérons par exemple la proposition suivante, due à Michael Sin-
ger et Marius van der Put :

Proposition ([vdPS03, Chap. 1, Lemma 1.23]). Soit M un corps différentiel et C son
corps des constantes. On étend la dérivation ’ sur M en une dérivation sur M [Yi,j , 1

det ] en
posant Y ′i,j = 0 pour tous i, j. On voit C[Yi,j , 1

det ] comme un sous-anneau de M [Yi,j , 1
det ].

Alors, l’application I 7→ (I) de l’ensemble des idéaux de C[Yi,j , 1
det ] dans l’ensemble des

idéaux différentiels de M [Yi,j , 1
det ] est une bijection, dont l’inverse est donnée par J 7→

J ∩ C[Yi,j , 1
det ].

Cette proposition est un lemme de théorie de Galois différentielle, qui leur permet de faire
le lien entre deux définitions possibles d’un corps de Picard-Vessiot. Dans notre langage, elle
se généralise (19) en

Théorème. Soit S /Q un schéma muni d’un champ de vecteurs simple et soit

X

��
S

un schéma muni d’un champ de vecteurs, défini au-dessus de S , qu’on suppose sans dyna-
mique propre. Soit x : CS −→S un point. Alors, toute feuille η de X intersecte la fibre
Xx en un unique point Sectionx(η), et les deux applications

Traj ~V :
Xx

// feuilles de X

p
� // Traj ~V (p)

et Sectionx :
feuilles de X // Xx

η
� // Sectionx(η)

sont deux bijections réciproques.

Topologie et faisceau de Carrà Ferro. Les feuilles et les trajectoires nous permettent
de réinvestir géométriquement l’article [CF90], et de généraliser les constructions de Carrà
Ferro au cas non-affine. Étant donné X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de
vecteurs, on commence par définir ce que sont les fermés invariants de X (sous le champ
~V ) : ce sont les fermés de X stables par l’application Traj ~V ; dualement, on obtient la notion

d’ouvert invariant. On prouve (20) :

Théorème. Soit X un Q-schéma, muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit U ∈ Ouv (X) un
ouvert de X. Alors, l’ensembleV ∈ Ouv (X)

∣∣∣∣∣∣
V ⊃ U

et
V est invariant sous le champ de vecteurs ~V


possède un plus petit élément. On l’appelle ouvert invariant sous ~V associé à U et on le note
Uδ.

(19)Théorème 5.5.2.
(20)Théorème 6.1.3.
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L’application U 7→ U δ commute aux unions et aux intersections quelconques, de sorte que
les ouverts invariants de X forment une topologie, qu’on appelle topologie de Carrà Ferro.
On a alors (21) :

Proposition. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Alors, les
topologies de Zariski et de Carrà Ferro induisent la même topologie sur l’ensemble X ~V des
feuilles.

Cette topologie nous permet de définir le faisceau de Carrà Ferro dans le cas non affine.
En effet, l’inclusion de X ~V , l’ensemble des feuilles de X , dans X est continue quand on
munit X de la topologie de Carrà Ferro. On note cette application continue iCF : X ~V −→X.

Dès lors, on définit :
O

(CF)

X ~V
:= (iCF)−1 OX :

c’est la restriction Carrà Ferro de OX à X ~V . En fait, cette restriction est facile à calculer,
puisqu’on prouve (22) :

Proposition. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Alors,

(iCF)−1 OX = (Traj ~V )∗OX .

Cela signifie que, si U est un ouvert de X ~V , en posant U∆ :=
{
x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ U

}
, on

calcule les sections de O
(CF)

X ~V
par O

(CF)

X ~V
(U) = OX (U∆).

Comparaison des faisceaux de Kovacic, Keigher et Carrà Ferro. Si on fait la même
chose en munissant plutôtX de la topologie de Zariski, en notant iZar : X ~V −→X l’inclusion,
on définit le faisceau de Keigher dans le cas non-affine

O
(Keigher)

X ~V
(U) := (iZar)

−1 OX .

On peut alors montrer (23) :

Théorème. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Alors,

O
(CF), ∂

X ~V
= O

(Keigher), ∂

X ~V
.

Autrement dit, les faisceaux de Carrà-Ferro et de Keigher, dans le cas réduit, ont les mêmes
constantes. Dans le cas affine, on montre qu’il en est de même pour le faisceau de Kovacic.
Plus précisément, on montre

Théorème. Soit A un anneau différentiel réduit. Alors,

O
(Keigher)
diff-SpecA = O

(Kov)
diff-SpecA.

Si de plus A est défini au-dessus de Q, alors

O
(Kov), ∂
diff-SpecA = O

(Keigher), ∂
diff-SpecA = O

(CF), ∂
diff-SpecA.

(21)Fait 8.5.1.
(22)Paragraphe (8.5.3).
(23)Théorème 7.3.1 et fait 8.5.4.
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Autrement dit, dans le cas réduit au moins, les faisceaux de Kovacic et de Keigher
sont égaux. De plus, les faisceaux de Kovacic, de Keigher et de Carrà Ferro ont les mêmes
constantes. On montre aussi (24) :

Proposition. Soit X un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Alors,(
X

~V ,O
(CF),∂

X ~V

)
est un espace localement annelé.

L’ingrédient principal de la démonstration de ces résultats est la proposition suivante (25) de
prolongement des constantes :

Proposition. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Soit U
un ouvert de X. Alors, pour tout f ∈ OX (U)∂ , il existe un unique f̃ ∈ OX

(
Uδ
)∂ tel que

f̃|U = f . De plus,

OX (U)∂ // OX
(
U δ
)∂

f
� // f̃

est un isomorphisme d’anneaux, dont l’inverse est OX
(
Uδ
)∂ −→OX (U)∂ , la restriction des

constantes.

Espace des feuilles géométriques. Comme on l’a dit, l’exemple des anneaux différentiels
quasi-simples montre que l’espace des feuilles grossier de X ne décrit pas adéquatement
l’ensemble des feuilles de X . Il nous faut donc introduire, dans ce but, un nouvel espace des
feuilles. Pour ce faire, on s’est inspiré du livre [MF82] de Mumford et Fogarty, consacré à la
question du quotient d’un schéma X par un groupe. En effet, le cas des schémas munis d’une
action de groupe, et le cas des schémas munis d’un champ de vecteurs sont très similaires,
comme on le montre (26) :

Proposition. Soit X un schéma. Alors, les actions de Ĝa sur X sont en bijection avec les
champs de vecteurs de Hasse-Schmidt de X.

En particulier, si X est un schéma défini sur Q, on a une bijection entre les actions de
Ĝa sur X et les champs de vecteurs sur X. Cette analogie nous conduit donc à introduire
la notion d’espace des feuilles géométrique, qui est l’analogue de la définition [MF82] de
quotient géométrique d’un schéma par un groupe. On montre alors (27) :

Théorème. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Supposons que
X admette un espace des feuilles géométrique t : X −→(T,~0). Alors, il est isomorphe à

Traj ~V : X −→
((
X

~V ,O
(CF),∂

X ~V

)
,~0
)
.

Autrement dit, l’espace des feuilles géométrique, quand il existe, est toujours isomorphe à
l’ensemble des feuilles, muni du faisceau des constantes de Carrà Ferro !

(24)Proposition 7.1.1.
(25)Proposition 7.3.3.
(26)Proposition 8.3.1.
(27)Théorème 8.5.5.
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Espaces algébro-différentiels. Maintenant, on souhaite étudier la question des schémas
différentiels sous le point de vue fonctoriel. Cette approche repose sur le yoga des foncteurs,
qui remonte à Yoneda, mais dont la vraie teneur et les premiers cas d’utilisation sont à
chercher dans les travaux de Grothendieck (voir par exemple [SGA3I]). Par « yoga des
foncteurs », en substance, on veut dire que si C est une catégorie quelconque, alors, C se
plonge dans la catégorie des foncteurs de C op dans Ens : on dispose d’un foncteur

i bC : C −→ Ĉ := Fun (C op,Ens)

pleinement fidèle. Dans certains cas, on peut même « réduire » la catégorie de départ de ces
foncteurs. C’est ainsi que, pour tout anneau k, la catégorie des k-schémas se plonge dans

Fun (Algk,Ens) .

Par analogie, on introduit donc la catégorie

Fun(Alg∂k ,Ens),

qu’on note Esp∂k et dont on appelle les objets k-espaces algébro-différentiels.

L’étude qu’on mène de cette catégorie nous permet de définir de nombreux objets et
propriétés relatifs aux k-espaces algébro-différentiels. Si on note X un espace k-algébro-
différentiel, on fait entres autres les constructions suivantes :

— on associe à X son algèbre des fonctions régulières O (X), qui est une k-algèbre
différentielle. Le foncteur X 7→ O (X) est un adjoint à droite du foncteur i bC défini
plus haut, pour C = (Alg∂k)op.

— si x ∈ X, on définit TxX, l’espace tangent à X en x, qui est un κ(x)-espace algébro-
différentiel. C’est la fibre en x du fibré tangent

TX

��
X

.

Ce fibré est canoniquement muni d’un section ∂X : X −→TX, qu’on appelle dérivée de
X, et qui nous permet de généraliser aux k-espaces algébro-différentiels les équations
différentielles du type

•
y= ~V (y) ,

où ~V est un champ de vecteurs défini sur X.
On introduit aussi de nombreux exemples de k-espaces algébro-différentiels dont, entre
autres, les espaces affines A∂,n

k et le k-espace algébro-différentiel X(Pi)i des solutions d’un
système d’équations différentielles non-linéaires

(S ) :


P1 (f1, . . . , fn) = 0

...
Pm (f1, . . . , fn) = 0

Cet espace X(Pi)i
nous permet de caractériser la platitude différentielle du système (S ),

notion introduite dans [FLMR92]. Ainsi, on peut définir :

Définition. Soit k un anneau différentiel et soient P1, . . . , Pm des polynômes algébro-
différentiels en n variables, à coefficients dans k. On dit que le système

P1 (f1, . . . , fn) = 0
P2 (f1, . . . , fn) = 0

...
Pm (f1, . . . , fn) = 0
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est différentiellement plat s’il existe p ∈ N tel que le k-espace algébro-différentiel Sol(Pi)i
soit birationnel à A∂,p

k .

Une autre question que l’on aborde via les k-espaces algébro-différentiels est celui de la
définition de la dérivée logarithmique

lδ : G−→Lie (G)

d’un k-groupe algébro-différentiel. Pour définir celle-ci, on impose une condition type Schles-
singer à G. Cette condition (S) porte sur des diagrammes qu’on astreint à être cartésiens :
on demande que G, en tant que foncteur, préserve certaines limites.

Définition des schémas différentiels à la Toën et Vaquié. L’approche précédente du
problème des schémas différentiels, qui est fondamentalement une approche géométrique,
est une approche « par le haut », dans le sens où l’on étudie une « sur-catégorie » de la
catégorie dont on est à la recherche. Pour redescendre à cette dernière, il nous faut trouver
des conditions à imposer à ces objets plus généraux pour qu’ils tombent effectivement dans
la bonne sous-catégorie. Voici comment l’on procède :

— Pour commencer, on munit (Alg∂k)op d’une prétopologie, qu’on appelle prétopologie
de Zariski. On dispose ainsi de la catégorie des faisceaux au-dessus de ce site. On note
cette catégorie

Faisc∂Zar,k.

— Puis, si U et X sont deux tels faisceaux, et que f : U −→X est un morphisme, on
définit la propriété pour f d’être une immersion ouverte. Cette définition découle du
cas affine, pour lequel on sait décrire de façon très concrète ces immersions ouvertes.
On prouve ensuite, et c’est le plus délicat, que les immersions ouvertes sont stables
par composition. On peut alors munir Faisc∂Zar,k d’une prétopologie de Grothendieck
comme suit : on dit qu’un ensemble

{Xi−→X}i∈I

est un recouvrement de X si tous les morphismes Xi−→X sont des immersions ou-
vertes, et si le morphisme ∐

i∈I
Xi−→X

est un épimorphisme dans Faisc∂Zar,k.

— On définit alors les fonct-∂-schémas : ce sont les faisceaux X qui peuvent être
recouverts par des objets affines. On note fonct-∂-Schk la catégorie obtenue.

On montre alors (28) :

Théorème. Soit k un anneau différentiel. Alors, fonct-∂-Schk est équivalence à la catégorie
des k-schémas munis de k-champ de vecteurs.

(28)Théorème 11.7.1.
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Pour montrer ce théorème, on suit une méthode qui est très classique pour ce genre de
problème. On montre d’abord qu’on dispose d’une adjonction (29)

Esp∂k
|−|∈∗ //

EspLocAnn∂k
h−∈ω

oo

entre Esp∂k et EspLocAnn∂k , la catégorie des espaces localement différentiellement anne-
lés. Puis, on montre que cette adjonction se restreint à Sch∂k et à fonct-∂-Schk en une
équivalence de catégories. Pour prouver cela, on s’attaque d’abord à des sous-catégories de
Esp∂k et de EspLocAnn∂k moins compliquées. Ainsi, on commence par montrer l’équivalence
entre, d’un côté, les schémas affines munis d’un champ de vecteurs et, de l’autre, les foncteurs
représentables : c’est le cas affine. Puis, on fait la même chose pour les « ouverts des affines » :
c’est le cas quasi-affine. Enfin, on déduit le cas général du cas quasi-affine.

Résultats divers et variés. Pour terminer, citons trois résultats qu’on démontrera au
cours de cette thèse, qui y figurent en tant que lemmes ou aparté, mais qui nous ont semblé
suffisamment intéressants pour figurer dans cette introduction. Tout d’abord, si k est un
anneau, on prouve que k[[t]] ⊗k k[[u]] s’injecte dans k[[t, u]], et on caractérise son image :
si l’on voit une série formelle comme une matrice infinie, alors celles qui proviennent de
k[[t]]⊗k k[[u]] sont exactement celles qui sont de rang fini. Cela nous permet de montrer (30)

que le morphisme
k[[t]] // k[[t, u]]
t

� // t+ u

ne se factorise pas par l’injection i : k[[t]]⊗k k[[u]]−→ k[[t, u]].

Le second résultat qu’on cite concerne l’algèbre différentielle. Soient A est un anneau
différentiel et S est une partie multiplicative de A. Soit a

s ∈ S−1A un élément constant.
Alors, on a (a

s

)′
=
a′s− s′a

s2
= 0,

de sorte qu’on a envie d’écrire

a

s
=
a′

s′
et même, ∀i ∈ N,

a

s
=
a(i)

s(i)
.

En fait, ce résultat est vrai, mais beaucoup moins simple à démontrer qu’on peut l’imaginer.
On a (31) :

Proposition. Soit A un anneau différentiel. Soit S une partie multiplicative de A, si s ∈ S
et si i ∈ N, on a (

a
s

)′ = 0 dans S−1A

s(i) ∈ S

}
=⇒ a

s
=
a(i)

s(i)
dans S−1A

Enfin, on prouve la jolie proposition suivante (32), qui permet d’écrire proprement certains
isomorphismes quand on empile ou juxtapose les changements de base.

(29)Proposition 11.1.3.
(30)Fait 8.2.7.
(31)Proposition 7.2.2.
(32)Proposition 2.1.4.
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Proposition. Soit C une catégorie et

B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

trois faces d’un cube — qui sont cartésiennes. Supposons qu’il existe un objet A′, ainsi
que deux flèches, qui fassent d’une des faces manquantes ou d’une des tranches un carré
cartésien. Alors, il existe une unique façon de compléter le cube en cube commutatif, et on
a alors que ce cube

A′ //

��

  BBB B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

a toutes ses faces, ainsi que ses tranches (A′D′DA), (A′B′DC) et (A′BDC ′), cartésiennes.
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Plan du texte

On trouvera en préambule de chaque chapitre une présentation détaillée, qui inclut une
remise en contexte des problèmes étudiés ainsi qu’un résumé de la démarche suivie et des
résultats obtenus.

Première partie : Préliminaires différentiels et catégoriques

Premier chapitre. Dans le premier chapitre, on expose quelques points d’algèbre commuta-
tive différentielle. On y introduit les objets de base et on y démontre plusieurs propositions
sur le caractère premier d’idéaux différentiels maximaux.

Deuxième chapitre. Dans ce chapitre, principalement, on fait des rappels de théorie des
catégories. Ces rappels concernent en majeure partie les catégories de faisceaux. On montre
aussi plusieurs lemmes techniques de théorie des catégories.

Deuxième partie : Champs de vecteurs, feuilles et trajectoires dans les schémas

Troisième chapitre. Dans le troisième chapitre, on introduit les champs de vecteurs sur
les schémas. On définit alors les feuilles et les trajectoires dans ce cadre, et on étudie leurs
propriétés.

Troisième partie : Espace des feuilles grossier et trajectoires des schémas sans
dynamique propre à base simple

Quatrième chapitre. On définit l’espace des feuilles grossier d’un schéma muni d’un champ
de vecteurs, et on le calcule dans les cas simple et quasi-simple.

Cinquième chapitre. On utilise l’espace des feuilles grossier d’un schéma simple S pour
étudier les trajectoires d’un schéma X −→S en famille. Dans le cas sans dynamique propre,
on obtient une bijection entre les feuilles de X et les points d’une fibre.

Quatrième partie : Faisceau de Carrà Ferro d’un schéma muni d’un champ de
vecteurs

Sixième chapitre. On utilise les outils géométriques introduits dans le troisième chapitre
pour définir et étudier la topologie de Carrà Ferro d’un schéma muni d’un champ de vecteurs.
On définit aussi les faisceaux de Carrà Ferro et de Keigher, qu’on compare entre eux.

Septième chapitre. On prouve que les faisceaux de Keigher et de Kovacic sont isomorphes
dans le cas réduit. Toujours dans ce cas, on prouve que les faisceaux de Keigher, de Kovacic
et de Carrà Ferro ont les mêmes constantes.

Cinquième partie : Espace des feuilles géométrique

Huitième chapitre. On établit une analogie entre les schémas munis d’une action de groupe
et les schémas munis d’un champ de vecteurs. Suivant cette analogie, on définit l’espace des
feuilles géométrique d’un schéma muni d’un champ de vecteurs. On montre que, lorsqu’il
existe, cet espace des feuilles géométrique peut être calculé à l’aide du faisceau de Carrà
Ferro.

Sixième partie : Schémas différentiels : le point de vue fonctoriel
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Neuvième chapitre. Ce chapitre est consacré à l’etude des k-espaces algébro-différentiels. On
y introduit ces objets ainsi que de nombreuses propriétés et constructions les concernant.
On illustre cette notion par des exemples relatifs à l’algèbre différentielle et aux équations
différentielles. On traite aussi la question de la dérivée logarithmique d’un k-groupe algébro-
différentiel.

Septième partie : Schémas différentiels : le point de vue relatif

Dixième chapitre. On définit la catégorie des fonct-∂-schémas. Pour cela, on munit la
catégorie Alg∂k d’une prétopologie, et on définit sur la catégorie de faisceaux correspon-
dante une notion d’immersion ouverte.

Onzième chapitre. On prouve que la catégorie des fonct-∂-schémas est équivalente à la
catégorie des schémas munis d’un champ de vecteurs. Pour cela, on établit une adjonc-
tion entre la catégorie des espaces algébro-différentiels et la catégorie des espaces locale-
ment différentiellement annelés, et on montre comment cette adjonction se restreint en une
équivalence.



Première partie

Quelques points d’algèbre

différentielle et de théorie des

catégories





Chapitre 1

Quelques points d’algèbre

différentielle

Le but de cette partie est de fixer les notations et les définitions (le lecteur est supposé
être à l’aise avec ces notions) ainsi que de démontrer quelques propositions sur les idéaux
différentiels. Ainsi, il est bien connu que si A est un anneau différentiel contenant Q, et si p

est un idéal différentiel maximal, alors p est un idéal premier. Ce résultat peut être raffiné
comme suit. Soient A une Q-algèbre différentielle, I un idéal différentiel de A et p un idéal
premier de A tels que I ⊂ p. Alors, les éléments maximaux parmi les idéaux différentiels J
de A tels que

I ⊂ J ⊂ p,

sont des idéaux différentiels premiers de A.

On démontre aussi le résultat suivant concernant l’anneau des constantes après changement
de base :

Proposition. Soit C −→C ′ une « extension » d’anneaux constants ( ie un morphisme entre
deux anneaux munis de la dérivation nulle). Soit R ∈ Alg∂C . On note RC′ = R⊗CC ′. Alors,
sous l’une ou l’autre des conditions suivantes :

(i) La famille (f ′)f∈R engendre R en tant que C-module

(ii) C ′ est un C-module plat,

on a
C(RC′ )

= CR ⊗C C ′.

Une bonne référence pour l’algèbre différentielle est [Kol73]. Citons aussi [vdPS03],
[Mag94] et [Kap57].
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1.1 Objets de base

(1.1.1) Anneaux différentiels. Les anneaux que nous considérerons par la suite seront
toujours commutatifs et unitaires. Un anneau différentiel est un anneau A muni d’une
dérivation ∂, c’est-à-dire d’une application ∂ : A−→A qui vérifie :

∂(f + g) = ∂(f) + ∂(g)

∂(fg) = f∂(g) + ∂(f)g,

la seconde condition imposée à ∂ étant appelée relation de Leibniz. On notera indifféremment,
lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, f ′ := ∂(f). On note aussi

f (n) := (∂ ◦ · · · ◦ ∂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n fois

)(f).

La relation de Leibniz peut être étendue aux dérivées d’ordre arbitraire de la manière qui
suit :

Proposition 1.1.1. Soient A un anneau différentiel et f, g ∈ A. Alors

∀n ∈ N, (fg)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

Démonstration. —– Elle se fait par récurrence sur n. �

(1.1.2) Corps différentiels. Un corps différentiel est un anneau différentiel (k, ∂) où k est
un corps.

(1.1.3) Morphismes, catégories. Un morphisme entre deux anneaux différentiels (A, ∂A)
et (B, ∂B) est un morphisme d’anneaux ϕ : A−→B commutant avec les dérivations, ie tel
que le diagramme

A

∂A
��

ϕ // B

∂B
��

A
ϕ // B

commute. La catégorie des anneaux différentiels est notée Ann∂ . Si k est un anneau différentiel,
une k-algèbre différentielle sera un anneau différentiel A munis d’un morphisme

k−→A .

Les morphismes entre deux k-algèbres différentielles k−→A et k−→B seront par définition
les morphismes ϕ : A−→B d’anneaux différentiels faisant commuter le diagramme

A
ϕ // B

k

__?????
??�����
.

On appellera catégorie des k-algèbres différentielles la catégorie ainsi définie. On la notera
Alg∂k .
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(1.1.4) Constantes. Soit A un anneau différentiel. Une constante de A est un élément
f ∈ A tel que f ′ = 0. L’ensemble des constantes de A, noté CA est un anneau, l’anneau
des constantes de A. On note aussi C(A) ou A∂ l’anneau des constantes de A, principale-
ment quand la notation C− n’est pas suffisamment lisible. Si A et B sont deux anneaux
différentiels, si ϕ : A−→B est un morphisme et si c ∈ A est une constante de A, alors

ϕ(c)′ = ϕ(c′) = 0 ;

autrement dit, ϕ envoie CA dans CB , ce qui nous permet de voir cette opération comme un
foncteur

C− : Ann∂ −→Ann.

De même, si k est un anneau différentiel, on définit un foncteur C− : Alg∂k −→AlgCk . Si k
est un corps différentiel, son anneau des constantes Ck est encore un corps.

On prendra garde aux constantes, comme l’illustre l’exemple suivant.

(1.1.5) Un contre-exemple. Le but de ce qui suit est de construire une extension d’an-
neaux différentiels A ⊂ B vérifiant :

(i) A et B sont intègres ;
(ii) l’extension A ⊂ B n’affecte pas les constantes, ie CA = CB ;
(iii) en revanche, les constantes de Frac (B) sont strictement plus nombreuses que celles

de A : CA ( CFrac (B)

Voilà comment on procède : on prend pour A un anneau C intègre, muni de la dérivation
nulle. Puis on considère l’anneau de polynômes B = C[x, y] qu’on munit de la dérivation
définie par

x′ = x2y et y′ = y2x.

Soit f ∈ CB , qu’on écrit

f =
N∑
i=0

fi(y)xi.

En exprimant f ′ = 0, on obtient l’égalité

N∑
i=0

fi(y)′xi +
N∑
i=0

fi(y)ixi−1x2y = 0.

Par ailleurs, on a fi(y)′ = f ′i(y)y2x. Donc,

N∑
i=0

f ′i(y)y2xi+1 +
N∑
i=0

fi(y)yixi+1 = 0.

Soit i compris entre 0 et N . En comparant les termes de degré i+ 1 en x, on trouve que

f ′i(y)y2 = ifi(y)y.

Si on écrit fi(y) :=
∑M
j=0 ajyj , on trouve que

M∑
j=0

jajy
j+1 = i ·

M∑
j=0

ajy
j+1.

Ainsi, fi(y) s’écrit nécessairement fi(y) = aiy
i. Notre élément constant f est donc nécessaire-

ment de la forme f =
∑
ai(xy)i. Comme (xy)′ = 2(xy)2, on a donc f = c : ainsi, CB = C.

Cependant, on vérifie aussi que x
y ∈ CFrac (B) et donc que C ( CFrac (B).
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(1.1.6) Algèbre de Lie des dérivations. L’ensemble des dérivations deA est noté Der (A).
C’est un A-module. En effet, si ∂ ∈ Der (A) et si λ ∈ A, alors λ ·∂ est encore une dérivation.
De même, la somme de deux dérivations est encore une dérivation.

Si k est un anneau (sous-entendu de base) et si A est une k-algèbre (via le morphisme
i : k−→A), on note Derk (A) l’ensemble des dérivations ∂ de A vérifiant

∀λ ∈ k, ∂ (i(λ)) = 0.

C’est une k-algèbre de Lie : pour le crochet de Lie, si ∂1, ∂2 ∈ Derk (A), on pose

[∂1, ∂2] := ∂1∂2 − ∂2∂1.

On vérifie facilement que c’est encore une dérivation. Puis, on vérifie que :
– [·, ·] est antisymétrique
– [·, ·] est k-bilinéaire
– [·, ·] vérifie la relation de Jacobi, ie

∀∂1, ∂2, ∂3 ∈ Derk (A) [∂1, [∂2, ∂3]] + [∂2, [∂3, ∂1]] + [∂3, [∂1, ∂2]] = 0.

1.2 Idéaux différentiels

(1.2.1) Idéaux différentiels. Un idéal différentiel I d’un anneau différentiel est un idéal
I de A stable par dérivation, ie tel que :

∀f ∈ I, ∂(f) ∈ I.

Si I est un idéal ou, plus généralement, une partie de A, on note 〈I〉 l’idéal différentiel
engendré par I. Parmi les constructions classiques d’algèbre commutative qui sont encore
valables en algèbre différentielle, citons celle-là :

Proposition 1.2.1. Soient A une Q-algèbre différentielle et I un idéal différentiel. Alors,
le radical

√
I est encore un idéal différentiel.

Démonstration. —– En effet, supposons que f ∈ A soit tel que fn ∈ I. On montre alors par
récurrence sur 1 ≤ k ≤ n que

(f ′)2k−1fn−k ∈ I.

Pour k = 1, en dérivant fn ∈ I, on trouve nfn−1f ′ ∈ I. Comme n est inversible dans A, on
conclut. Supposons maintenant que g := (f ′)2k−1fn−k ∈ I avec 1 ≤ k ≤ n− 1 ; en dérivant
f ′g, on obtient :

(f ′g)′ =
(
f ′(f ′)2k−1fn−k

)′
= f ′′ (f ′)2k−1fn−k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=g∈I

+ f ′
(
(2k − 1)(f ′)2k−2f ′′fn−k

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=(2k−1)f ′′g∈I

+f ′
(
(f ′)2k−1(n− k)f ′fn−k−1

)
.
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Par conséquent, le dernier terme, (n− k) (f ′)2(k+1)−1
fn−(k+1) est lui-aussi dans I. Comme

(n − k) est inversible dans A, on en déduit le résultat escompté. Lorsqu’on l’applique en
k = n, on obtient :

(f ′)2n−1 ∈ I

et donc f ′ ∈
√
I. �

En particulier, (0) étant un idéal différentiel, il en est de même de
√

(0), l’idéal des éléments
nilpotents. Par conséquent, on a :

f nilpotent =⇒ f ′ nilpotent.

(1.2.2) Idéaux différentiels maximaux. Le lemme de Zorn nous assure de l’existence
d’idéaux différentiels et maximaux pour cette propriété. Ces idéaux « différentiels-maximaux »
vérifient une propriété supplémentaire :

Proposition 1.2.2. Soient A une Q-algèbre différentielle et P un idéal « différentiel-
maximal », ie un élément maximal de l’ensemble

{I | I est un idéal différentiel de A et I 6= A} .

Alors, P est un idéal premier.

Démonstration. —– Ce résultat est classique. En voici une démonstration. Soit P un tel
idéal. Commençons par démontrer que P est radical. D’après la proposition 1.2.1, on sait
que
√

P est encore différentiel ; si P n’était pas radical, on aurait
√

P = A — et donc 1n ∈ P

pour un certain n ∈ N≥1 : c’est absurde.

Soient maintenant f, g ∈ A tels que fg ∈ P. Notons

Z = {h ∈ A | ∃n ∈ N, fnh ∈ P} .

On voit facilement que Z est un idéal qui contient P ; en fait, mieux, c’est un idéal différentiel :
si h ∈ Z ie si fnh ∈ P pour un certain n ∈ N, alors

(fnh)′ = nfn−1f ′h+ fnh′ ∈ P

et donc
f (fnh)′ = nf ′fnh+ fn+1h′ ∈ P.

Comme le premier terme de la somme de gauche est déjà dans P, on en déduit que fn+1h′ ∈
P et donc que h′ ∈ Z. Ainsi, Z est un idéal différentiel contenant P et contenant g, par
hypothèse. Par conséquent, si g /∈ P on a forcément Z = A et donc il existe n0 ∈ N tel que
fn0 ∈ P : f ∈

√
P. D’après P =

√
P, on en déduit que f ∈ P. �

(1.2.3) Anneaux différentiels simples. Un anneau différentiel A est simple (ou différen-
tiellement simple, si l’on veut préciser) si ses seuls idéaux différentiels sont (0) et A. D’une
certaine façon, les anneaux différentiels simples sont les analogues différentiels des corps. En
particulier, on a :
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Proposition 1.2.3. Soit A un anneau différentiel et I un idéal différentiel. Alors :

I est maximal ⇐⇒ A/I est simple.

On peut aussi caractériser les anneaux différentiels simples avec la notion d’unité différen-
tielle, due à Jerald Kovacic (cf. [Kov02b]). Si A est un anneau différentiel et si f ∈ A, on
dit que f est une unité différentielle si l’idéal différentiel 〈f〉 engendré par f contient 1. On
peut alors caractériser les anneaux différentiels simples comme les anneaux dont tous les
éléments non-nuls sont des unités différentielles.

1.3 Constructions classiques

(1.3.1) Algèbre de polynômes. Soit k un anneau différentiel et soit (Xi)i∈I une famille
d’indéterminées. Alors, se donner une dérivation sur k

[
(Xi)i∈I

]
qui étend la dérivation de

k équivaut à choisir une famille quelconque

(Pi)i∈I ∈
[
(Xi)i∈I

]I
.

La dérivation ∂ associée à une telle famille est caractérisée par

∀i ∈ I, ∂ (Xi) := Pi.

(1.3.2) Quotient. Soit A un anneau différentiel et I un idéal différentiel. Alors, il existe
une unique dérivation ∂A/I sur A/I telle que la projection canonique A−→A/I soit un
morphisme d’anneaux différentiels. Cette dérivation est définie par

∀a ∈ A, ∂A/I (a+ I) := ∂(a) + I.

(1.3.3) Localisation. Soit A un anneau différentiel et soit S un partie multiplicative de
A. Alors, il existe une unique dérivation ∂S−1A sur S−1A telle que le morphisme canonique
A−→S−1A soit un morphisme d’anneaux différentiels. Si a ∈ A et s ∈ S, cette dérivation
est définie par

∂S−1A

(a
s

)
:=

a′s− s′a
s2

.

(1.3.4) Produit tensoriel. Soit k un anneau et soient A et B deux k-algèbres. Soient ∂A
une dérivation de A et ∂B une dérivation de B. Alors, il existe une unique dérivation ∂A⊗kB
de A⊗k B telle que les morphismes canoniques

iA : A−→A⊗k B et iB : B−→A⊗k B

soient des morphismes d’anneaux différentiels. Cette unique dérivation est définie par

∀ (a, b) ∈ A×B, ∂A⊗kB (a⊗ b) := ∂A (a)⊗ b+ a⊗ ∂B (b) .

Par ailleurs, si k est muni d’une dérivation ∂k et si (A, ∂A) et (B, ∂B) sont des (k, ∂k)-algèbres
différentielles, alors, (A⊗k B, ∂A⊗kB), muni du morphisme canonique k−→A⊗k B est une
(k, ∂k)-algèbre différentielle. C’est le coproduit de (A, ∂A) et (B, ∂B) au-dessus de (k, ∂k).
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1.4 Problèmes d’idéaux différentiels

Dans cette section, on généralise la proposition 1.2.1.

Proposition 1.4.1. Soient A une Q-algèbre différentielle et P un idéal premier de A.
Alors, l’ensemble

{I | I idéal différentiel de A et I ⊂ P}

admet des éléments maximaux — et ils sont tous premiers.

Démonstration. —– La première partie de l’assertion est une application facile du lemme de
Zorn, en remarquant que (0) est toujours un idéal différentiel. Pour démontrer la seconde,
on localise A par rapport à l’idéal premier P : on considère l’anneau différentiel AP, et on
note i : A−→AP la flèche canonique de localisation. On utilise la correspondance (1) entre
les idéaux différentiels de A et ceux de AP, qui peut s’exprimer ainsi : les deux applications

Φ : idéaux différentiels de A
contenus dans P

// idéaux différentiels
( AP

I
� // IAP

et

Ψ : idéaux différentiels
( AP

// idéaux différentiels de A
contenus dans P

J i−1 (J)//�

sont croissantes et vérifient :

Φ(Ψ(J)) = J pour tout J idéal différentiel ( AP

I ⊂ Ψ(Φ(I)) pour tout I idéal différentiel de A contenu dans P.

On en déduit immédiatement que Ψ est injective. Soit maintenant I0 est un élément maximal
de

{I | I idéal différentiel de A et I ⊂ P} .

Montrons pour commencer que Φ(I0) est un élément maximal parmi les idéaux différentiels
de AP différents de AP. En effet, si J1 est un idéal différentiel strict de AP, tel que Φ(I0) ⊂
J1, alors, en appliquant Ψ, on obtient

I0 ⊂ Ψ(Φ(I0)) ⊂ Ψ(J1) ⊂ P. (1)

Comme I0 est maximal, on en déduit que Ψ(Φ(I0)) = Ψ(J1) ; comme Ψ est injective, on en
déduit que Φ(I0) = J1, ce qu’on voulait. Or, AP est encore une Q-algèbre différentielle, et
on peut donc lui appliquer la proposition 1.2.2 : les idéaux « différentiels-maximaux » de
AP sont premiers — et c’est donc le cas de Φ(I0). Maintenant, d’après (1) et la maximalité
de I0, on sait que I0 = Ψ(Φ(I0)). Comme par ailleurs Ψ envoie les idéaux premiers sur les
idéaux premiers, on en déduit que I0 est premier, ce qu’on voulait démontrer. �

On peut énoncer une version encore plus générale de la proposition 1.2.2.

(1)qui, attention !, n’est pas bijective.
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Proposition 1.4.2. Soit A une Q-algèbre différentielle. Soient P un idéal premier de A et
I un idéal différentiel de A vérifiant I ⊂ P. Alors, l’ensemble

{J | J idéal différentiel de A et I ⊂ J ⊂ P}

admet des éléments maximaux — et ils sont tous premiers.

Démonstration. —– Comme pour la proposition précédente, on procède en se ramenant à
un cas déjà traité. Tout d’abord, remarquons que l’ensemble

{J | J idéal différentiel de A et I ⊂ J ⊂ P}

est non-vide, puisqu’il contient I ; comme de plus c’est un ensemble ordonné inductif, d’après
le lemme de Zorn, il possède des éléments maximaux. Pour démontrer que ces derniers
sont premiers, on considère l’anneau différentiel A/I, muni de la projection canonique p :
A−→A/I. On utilise ensuite la correspondance entre les idéaux de A et ceux de A/I, qu’on
peut écrire comme suit : les deux applications

Φ : idéaux différentiels de A
contenant I et contenus dans P

// idéaux différentiels de A/I
contenus dans PA/I

J
� // p(J)

et

Ψ : idéaux différentiels de A/I
contenus dans PA/I

// idéaux différentiels de A
contenant I et contenus dans P

J p−1 (J)//�

sont des bijections croissantes réciproques l’une de l’autre. Ainsi, les éléments maximaux aux-
quels on s’intéresse sont exactement les p−1 des idéaux différentiels maximaux de A/I conte-
nus dans PA/I. Or, ces derniers, d’après la proposition 1.4.1, sont premiers. Par conséquent,
il en est de même pour leur image inverse, ce qui démontre le résultat attendu. �

(1.4.1) Généralisations. En se plaçant dans l’anneau différentiel S−1A, si S est une par-
tie multiplicative, au lieu de l’anneau différentiel AP, on peut démontrer une version plus
générale de la proposition 1.4.2, qui s’énonce :

Proposition 1.4.3. Soit A une Q-algèbre différentielle et soit S une partie multiplicative
ne contenant pas 0. Soit I un idéal différentiel n’intersectant pas S. Alors, l’ensemble

{J | J idéal différentiel de A et I ⊂ J et S ∩ J = ∅}

admet des éléments maximaux — et ils sont tous premiers.

De même, dans la démonstration de la proposition 1.4.1, en considérant l’anneau différentiel
A/I au lieu de AP, on pourrait montrer :

Proposition 1.4.4. Soit A une Q-algèbre différentielle et soit I un idéal différentiel
différent de A. Alors, l’ensemble

{J | J idéal différentiel de A et I ⊂ J 6= A}

admet des éléments maximaux — et ils sont tous premiers.
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1.5 Changements de base

Si A−→B est un morphisme d’anneaux différentiels, on dispose naturellement d’un
foncteur de changement de base

FA→B :
Alg∂A // Alg∂B
R

� // RB := R⊗A B
,

où on a étendu la dérivation de R à RB par la règle de Leibniz : (f ⊗ b)′ = f ′ ⊗ b+ f ⊗ b′.

Un cas important est lorsque l’on se contente d’étendre l’anneau des constantes. On a alors :

Proposition 1.5.1. Soit C −→C ′ une « extension » d’anneaux constants ( ie un morphisme
entre deux anneaux munis de la dérivation nulle). Soit R ∈ Alg∂C . Alors, sous l’une ou l’autre
des conditions suivantes :

(i) La famille (f ′)f∈R engendre R en tant que C-module

(ii) C ′ est un C-module plat,

on a
C(RC′ )

= CR ⊗C C ′.

Démonstration. —– Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme 10 et la proposi-
tion 13 de [Bou85, chap. I, §2 no 11]. On en donne ici une forme un peu allégée :

Lemme 1.5.2 (lemme 10 de [Bou85, chap. I, §2 no 11]). Soit A un anneau commutatif et
soient M et N deux A-modules. Soit (fi)i∈I une famille génératrice de N . Soit (xi)i∈I une
famille à support fini d’éléments de M . Alors, pour que∑

(i∈I)

xi ⊗ fi = 0

il faut et il suffit qu’il existe un ensemble fini J , une famille (yj)j∈J d’éléments de M et une
famille presque nulle (aij)(i,j)∈I×J ∈ A

(I×J) tels que

— on a
∑

(i∈I) aijfi = 0 pour tout j ∈ J ;

— on a xi =
∑
j∈J aijyj pour tout i ∈ I.

Lemme 1.5.3 (proposition 13 de [Bou85, chap. I, §2 no 11]). Soit A un anneau commutatif,
soit M un A-module plat et soit N un A-module. Soit (fi)i∈I ∈ M I et (xi)i∈I ∈ N I deux
familles finies d’éléments telles que ∑

i∈I
fi ⊗ xi = 0.

Alors, il existe J un ensemble fini, (yj)j∈J ∈MJ une famille d’éléments de M et (aij)(i,j)∈I×J ∈
AI×J tels que

— on a
∑
i∈I aijfi = 0 pour tout j ∈ J ;

— on a xi =
∑
j∈J aijyj pour tout i ∈ I.
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La principale différence entre ces deux énoncés est que, dans le premier lemme, on n’a
pas d’hypothèse de platitude, mais on suppose que la famille (fi)i est génératrice, alors que
dans le second lemme, sous une hypothèse de platitude, on n’a pas besoin de supposer que
la famille (fi)i soit génératrice.

Démontrons maintenant la proposition. Pour commencer, remarquons qu’on a bien CR ⊗C
C ′ ⊂ C(RC′ )

. En effet, la dérivée d’un élément du type
∑
i fi ⊗ λi où les fi ∈ CR et les

λi ∈ C ′ est bien toujours nulle. Passons à l’inclusion réciproque.

On fait d’abord l’hypothèse (i), à savoir que la famille (f ′)f∈R engendre R en tant que
C-module. Soit donc

x =
∑

(f∈R)

f ⊗ λf

un élément de R⊗C C ′ tel que x′ = 0. Cela s’écrit∑
(f∈R)

f ′ ⊗ λf = 0.

On applique alors le premier lemme de Bourbaki avec la famille génératrice (f ′)f∈R. On
obtient ainsi un ensemble J fini, une famille (µj)j∈J d’éléments de C ′ et une famille presque
nulle (af,j)(f,j)∈R×J ∈ C

(R×J) tels que∑
(f∈R)

af,j · f ′ = 0 et λf =
∑
j∈J

af,jµj

pour tout (f, j) ∈ R× J . En particulier, on a

x =
∑

(f∈R)

f ⊗ λf =
∑

(f∈R)

f ⊗

∑
j∈J

aijµj


=
∑

(f∈R)

∑
j∈J

af,jf ⊗ µj

=
∑
j∈J

 ∑
(f∈R)

af,j · f

⊗ µj .
Si on note gj =

∑
(f∈R) af,j · f pour tout j, on a alors g′j = 0 — et c’est ainsi qu’on voit que

x ∈ CR ⊗C C ′, ce qu’on voulait.

Faisons maintenant l’hypothèse (ii), à savoir que C est un C ′-module plat. Soit

x =
n∑
i=1

fi ⊗ λi

un élément de R⊗C C ′ qui est constant. On a donc
n∑
i=1

f ′i ⊗ λi = 0.

D’après le second lemme de Bourbaki, il existe donc un ensemble J fini, (µj)j∈J ∈ C ′J et
(aij)ij ∈ C des familles d’éléments tels que

n∑
i=1

aij · f ′i = 0 et λi =
∑
j∈J

aijµj
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pour tous i, j. On peut alors conclure, comme précédemment, que

x =
∑
j∈J

(
n∑
i=1

aij · fi

)
⊗ µj

et donc qu’on a bien x ∈ CR ⊗C C ′. �
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Chapitre 2

Quelques points de théorie des

catégories

Ce chapitre regroupe les résultats de théorie des catégories que nous utiliserons dans
ce travail. Mis à part la première section, qui porte sur les carrés cartésiens, la majorité
des notions et résultats qui sont présentés ici ne seront utilisés que dans les deux dernières
parties, ie dans les chapitres (9), (10) et (11). Le lecteur pourra donc dans un premier
temps sauter la lecture de ce chapitre.

Dans la première section sur les carrés cartésiens, on montre, entre autres, la jolie pro-
position suivante, qui porte sur les cubes cartésiens.

Proposition. Soit C une catégorie et soient

B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

trois faces d’un cube — qui sont cartésiennes. Supposons qu’il existe un objet A′, ainsi
que deux flèches, qui fassent d’une des faces manquantes ou d’une des tranches un carré
cartésien. Alors, il existe une unique façon de compléter le cube en cube commutatif, et on
a alors que ce cube

A′ //

��

  BBB B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

a toutes ses faces, ainsi que ses tranches (A′D′DA), (A′B′DC) et (A′BDC ′), cartésiennes.

Dans les sections qui suivent, on fait des rappels et on montre plusieurs lemmes techniques
sur les sujets suivants :

– lemme de Yoneda
– équivalence de catégories
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– adjonctions
– limites et colimites
– faisceaux au-dessus d’un site

En effet, dans la dernière partie de ce travail, où l’on définira les fonct-∂-schémas, on aura
besoin de beaucoup de petits résultats concernant les faisceaux au-dessus d’un site et les
différentes propriétés (monomorphismes, épimorphismes, adjonctions, commutation de li-
mites et de colimites, etc.) des catégories de faisceaux. Plutôt qu’interrompre alors le fil
de notre exposé par tous ces nombreux résultats, on a choisi de les présenter ici, en guise
de préliminaire catégorique. Notons aussi que parmi ces préliminaires, on a fait figurer en
bonne place des rappels sur les adjonctions. En effet, quand, dans le dernier chapitre, il
s’agira de montrer que la catégorie des fonct-∂-schémas est équivalente à la catégorie des
schémas munis d’un champ de vecteurs, on procédera comme suit : on construira d’abord
une adjonction entre deux grosses sur-catégories des catégories en jeu, et on montrera que
cette adjonction se restreint en une équivalence là où on le souhaite.

Indiquons dès maintenant la notation suivante : on écrira

C
F∈ω //

D
G∈∗

oo

pour signifier que F admet pour adjoint à gauche G (ou, de façon équivalente, pour dire que
G admet pour adjoint à droite F ). On notera alors : F ∈ ω(G) et G ∈ ∗(F ).

Les livres suivants sont de bonnes références pour la théorie des catégories : [ML71],
[Sch72]. Pour les faisceaux au-dessus d’un site, il y a l’excellent [MLM94]. Le livre [KS06]
couvre, quant à lui, les deux domaines.
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2.1 Carrés cartésiens

Définition 2.1.1. Soit C une catégorie. On dit que le carré

A //

��

B

��
C // D

est cartésien si A, muni de ses flèches vers B et C est un produit fibré de B et C au-dessus
de D. On note alors

A //

��
�

B

��
C // D

.

(2.1.1) Juxtaposition de carrés cartésiens. Les propositions qui suivent sont des clas-
siques des carrés cartésiens ; elles sont par exemple proposées en exercice dans [ML71]. On
en donne des démonstrations.

Proposition 2.1.2. Le composé de deux carrés cartésiens est cartésien. Plus précisément :
dans une catégorie C , si

A //

���

B

��
C // D

,

B //

���

E

��
D // F

et
C //

���

D

��
G // H

sont cartésiens alors il en de même pour

A //

��

B

�

// E

��
C // D // F

et

A //

��

B

��
C

��

� D

��
G // H

.

Démonstration. —– Démontrons la proposition pour le premier type de composition. Soit
donc C une catégorie et soient

A //

���

B

��
C // D

et
B //

���

E

��
D // F

deux carrés cartésiens. Montrons alors que A est un produit fibré de E et C au-dessus de
F . Soit, pour cela, X un objet de C et

X

""

��

A //

��

B // E

��
C // D // F

un diagramme commutatif. Pour construire la flèche de X vers A, on utilise d’abord le
caractère cartésien du carré de droite. En effet, en composant la flèche X −→C avec la
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flèche C −→D, on peut appliquer la propriété pour B d’être un produit fibré de E et D
au-dessus de F . Ainsi, on obtient une flèche X −→B qui fait commuter le diagramme :

X

""

��

%%LLLLLLLLLLLLL

A //

��

B // E

��
C // D // F

.

On peut alors utiliser le caractère cartésien du diagramme de droite, et obtenir une flèche
X −→A qui convient. L’unicité de cette flèche se voit similairement.

Le résultat pour le second type de composition se déduit aisément du premier, puisque
dire que

A //

���

B

��
C // D

et
C //

���

D

��
G // H

sont cartésiens,

c’est exactement la même chose que de dire que

A //

���

C

��
B // D

et
C //

���

G

��
D // H

sont cartésiens.

On peut alors appliquer ce qu’on vient de démontrer, et conclure. �

Cette proposition admet une réciproque partielle, qui s’énonce :

Proposition 2.1.3. Soit C une catégorie et soient

A //

��

B

��
C // D

,

B //

��

E

��
D // F

et
C //

��

D

��
G // H

trois carrés commutatifs. Alors :

A //

��

B

�

// E

��
C // D // F

et
B //

���

E

��
D // F

cartésiens =⇒
A //

���

B

��
C // D

cartésien

et

A //

��

B

��
C

��

� D

��
G // H

et
C //

���

D

��
G // H

cartésiens =⇒
A //

���

B

��
C // D

cartésien .

Démonstration. —– Comme pour la démonstration de la proposition précédente, il suffit de
démontrer la première affirmation. On garde les notations de l’énoncé, et on suppose donc
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que
A //

��

B

�

// E

��
C // D // F

est cartésien. On veut montrer que
A //

��

B

��
C // D

l’est aussi. Soit donc X un objet de C et X −→B et X −→C deux flèches qui font commuter
le diagramme

X

��

##

A //

��

B

��

E

C // D F

.

On définit d’abord une flèche X −→E, par simple composition de X −→B avec B−→E :
le diagramme

X

�� !!
A B // E

C D F

commute. On vérifie ensuite facilement que le diagramme

X

!!

##

A B E

��
C // D // F

commute aussi, de telle sorte qu’on peut utiliser le caractère cartésien du carré (AEFC) et
ainsi obtenir une flèche X −→A. En particulier, on dispose maintenant de deux flèches de
X vers B, à savoir celles-ci :

X

  AAAA
��

A // B E

C D F

,

dont on voudrait montrer qu’elles sont égales. Pour montrer cela, on vérifie d’abord que ces
deux flèches, composées avec B−→E sont égales, et que, composées avec B−→D, elles le
sont aussi. On vérifie aussi que ces deux (et non quatre, par conséquent) flèches X −→E

et X −→D « cöıncident sur F ». On utilise alors le caractère cartésien de (BEDF ) (plus
précisément, on utilise l’unicité de la factorisation X −→B) pour montrer que le diagramme

X

  AAAA
��

A // B E

C D F
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commute, ie que les deux flèches X −→B construites sont égales. L’égalité des deux flèches

X

  AAAA

##

A

��

B E

C D F

résulte quant à elle directement de la définition par « cartésiennité » de (AEFC) de X −→A.
Ainsi, on a montré l’existence d’une flèche X −→A qui rende commutatif le diagramme

X

  AAAA
��

##

A //

��

B

��

E

C // D F

.

Il nous faut maintenant montrer son unicité. Elle est simple à voir. Si on a deux flèches
X −→A qui font commuter le diagramme

X

  AAAA

  AAAA
��

##

A //

��

B E

C D F

,

alors, ces deux flèches font aussi commuter le diagramme

X

  AAAA

  AAAA
!!

##

A //

��

B // E

C D F

.

La « cartésiennité » du carré (AEFC) nous assure alors qu’elles sont égales. Ainsi, on a
bien montré que le carré (ABCD) est cartésien, ce qui conclut notre démonstration. �

(2.1.2) Une jolie proposition sur les cubes cartésiens. La proposition qui suit nous
sera utile à plusieurs reprises. Elle nous permettra de formaliser de façon élégante certains
arguments du type « sont isomorphes naturellement ».
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Proposition 2.1.4. Soit C une catégorie et soient

B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

trois faces d’un cube — qui sont cartésiennes. Supposons qu’il existe un objet A′, ainsi
que deux flèches, qui fassent d’une des faces manquantes ou d’une des tranches un carré
cartésien. Alors, il existe une unique façon de compléter le cube en cube commutatif, et on
a alors que ce cube

A′ //

��

  BBB B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

a toutes ses faces, ainsi que ses tranches (A′D′DA), (A′B′DC) et (A′BDC ′), cartésiennes.

Démonstration. —– On reprend les notations de l’énoncé. Supposons que la face du haut
puisse être complétée en diagramme cartésien. On est donc dans la situation

A′ //

  BBB B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

.

Pour commencer, on applique le lemme 2.1.2 aux deux carrés cartésiens (A′B′BA) et
(B′BDD′) : on obtient que la tranche (A′D′DA) est cartésienne. De même, on montre
que la tranche (A′B′DC) est cartésienne. Pour montrer que la face du fond et la face de
gauche sont aussi cartésiennes, il nous faut d’abord construire une flèche A′−→C ′. On
construit cette flèche grâce au caractère cartésien de la face du bas, avec les flèches A′−→C

et A′−→D′ obtenues par composition :

A′ //

  BBB B′

��
A

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

.

Cette flèche A′−→C ′, qui par ailleurs est par conséquent unique, rend donc le diagramme

A′

��

//

  BBB B′

��
A

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D
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commutatif et, par conséquent, le cube en entier

A′ //

��

  BBB B′

!!CCCC

��
A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

l’est aussi. Montrons que la face de gauche est cartésienne. Pour cela, on utilise le lemme
2.1.3 : la tranche (ADD′A′) est cartésienne, ainsi que le carré (CDD′C ′), qui en est « un
facteur à droite ». Par conséquent, la face de gauche est bien cartésienne. Pour la face du
fond, on utilise un argument similaire — mais en se servant cette fois de la tranche (A′B′DC)
comme appui. Ainsi, toutes les faces sont cartésiennes. On en déduit aisément que la tranche
(A′BDC ′) l’est aussi.

Supposons maintenant, par exemple, qu’il existe un objet A′ ainsi que deux flèches
A′−→C et A′−→B tels que la tranche (A′B′DC) soit cartésienne. On est donc dans la
situation

A′ //

��+
+++++++++++ B′

!!CCCC

��

+++

��+
+++++++A //

��

B

��
C ′ //

  BBB D′

!!CCC

C // D

.

On utilise le caractère cartésien de la face du premier plan, ie de la face (ABCD), avec les
flèches A′−→C et A′−→B (cette dernière étant obtenue par composition), comme figuré
sur le diagramme

A′ //

��,
,,,,,,,,, B′

!!BBBB

A //

��

B

��
C // D

,

pour obtenir l’existence d’une unique flèche A′−→A qui rende le diagramme

A′

  BBB
//

��,
,,,,,,,,, B′

!!BBBB

A //

��

B

��
C // D

commutatif. On peut alors appliquer le lemme 2.1.3 : la tranche (A′B′DC) ainsi que le carré
(ABCD) étant cartésiens, le carré « facteur » (A′B′BA), c’est-à-dire la face du haut, l’est
aussi. On s’est ainsi ramené au cas précédent.

Les autres cas, de façon similaire, se ramènent à des cas déjà traités. �

(2.1.3) Monomorphismes et carrés cartésiens. Voici une proposition qui nous sera
utile plus loin.
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Proposition 2.1.5. Soit C une catégorie. Soit

X ′
f ′ //

�pX′

��

Y ′

pY ′

��
X

f
// Y

un carré cartésien dans C . Alors, si f est un monomorphisme, f ′ en est aussi un.

Démonstration. —– Avec les notations de l’énoncé, soit Z un objet de C et soient

g, h : Z //
// X ′

deux morphismes qui sont égaux après composition avec f ′. Par propriété du carré cartésien,
dans le diagramme

Z
g

  AAAAAAA

h   AAAAAAA

X ′
f ′ //

pX′

��

Y ′

pY ′

��
X

f // Y

il suffit de prouver que g et h, composées avec f ′ et composées avec pX′ cöıncident au-dessus
de Y . Comme on a supposé que c’est le cas avec f ′, il suffit de le faire pour pX′ . Or, comme
le carré commute, on a

f ◦ (pX′ ◦ g) = f ◦ (pX′ ◦ h) .

Comme f est un monomorphisme, on en déduit que pX′ ◦ g = pX′ ◦ h, ce qui nous permet
de conclure. �
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2.2 Lemme de Yoneda

Soit C une catégorie. On note Ĉ la catégorie des foncteurs (covariants) de C op dans
Ens, et qC la catégorie des foncteurs (covariants) de C dans Ens :

Ĉ := Fun (C op,Ens) et qC := Fun (C ,Ens) .

On dispose des foncteurs suivants

hC :
C // Ĉ

X
� //

(
C op −→ Ens
Y 7−→ HomC (Y,X)

) et kC :
C // qC

X
� //

(
C −→ Ens
Y 7−→ HomC (X,Y )

)

On peut alors énoncer le lemme de Yoneda :

Proposition 2.2.1 (Lemme de Yoneda, proposition 1.4.3 de [KS06]).

(i) Pour tous A ∈ Ĉ et X ∈ C , on a Hom bC (hC (X) , A) ' A(X).
(ii) Pour tous B ∈ qC et X ∈ C , on a Hom

qC (B, kC (X)) ' B(X).

De plus, ces isomorphismes sont fonctoriels en X, A et B.

(iii) En particulier, les foncteurs hC et kC sont pleinement fidèles.

2.3 Équivalences de catégories

Dans cette section, on fait quelques brefs rappels sur les équivalences de catégories, dans
le but de souligner le lien qu’elles entretiennent avec les adjonctions, auxquelles est consacrée
la section suivante. On démontre aussi un lemme.

(2.3.1) Définition. La voici :

Définition 2.3.1. Soient C et D deux catégories. Soient F : C −→D et G : D −→C deux
foncteurs (covariants). On dit que :

— F admet pour quasi-inverse G
— (F,G) est une équivalence de catégories

s’il existe deux transformations naturelles inversibles

η : IdC −→GF et ε : FG−→ IdD .

Remarque. —– En fait, étant donné deux catégories et deux foncteurs F et G, la première
notion dont on dispose est celle d’isomorphisme de catégories et d’inverse d’un foncteur :
pour cela, on astreint F et G à vérifier FG = Id et GF = Id. Dans la définition de quasi-
inverse, on ne demande plus que FG égale Id, mais simplement que FG soit isomorphe à Id.
Dans la définition d’une adjonction, on affaiblira encore les contraintes sur ces foncteurs F et
G : on demandera uniquement l’existence de morphismes Id−→GF et FG−→ Id, vérifiant
certaines conditions. ♦
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(2.3.2) Un lemme sur les équivalences.

Lemme 2.3.2. Soient
E

α

##HHHHHHHHHHH
a

{{vvvvvvvvvvv

C

b

;;vvvvvvvvvvv F //
D

G
oo

β

ccHHHHHHHHHHH

des foncteurs (covariants) entre trois catégories C , D et E . On suppose que :

(i) Les couples (a, b) et (α, β) sont des équivalences de catégories entre, respectivement,
E et C , et E et D .

(ii) Les deux diagrammes

E
α

##FFFFFF
a

{{xxxxxx

C
F // D

et
E

C

b
;;xxxxxx

D
G

oo

β
ccFFFFFF

commutent à isomorphisme près. C’est-à-dire,
— d’une part, les foncteurs F ◦ a : E −→D et α : E −→D sont isomorphes ;
— d’autre part, les foncteurs b ◦G : D −→E et β : D −→E sont isomorphes.

Alors, le couple (F,G) est une équivalence de catégories.

Démonstration. —– D’abord, d’après Fa ' α, on a Fab ' F ' αb. De même, on a G ' aβ.
Ainsi, GF ' aβαb ' ab ' Id. De même, FG ' Id. Par conséquent, (F,G) est bien une
équivalence de catégories. �

2.4 Foncteurs adjoints

(2.4.1) Définition. La notion d’adjonction est fondamentale, et les foncteurs adjoints ap-
paraissent partout en mathématiques. Voici la définition.

Définition 2.4.1. Soient C et D deux catégories. Soient F : C −→D et G : D −→C deux
foncteurs (covariants). On dit que :

— G admet pour adjoint à gauche F , et on note G ∈ ω(F )
— F admet pour adjoint à droite G, et on note F ∈ ∗(G)
— (F,G) est une adjonction

s’il existe deux transformations naturelles

η : IdC −→GF et ε : FG−→ IdD ,

appelées respectivement unité et counité, telles que les deux diagrammes

F

IdF ""EEEEEEEEE
Fη // FGF

εF

��
F

et
G

IdG ""EEEEEEEEE
ηG // GFG

Gε

��
G

commutent.



46 Quelques points de théorie des catégories

Remarques. —– La notation G ∈ ω (F ) est justifiée par le fait que des exemples typiques de
foncteurs qui admettent un adjoint à gauche sont les foncteurs oubli, qu’on note habituelle-
ment ω. De même, la notation F ∈ ∗ (G) vient du fait que le foncteur « groupe libre » est
un exemple typique de foncteur admettant un adjoint à droite.

— Par définition, les deux assertions G ∈ ω(F ) et F ∈ ∗(G) sont équivalentes.

— Classiquement (voir par exemple [ML71]), (F,G) est une adjonction si, et seulement
si, il y a une bijection bifonctorielle en (X,Y ) ∈ C ×D entre

HomC (X,G(Y )) et HomD (F (X), Y ) .

En pratique, c’est plutôt ce critère qu’on utilise pour vérifier qu’un couple de foncteurs est
une adjonction.

— Lorsqu’on dispose d’un couple

C
F //

D
G

oo

de foncteurs entre deux catégories, on notera abusivement le fait que G ∈ ω(F ) et F ∈ ω(G)
comme suit :

C
F∈∗ //

D
G∈ω

oo

♦

Définition 2.4.2. Soit F : C −→D un foncteur covariant entre deux catégories.

— On dit que F admet un adjoint à gauche, et on note F ∈ ω s’il existe G : D −→C
tel que F ∈ ω(G).

— On dit que F admet un adjoint à droite, et on note F ∈ ∗ s’il existe G : D −→C tel
que F ∈ ∗(G).

(2.4.2) Exemple. Les exemples sont très nombreux. On en donne un seul, pour illustrer la
définition. On prend C = Grp la catégorie des groupes et D = Ens. On considère les deux
foncteurs

oub :
Grp // Ens

(G,m, e) � // G
et libre :

Ens // Grp

E
� // ∗e∈EZ

.

On voit le groupe ∗e∈EZ comme le groupe libre ayant pour base les e ∈ E. Un élément
typique de ce groupe est

x = e1
n1e2

n2 · · · e`n`

où les ei ∈ E et ni ∈ Z. Alors, on a oub ∈ ω(libre) et libre ∈ ∗(oub). Comme unité, on
choisit η : IdEns−→ oub ◦ libre définie par

ηE : E
// oub (∗e∈EZ)

e
� // e

.

Comme counité, on choisit ε : libre ◦ oub−→ IdGrp définie par

εG :
∗g∈oub(G)Z −→ G

g1
n1g2

n2 · · · g`n` 7−→ g1
n1g2

n2 · · · g`n`
.

On laisse au lecteur le loisir de vérifier que les deux conditions sur l’unité et la counité sont
vérifiées.
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Dans les paragraphes qui suivent, on énonce un certain nombre de propriétés des foncteurs
adjoints. Les démonstrations omises sont laissées au lecteur, qui pourra s’appuyer sur un livre
de théorie des catégories, [ML71] par exemple. Commençons par le lien entre équivalence
et adjonction :

(2.4.3) Adjonctions et équivalence.

Proposition 2.4.3. Soient

C
F //

D
G

oo

des foncteurs (covariants) entre deux catégories, tels que (F,G) soit une équivalence de
catégories. Alors,

F ∈ ω(G), G ∈ ∗(F ) et G ∈ ω(F ), F ∈ ∗(G)

Remarque. —– La réciproque de cette proposition est fausse. Autrement dit, dans une si-
tuation de type

C
F //

D
G

oo

où on a F ∈ ω(G) et G ∈ ω(F ) — c’est-à-dire où F est à la fois un adjoint à gauche et à
droite de G, alors le couple (F,G) n’est pas forcément une équivalence de catégorie. Voici
un contre-exemple. On considère A un anneau et le foncteur

0 : A−Mod−→A−Mod

qui envoie tout A-module N sur le module nul. Vérifions alors que 0 admet pour adjoint à
gauche 0. Autrement dit, vérifions que 0 ∈ ω(0). On aura alors automatiquement 0 ∈ ∗(0).
Cependant, il est clair que 0 n’est pas une équivalence de catégories. Ainsi, on doit juste
montrer que

HomA−Mod(N, 0) ' HomA−Mod(0,M),

pout tout N , ce qui est évident. ♦

(2.4.4) Adjonctions et isomorphismes de foncteurs. Voyons maintenant les liens entre
isomorphismes (de foncteurs) et adjonctions.

Proposition 2.4.4. Soient

C
F, eF //

D
G, eGoo

des foncteurs (covariants) entre deux catégories tels que F ' F̃ et G ' G̃. Alors,

G ∈ ω(F ) =⇒ G̃ ∈ ω(F̃ )

G ∈ ∗(F ) =⇒ G̃ ∈ ∗(F̃ )

Cette proposition admet une réciproque, que voici :
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Proposition 2.4.5. Soient

C
F //

D
G, eGoo

des foncteurs (covariants) entre deux catégories. Alors,

G ∈ ω(F )
G̃ ∈ ω(F )

}
=⇒ G ' G̃ et

G ∈ ∗(F )
G̃ ∈ ∗(F )

}
=⇒ G ' G̃

Autrement dit, les adjoints, quand ils existent, sont uniques à isomorphisme près.

(2.4.5) Adjonctions et composition.

Proposition 2.4.6. Soient

C
F1 //

D
G1

oo
F2 //

E
G2

oo

des foncteurs (covariants) entre trois catégories. Alors,

F1 ∈ ω (G1) et F2 ∈ ω (G2) =⇒ F2 ◦ F1 ∈ ω (G2 ◦G1)

F1 ∈ ∗ (G1) et F2 ∈ ∗ (G2) =⇒ F2 ◦ F1 ∈ ∗ (G2 ◦G1) .

Corollaire 2.4.7. Soient C
F // D

G // E des foncteurs (covariants) entre trois catégories.
Alors,

F ∈ ω et G ∈ ω =⇒ G ◦ F ∈ ω
F ∈ ∗ et G ∈ ∗ =⇒ G ◦ F ∈ ∗.

Autrement dit, les notions d’adjoint à gauche et à droite sont compatibles avec la com-
position.

(2.4.6) Adjonction et sous-catégories pleines.

Proposition 2.4.8. Soient

C
F //

D
G

oo

des foncteurs (covariants) entre deux catégories, et soient C ′ et D ′ des sous-catégories
pleines de C et D , respectivement. On suppose que

∀X ∈ ob (C ′) , F (X) ∈ D ′ et ∀Y ∈ ob (D ′) , G (X) ∈ C ′.

On peut alors noter C ′
F ′ //

D ′
G′
oo la restriction des foncteurs à ces sous-catégories. Alors,

F ∈ ω (G) =⇒ F ′ ∈ ω (G′) .

Autrement dit, la restriction d’un adjonction, au but et à la source, à des sous-catégories
pleines est encore une adjonction.
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(2.4.7) Un critère pour qu’une adjonction soit une équivalence de catégories. On
aura besoin plus loin de ce critère, quelque peu technique.

Lemme 2.4.9. Soit

C
F∈∗ //

D
G∈ω

oo

une adjonction dont on note η : IdC −→GF et ε : FG−→ IdD l’unité et la counité. Soit E
une troisième catégorie et soient

E
g

$$HHHHHH
f

zzvvvvvv

C D

deux foncteurs essentiellement surjectifs. On suppose de plus qu’on a

φ : F ◦ f −→ g et ψ : G ◦ g−→ f

deux isomorphismes de foncteurs faisant commuter les diagrammes

G ◦ F ◦ f
Gφ // G ◦ g

ψ
yyssssssssss

f

ηf

OO
et

F ◦G ◦ g
εg

��

Fψ // F ◦ f

φ
yysssssssssss

g

.

Alors, (F,G) est une équivalence de catégories.

Démonstration. —– On veut démontrer que η et ε sont des isomorphismes de foncteurs. On
le montre pour η, la démonstration étant similaire pour ε. Soit e0 un objet de E . Notons
X0 := f(e0). Montrons pour commencer que

ηX0 : X0−→G ◦ F (X0)

est un isomorphisme. D’après les hypothèses du lemme, le diagramme

G ◦ F ◦ f(e0)
G(φe0)

// G ◦ g(e0)

ψe0uukkkkkkkkkkkkkkkk

f(e0)

ηf(e0 )

OO

commute. Si on le réécrit en termes de X0, on a :

(G ◦ F ) (X0)
G(φe0)

// G (g(e0))

ψe0
uujjjjjjjjjjjjjjjjj

X0

ηX0

OO
.

Par ailleurs, par hypothèses, φe0 : F (f(e0))−→ g(e0) est un isomorphisme. Donc, il en est de
même de l’image G (φe0) de cet isomorphisme par G. De plus, ψe0 est aussi un isomorphisme.
Donc, ηX0 est un isomorphisme, ce qu’on voulait.

Soit maintenant X un objet quelconque de C . On veut montrer que ηX : X −→G◦F (X)
est un isomorphisme. Comme f est essentiellement surjectif, il existe e0 ∈ E tel que X0 :=
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f(e0) soit isomorphe à X. Notons u : X −→X0 un tel isomorphisme. Si on applique η à ce
morphisme, on obtient

X

ηX

��

u // X0

ηX0

��
GF (X0)

G(u)
// GF (X0)

Le morphisme u est un isomorphisme, donc il en est de même pourG (u). On vient de montrer
que ηX0 est un isomorphisme. Donc, ηX en est aussi un. Ainsi, η est un isomorphisme. On
montrerait de même que ε est inversible. Ainsi, (F,G) est une équivalence de catégories. �

(2.4.8) Monomorphismes, épimorphismes et adjonctions. Comme on le verra dans
la section suivante, la propriété fondamentale des foncteurs adjoints est qu’ils transforment
(selon des hypothèses qu’on précisera en temps voulu) limites en limites et colimites en
colimites, selon qu’ils soient ∗ ou ω. On peut illustrer ce principe selon lequel les foncteurs
adjoints respectent certaines propriétés par le résultat qui suit (1) :

Proposition 2.4.10. Soit F : C −→D un foncteur (covariant) entre deux catégories. Soient
f : X −→Y un morphisme entre deux objets de C . Alors,

F ∈ ∗ et f est un épimorphisme =⇒ F (f) est un épimorphisme.

F ∈ ω et f est un monomorphisme =⇒ F (f) est un monomorphisme.

Démonstration. —– Gardons les notations de l’énoncé, et supposons que f : X −→Y soit
un épimorphisme, et que F ∈ ∗. Notons G : D −→C un foncteur tel que F ∈ ∗ (G). On
veut montrer que F (f) : F (X)−→F (Y ) est un épimorphisme. Cela revient à montrer que
l’application

HomD (F (Y ) , Z)
F (f)◦ // HomD (F (X) , Z)

est injective pour tout objet Z. Fixons donc un objet Z de D . Le fait que F ∈ ∗ (G) implique
qu’on a deux bijections qui fassent commuter le diagramme

HomD (F (Y ) , Z)

o
��

F (f)◦ // HomD (F (X) , Z)

o
��

HomC (Y,G (Z))
f◦ // HomC (X,G (Z))

.

Comme la flèche du bas est injective, car f est un épimorphisme, et comme les deux flèches
latérales sont des bijections, on en déduit que la flèche du haut est injective : F (f) est bien
un épimorphisme.

L’autre assertion se démontre identiquement. �

(1)De façon étonnante, on n’a pas trouvé de trace de ce résultat élémentaire dans [ML71].
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2.5 Limites, colimites

Dans cette section, on rappelle quelques résultats classiques sur les limites et les colimites,
et on démontre de petits lemmes dont on aura besoin plus loin.

(2.5.1) Catégories (co)complètes. Soit C une catégorie. On dit que C est complète
(resp. co-complète) si C admet toutes les limites (resp. toutes les colimites).

On a alors le fameux critère suivant de (co)complétude :

Théorème 2.5.1 (Corollary 2, p. 109 de [ML71]). Soit C une catégorie. Alors, C est
(co)complète si, et seulement si, elle admet les (co)produits et les (co)noyaux.

(2.5.2) Limites, colimites et foncteurs adjoints. L’une des propriétés fondamentales
des foncteurs adjoints (si ce n’est la propriété fondamentale), c’est qu’ils commutent aux
(co)limites. Voici les énoncés précis.

Théorème 2.5.2 (Theorem 1, p. 114 de [ML71]). Soit ω : C −→D un foncteur (covariant)

qui possède un adjoint à gauche. Alors, si la limite
(

lim←−−i∈I
Φi

)
existe dans C , on a :

lim←−−i∈I
ω (Φi) = ω

(
lim←−−i∈I

Φi

)
,

où I est une petite catégorie et Φ : I −→C un foncteur.

De même,

Théorème 2.5.3. Soit ∗ : C −→D un foncteur (covariant) qui possède un adjoint à droite.

Alors, si la colimite
(

colim−−−→i∈I
Φi

)
existe dans C , on a :

colim−−−→i∈I
∗ (Φi) = ∗

(
colim−−−→i∈I

Φi

)
,

où I est une petite catégorie et Φ : I −→C un foncteur.

Autrement dit, les foncteurs admettant un adjoint à gauche (resp. un adjoint à droite)
commutent aux limites (resp. aux colimites) quelconques.

(2.5.3) Colimites et épimorphismes. On démontre :

Proposition 2.5.4. Soit C une catégorie, soit I une petite catégorie, soient F,G : I −→C
deux foncteurs, et soit ϕ : F −→G une transformation naturelle entre F et G. Pour tout
i ∈ I, on note

Xi := F (i) et Yi := G(i).

On suppose que, pour tout i ∈ I,
ϕ(i) : Xi−→Yi
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est un épimorphisme. On suppose aussi que les colimites colim−−−→i∈I
Xi et colim−−−→i∈I

Yi existent

dans C . Alors,
colim−−−→i∈I

Xi −→ colim−−−→i∈I
Yi

est un épimorphisme.

Remarque. —– En particulier, sous les mêmes hypothèses et avec les mêmes notations, si
les fi : Xi−→Yi sont des épimorphismes et si les coproduits

∐
iXi et

∐
i Yi existent, alors,

la flèche ∐
i

Xi −→
∐
i

Yi

est encore un épimorphisme. ♦

Démonstration. —– Il s’agit d’un bon exercice pour la manipulation des colimites. Soit Z
un objet de C . On considère deux flèches

colim−−−→i∈I
Yi

//
// Z

qui sont égales après composition avec

colim−−−→i
Xi −→ colim−−−→i

Yi.

Soit i0 ∈ I un indice, fixé. Le diagramme

Xi0
//

��

colim−−−→i
Xi

��
Yi0

// colim−−−→i
Yi

commute. Donc, ces deux flèches, restreintes à Yi0 , cöıncident après composition avecXi0 −→Yi0 .
Or, cette dernière flèche est un épimorphisme. Donc, les deux flèches qui nous intéressent
sont égales après restriction à Yi0 , c’est-à-dire après composition avec

Yi0 −→ colim−−−→i
Yi.

Par la propriété universelle du coproduit, elles sont donc égales. Donc, le morphisme

colim−−−→i
Xi −→ colim−−−→i

Yi

est bien un épimorphisme. �

2.6 Sites, préfaisceaux et faisceaux au-dessus d’un site

Les sites généralisent les espaces topologiques. À ce titre, on dispose d’une notion de
préfaisceau et d’une notion de faisceau au-dessus d’un site.



2.6 Sites, préfaisceaux et faisceaux au-dessus d’un site 53

(2.6.1) Prétopologies et sites. Soit C une catégorie admettant les produits fibrés (2).
Rappelons qu’une prétopologie de Grothendieck sur C est la donnée pour tout objet X de
C d’une collection Recouvr (X) vérifiant les axiomes suivants :

a) Les éléments de Recouvr (X) sont des ensembles {Xi−→X}i de flèches dont le co-
domaine est X. Intuitivement, il faut concevoir les éléments de Recouvr (X) comme
des recouvrements de X.

b) Pour tout couple (X,Y ) d’objets de C et pour tout isomorphisme Y
f //X , on a

{
Y

f //X
}
∈ Recouvr (X) .

On remarquera bien que, dans ce cas, le recouvrement dont il s’agit est un singleton.
Autrement dit, tout isomorphisme est un recouvrement.

c) Pour tout objet X et tout recouvrement {Xi−→X}i de X, si Y est un autre objet

de C et si Y
f //X est un morphisme quelconque, alors

{Xi ×X Y −→Y }i ∈ Recouvr (Y ) .

Autrement dit, les recouvrements sont stables par changement de base.

d) Enfin, si X est un objet de C , si {Xi−→X}i ∈ Recouvr (X) et si, pour tout i,
{Yij −→Xi}j ∈ Recouvr (Xi), alors

{Yij −→X}ij ∈ Recouvr (X) .

Autrement dit, les recouvrements sont stables par recollement.

Une telle catégorie C munie d’une prétopologie de Grothendieck est appelée un site.

(2.6.2) Le site des ouverts d’un espace topologique. Si X est un espace topologique
et qu’on note Ouv (X) la catégorie des ouverts de X — ie la catégorie dont les objets sont
les ouverts de X et les morphismes les inclusions — alors, on peut faire de Ouv (X) un
site. Remarquons d’abord que Ouv (X) est une catégorie qui admet les produits fibrés : si
V → U et W → U sont deux morphismes, autrement dit, si V et W sont deux ouverts inclus
dans U , alors, l’ouvert V ∩W , muni de sa flèche d’inclusion dans U est un produit fibré de
V et W au-dessus de U . Ceci étant dit, on munit Ouv (X) de la prétopologie suivante : si
U est un ouvert de X, alors on pose

Recouvr (U) :=

{
{Vi ⊂ U}i

∣∣∣∣∣⋃
i

Vi = U

}
.

Autrement dit, Recouvr (U) correspond aux recouvrements ouverts de U .

(2)On pourrait se passer de cette hypothèse, mais alors les axiomes d’une prétopologie seraient plus com-
pliqués — il faudrait supposer que les produits existent quand on veut les utiliser. Une autre manière pour
éviter cette hypothèse est d’utiliser la notion de crible et de topologie de Grothendieck. Le lecteur intéressé
pourra consulter [MLM94].
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(2.6.3) Préfaisceaux et faisceaux. Soit C un site. Alors, un préfaisceau sur C est, tout
simplement, un foncteur contravariant de C dans Ens. Autrement dit, c’est un foncteur
covariant (3) C op−→Ens. En particulier, la notion de préfaisceau sur un site ne dépend pas
de la prétopologie de Grothendieck, mais uniquement de la catégorie. Un faisceau sur C est
un préfaisceau F : C op−→Ens qui vérifie la condition suivante :

∀X ∈ ob (C ) ,

∀ {Xi−→X}i∈I ∈ Recouvr (X) ,

F (X) // ∏
i∈I F (Xi)

pr1 //
pr2

//
∏
i,j∈I F (Xi ×X Xj)

est un égalisateur.

Cela signifie que la première flèche est injective et que son image est exactement l’ensemble
des éléments de

∏
i F (Xi) qui ont la même image par pr1 et par pr2. La flèche pr1 est définie

comme suit. Pour i et j deux indices fixés, on dispose d’un morphisme canonique

Xi ×X Xj −→Xi.

Après application du foncteur F , on dispose d’une flèche

ϕi : F (Xi)−→F (Xi ×X Xj) .

Le morphisme pr1 est le produit de ces morphismes ϕi. La flèche pr2 est définie similairement,
sauf qu’on part des morphismes canoniques

Xi ×X Xj −→Xj .

Intuitivement, dire que ce diagramme est un égalisateur correspond aux deux axiomes clas-
siques des faisceaux : une « section » est déterminée par ses restrictions à un recouvrement ;
la donnée d’une section pour chaque ouvert d’un recouvrement détermine une section glo-
bale, si les conditions de recollement sur les intersections sont vérifiées.

Comme on peut s’y attendre, si X est un espace topologique, alors la donnée d’un
préfaisceau (resp. d’un faisceau) sur X correspond à la donnée d’un préfaisceau (resp. d’un
faisceau) sur le site Ouv (X).

On fera des fois l’abus de notation suivant : si C est un site, X ∈ ob (C ) et si {Xi−→X}i
est un recouvrement de X ; si par ailleurs, F : C op−→Ens est un préfaisceau sur C , et si
f ∈ F (X) est une section de F au-dessus de X, alors on notera

f|Xi

l’image de f par l’application F (X)−→F (Xi) .

(2.6.4) Monos et épis de préfaisceaux. On dispose d’une notion évidente de morphisme
entre faisceaux et entre préfaisceaux : ce sont les transformations naturelles. Les catégories
obtenues sont notées

PréFaisc (C ) (ou encore Ĉ ) et Faisc (C )

(3)On préfère considérer toujours des foncteurs covariants, car c’est dans ce cadre que le formalisme des
adjoints et le théorème de commutation des adjoints aux (co)limites s’énoncent le plus clairement.
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On peut alors caractériser en termes simples les monomorphismes et les épimorphismes dans
PréFaisc (C ). C’est l’objet de la proposition qui suit.

Proposition 2.6.1. Soit C un site, soient F et G ∈ PréFaisc (C ) et soit ϕ : F −→G un
morphisme. Alors,

ϕ est un monomorphisme ⇐⇒ ∀X ∈ ob (C ) , ϕX : F (X)→ G (X) est injectif

ϕ est un épimorphisme ⇐⇒ ∀X ∈ ob (C ) , ϕX : F (X)→ G (X) est surjecif

Démonstration. —– Commençons par le cas des monomorphismes. Avec les notations
de l’énoncé, supposons que pour tout objet X de C , l’application ϕX : F (X)−→G (X)
soit injective. Montrons alors que ϕ est bien un mono. Soit donc H un troisième objet de
PréFaisc (C ) et soient

H
f //
g
// F

deux morphismes qui, composés avec ϕ : F → G, sont égaux. On veut montrer que f = g.
Soit donc X un objet de C . On veut montrer que fX = gX . Soit donc a ∈ H (X) un élément
quelconque de l’ensemble H (X). On a, par hypothèse,

ϕX (fX(a)) = ϕX (gX(a))

Or, ϕX est injective. Donc, on a bien l’égalité attendue.

Réciproquement, supposons que le morphisme ϕ : F → G soit un mono. Soit X0 un objet
de C . On veut montrer que ϕX : F (X0)−→G (X0) est injective. Soient donc a, b ∈ F (X0)
tels que ϕX0(a) = ϕX0(b). On veut montrer que a = b. Pour cela, on utilise le préfaisceau,
qu’on note hX0 , défini par

∀X ∈ ob (C ) , hX0 (X) := HomC (X,X0) .

On définit alors un morphisme fa : hX0 −→F en posant, pour toutX et pour tout morphisme
g : X → X0

(fa)X (g) := F (g) (a).

De même, on définit un morphisme fb. Vérifions alors que ϕ ◦ fa = ϕ ◦ fb : soit X un objet
de C et soit g : X → X0 un élément de hX0 (X). On a alors (ϕ ◦ fa)X (g) = ϕX (F (g) (a)) =
G (g) (ϕX0 (a)), comme on le voit sur le diagramme

X
f // X0

F (X0)

��

ϕX0 // G (X0)

��
F (X0)

F (g) // F (X)
ϕX // G (X)

a
� // F (g) (a)

.

Comme ϕX0 (a) = ϕX0 (b), on a ainsi que ϕ ◦ fa = ϕ ◦ fb. Comme ϕ est un mono, on a donc
que fa = fb. On en déduit facilement que a = b.
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Passons maintenant au cas des épimorphismes. Comme la démonstration de la première
implication est très semblable au cas des monomorphismes, on ne démontre que la seconde
des deux implications. Avec les notations de l’énoncé, supposons donc que ϕ : F → G soit un
épimorphisme. On veut montrer que, pour tout objet X de C , l’application ϕX : F (X) →
G (X) est surjective. Pour cela, on commence par définir un préfaisceau annexe, qu’on note
F̃ . Si X est un objet de C , alors F̃ (X) est le groupe abélien libre de base F (X). Autrement
dit,

F̃ (X) := Z(F (X)).

On définit de même le préfaisceau G̃. Le morphisme ϕ s’étend en un morphisme

ϕ̃ : F̃ −→ G̃.

Les préfaisceaux F̃ et G̃ sont alors des préfaisceaux en groupes abéliens, et le morphisme ϕ̃
respecte ces structures. Dans ce cadre, le morphisme ϕ̃ est encore un épimorphisme, ie ϕ̃

est un épimorphisme dans la catégorie des préfaisceaux en groupes abéliens. On considère
alors le préfaisceaux Im ϕ̃, défini par

Im ϕ̃ (X) := Im ϕ̃X ⊂ G̃ (X) ,

pour tout X ∈ ob (C ). Puis, on définit le préfaisceau H en posant :

H (X) := G̃ (X)
/

Im ϕ̃ (X),

pour tout X ∈ ob (C ). Ce préfaisceau H est muni d’un morphisme canonique π : G̃ → H.
Par ailleurs, on dispose aussi du morphisme nul 0 : G̃→ H. Ces deux morphismes, composés
avec ϕ̃, cöıncident. Ainsi, comme ϕ̃ est un épimorphisme, cela signifie que pour tout X et
pour tout a ∈ G̃ (X), on a a ∈ Im ϕ̃X . Par conséquent, l’application ϕ̃X est surjective.
D’après le lemme 2.6.2 qui suit, on en déduit que ϕX : F (X)−→G (X) est surjectif, ce
qu’on voulait montrer. �

Lemme 2.6.2. Soit f : E−→F une application entre deux ensembles. Alors,

f surjective ⇐⇒ Z(f) : Z(E)−→Z(F ) surjectif.

Démonstration. —– On note f̃ : Z(E)−→Z(F ) le morphisme de groupes déduit de f . Il est
facile de voir que f̃ est surjective si f l’est. Réciproquement, supposons f̃ surjective. Soit
alors y ∈ F . On cherche un x ∈ E tel que f(x) = y. L’élément y peut aussi être vu comme
un élément de Z(F ). Il existe donc un entier n ≥ 1, n éléments distincts de E, qu’on note
x1, . . . , xn et n entiers d1, . . . , dn tels que

x̃ := d1 · x1 + · · ·+ dn · xn et f̃ (x̃) = y.

Or,
f̃ (d1 · x1 + · · ·+ dn · xn) =

∑
i

di · f (xi) .

Par conséquent, si aucun des xi ne vérifie f(xi) = y, on ne peut avoir f(x̃) = y. Ainsi, il en
existe au moins un, et f est donc surjective. �
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(2.6.5) Monos et épis de faisceaux. Pour ce qui est des monomorphismes de faisceaux,
la situation est similaire ; mais, en ce qui concerne les épimorphismes, elle est plus délicate,
comme on va le voir. Cela est tout à fait semblable au cas des faisceaux d’un espace to-
pologique, où le caractère mono d’un morphisme se teste ouvert par ouvert et peut être
caractérisé par le préfaisceaux des noyaux (dans le cas des faisceaux en groupes abéliens),
et où le caractère épi d’un morphisme, au contraire, ne peut pas se tester ouvert par ouvert.
Ainsi on a :

Proposition 2.6.3. Soit C un site, soient F et G deux faisceaux sur C et soit ϕ : F −→G

un morphisme de faisceaux. Alors :

ϕ est un monomorphisme ⇐⇒ ∀X ∈ ob (C ) , ϕX est injective.

Démonstration. —– Le sens « gauche ⇐= droite » découle de la proposition 2.6.1. En
effet, si la condition de droite est vérifiée, alors, ϕ est un monomorphisme dans la catégorie
PréFaisc (C ). Ainsi, si H est faisceau sur C et si f et g sont deux morphismes tels que le
diagramme

H
f //
g
// F

ϕ // G

commute, alors f et g sont égaux car ils sont en particulier (4) des morphismes de préfaisceaux
entre H et F .

Réciproquement, supposons que ϕ soit un monomorphisme. La preuve de la proposition
2.6.1 ne s’applique pas car, si X est un objet de C , hX , qui est toujours un préfaisceau,
n’est pas forcément un faisceau. Avant de continuer cette preuve, qu’on reprendra un peu
plus loin, il nous faut donc faire quelques compléments. �

Pour commencer, notons une définition qui correspond au cas favorable, où tous les hX
sont des faisceaux :

Définition 2.6.4. Soit C une catégorie admettant les produits fibrés. On dit qu’une
prétopologie τ sur C est sous-canonique si pour tout objet X de C , le préfaisceau hX est un
faisceau pour la prétopologie τ .

(2.6.6) Faisceau associé à un préfaisceau. Comme dans le cas des espaces topologiques,
si C est un site, on peut associer à un préfaisceau F sur C , un faisceau, qui, en un sens, est le
faisceau sur C le plus proche de F . Dans ce qui suit, on explique rapidement la construction
de cet objet. Le lecteur désirant plus de détails — en particulier les preuves — pourra se
reporter au paragraphe III.5 de [MLM94]. On aura principalement besoin des deux faits
suivants :

– Théorème d’existence du faisceau associé : si C est un site, il existe un foncteur

faisceau associé : PréFaisc (C ) // Faisc (C )
F

� // F a

(4) Ceci est un cas particulier du résultat plus général suivant. Soient C et D deux catégories, F : C −→D
un foncteur pleinement fidèle, et soient X et Y deux objets de C reliés par un morphisme f : X −→Y .
Alors, si le morphisme F (f) : F (X)−→F (Y ) est un monomorphisme, il en est de même pour f : X −→Y .
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tel que, si F et G sont des faisceaux au-dessus de C et si ϕ : F → G est un morphisme
de faisceaux, alors, l’image par ce foncteur de F (resp. G) est encore F (resp. G), et
l’image du morphisme ϕ : F → G est encore ϕ : F → G. Par ailleurs, F a vient avec
un morphisme de préfaisceaux

F −→F a

tel que (entre autres), si F est un préfaisceau, si G est un faisceau et si ϕ : F −→G

est un morphisme, alors, le diagramme

F

ϕ
  BBBBBBBB
// F a

ϕa

��
G

commute.

– C’est un adjoint : ce foncteur « faisceau associé » est un adjoint à gauche du foncteur
oubli

Faisc (C )−→PréFaisc (C ).

Par ailleurs, et c’est une propriété très importante, ce foncteur « faisceau associé »
commute aux limites finies. (5)

– Caractérisation du faisceau associé à un sous-préfaisceau d’un faisceau : si C est un
site, si G est un faisceau sur C et si F est un préfaisceau sur C tel que

∀X ∈ ob (C ) , F (X) ⊂ G (X) ,

alors, le faisceau F a associé à F est isomorphe à

F a (X) '
{
f ∈ G (X)

∣∣∃ {Xi → X} ∈ Recouvr (X) , ∀i f|Xi ∈ F (Xi)
}
.

Ceci étant fait, on peut revenir à la démonstration qu’on avait laissée en plan.

Démonstration de la proposition 2.6.3. —– Comme on l’a dit, le préfaisceau hX n’est pas
nécessairement un faisceau sur C . Néanmoins, on dispose du faisceau associé, noté hXa (a
pour associé). Dans la preuve de la proposition 2.6.1, étant donné X un objet de C et a et
b deux éléments de F (X) tels que ϕX (a) = ϕX (b), on avait construit deux morphismes de
préfaisceaux fa et fb faisant commuter le diagramme

hX
fa //

fb

// F
ϕ // G.

Si on applique le foncteur « faisceau associé » à ce diagramme, sachant que F et G sont
déjà des faisceaux, on obtient le diagramme commutatif

hX
a

fa
a

//

fb
a
// F

ϕ // G.

(5)En tant que foncteur admettant un adjoint à droite, le foncteur « faisceau associé » commute aux colimites
quelconques, comme on l’a vu dans le paragraphe (2.5.2). Ainsi, le fait qu’il commute aux limites finies est
bien une propriété remarquable.
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Comme ϕ est un monomorphisme, on en déduit que les deux morphismes faa et fba sont
égaux. Or, hXa vient avec un morphisme de préfaisceaux hX → hX

a faisant commuter les
diagrammes

hX

��

f• // F

hX
a

f•
a

==||||||||

où f• représente fa ou fb. Ainsi, si l’on note IdXa ∈ hXa (X) l’image de (IdX : X → X) ∈
hX (X) par le morphisme canonique hX → hX

a, on a :

fa
a (IdXa) = fa (IdX) = a

= fb
a (IdXa) = fb (IdX) = b

ce qui achève notre preuve. �

(2.6.7) Épimorphismes de faisceaux, le retour. Pour les épimorphismes, comme on l’a
dit, la caractérisation est un peu plus compliquée : il s’agit de

Proposition 2.6.5. Soit C un site, soient F et G deux faisceaux et soit ϕ : F −→G un
morphisme de faisceaux. Alors,

ϕ est un épimorphisme

m
∀X ∈ ob (C ) , ∀g ∈ G (X) , ∃ {Xi → X} ∈ Recouvr (X) |

∀i, ∃fi ∈ F (Xi) , g|Xi = ϕXi (fi) .

Démonstration. —– Démontrons d’abord le sens « bas =⇒ haut ». Soit donc, avec les
notations de l’énoncé, H un faisceau sur C et f, g deux morphismes faisant commuter le
diagramme

F
ϕ // G

f //
g
// H.

On veut montrer que f = g. Soit donc X un objet de C . On veut montrer que fX = gX .
Soit donc x ∈ G (X). On veut montrer que fX(x) = gX(x). Comme H est un faisceau, il
suffit de trouver un recouvrement {Xi → X} de X tel que

∀i, fX (x)|Xi = gX (x)|Xi .

Comme (fX (x))|Xi = fXi
(
x|Xi

)
— c’est l’axiome des morphismes de préfaisceaux, autre-

ment dit des transformations naturelles — et de même pour gX , il suffit de montrer que

∀i, fXi
(
x|Xi

)
= gXi

(
x|Xi

)
.

Or d’après l’hypothèse faite (« bas »), il existe un recouvrement {Xi → X} tel que, pour
tout i, il existe un élément fi ∈ F (Xi) tel que

x|Xi = ϕXi (fi) .

Ainsi, ce que l’on veut montrer est

∀i, fXi (ϕXi (fi)) = gXi (ϕXi (fi)) .

Or, cela est vrai car f ◦ϕ = g ◦ϕ, égalité qu’on utilise sur les objets Xi et pour les éléments
fi.
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Réciproquement, supposons que ϕ soit un épimorphisme. Comme dans la preuve de la
proposition 2.6.1, on va plutôt raisonner avec des faisceaux en groupes abéliens. Ainsi, aux
faisceaux (en ensembles) F et G, on associe les faisceaux sur C en groupes abéliens, F̃ et G̃,
qu’on définit par

F̃ (X) := Z(F (X)) et G̃ (X) := Z(G(X))

pour tout objet X de C . Le morphisme ϕ s’étend en un morphisme ϕ̃, qui est un morphisme
de faisceaux en groupes abéliens. Comme le préfaisceau des Im ϕ̃X

(
F̃ (X)

)
n’est pas un

faisceau, il faut considérer son faisceau associé. On le note, pour éviter toute confusion,
(Im ϕ̃)a. De même, le préfaisceau H des quotients,

H (X) := G̃ (X)
/

(Im ϕ̃)a (X)

pour tout X ∈ ob (C ), n’est un faisceau et on doit donc considérer son faisceau associé, Ha.
On dispose de deux morphismes, la projection canonique

πa : G̃ π // H // Ha

et le morphisme nul

0a : G̃ 0 // H // Ha .

Vérifions qu’ils sont égaux après composition avec ϕ. Soit X un objet de C et soit x ∈ F (X).
Alors, l’image de ϕX(x) par π est nulle dans H (X), donc, les images par π et par 0 de ϕX(x)
sont les mêmes. Comme ϕ est un épimorphisme, on en déduit donc que les morphismes π et
0 sont égaux. Cela signifie que, si X est un objet de C et si g ∈ G (X), alors π (g) égale 0
dans Ha (X). Cela signifie qu’il existe un recouvrement {Xi → X} de X tel que pour tout
i, π(g)|Xi égale 0 dans H(Xi), donc appartient à (Im ϕ̃)a (Xi). Pour chaque i, cela signifie,
d’après la caractérisation du faisceau associé à un sous-préfaisceau d’un faisceau, qu’il existe
un recouvrement {Yij → Xi} tel que g|Yij appartienne à ImϕYij (on utilise le lemme 2.6.2).
Ainsi, en « recollant » les recouvrements {Yij → Xi} des Xi, on obtient un recouvrement
{Zk → X} de X tel que pour tout k, il existe un élément fk ∈ F (Zk) tel que ϕZk (fk) = g|Zk .
C’est exactement la condition « haut », et on a donc démontré la proposition. �

(2.6.8) Épimorphismes de faisceaux et carrés cartésiens. On peut déduire de ce qui
précède, par exemple, le fait que les épimorphismes soient envoyés sur des épimorphismes
par les carrés cartésiens :

Proposition 2.6.6. Soit C un site. Soit

Y ′

��
�

f ′ // X ′

��
Y

f // X

un carré cartésien dans Faisc (C ). Alors,

f est un épi =⇒ f ′ est un épi.
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Remarque. —– Cette proposition est fausse dans une catégorie quelconque. Ce qui est vrai,
dans une catégorie quelconque, c’est f mono entrâıne f ′ mono, comme on l’a démontré dans
le paragraphe (2.1.3). ♦

Démonstration. —– Gardons les notations de l’énoncé et supposons que f est un épimorphisme.
Évidemment, on montre que f ′ est un épimorphisme en utilisant la caractérisation de la pro-
position 2.6.5. Soit donc S un objet de C et soit x ∈ X ′ (S). On note x l’image de x dans
X (S). Comme f est un épimorphisme, on peut trouver un recouvrement {Si−→S}i de S
et des yi ∈ Y (Si) tels que xi = f (yi ). Or, le diagramme

Y ′ (Si)

��

f ′ // X ′ (Si)

��
Y (Si)

f // X (Si)

est encore cartésien dans Ens (6). Donc, comme on a un élément yi ∈ Y (Si) et un élément
xi ∈ X ′ (Si) qui ont les mêmes images dans X (Si), on sait que ces deux éléments donnent
naissance à un élément yi ∈ Y ′ (Si) au-dessus d’eux, ce qu’on voulait. �

(2.6.9) Une caractérisation des épimorphismes de faisceaux. Démontrons mainte-
nant la proposition suivante, dont on aura besoin par la suite.

Proposition 2.6.7. Soit C un site, soient F et G dans Faisc (C ) et soit G−→F un
morphisme. Alors,

G−→F est un épimorphisme

m

colim
(
G×F G

//
// G
)

= F

Démonstration. —– Commençons par montrer le sens « haut =⇒ bas ». On suppose donc
que G−→F est un épimorphisme. Soient X un objet de Faisc (C ) et G−→X un morphisme
qui fasse commuter le diagramme

G×F G
//
// G // X .

On veut montrer que ce morphisme G−→X se factorise uniquement par G−→F . Soit donc
S un objet de C . On veut construire un morphisme F (S)−→X (S). Soit f ∈ F (S). Comme
G−→F est un épimorphisme, soit {Si−→S} un recouvrement de S et soit (gi)i ∈

∏
iG (Si)

tel que pour tout i, gi s’envoie par G−→F sur la restriction à Si de f . A priori, les gi ne se
recollent pas ; c’est d’ailleurs pour cela qu’on n’a pas trouvé un g ∈ G (S) qui s’envoie sur f .
On note xi ∈ X (Si) l’image de gi par G−→X. On veut montrer que les xi se recollent. On
aura ainsi obtenu un objet x ∈ X (S), dont on dira que c’est l’image de f . Le morphisme
obtenu F −→X sera évidemment une factorisation de G−→X par G−→F , dont on peut
voir par ailleurs par des méthodes similaires qu’elle est unique.

(6)Cela vient fait que le foncteur oubli Faisc (C )−→PréFaisc (C ) commute aux limites, et cela vient du
fait que ce foncteur possède un adjoint à gauche, à savoir le foncteur faisceau associé. Puis, on sait que dans
PréFaisc (C ), les limites se calculent « points par points » — et cela vient probablement aussi de l’existence
d’un adjoint à gauche à un certain foncteur...
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Ainsi, tout ce qu’il nous reste à montrer, c’est que les xi ∈ X (Si) se recollent. Cela
signifie, rappelons-le, que le diagramme∏

iX (Si)
pr1 //
pr2

//
∏
i,j X (Si ×S Sj)

commute. On considère (xi)i, qui est un élément de
∏
iX (Si). Considérons d’abord son

image par pr1. C’est une famille indexée par (i, j) ∈ I2. Soient donc deux indices, i et j.
L’élément d’indice (i, j) de pr1 ((xi)i) est l’image de xi par le morphisme

X (Si)−→X (Si × Sj) .

De même, l’élément d’indice (i, j) de pr2 ((xi)i) est l’image de xj par le morphisme

X (Sj)−→X (Si × Sj) .

On veut montrer que ces deux éléments sont égaux. Ils le sont car, les xi proviennent des
gi, car les gi s’envoient sur les fi et que les fi se recollent et que le diagramme

G (Si ×S Sj)×F (Si×SSj) G (Si ×S Sj)
//
// G (Si ×S Sj) // X (Si ×S Sj)

commute.

Montrons maintenant le sens « bas =⇒ haut ». Il est beaucoup plus facile, et vrai
dans n’importe quelle catégorie, pas seulement dans les catégories de faisceaux. En effet,
supposons que G−→F soit la colimite de

G×F G
//
// G .

Soit maintenant Z un troisième objet, muni de deux flèches F
//
// Z qui fassent commuter

le diagramme
G // F

//
// Z .

Notons G−→Z l’unique flèche ainsi obtenue. Elle fait commuter le diagramme

G×F G
//
// G // Z .

Donc elle admet une unique factorisation parG−→F . Or, chacune des deux flèches F
//
// Z

est une telle factorisation. Donc, elles sont égales. Et donc, on voit ainsi que G−→F est un
épimorphisme. �

(2.6.10) Commutation des limites et des colimites dans les catégories de fais-
ceaux. Prouvons ce résultat intéressant de commutation des limites et des colimites.

Théorème 2.6.8. Soit C un site. Soit I une catégorie finie et soit J une petite catégorie
filtrante. Soit

I × J // Faisc (C )

(i, j) � // Xi,j

un foncteur. Alors, on a

lim←−−i∈I

(
colim−−−→j∈J

Xi,j

)
= colim−−−→j∈J

(
lim←−−i∈I

Xi,j

)
toutes ces limites et colimites étant calculées dans Faisc (C ).
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Démonstration. —– On sait, d’après la proposition 10.1.2 de [Sch72], que cette proposition
est vraie pour les préfaisceaux. Comme le foncteur d’oubli

ω : PréFaisc (C )−→Faisc (C )

possède un adjoint à gauche, il commute avec les limites : cela signifie que l’objet

lim←−−i∈I
Xi,j

est le même, qu’il soit calculé dans PréFaisc (C ) ou dans Faisc (C ).

Par ailleurs, le foncteur « faisceau associé », qui admet ω pour adjoint à droite, commute
aux colimites. Cela signifie donc quePréFaisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j

a

=
Faisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j

dans Faisc (C ).

Or on sait aussi, comme on l’a déjà dit, cf. Theorem 1, p.128 de [MLM94], que ce
foncteur faisceau associé commute aux limites finies. Par conséquent, on a :

Faisc

colim−−−→
j∈J

Faisc

lim←−−
i∈I

Xi,j

 =

PréFaisc

colim−−−→
j∈J

Faisc

lim←−−
i∈I

Xi,j

a

=

PréFaisc

colim−−−→
j∈J

PréFaisc

lim←−−
i∈I

Xi,j

a

=

PréFaisc

lim←−−
i∈I

PréFaisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j

a

=
PréFaisc

lim←−−
i∈I

PréFaisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j

a

=
PréFaisc

lim←−−
i∈I

 Faisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j


=

Faisc

lim←−−
i∈I

 Faisc

colim−−−→
j∈J

Xi,j

 ,

ce qu’on voulait. �
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Deuxième partie

Champs de vecteurs, feuilles et

trajectoires dans les schémas





Chapitre 3

Champs de vecteurs, feuilles et

trajectoires dans les schémas

Ce chapitre commence par des rappels sur l’espace tangent TxX (appelé aussi dans la
littérature « espace tangent de Zariski ») d’un schéma X en un point x. On présente plusieurs
points de vue sur cet objet, qu’on compare entre eux. Ces points de vue, en toute généralité,
ne sont pas équivalents. Néanmoins, on prouve que dans certains cas tout à fait satisfaisants,
au moins deux d’entre eux le sont. Plus précisément, on prouve :

Proposition. Soient k un corps parfait et X un schéma défini sur k. Soit x ∈ X tel que
l’extension κ(x)/k soit finie. Alors, les deux κ(x)-espaces vectoriels

TxX :=
(
Mx/Mx

2
)∨

et Derκ(x) (OX,x ⊗k κ(x), κ(x))

sont isomorphes.

C’est en particulier le cas si X est un schéma localement de type fini sur k et si x est un
point fermé.

Ces rappels nous permettent d’introduire naturellement les champs de vecteurs définis
sur un schéma X. Les k-schémas X muni d’un k-champ de vecteurs ~V sont appelés dans
[Bui86] des ∆-schémas. Comme on s’intéresse dans notre étude à plusieurs notions de
schémas différentiels, on n’utilisera pas cette terminologie. On appelera ces objets, tout
simplement, des

(k-)schémas munis d’un (k-)champ de vecteurs.

On note Sch∂ et Sch∂k les catégories correspondantes. Si X est un tel objet, certaines
questions de dynamique se posent naturellement. Ainsi, après avoir défini ce qu’est un point
η ∈ X — penser à η non-fermé — invariant sous le champ de vecteurs ~V , ou, autrement dit,
après avoir défini ce que sont les feuilles de ~V , et établi leur caractérisation dans le cas affine,
il devient naturel de chercher une transposition pour les schémas du théorème de Cauchy-
Lipschitz : dans quelle mesure la donnée d’un point et d’un champ de vecteurs déterminent
une trajectoire. La démonstration de cette version schématique du théorème de Cauchy-
Lipschitz repose alors sur certaines propositions du premier chapitre concernant le caractère
premier des idéaux différentiellement maximaux. Comme application de ce théorème, on
définit, si X est un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V , et si x ∈ X, la trajectoire
de x sous le champ ~V , notée Traj ~V (x). C’est un élément de X ; autrement dit, c’est, grosso
modo, une sous-variété algébrique irréductible de X.
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A priori, on ne peut définir la trajectoire que si le schéma X dans lequel on travaille
est défini au-dessus de Q. Cela vient principalement du fait que les propositions du premier
chapitre affirmant le caractère premier de différents idéaux différentiels maximaux ne sont
valables que pour les anneaux différentiels contenant Q. Néanmoins, on verra qu’on peut
faire l’économie de cette hypothèse, quitte à remplacer les dérivations par des dérivations
de Hasse-Schmidt. Dans le cas où Q ⊂ A, les dérivations de A sont en bijection avec les
dérivations de Hasse-Schmidt de A.

Enfin, on prouve que cette application Traj ~V (−) est compatible aux morphismes, et on
fait le lien entre cette nouvelle notion et l’article [Kei77] de William Keigher.
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3.1 Plusieurs points de vue pour l’espace tangent

(3.1.1) Cas des schémas. Soit (X,OX) un espace annelé. Rappelons que si x ∈ X, on
définit l’anneau des germes de fonctions en x par :

OX,x := colim−−−→
x∈U⊂→◦ X

OX (U) .

Si U est un ouvert de X et qu’on considère l’espace annelé (U,OX | U), alors l’anneau des
germes de fonctions en x, vu si x ∈ X ou si x ∈ U ne change pas. Autrement dit, l’anneau
OX,x ne dépend que du « germe d’espace annelé de X autour de x ».

Soient k un anneau, X un schéma défini sur k, x ∈ X. L’étude de OX,x ne dépendant
que du « germe d’espace de X autour de x », et tout point de X possédant un voisinage
affine, on se ramène au cas où X = SpecA. Soit donc A une k-algèbre et x ∈ SpecA. Le
point x est donc un idéal premier de A, qu’on notera aussi px — pour la clarté. L’anneau
des germes de fonctions en x, qu’on appelle aussi dans ce contexte l’anneau local de X en x

vérifie
OX,x ' Apx .

C’est un anneau local dont on note Mx son unique idéal maximal. Si l’anneau OX,x doit
évidemment être compris comme l’anneau des fonctions définies localement autour de x, son
idéal maximal Mx doit aussi évidemment être compris comme l’idéal des fonctions définies
autour de x et qui s’annulent en x. Le corps Apx/Mx est noté κ(x) et est appelé le corps
résiduel de x. On dispose ainsi d’une flèche, qui est d’une certaine façon la flèche d’évaluation
en x des fonctions définies autour de x,

(∀U voisinage de x) OX (U) // OX,x
g // Apx

// Apx/Mx = κ(x)

f
� // f(x)

Tous les anneaux définis ci-dessus sont des k-algèbres.

Avant de continuer ces rappels sur OX,x, faisons un petit intermède de théorie des mo-
dules. On considère toujours notre anneau k. Si B est une k-algèbre et que I est un idéal de
B, alors on peut voir I comme un B-module. En effet, I est bien stable par addition et, si
λ ∈ B et x ∈ I, le produit λ · x est encore dans I. De même, l’idéal I2 de B, défini par

I2 = ({xy | x ∈ I et y ∈ I}) =

{
n∑
i=1

xiyi | n ∈ N>0 et xi, yi ∈ I

}
,

peut aussi être vu comme un B-module. Sous ce point de vue, I2 est un sous-B-module de
I, et on peut considérer le B-module I/I2. Le B-module I/I2 est en fait un B/I-module.
En effet, si λ et λ′ sont deux éléments de B qui diffèrent par µ = λ′−λ ∈ I et que x ∈ I/I2,
alors

λ′x = (λ+ µ)x = λx+ µx
´¸¶

∈I2/I2

= λx.

Plus formellement, il s’agit de voir que le morphisme B−→EndGrp

(
I/I2

)
qui définit la

structure de B-module de I/I2 se factorise par B−→B/I.
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Si on applique ce qu’on vient de voir à B = Apx et I = Mx, on obtient que Mx/M
2
x est

naturellement muni d’une structure de κ(x)-espace vectoriel. On l’appelle l’espace cotangent
à X en x. On peut alors faire la définition suivante :

Définition 3.1.1. Soient X un schéma et x ∈ X. L’espace tangent à X en x est le κ(x)-
espace vectoriel

(
Mx/Mx

2
)∨

. On le note TxX.

On comprend mieux cette définition à la lumière de ce qui suit. On considère la R-algèbre
C ω(R,R) des fonctions analytiques de R dans R. Soit x0 ∈ R. Notons Mx0 l’idéal de
C ω(R,R) des fonctions qui s’annulent en x0. Alors, on a

M2
x0

= {f ∈ C ω(R,R) | f(x0) = f ′(x0) = 0} .

En effet, d’un côté, si f et g sont deux éléments de Mx0 , on a :

(fg)′ (x0) = f(x0)g′(x0) + f ′(x0)g(x0) = 0.

De l’autre, si f ∈ C ω(R,R) vérifie f(x0) = f ′(x0) = 0, la fonction f peut s’écrire

∀x ∈ R, f(x) = a2(x− x0)2 + a3(x− x0)3 + · · · .

Du coup, la fonction définie par g(x) := f(x)
(x−x0) et prolongée par g(x0) = 0 est bien ana-

lytique. On a f = g · (x − x0) et ainsi f ∈ M2
x0

. Ainsi, dans cette situation, le R-espace
vectoriel Mx0/M

2
x0

est

Mx0/M
2
x0

= {f ∈ C ω(R,R) | f(x0) = 0}
/
{f ∈ C ω(R,R) | f(x0) = f ′(x0) = 0}

et s’identifie à l’espace des valeurs prises par les dérivées en x0. Son dual correspond donc à
« l’espace sous-jacent », à savoir ici l’espace tangent.

(3.1.2) Cas d’une variété différentielle. Soit M une variété différentielle et p ∈ M .
L’espace tangent TpM à M au point p est défini comme suit. On considère d’abord l’ensemble
des germes de chemins C∞ de M passant au temps t = 0 au point p : c’est l’ensemble des
applications C∞ γ :]−ε, ε[−→M telles que γ(0) = p, où l’on identifie deux telles applications
si elles cöıncident sur l’intersection de leurs domaines de définition. Puis, on dit que deux
tels germes de chemins γ1 et γ2 sont équivalents si, pour toute fonction ϕ ∈ OM,p on a

(ϕ ◦ γ1)′ (0) = (ϕ ◦ γ2)′ (0).

Intuitivement, cela veut dire que les deux chemins γ1 et γ2 traversent le point p dans la
même direction et à la même vitesse. L’espace quotient obtenu est TpM , par définition. Soit
alors ~v ∈ TpM un vecteur tangent à M au point p, représenté par le chemin γ. À l’aide de
ce vecteur ~v, on définit une R-forme linéaire de OM,p :

∂~v :
OM,p

// R

ϕ
� // (ϕ ◦ γ)′ (0)

.

Cette R-forme ∂~v vérifie par ailleurs, si ϕ,ψ ∈ OM,p :

∂~v (ϕ · ψ) = ((ϕ · ψ) ◦ γ)′ (0)

= ((ϕ ◦ γ) · (ψ ◦ γ))′ (0)

= (ϕ ◦ γ)′ (0) (ψ ◦ γ) (0) + (ϕ ◦ γ) (0) (ψ ◦ γ)′ (0)

= ∂~v (ϕ)ψ(p) + ϕ(p)∂~v (ψ) .

Rappelons alors qu’on définit :
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Définition 3.1.2. Soient k un anneau, A une k-algèbre et M un A-module. Une k-dérivation
de A dans M est une application k-linéaire d : A−→M vérifiant :

∀λ ∈ k, d(λ) = 0 et ∀(f, g) ∈ A2, d(fg) = f · d(g) + g · d(f).

L’ensemble des k-dérivations de A dans M est noté Derk(A,M). C’est un A-module.

Dans le cas qui nous intéresse, l’anneau k est k = R, la k-algèbre A est A = OM,p. Le
A-module M , ici, est en fait une A-algèbre ; c’est M = R via la flèche d’évaluation en p des
fonctions évp : OM,p−→R. Avec ces notations, la R-forme ∂~v vérifie

∂~v ∈ DerR (OM,p,R) .

Réciproquement, on peut vérifier que tout élément de DerR (OM,p,R) provient d’un vecteur
tangent. Autrement dit :

Proposition 3.1.3. Soit M une variété différentielle et m ∈M . L’application

TpM // DerR (OM,p,R)

~v
� // ∂~v

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

(3.1.3) Un troisième point de vue. On a ainsi, dans le cas des variétés différentielles,
exprimé l’espace tangent en termes de dérivations. Un troisième point de vue est possible.
Plaçons-nous dans un cadre général : on considère k un anneau, A une k-algèbre et M un A-
module. Suivant [EGAIV.1, (18.2.3)] ou, plus simplement, [Gil02], on définit la A-algèbre
des nombres duaux au-dessus de A et à coefficients dans M , qu’on note A ⊕Mε, comme
suit. Ses éléments sont les a⊕mε, qu’on additionne naturellement, et qu’on multiplie grâce
à la règle ε2 = 0 :

(a1 ⊕m1ε) · (a2 ⊕m2ε) = a1a2 ⊕ (a1m2 + a2m1) ε.

Enfin, on note pε=0 : A⊕Mε−→A la projection sur le premier facteur, qui est un morphisme
de A-algèbres, et p2 : A⊕Mε−→M , la projection sur le second facteur, qui est A-linéaire.
Soit maintenant d ∈ Derk(A,M). Vérifions que l’application

Φd :
A // A⊕Mε

a
� // a⊕ d(a)ε

est un morphisme de k-algèbres. Elle est bien additive. Elle respecte la structure de k-algèbre
car d(λ) = 0 dès que λ ∈ k. Enfin, on a

Φd(a1a2) = a1a2 ⊕ d(a1a2)ε

= a1a2 ⊕ (a1d(a2) + a2d(a1)) ε

= (a1 ⊕ d(a1)ε) · (a1 ⊕ d(a2)ε)

= Φd(a1)Φd(a2).

Réciproquement, on vérifie que si Φ : A−→A⊕Mε est un morphisme de k-algèbres tel que
pε=0 ◦ Φ = IdA, alors p2 ◦ Φ : A−→M est une k-dérivation de A dans M . Autrement dit :
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Proposition 3.1.4. Soient k un anneau, A une k-algèbre et M un A-module. Alors, la
flèche

Derk(A,M) // {Φ ∈ HomAlgk (A,A⊕Mε) | pε=0 ◦ Φ = IdA
}

d
� // Id⊕ d (·) ε

définit un isomorphisme de A-modules.

Le cadre précédent peut être simplifié si M , en plus d’être un A-module, est une A-
algèbre, qu’on note alors B. En effet, dans ce cas, au lieu de considérer A⊕Mε, il suffit de

considérer la B-algèbre B[ε]/ε2 : si on note A i //B le morphisme de structure d’algèbre,
on peut associer à toute dérivation d ∈ Derk (A,B) un morphisme de k-algèbres

Φd :
A // B[ε]/ε2

a
� // i(a) + d(a)ε

qui vérifie pε=0 ◦ Φd = i. Réciproquement, tout morphisme Φ ∈ HomAlgk

(
A,B[ε]/ε2

)
qui

vérifie pε=0 ◦Φ = i provient d’une dérivation. Cette dernière condition sur la « trivialité du
premier facteur de Φ » peut être omise si on se place dans le cadre où l’on dispose d’une
« flèche d’évaluation » A−→ k, qui fait de k une A-algèbre, et qu’on regarde les dérivations
Derk(A, k). En effet, comme on regarde les morphismes de k-algèbres, les structures de k-
algèbre de A et de k[ε]/ε2 assurent que « le premier facteur est trivial ». Ceci se résume
dans :

Proposition 3.1.5. Soient k un anneau, A une k-algèbre, et soit év : A−→ k un morphisme
faisant de k une A-algèbre. Alors

Derk (A, k) // HomAlgk

(
A, k[ε]/ε2

)
d

� // (f 7→ év(f) + d(f)ε)

est un isomorphisme de A-modules.

Ainsi, dans le cas des variétés différentielles, on peut dire :

Proposition 3.1.6. Soient M une variété différentielle et m ∈M . L’application

TpM −→ HomAlgR

(
OM,p,R[ε]/ε2

)
~v 7−→ (ϕ 7→ ϕ(p) + ∂~v (ϕ) ε)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

Récapitulons : on a vu, dans le cas des variétés différentielles, qu’on peut adopter trois
points de vue pour définir l’espace tangent en un point. On peut définir TpM avec les germes
de chemin. Ou bien, on peut considérer

TpM := DerR (OM,p,R) ou bien, encore, TpM := HomR

(
OM,p,R[ε]/ε2

)
.

On pourrait aussi montrer — c’est un exercice d’analyse — que l’espace tangent est aussi
isomorphe à (Mp/M

2
p)
∨.
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(3.1.4) Retour au cas des schémas. On va maintenant montrer que ces points de vue
s’importent au cas de schémas. On voudrait, dans un premier temps, voir l’espace tangent
d’un schéma en un point comme un ensemble de dérivations. Comme précédemment, on
peut se restreindre au cas d’un schéma affine. Soient donc k un anneau, A une k-algèbre ;
on considère le schéma affine X = SpecA et x ∈ SpecA un idéal premier de A, qu’on note
aussi px.

Ainsi, on voudrait voir TxX comme quelque chose du genre Derk (OX,x, k). Pour cela,
suivant la définition 3.1.2, — si on est réaliste — il faut que k soit muni d’un structure de
OX,x-algèbre ; autrement dit, il nous faudrait un morphisme OX,x−→ k, qui pourrait du coup
être conçu comme un « morphisme d’évaluation ». Or, ceci est exclu : l’arithmétique du point
x fait qu’on ne peut pas forcément « évaluer » OX,x dans k. Par exemple, si X = Spec Q[t]
est la droite affine définie sur Q et que px est l’idéal premier (t2 − 2) définissant le point
« x =

√
2 », il n’existe aucun morphisme de OX,x = Q[t](t2−2) vers Q. En effet, si on note

α ∈ Q l’image de t par ce morphisme, il faudrait pouvoir « évaluer » la fraction rationnelle
1
t−α , qui est bien dans Q[t](t2−2), ce qui est impossible.

Un meilleur objet à regarder est Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)). Pour commencer, remar-
quons qu’on peut encore « évaluer » κ(x)⊗k OX,x dans κ(x). On le fait à l’aide de la flèche
définie par

Φx :
κ(x)⊗k OX,x // κ(x)

λ⊗ f � // λf(x)
.

On note Nx le noyau de Φx ; c’est un idéal maximal de κ(x)⊗kOX,x, puisque Φx est surjectif.
Notons

ix :
OX,x // κ(x)⊗k OX,x

f
� // 1⊗ f

la flèche canonique. Elle envoie Mx sur i (Mx), qui lui-même engendre un idéal qu’on note
(ix)∗Mx. On a (ix)∗Mx ⊂ Nx. En effet, une fonction f ∈ OX,x qui s’annule en x garde
cette propriété quand on « augmente » OX,x en κ(x)⊗kOX,x. De même, l’idéal M2

x s’envoie
dans N2

x. On dispose donc d’une flèche induite par ix et qu’on note ix :

ix : Mx/M
2
x−→Nx/N

2
x.

qui fait commuter le diagramme

Mx

pM2
x

��

ix // Nx

pN2
x

��
Mx/M

2
x

ix // Nx/N
2
x

. (1)

D’après ce qu’on a dit dans le rappel de théorie de modules fait dans le paragraphe
(3.1.1), Nx/N

2
x peut être vu comme un (κ(x)⊗k OX,x) /Nx-module. Comme la flèche Φx

est surjective : Nx/N
2
x peut être vu comme un κ(x)-module — c’est-à-dire un κ(x)-espace

vectoriel. On peut alors vérifier que ix est une application κ(x)-linéaire.

À l’aide de ce qui précède, voyons maintenant comment on peut relier

TxX et Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) .

Pour commencer, montrons qu’on peut associer à toute dérivation un vecteur tangent. Soit
donc

∂ ∈ Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) .
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On veut construire ϕ∂ une forme κ(x)-linéaire Mx/M
2
x−→κ(x). Soit donc f ∈ Mx/M

2
x,

image de f ∈Mx par pM2
x
. On pose :

ϕ∂
(
f
)

= ∂ (1⊗ f) .

Pour vérifier que cette application est bien définie, il suffit de montrer que, si f, g ∈ Mx,
alors on a ∂ (1⊗ fg) = 0. Ceci est vrai :

∂ (1⊗ fg) = ∂ ((1⊗ f) · (1⊗ g))

= f(x) · ∂(1⊗ g) + g(x)∂(1⊗ f) = 0.

Par ailleurs, l’application Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x))−→TxX ainsi définie est bien κ(x)-
linéaire.

On veut maintenant associer une dérivation ∂~v à un vecteur tangent ~v ∈ TxX. Pour cela,
supposons que ix soit un isomorphisme de κ(x)-espaces vectoriels. Soit f̃ ∈ κ(x) ⊗k OX,x ;
on peut supposer que f̃ est un tenseur simple, c’est-à-dire que f s’écrit f̃ = λ ⊗ f . Si on
soustrait à f̃ sa valeur en x, on obtient une fonction qui s’annule en x. Formellement :

λ⊗ f − λf(x)⊗ 1 ∈ Nx.

On considère la classe de cette fonction dans Nx/N
2
x, qu’on rapatrie dans Mx/M

2
x via

l’isomorphisme ix. On peut alors appliquer à cet élément la forme linéaire ~v ∈
(
Mx/M

2
x

)∨.
On a défini :

∂~v :
κ(x)⊗k OX,x // κ(x)

λ⊗ f � // ~v •
(
ix
−1 (

pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1)
)) .

Cette application est κ(x)-linéaire, car toutes les applications qui la définissent le sont. Elle
vérifie bien ∂(λ) = 0 si λ ∈ κ(x). Par ailleurs, si f, g ∈ OX,x et si λ, µ ∈ κ(x), on a les
égalités suivantes :

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) · µg(x)⊗ 1 λµg(x)⊗ f + λµf(x)⊗ g
+ = −

(µ⊗ g − µg(x)⊗ 1) · λf(x)⊗ 1 2λµf(x)g(x)⊗ 1

et
(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) · (µ⊗ g − µg(x)⊗ 1) = 0 dans Nx/N

2
x

ie
λµ⊗ fg − λµf(x)⊗ g − λµg(x)⊗ f + λµf(x)g(x)⊗ 1 = 0 dans Nx/N

2
x.

De telle sorte que, dans Nx/N
2
x, on a :

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) · µg(x)⊗ 1 λµ⊗ fg
+ = −

(µ⊗ g − µg(x)⊗ 1) · λf(x)⊗ 1 λµf(x)g(x)⊗ 1

En appliquant ~v ◦ ix
−1

à l’égalité ci-dessus, on obtient, en notant f̃ = λ⊗ f et g̃ = µ⊗ g :

g̃(x) · ∂~v(f̃) + f̃(x) · ∂~v(g̃) = ∂~v(f̃ g̃).

Autrement dit, l’application ∂~v qu’on a ainsi définie est bien un élément de

Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) .

On peut alors énoncer :
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Proposition 3.1.7. Soient k un anneau, X un schéma défini sur k et x ∈ X. L’application

Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) // TxX

∂
� // (f 7→ ∂(f))

,

définie pour tout x ∈ X, est κ(x)-linéaire. Quand ix est un isomorphisme, c’est un isomor-
phisme.

Démonstration. —– Notons

Θ : Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x))−→TxX

et

Ψ : TxX −→Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x))

les deux applications qu’on vient de définir. Supposons que ix soit un isomorphisme. Démontrons
d’abord que, pour ∂ ∈ Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) fixé, on a bien

Ψ ◦Θ (∂) = ∂.

Soient donc f ∈ OX,x et λ ∈ κ(x). On veut calculer

ϕ∂

(
ix
−1 (

pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1)
))
.

Pour cela, soit g ∈Mx tel que

pM2
x

(g) = ix
−1 (

pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1)
)

;

d’après la définition qu’on a décrite de ϕ∂ , on a donc :

ψ∂

(
ix
−1 (

pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1)
))

= ∂(1⊗ g).

En appliquant ix des deux côtés à l’avant-dernière équation, on obtient que(
ix ◦ pM2

x

)
(g) = pN2

x
(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) .

En utilisant la commutativité du diagramme (1), on obtient que

pN2
x

(ix (g)) = pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) .

Enfin, en tenant compte de la définition de la flèche ix, cela s’écrit

pN2
x

(1⊗ g) = pN2
x

(λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) .

Par conséquent, les deux éléments 1⊗g et λ⊗f−λf(x)⊗1 ont la même image par ∂. Ainsi,

(Ψ ◦Θ(∂)) (λ⊗ f) = ∂ (λ⊗ f − λf(x)⊗ 1) .

Or, par définition de Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)), la dérivée de tout élément de la forme
µ⊗ 1 est nulle. Ainsi, on peut écrire

(Ψ ◦Θ(∂)) (λ⊗ f) = ∂ (λ⊗ f) et donc (Ψ ◦Θ) (∂) = ∂,

ce qu’on voulait.
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Montrons maintenant Θ ◦ Ψ(~v) = ~v. Soit donc f̃ ∈ Mx/M
2
x ; on écrit f̃ = pM2

x
(f) pour

f ∈Mx. On a donc :

(Θ ◦Ψ(~v)) • f̃ = (Θ (∂~v)) • f̃
= ∂~v (1⊗ f)

= ~v •
(
ix
−1(

pN2
x

(
1⊗ f − f(x)

´¸¶

f(x)=0

⊗1
)))

= ~v •
(
ix
−1 (

pN2
x

(1⊗ f)
))

= ~v •
(
ix
−1 (

pN2
x

(ix (f))
))
.

En utilisant la commutativité du diagramme (1), c’est-à-dire l’identité pN2
x
◦ ix = ix ◦ pM2

x
,

on peut alors écrire

(Θ ◦Ψ(~v)) • f̃ = ~v •
(
ix
−1 (

ix
(
pM2

x
(f
)))

= ~v • f̃ ,

ce qu’on voulait. �

(3.1.5) La condition « ix est un isomorphisme ». Afin de rendre la proposition 3.1.7
plus effective, on donne une condition suffisante pour que le morphisme ix soit un isomor-
phisme.

Proposition 3.1.8. Soient k un anneau, X un schéma défini sur k et x ∈ X. Si l’extension
k−→κ(x) est étale, ix est un isomorphisme. En particulier, quand k est un corps parfait,
si l’extension κ(x)/k est finie, alors ix est un isomorphisme.

Démonstration. —– On reprend les notations du paragraphe précédent (Mx, Nx, etc.) On
note A = OX,x et B = OX,x ⊗k κ(x). On utilise le théorème de la seconde suite exacte
fondamentale (théorème 25.2 de [Mat89]) :

– pour l’extension k−→A−→κ(x), on obtient la suite exacte

Mx/M
2
x−→ΩA/k ⊗A κ(x)−→Ωκ(x)/k −→ 0

– pour l’extension κ(x)−→B−→κ(x), on obtient la suite exacte

0−→Nx/N
2
x−→ΩB/κ(x) ⊗B κ(x)−→ 0

Par ailleurs, d’après la proposition 8.2A de [Har77], on a :

ΩB/κ(x) ' ΩA/k ⊗A B,

de sorte qu’en tensorisant cet isomorphisme par ⊗Bκ(x), on a

ΩB/κ(x) ⊗B κ(x) ' ΩA/k ⊗A κ(x).

Ainsi, la première suite exacte peut se réécrire

Mx/M
2
x−→Nx/N

2
x−→Ωκ(x)/k −→ 0.

On peut vérifier que la première flèche est égale à ix. Une condition suffisante donnée par
le théorème de Matsumura pour qu’elle soit injective est que κ(x) soit lisse au-dessus de k.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit surjective est que Ωκ(x)/k soit nul.
Une condition suffisante pour tout cela est que k−→κ(x) soit étale. �
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(3.1.6) Un dernier point de vue. On vient de voir que, dans les cas favorables, l’espace
tangent TxX d’un schéma en un point s’identifie à

Derκ(x) (κ(x)⊗k OX,x, κ(x)) .

Plaçons-nous désormais dans le cas où x est un point rationnel — c’est-à-dire dans le cas où
κ(x) = k. D’après la proposition 3.1.5, le κ(x)-espace vectoriel Derk (OX,x, k) est isomorphe
à

HomAlgκ(x)

(
OX,x, k[ε]/ε2

)
.

qui, en notant Xx = Spec (OX,x), est lui-même est en bijection avec

Xx

(
k[ε]/ε2

)
.

Or, les
(
k[ε]/ε2

)
-points de Xx s’identifient aux

(
k[ε]/ε2

)
-points de X qui, par composition

avec

pε=0 :
k[ε]/ε2 // k

ε
� // 0

s’envoient sur px, le κ(x)-point de X canonique associé à x. En effet, on dispose toujours
d’un morphisme canonique (voir le paragraphe 2.4 de [EGAI])

Xx = Spec (OX,x)

jx

��
X

— qui envoie l’unique point fermé de Spec (OX,x) sur x. Ainsi, par composition avec jx,
un
(
k[ε]/ε2

)
-point de Xx, donne un

(
k[ε]/ε2

)
-point de X qui cöıncide avec px sur Spec k.

Réciproquement, P , un
(
k[ε]/ε2

)
-point de X qui cöıncide avec px sur Spec k, se factorise par

U⊂→◦ X pour tout ouvert U de X contenant x. On peut ainsi associer à P un
(
k[ε]/ε2

)
-point

de Xx. Conclusion :

Proposition 3.1.9. Soient k un corps, X un schéma défini sur k et x ∈ X un point
rationnel. On peut identifier les deux ensembles

TxX et X(pε=0)−1 (jx) ⊂ X
(
k[ε]/ε2

)
.

Remarquons que ce troisième point de vue sur l’espace tangent d’un schéma X en x est
l’analogue algébrique de la définition qu’on a choisie pour les variétés différentielles, avec les
germes de chemins, etc. En effet, s’il fallait trouver l’analogue algébrique d’un chemin C∞

noté ϕ : R−→M passant par m au temps t = 0, ce serait un morphisme A1
k −→X envoyant

0 sur x. Puis, ne regarder que les germes de chemin et ne s’intéresser qu’à leur dérivée à
t = 0, reviendrait à ne regarder que la trace des morphismes A1

k −→X sur Spec
(
k[ε]/ε2

)
:

Spec
(
k[ε]/ε2

)
⊂→A1

k −→X.
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Fig. 1 – Un k[ε]/ε2-point de X localisé en x.

3.2 Champs de vecteurs

(3.2.1) Définition. Soient k un anneau, X un schéma défini sur k et x ∈ X. On vient de
voir dans le paragraphe (3.1.4) que, sous certaines hypothèses, les κ(x)-espaces vectoriels

TxX et Derκ(x)

(
κ(x)⊗kOX,x , κ(x)

)
sont isomorphes. Dans le cas des variétés différentielles, cette analogie de point de vue est
toujours vraie : si M est une variété différentielle et p ∈M , les R-espaces vectoriels

TpM et DerR (OM,p,R)

sont toujours isomorphes. Toujours dans le cas des variétés différentielles, cette dualité de
point de vue est encore valable pour les champs de vecteurs : si U est un ouvert de M , les
champs de vecteurs sur U , ie les « applications C∞ » qui à m ∈ U associent un vecteur
~vm ∈ TmX sont en correspondance bijective avec

DerR (OM (U) ,OM (U)) .

Dans le cas des espaces annelés, on définit :
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Fig. 2 – Un champ de vecteurs, dans le cas d’une variété différentielle M .

Définition 3.2.1. Soit k un anneau et soit (X,OX) un espace annelé en k-algèbres. Une
k-dérivation de OX dans OX est une famille ∂ = (∂U )U de flèches

∂U : OX (U)−→OX (U) ∈ Derk (OX (U) ,OX (U))

compatibles aux restrictions. On note Derk (OX ,OX) l’ensemble de ces k-dérivations. C’est
un OX-module.

Remarque. —– Lorsqu’on prend pour anneau de base k = Z, on notera simplement

Der (OX ,OX) := DerZ (OX ,OX)

♦

Dans le cas des variétés différentielles, on peut associer à tout champ de vecteurs m 7→ ~vm
défini sur M tout entier une R-dérivation (de faisceaux) ∂ ∈ DerR (OM ,OM ). C’est ainsi
qu’on généralise aux k-schémas la notion de champ de vecteurs.

Définition 3.2.2. Soit X un schéma. Un champ de vecteurs défini sur X est une dérivation
∂ ∈ Der (OX ,OX).

Remarques. —– Si k est un anneau et si X est un espace annelé en k-algèbres, on peut
toujours munir X du champ de vecteurs nul. Il s’agit, tout simplement, du champ de vecteurs
défini par

∂U (f) = 0 ∀U⊂→◦ X ∀f ∈ OX (U) .

— Dans la définition des k-dérivations qui précède, le « k » est très important. Intuiti-
vement, plus k est grand, moins on a de latitude pour choisir la dérivation (ie le champ de
vecteurs). Plus précisément, si X est un espace annelé en k-algèbres (penser typiquement à
un k-schéma), alors, on peut (il faut) voir X comme un espace annelé au-dessus de Spec k.
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Alors, dans ce cas, choisir une k-dérivation sur X, c’est la même chose que de choisir un
champ de vecteurs sur X qui se projette sur le champ de vecteurs nul sur Spec k. En un
sens, on interdit alors qu’il y ait de la dynamique « dans le sens de la base ». C’est pourquoi
on a défini les champs de vecteurs comme des Z-dérivations : on ne veut a priori exclure
aucune dynamique. ♦

(3.2.2) Cas affine. Si X = SpecA, on peut donc associer à tout champ de vecteurs ∂ défini
sur X une dérivation ∂A := ∂SpecA de A : c’est la dérivation des sections globales induite par
∂. En fait, cette correspondance est bijective : de la même manière que les OSpecA-modules
quasi-cohérents sont en correspondance bi-univoque avec les A-modules (cf. le théorème
(1.4.1) de [EGAI]) : les champs de vecteurs définis sur SpecA sont en correspondance
biunivoque avec les dérivations de A.

Afin de préciser cette correspondance entre champs de vecteurs et dérivations de l’algèbre
des fonctions régulières, regardons ce qui se passe pour An

C. Dans ce cas, intuitivement, un
champ de vecteurs défini sur An

C correspond à la donnée pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn

d’un vecteur
~vx ∈ Cn

de telle sorte que la fonction x 7→ ~vx varie algébriquement. Autrement dit, un champ de
vecteurs correspond à la donnée de n polynômes P1, . . . Pn ∈ C[X1, . . . , Xn] définissant pour
chaque x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn le vecteur

~vx = (P1 (x1, . . . , xn) , · · · , Pn (x1, . . . , xn)) ∈ Cn.

Dans ce cas, la dérivation de l’algèbre de fonctions régulières de An
C associée à ce champ de

vecteurs est la dérivation

∂ : C[X1, . . . , Xn]−→C[X1, . . . , Xn]

définie par ∂ (X1) = P1 ∂ (X2) = P2 · · · ∂ (Xn) = Pn.

Pour justifier cette équivalence de points de vue, il faut définir ce qu’est le vecteur tangent
en un point x ∈ X associé à un champ de vecteurs défini sur X.

(3.2.3) Spécialisation d’un champ de vecteurs en un point. Revenons au cas général :
soit X un schéma, muni d’un champ de vecteurs ∂. Alors, on peut associer à tout point x ∈ X
un vecteur tangent à X en x, qu’on note ~v∂,x ∈ TxX, de la manière suivante. Les dérivations
∂U : OX (U)−→OX (U) étant compatibles aux restrictions, le champ de vecteurs ∂ « se
factorise » à travers l’anneau local OX,x : pour tout couple de voisinages ouverts (U, V )
vérifiant x ∈ U ⊂ V , le diagramme

OX (V )

ρV→U

��

∂V // OX (V )

((QQQQQQ

OX,x

OX (U)
∂U // OX (U)

66mmmmmm

commute. Par la propriété de la limite inductive, on obtient donc une flèche

∂x : OX,x−→OX,x,

dont on vérifie sans difficulté que c’est une dérivation : ∂x ∈ Der (OX,x,OX,x). Intuitivement,
ce ∂x correspond à la restriction du champ de vecteurs au « voisinage infinitésimal » de x
dans X. Enfin, à partir de ce ∂x, on définit :

~v∂,x :
Mx/M

2
x

// κ(x)

f
� // (∂xf) (x)

,
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qui est bien un élément de TxX. Si X est un schéma, on notera aussi les champs de vecteurs
~V . Dans ce cas, si x ∈ X, l’élément de TxX associé à ~V sera noté ~V (x). Si X = SpecA

est un schéma affine, on notera alors ∂ ~V : A−→A la dérivation de l’anneau des fonctions
globales, définissant le champ de vecteurs.

Dans le cas affine, la dérivation « locale » ∂x est tout simplement l’unique dérivation
induite par ∂A : A−→A sur le localisé OX,x = Ap. Le vecteur ~v∂,x s’écrit donc :

~v∂,x :
Mx/M

2
x

// κ(x)

g
h

� // (g
′h−h′g)(x)

h2(x)

.

(3.2.4) Champs de vecteurs de An
k . Maintenant qu’on a précisé comment l’on définissait

~V (x) quand ~V est un champ de vecteurs défini sur un schéma X et que x ∈ X, on peut
préciser la correspondance « intuitive » qu’on a commencé à esquisser dans le paragraphe
(3.2.2). On considère donc le k-schéma X = An

k . Comme on l’a dit, se donner un champ de
vecteurs sur X équivaut à se donner une dérivation de k[X1, . . . , Xn]. Soit donc ∂ une telle
dérivation. Si on suppose de plus qu’est nulle (1) sur k, on sait alors qu’elle est déterminée
par l’image des indéterminées Xi. Ainsi, on note

∀i ∈ {1, · · · , n} , Pi (X1, . . . , Xn) := ∂ (Xi) .

Soit x = (x1, . . . , xn) un k-point de An
k ; autrement dit : x ∈ kn. On peut alors calculer

~V (x). Pour cela, on considère la k-base de Mx/M
2
x donnée par les éléments

e1 := X1 − x1 . . . ei := Xi − xi . . . en := Xn − xn.

On a alors

~V (x) • ei = ~V (x) • (Xi − xi)
= ∂ (Xi − xi) (x)

= Pi(x).

Ainsi, dans la base duale des ei, le vecteur ~V (x) a pour coordonnées

~V (x) = (P1 (x) , . . . , Pn (x)) ,

ce qu’on voulait.

(3.2.5) Points invariants, feuilles. On peut maintenant s’intéresser aux « points inva-
riants sous l’action du champ de vecteurs », qu’on appellera aussi « feuilles du champ de
vecteurs ». Dans cette optique, revenons un instant au cas des variétés différentielles. Si M
est une variété différentielle, la donnée d’un champ de vecteurs ~V et d’un point m ∈ M

déterminent un chemin dessiné sur M , partant du point m. Ce chemin γm : [0, T [−→M est
déterminé par les conditions :

γm(0) = m et ∀t ∈ [0, T [, γ′m(t) = ~V (γm(t))

(1)Cette hypothèse est naturelle si k = C, par exemple, auquel cas on s’attend à ce que les éléments de C
soient des constantes — ie soient de dérivée nulle.
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— le caractère unique d’un chemin solution est une conséquence du théorème de Cauchy-
Lipschitz. On dira alors qu’on point m ∈M est laissé invariant par le champ ~V si le chemin
constant

γcst
m :

R≥0 −→ M

t 7−→ m

est solution du problème précédent. Une condition nécessaire et suffisante pour que m soit
laissé invariant est :

m est laissé invariant par ~V ⇐⇒ ~V (m) = ~0.

Dans la même veine, on a aussi la notion de courbe dans M invariante par ~V (on appelle
courbe un R-point de M). C’est : une courbe γ : R−→M est dite invariante par ~V si

∀t ∈ R, ~V (γ(t)) ∈ Vect (γ′(t)) .

Plus généralement, on pourra dire qu’un Rn-point ϕ : Rn−→M est invariant par ~V si

∀t ∈ Rn, ~V (ϕ(t)) ∈ Im (Ttϕ) .

Fig. 3 – L’image {γm(t)}t≥0 de la trajectoire du point m sous l’action d’un champ de
vecteurs.

Dans le cas des schémas, la situation va être plus intéressante. En effet, en plus de la
notion classique de point, celle de « m ∈ M », on dispose de la notion de point non-fermé.
Intuitivement, un point non-fermé correspond à une sous-variété algébrique (irréductible)
du schéma X. En analogie avec le cas des variétés différentielles, on définit :

Définition 3.2.3. Soit X = (X, ~V ) un schéma muni d’un champ de vecteurs. Un point
x ∈ X est dit invariant sous le champ de vecteurs ~V si ~V (x) = ~0.

Une feuille de X (on dira aussi une feuille pour le champ de vecteurs ~V ) est un point
invariant de X sous le champ ~V .
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On a alors la très jolie proposition suivante :

Proposition 3.2.4. Soit A un anneau et soit X := SpecA un schéma, muni d’un champ
de vecteurs ~V — ie soit ∂A une dérivation de A. Soit x ∈ X — ie soit x un idéal premier
de A. Alors :

x est invariant sous le champ de vecteurs ~V

m
x est un idéal différentiel de (A, ∂A)

Remarques. —– Cette proposition est encore vraie si X est un schéma quelconque ; elle
s’exprime alors comme suit.

Proposition 3.2.5. Soient X un schéma muni d’un champ de vecteurs ~V et x ∈ X. Alors
x est invariant sous le champ de vecteurs ~V si, et seulement si, il existe une carte affine
dans laquelle x est un idéal différentiel. Si c’est le cas, alors x est un idéal différentiel dans
toute carte affine.

En effet, le fait pour x d’être un point invariant sous le champ de vecteurs ~V , ie le fait
que ~V (x) ∈ TxX soit nul, se teste localement autour de x : il suffit donc pour le vérifier de
se placer dans un ouvert affine contenant x.

— Un autre façon de généraliser cette proposition au cas non-affine est la suivante : un
point x d’un schéma X muni d’un champ de vecteurs ~V est invariant sous ~V si, et seulement
si, le faisceau d’idéaux qui le définit est un faisceau d’idéaux différentiels. ♦

Démonstration de la proposition 3.2.4. —– Soit (A, ∂A) un anneau différentiel. Soit p un
idéal premier de A. On note aussi x = p et X = SpecA. Alors, x est invariant sous le champ
de vecteurs défini par ∂A si, et seulement si, l’application

~v∂,x :
Mx/M

2
x

// κ(x)

g
h

� // (g
′h−h′g)(x)

h2(x)

.

est nulle. Autrement dit si pour tout g ∈ p et tout h /∈ p

(g′h− h′g) (x) = 0

ie g′h− h′g ∈ p.

En particulier, en prenant g un élément quelconque de p et h = 1, on voir que cette condition
est équivalente à

∀g ∈ p, g′ ∈ p

— autrement dit à : p est un idéal différentiel. �

(3.2.6) Un exemple. Considérons le schéma affine A2
C, dont on note l’anneau C[x, y]. On

cherche un champ de vecteurs défini sur A2
C admettant le point non-fermé

η =
(
x3 + y2

)
⊂ C[x, y]

pour feuille (cf. figure 4). Pour cela, on se dit qu’il suffit de trouver un champ de vecteurs
qui soit tangent en tout point de la courbe C définie par x3 + y2 = 0 à celle-ci. Si on note
Ψ(x, y) = x3 + y2, la courbe C est une courbe de niveau de la fonction Ψ. Ainsi, on sait
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qu’au point (a, b) ∈ C un vecteur tangent à C est orthogonal à ∇(a,b)Ψ. Soit (a, b) ∈ C . On
a :

∇(a,b)Ψ =
(
∂Ψ
∂x

(a, b),
∂Ψ
∂y

(a, b)
)

=
(
3a2, 2b

)
.

Un vecteur orthogonal à ∇(a,b)Ψ est

~V (a, b) =
(
−2b, 3a2

)
.

Fig. 4 – A2
C, le point non-fermé η et le gradient ∇(a,b)Ψ (traces sur R).

Ainsi, on considère le champ de vecteurs ~V défini par la relation ci-dessus. Autrement
dit, on munit l’anneau C[x, y] de la dérivation

∂(x) := −2y et ∂(y) := 3x2.

On vérifie alors que le point η = (x3 + y2) est invariant sous le champ de vecteurs ~V :

∂
(
x3 + y2

)
= 3x2x′ + 2yy′ = −6x2y + 6yx2 = 0

et donc l’idéal (x3+y2) est bien un idéal différentiel. À partir de ce premier champ de vecteurs
~V répondant à notre question, on peut construire une classe de champs de vecteurs, déduits

de ~V , qui répondent eux-aussi à notre question. Vu ce qui a été expliqué jusqu’à présent, on
s’attend à ce qu’un champ de vecteurs ~W tel que

∀ (a, b) ∈ C2, ~V (a, b) et ~W (a, b) soient colinéaires

satisfasse aussi à la condition que l’on cherche à vérifier, à savoir que η soit une feuille pour
~W . Soit donc Q une fonction scalaire algébrique définie sur A2

C, ie

Q ∈ C[x, y].
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On définit un nouveau champ de vecteurs ~WQ sur A2
C par la formule

∂ ~WQ
(x) := −2y ·Q(x, y) et ∂ ~WQ

(y) := 3x2 ·Q(x, y).

Vérifions que η est encore une feuille pour ce champ de vecteurs :

∂ ~WQ
(x3 + y2) = 3x2x′ + 2yy′ =

(
−6x2y + 6yx2

)
Q(x, y) = 0.

L’idéal (x3 + y2) est donc bien invariant sous l’action de la dérivation ∂ ~WQ
.

On peut maintenant se demander si on a obtenu de la sorte tous les champs de vecteurs
laissant η invariant. La réponse est négative puisque le champ de vecteurs ~Z défini sur A2

C

par la formule
∂ ~Z (x) = 2x et ∂ ~Z (y) = 3y

laisse invariant η sans être du type ~WQ. En effet, le calcul

∂ ~Z

(
x3 + y2

)
= 3x2x′ + 2yy′ = 6x3 + 6y2 = 6

(
x3 + y2

)
montre que l’idéal (x3 + y2) est différentiel.

3.3 Catégorie des schémas avec champ de vecteurs

Dans ce qui suit, on définit la catégorie des schémas avec champ de vecteurs.

(3.3.1) Espaces différentiellement annelés. Si X est un schéma muni d’un champ de
vecteurs ~V , alors, pour tout ouvert U de X, l’anneau des sections OX (U) hérite via le
champ de vecteurs d’une structure d’anneau différentiel. Par ailleurs, par définition d’un
champ de vecteurs, les applications de restriction du faisceau sont des morphismes d’anneaux
différentiels. Autrement dit, le champ de vecteurs ~V munit naturellement le faisceau OX
d’une structure de faisceau en anneaux différentiels. On dit alors que X, muni de ce faisceau
d’anneaux différentiels est un espace différentiellement annelé (2).

Si maintenant X = (X,OX) et Y = (Y,OY ) sont deux espaces différentiellement an-
nelés, on a une notion naturelle de morphisme de X dans Y .

(3.3.2) Morphismes entre schémas munis de champs de vecteurs. Soient X =
(X, ~V ) et Y = (Y, ~W ) deux schémas munis de champ de vecteurs. On appelle morphisme
de X dans Y tout morphisme de schémas f : X −→Y qui soit aussi un morphisme pour les
structures d’espace différentiellement annelé de X et Y . Cela signifie que pour tout ouvert
V de Y , on demande que le morphisme

f#
V : OY (V )−→OX

(
f−1 (V )

)
soit un morphisme d’anneaux différentiels. Autrement, cela signifie que pour tout ouvert V
de Y , le digramme

OY (V )

∂V

��

f#
V // OX

(
f−1 (V )

)
∂f−1(V )

��
OY (V )

f#
V // OX

(
f−1 (V )

)
(2)Évidemment, réciproquement, si X est un schéma, alors, munir X d’une structure d’espace
différentiellement annelé (compatible à la structure de schéma), c’est la même chose que munir X d’un
champ de vecteurs.
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commute. Dans le cas où X = SpecA et Y = SpecB sont affines, cela revient à demander
que le morphisme d’algèbres B−→A associé à f soit un morphisme d’algèbres différentielles.

Intuitivement, si X et Y sont deux schémas munis de champs de vecteurs, dire que
f : X −→Y est un morphisme revient à dire que pour tout x ∈ X, le vecteur tangent ~V (x)
est envoyé par f sur ~W (f(x)). Ou, autrement dit, que le champ de vecteurs ~V se projette
par f sur le champ de vecteurs ~W de Y . Plus précisément :

Fig. 5 – Exemple de morphisme compatible aux champs de vecteurs.

Proposition 3.3.1. Soient X = (X, ~V ) et Y = (Y, ~W ) deux schémas munis de champs
de vecteurs et f : X −→Y un morphisme. Alors

∀x ∈ X, Txf • ~V (x) = ~W (f(x)).

Démonstration. —– Soient (X, ~V ) et (Y, ~W ) deux schémas munis d’un champ de vecteurs,
soit f un morphisme entre eux, et soit x ∈ X. Comme la proposition qu’on veut montrer est
de nature locale, il suffit de la démontrer dans le cas affine. On considère donc deux anneaux
différentiels A et B, ainsi qu’un morphisme d’anneaux différentiels ϕ : B−→A. Soit p un
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idéal premier de A. On note aussi x = p, f le morphisme entre X := SpecA et Y := SpecB
et f(x) l’idéal ϕ−1p. Le morphisme ϕ induit un morphisme entre les localisés

Bϕ−1p−→Ap

et entre les espaces cotangents

Mϕ−1p

/
M2
ϕ−1p

−→Mp
/

M2
p
.

Ce morphisme induit lui-même un morphisme

TxX −→Tf(x)Y

qui correspond à Txf , l’application tangente à f en x. Le vecteur ~V (x) ∈ TxX est la trace
sur Mp/M

2
p de l’application

Mp
// A/p

ψ
� // ψ′ mod p

.

La définition est similaire pour ~W (f(x)). Les deux vecteurs

~W (f(x)) et Txf • ~V (x)

cöıncident car le diagramme suivant commute

Mϕ−1p� _

��

//Mp� _

��
B

∂B
��

ϕ // A

∂A
��

B

��

ϕ // A

��
B/ϕ−1p // A/p.

�

(3.3.3) Catégorie des schémas munis de champ de vecteurs. La catégorie obtenue
est appelée catégorie des schémas munis de champ de vecteurs. (3) On la note Sch∂ . Si
X = (X, ~V ) est un schéma muni d’un champ de vecteurs, alors on note, pour tout ouvert
U de X,

OX (U) :=
(
OX(U), ∂ ~V|U

)
l’anneau différentiel obtenu en munissant l’anneau OX (U) de la dérivation induite par ~V .
En particulier, on dispose d’un foncteur « section globale » de Sch∂ dans Ann∂ qui à X

associe OX (X). Ce foncteur établit une anti-équivalence de catégories entre Ann∂ et la
catégorie des schémas affines munis d’un champ de vecteurs.

(3)Buium, dans [Bui86], l’appelle catégorie des ∂-schémas



88 Champs de vecteurs, feuilles et trajectoires dans les schémas

Notation 3.3.2. Soit A un anneau différentiel. On note Spec∂A le spectre de A muni du
champ de vecteurs canoniquement associé à la dérivation de A. Autrement dit, on a défini
un foncteur covariant

Spec∂ : (Ann∂)op−→Sch∂ .

Dans le cas non-différentiel, on sait (cf. par exemple l’exercice II.2.4 de [Har77]) que
Spec : Annop−→Sch admet pour adjoint à gauche le foncteur des sections globales ; dans
le cas différentiel, il en est de même :

(Ann∂)op
Spec∂∈ω //

Sch∂
O(−)∈∗

oo

est une adjonction. (4)

(3.3.4) Produits fibrés. De la même façon que dans [EGAI], par recollements successifs,
on peut montrer :

Proposition 3.3.3. La catégorie Sch∂ admet les produits fibrés.

Plus précisément, si k est un anneau différentiel et siA etB sont deux k-algèbres différentielles,
alors on construit le produit fibré

Spec∂A⊗Spec∂k Spec∂B

en considérant la k-algèbre différentielle A⊗k B.

(3.3.5) Catégorie relative. Soit S un schéma muni d’un champ de vecteurs. Alors, on
notera

Sch∂S

la catégorie des schémas munis d’un champ de vecteurs au-dessus de S . Ses objets sont les
schémas munis d’un champ de vecteurs X avec un morphisme

X

��
S .

Remarquons bien, en particulier, que cela impose de sévères restrictions aux champs de
vecteurs possibles sur X. On peut voir de tels objets comme des schémas X au-dessus de S,
munis d’un champ de vecteurs qui relève celui de S. Lorsque S est le spectre d’un anneau
différentiel k, on note aussi

Sch∂k

cette catégorie. On définit aussi :

(4) En fait, de façon plus générale, on a une adjonction

(Ann∂)op
Spec∂∈ω //

EspLocAnn∂k .
O(−)∈∗

oo
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Définition 3.3.4. Soit S un schéma muni d’un champ de vecteurs, et soit X un schéma
défini au-dessus de S. Un S -champ de vecteurs pour X est un champ de vecteurs de X

compatible à celui de S .
Dans le cas où k est un anneau différentiel et où S = Spec∂k, on appelle aussi les S -champs
de vecteurs : k-champs de vecteurs.

Remarques. —– Si X est un schéma, un champ de vecteurs ~V défini sur X correspond à un
section globale du fibré tangent de X

TX

��

:=HomOX

(
Ω1
X ,OX

)
.

X

s

GG

De même, si S est un schéma de base, qu’on munit du champ de vecteurs nul, et si X est
un schéma au-dessus de S, alors, un champ de vecteurs ~V sur X, compatible avec le champ
nul de S, correspond à un section globale du fibré tangent relatif de X/S

TX/S

��

:= HomOX

(
Ω1
X/S ,OX

)
.

X
/
S

s

II

Cela résulte de la proposition (16.5.3) de [EGAIV.4].

— Si, cette fois, S est un schéma muni d’un champ de vecteurs quelconque, et que X est
un schéma défini au-dessus de S, alors, l’ensemble des champs de vecteurs de X compatibles
à celui de S a une structure (en un sens à préciser) de TX/S-torseur : si ~V est un tel champ
de vecteurs et que ~V0 est un champ de vecteurs sur X qui se projette sur le champ nul sur
S, alors, ~V + ~V0 est encore compatible au champ de vecteurs de S . ♦

3.4 Trajectoire d’un point dans un schéma muni d’un

champ de vecteurs

(3.4.1) Cas des variétés différentielles. On a vu, dans le cas des variétés différentielles,
qu’un point m sur une variété différentielle M munie d’un champ de vecteur ~V déterminait
de façon unique un chemin maximal

γ : Iγ −→M

invariant sous le champ ~V — en quelque sorte la trajectoire du point m sous l’action du
champ ~V . Plus précisément, ce résultat s’énonce ainsi :
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Théorème 3.4.1 (Théorème de Cauchy-Lipschitz pour les variétés différentielles). Soient
M une variété différentielle munie d’un champ de vecteurs ~V et m ∈M . Alors, l’ensemble{

γ : I −→M

∣∣∣∣ ∀t ∈ I, γ′(t) = ~V (γ(t))
γ(0) = m

}
,

ordonné par la relation

(γ : I −→M) ≤ (χ : J −→M) ⇐⇒
(
I ⊂ J et χ|I = γ

)
,

admet un plus grand élément.

On veut faire la même chose pour les schémas. On a dans ce cadre une notion qui peut
correspondre à celle de chemin : celle de point non-fermé. Ainsi, si η ∈ X est un point non-
fermé d’un schéma X, qui est une feuille pour ~V , et qui est de dimension 1 ; et si « x ∈ η » est
un « point classique » sur η, non-invariant par ~V , on a envie de dire que η est la trajectoire
de x.

Avant d’aller plus loin dans cette idée, clarifions ce que veut dire « x ∈ η » lorsque x est
un point « classique » et η est un point non-fermé. Déjà, disons tout de suite que ce qu’on a
appelé plus haut « point classique », c’est-à-dire un x ∈ X qu’on peut bien représenter par
un point, correspond exactement à la notion de point fermé : un point classique x ∈ X est un
élément de X tel que le singleton {x} est fermé. Les points qui restent, les points non-fermés
η, c’est-à-dire ceux tels que l’ensemble {η} n’est pas fermé, sont exactement les points qui
définissent des sous-variétés irréductibles de X de dimension non-nulle. Intuitivement, cette
sous-variété correspond à l’ensemble {η} ⊂ X. Soient maintenant x et η deux éléments de
X, un schéma. Dire « x ∈ η » n’a pas de sens. En revanche, on dit que η se spécialise en x

(ou que x est une spécialisation de η — ou encore que η est une générisation de x), et on
note η  x si

x ∈ {η}.

On peut définir un ordre sur X à l’aide de cette flèche de spécialisation en disant :

x ≤ η ⇐⇒ η  x.

Le seul point difficile à vérifier, pour montrer que ≤ définit bien un ordre, est l’antisymétrie :
a-t-on x = y si {x} = {y} ? La réponse est oui — cf. la proposition (2.1.5) de [EGAI]. Si
X = SpecA est un schéma affine et x, η ∈ X sont deux idéaux premiers de A, alors, on a :

η  x ⇐⇒ η ⊂ x.

L’ordre défini sur les points est donc l’ordre opposé de l’inclusion entre idéaux. Cette notion
de spécialisation est tout à fait intéressante et donne lieu à des résultats tels que :

Proposition 3.4.2. Soit X un schéma. Soient x ∈ X et U⊂→◦ X un voisinage ouvert de x.
Alors :

∀η ∈ X, (η  x =⇒ η ∈ U) .

En fait, cette proposition est vraie dans n’importe quel espace topologique — et nous le
démontrerons dans de cadre. En effet, la définition

η  x ⇐⇒ x ∈ {η}

peut tout à fait être énoncée dans ce cadre plus général. C’est d’ailleurs le point de vue
adopté par Grothendieck dans [EGAI, chapitre 0, §2].
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Démonstration. —– Soient ainsi X un espace topologique et x ∈ X. Soit U un ouvert de X
contenant x. Soit η  x une générisation de x. Supposons que η n’appartienne pas U . Le
singleton {η} serait alors un sous-ensemble du fermé X \ U . En particulier, on aurait

{η} ⊂ X \ U.

Ainsi, x, qui est un élément de {η} n’appartiendrait pas à U : c’est absurde. �

Cette proposition peut aussi s’écrire, si X est un espace topologique et x ∈ X :

{η ∈ X | η  x} ⊂
⋂

U⊂→◦ X
x∈U

U.

On peut en fait montrer que cette inclusion est une égalité. C’est ce que dit la proposition
qui suit.

Proposition 3.4.3. Soient X un espace topologique et x ∈ X. Alors :

{η ∈ X | η  x} =
⋂

U⊂→◦ X
x∈U

U.

Démonstration. —– On n’a plus qu’une inclusion à montrer. Soit donc η ∈ X un élément
qui ne se spécialise pas en x. Montrons qu’il n’appartient pas à l’intersection de tous les
ouverts contenant x : il suffit de trouver un ouvert U0 contenant x et ne contenant pas η.
Comme η ne se spécialise pas en x, on a x /∈ {η} ; ainsi, l’ouvert U0 = X \ {η} convient. �

Évidemment, on a des énoncés duaux pour les fermés et pour les spécialisations. On
retiendra, en particulier, de cette discussion les deux principes suivants :

Un ouvert est stable par générisation.
Un fermé est stable par spécialisation.

On peut maintenant énoncer le théorème qui définit les trajectoires dans le cas des schémas :

Théorème 3.4.4 (Théorème de Cauchy-Lipschitz pour les schémas). Soit X un Q-schéma,
muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit x ∈ X. Alors, l’ensembleη ∈ X

∣∣∣∣∣∣
η  x

et
η est une feuille de ~V


possède un plus petit élément. On l’appelle trajectoire de x sous le champ de vecteurs ~V et
on le note Traj ~V (x).

Remarque. —– Pour définir la trajectoire, dans ce cadre-là, il faut que pour tout ouvert U
de X, l’anneau OX (U) vérifie la propriété suivante :

∀n ∈ N>0, n ∈ OX (U)× .

Cela équivaut à Q ⊂ OX (U). En dernier ressort, cela revient à demander que X soit un
Q-schéma. Cette hypothèse « X est un Q-schéma » reviendra donc régulièrement dans le
reste de ce travail, à chaque fois qu’on aura besoin de parler de ou d’utiliser les trajectoires.
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Notons tout de même, comme on le verra dans la section (3.5), qu’on peut se passer de
cette hypothèse. ♦

Ce théorème repose sur le lemme et la proposition suivants :

Lemme 3.4.5. (i) Soient A un anneau et p un idéal premier de A. Alors, la flèche

idéaux de A // idéaux de Ap

I
� // IAp

identifie les idéaux premiers de Ap avec les idéaux premiers de A contenus dans p.
(ii) En langage géométrique, cela se dit : si X un schéma et si x ∈ X, alors

Spec OX,x et {η ∈ X | η  x}

sont en correspondance bi-univoque.

Démonstration. —– Il s’agit d’un énoncé classique. �

Proposition 3.4.6. Soient A une Q-algèbre différentielle et p un idéal premier minimal de
A. Alors, p est un idéal différentiel.

Démonstration. —– Cette proposition ainsi que sa démonstration sont issus du lemme (1.18)
de l’article [Gil02] de Henri Gillet. On trouve aussi le résultat dans [Bui86] (c’est le point
2) du lemme (2.1)), qui renvoie pour la démonstration à [Rad71], par exemple. Soient donc
A une Q-algèbre différentielle et p un idéal premier minimal de A. Grâce au lemme 3.4.5, on
voit que Ap possède un unique idéal premier, à savoir pAp. Maintenant, l’idéal (0) de Ap est
un idéal différentiel. On sait alors, grâce à la proposition 1.2.1, que le radical de (0), l’idéal√

(0), est encore différentiel. Comme c’est aussi un idéal premier, on a nécessairement que
pAp =

√
(0) — et donc, p est un idéal différentiel. �

En termes géométriques, cette proposition se formule :

Proposition 3.4.7. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Alors, les « com-
posantes irréductibles de X sont stables sous le champ de vecteurs ~V ».

Démonstration. —– En effet, soit X un Q-schéma. Soit X0 une composante irréductible
de X, ie une sous-partie de X irréductible maximale. On sait que X0 est fermée et donc,
d’après la proposition (2.1.5) de [EGAI], qu’il existe un unique η ∈ X tel que X0 = {η}.
L’énoncé exact, en termes mathématiques, de la proposition est alors :

η est invariant sous le champ ~V .

Pour le vérifier, plaçons-nous dans un ouvert affine U isomorphe à SpecA contenant η. Le
point η ∈ U est un alors un point maximal (pour l’ordre ≤ défini plus haut) parmi les points
de U . En effet, s’il existait un point η′ ∈ U strictement plus grand que η, ce point définirait
un fermé irréductible de U , à savoir {η′}

U
, strictement plus grand que {η}

U
= X0 ∩ U . En

particulier, on aurait
{η}

X
( {η′}

X
,

ce qui est absurde. Puis, si on exprime dans SpecA la propriété pour η d’être un point
maximal parmi les points de U , on obtient que η correspond dans SpecA à un idéal pre-
mier minimal. La proposition précédente nous dit alors que cet idéal est nécessairement
différentiel : en termes géométriques, elle nous dit donc que η est une feuille pour ~V . �
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Démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz pour les schémas. —– Soit X un Q-schéma
muni d’un champ de vecteurs ~V . Comme tout voisinage ouvert de x contient tous les points
η ∈ X qui se spécialisent en x — on vient de le voir dans la proposition 3.4.2, on se ramène
au cas où X = SpecA. Dans ce cas, x = p est un idéal premier de A, et les points η qui se
spécialisent en p sont exactement les idéaux q contenus dans p. Notre question est ainsi la
suivante :

Étant donné A un anneau différentiel et p un idéal premier de A, l’ensemble
{q ∈ SpecA | q est un idéal différentiel et q ⊂ p} admet-il un plus grand élément ?

La réponse qu’on donne à cette question peut être décrite en deux étapes.

Étape 1 : La première chose à voir est si l’ensemble considéré,

E(p) := {q | q est un idéal premier différentiel et q ⊂ p}

est non-vide. Pour prouver cela, on montre que A possède un idéal premier minimal (5) p0

contenu dans p. On le fait en utilisant le lemme de Zorn. En effet, soit {qi}i∈I un ensemble
totalement ordonné d’idéaux premiers contenus dans p. Alors, l’idéal

q :=
⋂
i∈I

qi

est un idéal premier — et, évidemment, contenu dans p. Pour le voir, considérons x, y ∈ A
tels que xy ∈ q. On veut montrer que x ∈ q ou y ∈ q. Supposons que x /∈ q : soit ainsi i0 ∈ I
tel que x /∈ qi0 . Les idéaux qi étant tous comparables, on a :

q =
⋂
i∈I|

qi⊂qi0

qi.

Soit maintenant i ∈ I tel que qi ⊂ qi0 . On a xy ∈ qi. Donc x ou y est dans qi. Mais, comme
qi ⊂ qi0 , on ne peut pas avoir x ∈ qi — et donc on a y ∈ qi. Ainsi :

y ∈
⋂
i∈I|

qi⊂qi0

qi = q.

Le lemme de Zorn nous assure alors que A possède un idéal premier minimal p0 inclus
dans p, et la proposition 3.4.6 nous garantit que p0 est un idéal différentiel. Autrement dit,
p0 ∈ E (p).

Étape 2 : Montrons maintenant que E (p) possède un plus grand élément. Comme il est non-
vide — on vient de le montrer — et qu’il est inductif (c’est facile à vérifier), le lemme de
Zorn s’applique : E (p) possède un élément maximal q0. Supposons que q0 ne soit pas le plus
grand élément de E (p) : il existe donc q1 ∈ E (p) tel que q1 * q0. Mais alors, l’idéal q0 + q1,
strictement plus grand que q0, est un idéal différentiel inclus dans p. Et, la proposition 1.4.2
du chapitre 1 nous assure que les éléments maximaux de

{J | J idéal différentiel de A et q0 + q1 ⊂ J ⊂ p}

sont des idéaux premiers. Un tel idéal q2 (qui existe, encore une fois, par le lemme de Zorn)
vient alors contredire la maximalité de q0, ce qui achève la preuve du théorème. �

(5)Cet idéal premier minimal correspond à la composante irréductible à laquelle x appartient.
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Remarque. —– L’étape 1 de la démonstration ci-dessus peut être menée d’une autre manière,
plus rapide mais moins géométrique. On veut montrer, si A est un anneau différentiel et
p ∈ SpecA que l’ensemble

E(p) := {q ∈ SpecA | q est un idéal différentiel et q ⊂ p}

est non-vide. En appliquant la proposition 1.4.1, comme dans l’étape 2, on démontre que
les éléments maximaux de

{J | J idéal différentiel de A et J ⊂ p}

sont des idéaux premiers. En particulier, on obtient que ces éléments maximaux — qui
existent par Zorn — sont des éléments de E (p). ♦

(3.4.2) La version « algèbre commutative différentielle » du cas affine de ce théorème, qui
se révèle être une proposition tout à fait remarquable, est pour nous l’occasion d’introduire
la définition suivante :

Proposition-Définition 3.4.8. Soient A une Q-algèbre différentielle et p un idéal premier
de A. Alors, l’ensemble{

q idéal différentiel de A
∣∣∣∣ q est premier

q ⊂ p

}
admet un plus grand élément. On l’appelle idéal différentiel associé à p, et on le note pδ.

Cette proposition, sous une forme très différente, peut être trouvée dans l’article [Kei77]
de William Keigher. En effet, dans cet article, Keigher introduit, si A est un anneau
différentiel et si X est une partie de A :

X# :=
{
x
∣∣∣∀n ∈ N, x(n) ∈ X

}
.

La propriété fondamentale de cette construction est la suivante :

Fait 3.4.9. Soit A un anneau différentiel et soit I un idéal de A. Alors I# est le plus grand
idéal différentiel de A contenu dans I.

Démonstration. —– On a quatre choses à démontrer. La première est que I# ⊂ I, et c’est
évident. La deuxième est que I# est stable par dérivation, et c’est aussi évident. La troisième
est que I# est un idéal. Déjà, c’est évident que I# est stable par addition. Puis, soit x ∈ I#,
soit λ ∈ A et soit n ∈ N. On a :

(λx)(n) =
n∑
i=0

(
n

k

)
x(i)λ(n−i).

Comme tous les x(i) sont dans I, il en est de même pour (λx)(n), et on a donc bien que
λx ∈ I#. Enfin, la dernière propriété à montrer est que I# est le plus grand tel idéal
différentiel. Soit donc J un idéal différentiel de A inclus dans I. Soit x ∈ J , alors, quel que
soit n ∈ N, x(n) est dans J est donc dans I, et donc, x ∈ I#, ce qu’on voulait. �

Keigher démontre alors (c’est sa proposition 1.5) que si A contient Q, si I est un idéal
premier, alors I# est encore un idéal premier. Le lien avec ce qui précède tient alors dans la
proposition suivante, qui, après coup, constitue une caractérisation tout à fait remarquable
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de pδ. Cependant, il semble que Keigher n’avait pas mesuré l’importance géométrique de
l’idéal p#.

Proposition 3.4.10. Soient A une Q-algèbre différentielle et p un idéal premier de A.
Alors,

pδ = p#.

Démonstration. —– En effet, d’après le fait qu’on vient de démontrer, on sait que p# est le
plus grand idéal différentiel de A inclus dans p. Mais, la proposition 1.4.1 nous assure alors
que p# est un idéal premier. On a donc bien pδ = p#. �

(3.4.3) Que se passe-t-il quand on n’est plus au-dessus de Q ? Pour définir la tra-
jectoire d’un point x, on a utilisé le fait que les anneaux différentiels considérés contenaient
tous Q. En fait, il suffit de supposer que le schéma X qui nous intéresse peut être recouvert
par des ouverts affines Ui dont les anneaux Ai vérifient :

∀p ∈ SpecAi, p# ∈ SpecAi.

De tels anneaux sont appelés anneaux spéciaux (special rings) par Keigher dans [Kei77] —
article où il étudie par quelles constructions sont stables de tels anneaux.

Néanmoins, pour résoudre ce problème, un moyen plus élégant, et, comme on le verra
dans la section (8.3), plus pertinent, est ce qui suit.

3.5 Généralisation aux dérivations de Hasse-Schmidt

(3.5.1) Définition. Les dérivations de Hasse-Schimdt généralisent les dérivations. Les défini-
tions varient selon les auteurs. On reprend la définition que donne Franck Benoist dans
[Ben06] :

Définition 3.5.1. Soit A un anneau. Une dérivation de Hasse-Schmidt sur A est une suite
D = (Di)i≥0 vérifiant :

(i) pour tout i ≥ 0, Di : A−→A est une application additive, et D0 = IdA
(ii) la loi de Leibniz généralisée : pour tout i et pour tous f, g ∈ A :

Di(fg) =
∑
k+`=i

Dk(f)D`(g)

(iii) l’itérativité : pour tous i, j ≥ 0,

Di ◦Dj =
(
i+ j

i

)
Di+j .

Remarques. —– Pour Hideyuki Matsumura, dans [Mat82], les familles D vérifiant (i) et (ii)
sont des différenciations ; celles qui vérifient (iii) sont appelées des différenciations itératives.
Paul Vojta, dans [Voj07], appelle dérivées supérieures les différenciations. Ces objets ont
été introduits par Hasse et Schmidt dans [HS37].

— Si A est un anneau et D une dérivation de Hasse-Schimdt pour A, on a une notion de
D-idéal de A. De façon plus générale, la plupart de ce qu’on peut faire en algèbre différentielle
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peut être fait avec les dérivations de Hasse-Schimdt. On renvoie au preprint [Ben] pour plus
de détails. ♦

(3.5.2) Les trajectoires dans le cadre de Hasse-Schmidt. En particulier, on peut
démontrer dans ce cadre un analogue de la proposition 1.4.2, qu’on avait démontrée dans le
chapitre (1), et de la proposition 3.4.8, qu’on vient de montrer. C’est le résultat suivant :

Proposition 3.5.2. Soit A un anneau et soit D une dérivation de Hasse-Schmidt pour A.
Soit I un D-idéal de A. Soit p ∈ SpecA tel que I ⊂ p. Alors, l’ensemble

{J | J est un D-idéal et I ⊂ J ⊂ p}

admet un plus grand élément, qui en plus est un idéal premier de A.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Pour démontrer cette proposition,
on va adapter au cadre des dérivations de Hasse-Schmidt la proposition 1.5 de [Kei77] :
autrement dit, on adapte la démarche « à la p# » de Keigher. Ainsi, on note

p# := {f ∈ A | ∀i ≥ 0, Di(f) ∈ p} .

Montrons d’abord qu’il s’agit d’un idéal. L’ensemble p# est clairement additif. Soit donc
f ∈ p# et λ ∈ A. Montrons que λf ∈ p# : soit i ≥ 0. On a

Di(λf) =
∑
k+`=i

Dk(λ)D`(f) :

et donc, on a bien λf ∈ p#. Montrons maintenant qu’il s’agit d’un idéal premier. Soient
f, g ∈ A tels que f /∈ p# et g /∈ p#. Soient n et m tels que{

Dn(f) /∈ p et ∀k < n,Dk(f) ∈ p

Dm(g) /∈ p et ∀k < m,Dk(g) ∈ p.

Montrons que fg /∈ p : on calcule

Dn+m(fg) =

(
n−1∑
k=0

Dk(f)D(n+m)−k(g)

)
+Dn(f)Dm(g) +

(
m−1∑
`=0

D(n+m)−`(f)D`(g)

)
.

Dans cette expression, tous les termes sont dans p sauf le terme isolé au milieu. Comme p

est premier, on a Dn(f)Dm(g) /∈ p. Ainsi, Dn+m(fg) /∈ p et donc fg /∈ p#, ce qu’on voulait.
Il suffit enfin de vérifier que si J est un D-idéal contenu dans p, alors, on a J ⊂ p#, ce qui
est facile. �

Remarque. —– Dans cette démonstration, on n’a pas utilisé l’itérativité de D : cette pro-
position est en fait valable pour les différenciations de Matsumura. ♦

Dès lors, on voit bien comment définir les trajectoires dans le cadre suivant. Soit X un
schéma. On appelle champ de vecteurs de Hasse-Schmidt sur X les familles (∂i)i≥0 vérifiant :

(i) pour tout i ≥ 0, ∂i : OX −→OX est un morphisme de faisceaux en groupes abéliens,
et ∂0 = IdOX .

(ii) pour tout ouvert U de X, (∂i)U : OX (U)−→OX (U) est une dérivation de Hasse-
Schmidt de OX (U).
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Ainsi, on pourrait généraliser le travail qui suit à ces champs de vecteurs de Hasse-Schmidt.
Néanmoins, on ne l’a pas fait car le cadre des anneaux différentiels est plus classique ; mais,
on reste tout de même sûr que cette généralisation ne pose pas de problème. On verra
réapparâıtre (6) ces objets dans la section (8.3).

(3.5.3) Lien entre les dérivations et les dérivations de Hasse-Schmidt. On termine
cette section en montrant que si A est un anneau contenant Q, alors se donner une dérivation
de Hasse-Schmidt sur A équivaut à se donner une dérivation sur A.

Proposition 3.5.3. Soit A une Q-algèbre. Alors, l’application

{dérivations de Hasse-Schmidt de A} // Der(A,A)

D = (Di)i≥0
� // D1

est une bijection.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Remarquons pour commencer que
si D est une dérivation de Hasse-Schmidt sur A, alors pour tout i ≥ 1, on a

Di = i! ·D1 ◦ · · · ◦D1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i fois

,

ce qui se montre aisément par récurrence. Puis, montrons que cette application est injective.
Soient D et D′ deux dérivations de Hasse-Schmidt de A telles que D1 = D′1. Soit i ≥ 1.
Comme i! est inversible dans A, on en déduit que Di = D′i. Ainsi, D = D′. Montrons
qu’elle est surjective : soit ∂ une dérivation de A. Alors, on vérifie facilement (il s’agit de la
proposition 1.1.1) que

D :=
(
∂i

i!

)
i≥0

est une dérivation de Hasse-Schmidt de A. �

3.6 Trajectoires et morphismes

Revenons aux anneaux différentiels « classiques », et continuons notre étude des schémas
munis d’un champ de vecteurs, et des trajectoires. On prouve la formule suivante, qui est
naturelle, de compatibilité de la trajectoire aux morphismes.

Proposition 3.6.1. Soient X = (X, ~V ) et Y = (Y, ~W ) deux Q-schémas munis de champs
de vecteurs, ainsi que ϕ : X −→Y un morphisme entre eux. Alors, pour tout x ∈ X, on a

ϕ
(
Traj ~V (x)

)
= Traj ~W (ϕ (x)) .

(6)de façon inattendue !
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Démonstration. —– Commençons par nous ramener au cas affine. Soit x un élément de X.
On vient de voir que la trajectoire de x est définie comme le plus petit élément deη ∈ X

∣∣∣∣∣∣
η  x

et
η est une feuille de ~V

 .

Or, si U un ouvert de X contenant x, on sait que U contient toutes les générisations de x.
Ainsi, il suffit de chercher la trajectoire dans un ouvert affine. On pose y := ϕ(x). Soit V
un ouvert affine de Y contenant y. Soit U un ouvert affine de X, contenant x, et contenu
dans ϕ−1 (U). On dispose alors d’un morphisme ϕ : U −→V entre des schémas affines, ce
qui nous ramène au cas affine.

Soient donc A et B deux Q-algèbres différentielles et soit φ : A−→B un morphisme
d’anneaux différentiels. Soit p un idéal premier de B. Comme on l’a vu dans le paragraphe
(3.4.2), la trajectoire de p correspond à l’idéal p#, qui est bien un idéal premier. Ce qu’on
veut donc démontrer est donc que

φ−1 (p#) =
(
φ−1p

)
#
.

Or,

φ−1 (p#) = {x ∈ A | φ(x) ∈ p#}

=
{
x ∈ A | ∀n ∈ N, φ(x)(n) ∈ p

}
=
{
x ∈ A | ∀n ∈ N, φ

(
x(n)

)
∈ p
}

=
{
x ∈ A | ∀n ∈ N, x(n) ∈ φ−1p

}
=
(
φ−1p

)
#
,

ce qui termine notre preuve. �

3.7 Un exemple de champ de vecteurs sur A2
C qui ne

possède que deux feuilles

Dans cette section, on exhibe un exemple un peu pathologique, qui pourra être utile
pour tester certains énoncés. On considère la C-algèbre différentielle C[x, y] munie de la
dérivation définie par {

∂x = 1− xy2

∂y = x2 − y3 .

On note ~V le champ de vecteurs qui s’en déduit. Les feuilles (ou plus précisément leurs
traces réelles) dans le cas C∞ sont représentées dans la figure 6.

Dans [Jou79], Jean-Pierre Jouanolou montre qu’aucune des « feuilles C∞ » non-constantes
n’est algébrique. Comme le seul point fermé invariant sous ~V est (1, 1), on en déduit :

Fait 3.7.1. Pour tout x ∈ A2
C différent de (1, 1), on a : Traj ~V (x) = η, le point générique.

Sinon, Traj ~V ((1, 1)) = (1, 1).
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Fig. 6 – Feuilles réelles C∞ du système x′ = 1− xy2 et y′ = x2 − y3.
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Troisième partie

Espace des feuilles grossier et

trajectoires des schémas sans

dynamique propre à base simple





Chapitre 4

Espace des feuilles grossier d’un

schéma muni d’un champ de

vecteurs

Soit X = (X, ~V ) un schéma muni d’un champ de vecteurs.

On commence ce chapitre par définir ce que signifie X est simple : c’est quand il n’y
a qu’une seule trajectoire, la trajectoire dense — et cette notion correspond dans le cas
affine aux anneaux différentiellement simples. Après avoir démontré quelques propriétés sur
ces schémas, on définit ce qu’est l’espace des feuilles grossier associé à X . Intuitivement, il
s’agit d’un schéma T qui classifie les feuilles de ~V .

On calcule cet espace des feuilles grossier dans le cas où X est simple : on obtient
un point (le spectre d’un corps). Ainsi, la notion d’espace des feuilles grossier correspond
bien dans ce cas à ce qu’on veut qu’elle soit. On introduit ensuite une notion un peu plus
générale que les schémas simples : les schémas quasi-simples. Dans ce cas aussi, on sait
calculer l’espace des feuilles grossier, et il s’agit encore d’un point. C’est ici que la notion
d’espace des feuilles grossier montre ses limites (1) : en effet, un schéma quasi-simple peut
très bien avoir plusieurs feuilles.

Dans le cas où S = (S, ~V ) est simple, on verra que l’espace des feuilles grossier

S −→(CS ,~0)

constitue pour S un très bon analogue de ce que CA constitue pour A.

(1)D’où le terme « grossier ».
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4.1 Schémas avec champ de vecteurs simples

On définit :

Définition 4.1.1. Soit X = (X, ~V ) un schéma, muni d’un champ de vecteurs. On dit que
X est simple si

— d’une part, X est irréductible, auquel cas on note η son point générique ;
— et si, d’autre part, la seule feuille de ~V est η.

Remarques. —– Intuitivement, cela veut bien dire que le champ de vecteurs ~V ne laisse
invariant aucun fermé Zariski strict de X : il n’y a ni point fixe pour ~V , ni courbe invariante,
etc.

— Dans le cas où l’on dispose d’une notion de trajectoire, par exemple dans le cas où X
est un Q-schéma, il revient au même de demander que X soit irréductible de point générique
η et que

∀x ∈ X, Traj ~V (x) = η.

♦

(4.1.1) Schémas simples affines. Rappelons qu’on dit qu’un anneau différentiel A est
différentiellement simple si les seuls idéaux différentiels de A sont (0) et A. Soit A un tel
anneau différentiel, dont on suppose qu’il contient Q. Si on considère le schéma muni d’un
champ de vecteurs Spec∂A, ses seuls fermés invariants sous le champ sont ainsi ∅ et A ; ceci
peut aussi s’exprimer par :

∀x ∈ Spec∂A, Traj(x) = η. (1)

où l’on a noté η le point générique de SpecA. Cependant, pour parler de point générique
de SpecA, il faut que SpecA soit irréductible. Quand A est différentiellement simple, c’est
toujours le cas. En fait, mieux, A est même intègre. En effet, soit, d’après la proposition
1.2.2, P un idéal différentiel maximal de A. Comme, par définition, P est différent de A, on
a donc nécessairement P = (0). La même proposition nous dit que P est premier : ainsi, A
est intègre. On a démontré :

Proposition 4.1.2. Soit A une Q-algèbre différentiellement simple. Alors, A est intègre.

Remarques. —– Dans le cas où Q * A, on peut montrer

A réduit et différentiellement simple =⇒ A intègre.

En effet, dans ce cas, considérons deux éléments x et y de A, tels que xy = 0, et supposons
x 6= 0. Considérons l’ensemble

(0 : y)∞ := {λ ∈ A | ∃n ∈ N, λyn = 0} .

C’est un idéal de A. Mieux, c’est un idéal différentiel. En effet, si on a λyn = 0, alors, en
dérivant, on obtient que λ·nyn−1y′+λ′ ·yn = 0. En multipliant par y, on a donc λ′ ·yn+1 = 0.
De plus, (0 : y)∞ est un idéal non-nul. En effet, on a x ∈ (0 : y)∞, par hypothèse. Comme
A est différentiellement simple, on a donc (0 : y)∞ = A, et donc y est nilpotent. Comme on
a supposé A réduit, c’est donc que y = 0.

— On ne peut pas faire mieux : il existe des anneaux différentiels qui sont différentiellement
simples sans être réduits. En voici un exemple. On prend

A = Fp[ε]/εp
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et on pose ε′ = 1. On peut faire un tel choix car on est en caractéristique p ; en effet, le fait
que εp = 0 impose qu’on ait p · εp−1ε′ = 0. On peut donc bien choisir ε′ = 1. On vérifie alors
facilement que A est bien différentiellement simple. ♦

On aimerait que l’interprétation géométrique (1) de la simplicité d’un anneau différentiel
soit éventuellement une caractérisation. Autrement dit, on aimerait que :

Proposition 4.1.3. Soit A une Q-algèbre différentielle. On suppose que le seul idéal
différentiel premier de A est (0). Alors, A est différentiellement simple.

Cette proposition est vraie, comme on le montre ci-dessous :

Démonstration. —– Soit A une Q-algèbre différentielle vérifiant les hypothèses de la pro-
position. Soit I un idéal différentiel propre de A. La proposition 1.4.4 nous assure alors qu’il
existe un idéal différentiel et premier P contenant I. Comme P doit être égal à (0), il en est
de même pour I : A est donc différentiellement simple. �

Concernant les anneaux différentiels simples, notons aussi la proposition suivante, qu’on
utilisera par la suite.

Proposition 4.1.4. Soit A un anneau différentiel simple. Alors, CA est un corps.

Démonstration. —– En effet, soit c ∈ CA une constante non-nulle. CommeA est différentielle-
ment simple, l’idéal différentiel

{cf | f ∈ A} ,

qui contient c 6= 0, est A tout entier. Il existe donc f ∈ A tel que cf = 1. Montrons que f
est aussi une constante. En dérivant la relation cf = 1, on obtient que cf ′ = 0. Supposons
que f ′ soit non-nul. Alors, en utilisant encore le fait que A soit différentiellement simple,
on sait qu’il existe L ∈ A[∂] tel que L • (f ′) = 1. En appliquant cet opérateur L à cf ′, on
obtient que c · 1 = 0, ce qui est absurde, et achève la démonstration. �

(4.1.2) Intégrité des schémas simples. Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 4.1.5. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma avec champ de vecteurs simple. Alors,
X est intègre.

Démonstration. —– Pour démontrer que X est intègre, il suffit de démontrer que tout
ouvert affine de X est intègre. Soit donc U un ouvert affine non-vide de X. On sait que
U , en tant qu’ouvert non-vide d’un irréductible, est aussi irréductible. On vérifie aisément
alors que U , muni du champ de vecteurs induit, est encore simple. On en déduit d’après la
proposition 4.1.3 que l’anneau de U est différentiellement simple et, d’après la proposition
4.1.2, que cet anneau est intègre. Ainsi, X est bien intègre. �
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4.2 Espace des feuilles grossier d’un schéma muni d’un

champ de vecteurs

(4.2.1) Introduction. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. On cherche
un « espace » T qui classifie les feuilles de ~V , un espace dont intuitivement les points
correspondent aux trajectoires de X . Un tel espace est muni d’un morphisme ϕ : X −→T

qui doit vérifier

∀(x, y) ∈ X2 Traj ~V (x) = Traj ~V (y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y). (2)

(4.2.2) Soit T un Q-schéma, qu’on munit du champ de vecteurs nul. Considérons mainte-
nant ϕ : X −→(T,~0) un morphisme de Q-schémas munis de champs de vecteurs, et vérifions
que la propriété (2) est vraie pour ϕ. Soient donc x, y ∈ X. On a, en vertu de la proposition
3.6.1 :

Traj~0 (ϕ (x)) = ϕ(x) = ϕ (TrajV (x)) .

Ainsi, ϕ vérifie bien

∀(x, y) ∈ X2 Traj ~V (x) = Traj ~V (y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y),

ce qu’on voulait.

(4.2.3) Espace des feuilles grossier. Tout ceci justifie la définition suivante :

Définition 4.2.1. Soit k un anneau. Soit X un k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs.
On appelle espace des feuilles grossier de X tout k-schéma T , muni d’un morphisme

ϕ : X −→(T,~0)

de k-schémas munis de champ de vecteurs, qui soit universel pour cette propriété.

Remarques. —– « Qui soit universel pour cette propriété » : c’est-à-dire, si T ′ est un autre
k-schéma muni d’un morphisme ϕ′ : X −→(T ′,~0), alors, il existe un unique morphisme
f : T −→T ′ qui fasse commuter le diagramme

X

ϕ′

��

ϕ // (T,~0)

(T ′,~0)

f

;;wwwwwwww

.

— Rien a priori nous assure de l’existence d’un tel espace des feuilles grossier pour un
k-schéma X muni d’un champ de vecteurs quelconque.

— Dans le cas où X est un k-schéma muni de la dérivée nulle, alors il est facile de vérifier
que l’espace des feuilles grossier existe : tout simplement, c’est X lui-même. ♦

4.3 Espace des feuilles grossier d’un schéma simple

Dans cette section, on calcule l’espace des feuilles grossier d’un schéma simple. On
considère k un anneau contenant Q.
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(4.3.1) Faisceau des constantes. Soit X = (X,OX) un espace différentiellement an-
nelé : rappelons que cela signifie simplement que pour tout ouvert U on se donne un an-
neau différentiel OX (U), et qu’on astreint les restrictions à être des morphismes d’anneaux
différentiels. On peut alors définir le faisceau des constantes de X : pour chaque ouvert U
de X, on pose

O cte
X (U) := COX(U).

Vérifions qu’il s’agit bien d’un faisceau. Pour commencer, ce préfaisceau est bien séparé,
en tant que sous-préfaisceau d’un faisceau. Il nous reste donc à montrer que les sections se
recollent. Soient ainsi U un ouvert de X et (Ui)i∈I un recouvrement de U . Pour chaque
i ∈ I, soit fi ∈ O cte

X (Ui). On suppose que les fi cöıncident sur les intersections Ui ∩ Uj .
Comme OX est un faisceau, ces fi se recollent en une section globale f ∈ OX (U), dont il
nous faut montrer qu’elle est constante. On veut donc montrer que f ′ = 0. Or, f ′ est nulle
localement, puisque

∀i ∈ I, (f ′)|Ui =
(
f|Ui

)′ = fi
′ = 0.

Ainsi, f ′ = 0 et on a bien montré que O cte
X est un faisceau.

(4.3.2) Faisceau des constantes d’un schéma simple. Dans ce paragraphe, on va mon-
trer que, si X est un k-schéma simple alors, l’anneau COX(U) des constantes de OX (U) ne
dépend pas de l’ouvert U non-vide. On démontre avant :

Proposition 4.3.1. Soit K un anneau différentiel simple intègre et soit S une partie multi-
plicative de K qui ne contient pas 0. On note iS : K −→S−1K le morphisme de localisation.
Alors :

— le morphisme d’anneaux CiS : CK −→CS−1K est un isomorphisme. Autrement dit,
K et S−1K ont les mêmes constantes.

— l’anneau différentiel S−1K est simple.

Démonstration. —– On reprend les notations de l’énoncé. Démontrons d’abord le premier
point. Comme K est intègre, on sait que CiS , qui est la restriction de iS à CK , est injective.
Montrons qu’elle est surjective. Soit donc

y :=
a

s
∈ S−1K

tel que

y′ =
(a
s

)′
=
a′s− s′a

s2
= 0.

On considère l’ensemble
Ey := {x ∈ K | xy ∈ K} .

C’est clairement un idéal de K. En fait, mieux, c’est un idéal différentiel de K. En effet,
considérons x un élément de Ey. On a alors

(xy)′ = x′y + xy′ = x′y ∈ K.

Par ailleurs, par hypothèse, s (qui est non-nul) appartient à Ey. CommeK est différentiellement
simple, on a donc que Ey = K et donc que y ∈ K. Donc, y ∈ CK et on a ainsi CK = CS−1K .

Démontrons le second point. Soit I un idéal non-nul de S−1K. Soit donc

y :=
a

s
∈ I
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un élément de I non-nul. On note J l’idéal défini par

J := iS
−1 (I) = {x ∈ K | x ∈ I} .

C’est aussi un idéal différentiel. Comme a ∈ J et comme a est non-nul, J est égal à K. On
voit ainsi que 1 ∈ I : l’idéal I est donc l’idéal plein. �

On peut alors énoncer :

Proposition 4.3.2. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma avec champ de vecteurs simple. Soient
U et V deux ouverts non-vides de X, avec U ⊂ V . On considère le morphisme de restriction
ρV→U : OX (V )−→OX (U). Alors la trace de ce morphisme sur les constantes, ie

C (ρV→U ) : C (OX (V ))−→C (OX (V ))

est un isomorphisme. Autrement dit, les anneaux de constantes de tous les anneaux OX (U),
pour U non-vide, sont isomorphes.

Remarque. —– Pour la clarté, on a noté C (OX (U)) au lieu de COX (U), l’anneau des
constantes de OX (U), etc. ♦

Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.3.3. Soit X un espace topologique irréductible et soit (V )i∈I une base d’ouverts
non-vides de X. Soit F un faisceau sur X qui vérifie

∀(i, j) ∈ I2 Vi ⊂ Vj =⇒ ρVj→Vi : F (Vj)−→F (Vi) est un isomorphisme.

Alors, quels que soient les ouverts non-vides U et V de X vérifiant U ⊂ V , on a

ρV→U : F (V )−→F (U) est un isomorphisme

Démonstration du lemme 4.3.3. —– Le fond de l’argument est que, comme il est expliqué
dans le paragraphe 3.2 du chapitre 0 de [EGAI], un faisceau est déterminé par ses valeurs
prises sur une base d’ouverts.

Plus précisément, commençons par remarquer que, siX un espace topologique irréductible,
et si A est un anneau donné, alors le préfaisceau (en anneaux) défini par

FA (U) :=
{

A si l’ouvert U est non-vide
0 si U = ∅

est un faisceau. En effet, comme X est irréductible, tout ouvert non-vide de X est encore
irréductible et est a fortiori connexe.

Considérons alors une base d’ouverts (Vi)i∈I de X et un faisceau F comme dans l’énoncé.
Tous les OX (Vi) sont isomorphes — mais aucun d’entre eux ne prévaut sur les autres. Pour
en choisir un naturellement, il suffit de considérer la limite inductive (filtrante)

A := colim−−−→i∈I
OX (Vi) .

On dispose d’une famille de morphismes fi : OX (Vi)−→A qui est compatible aux flèches
de restriction. Autrement dit, on dispose d’un morphisme de « préfaisceaux définis sur la
base (Vi)i »

f : F −→FA.
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Comme expliqué dans [EGAI], on sait que ce morphisme f détermine un morphisme entre
les faisceaux, qui sera ici un isomorphisme. Autrement dit, si U et V sont deux ouverts
non-vides, avec U ⊂ V , dans le diagramme commutatif

F (V )

ρV→U

��

ϕV // A

F (U)
ϕU // A

les deux flèches ϕV et ϕU sont des isomorphismes. Il en est donc de même pour ρV→U , ce
qu’on voulait démontrer. �
Remarque. —– On pourrait aussi démontrer ce lemme directement. ♦

Démonstration de la proposition 4.3.2. —– En vertu du lemme 4.3.3 qu’on vient de prouver,
il suffit donc, pour démontrer la proposition qui nous intéresse, de trouver une base d’ouverts
(Vi)i∈I vérifiant

∀(i, j) ∈ I2 Vi ⊂ Vj =⇒ C (OX (Vj))−→C (OX (Vi)) est un isomorphisme.

On démontre d’abord cette proposition dans le cas affine. Soit donc A une Q-algèbre
différentielle simple et soit X := Spec∂A le Q-schéma affine muni du champ de vecteurs
associé. En particulier, d’après la proposition 4.1.2, on sait que A est intègre. Une base
d’ouverts non-vides de A est constituée par les ouverts distingués D(f), lorsque f parcourt
A \A×. Soient donc D(f) et D(g) deux tels ouverts que l’on suppose vérifier D(f) ⊂ D(g).
Dans le diagramme commutatif suivant

C (OX (X))
ρ2

((QQQQQQQQQQQQ
ρ1

vvmmmmmmmmmmmm

C (OX (D(g))) ρ3
// C (OX (D(f)))

,

qui s’écrit en fait
C (A)

ρ2

$$IIIIIIIII
ρ1

zzvvvvvvvvv

C (Ag) ρ3
// C (Af )

,

où l’on veut démontrer que la flèche ρ3 est un isomorphisme, on sait, d’après la proposition
4.3.1, que les flèches ρ1 et ρ2 sont des isomorphismes. Ainsi, il en est de même pour ρ3. Le
lemme 4.3.3 s’applique donc : la proposition est donc vraie si le schéma ambiant est affine.

Venons-en maintenant au cas général : soit X = (X, ~V ) un Q-schéma avec champ de
vecteurs simple. Une base d’ouverts de X est formée par les ouverts affines non-vides de X.
Soient donc U et V deux tels ouverts vérifiant U ⊂ V . On veut montrer que la flèche de
restriction

ρ : C (OX (V ))−→C (OX (U))

est un isomorphisme. Or, dans le diagramme commutatif

C (OX (V ))

ρ2
((QQQQQQQQQQQQ

ρ // C (OX (U))

ρ3
vvmmmmmmmmmmmm

C (OX (U ∩ V ))
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comme l’ouvert U ∩ V est non-vide, on sait, d’après le cas affine qu’on vient de traiter, que
les flèches ρ2 et ρ3 sont des isomorphismes. Il est en donc de même pour ρ, ce qui achève la
preuve, en appliquant le même lemme. �

(4.3.3) Espace des feuilles grossier d’un schéma simple : le cas affine. Avant de
décrire quel est l’espace des feuilles grossier d’un schéma simple dans le cas général, on traite
le cas affine. Si A est une Q-algèbre différentielle simple, alors on dispose naturellement du
morphisme d’inclusion

CA−→A.

Ce morphisme est un morphisme d’anneaux différentiels : il induit donc un morphisme de
Q-schémas avec champ de vecteurs

Spec∂A−→(SpecCA,~0).

Alors on va montrer :

Proposition 4.3.4. Soit A un anneau différentiel simple. Alors,

ϕA : Spec∂A−→(SpecCA,~0).

est un espace des feuilles grossier de Spec∂A.

Remarque. —– Rappelons, pour la clarté géométrique de notre propos, et comme on l’a
démontré dans la proposition 4.1.4, que si A est un anneau différentiel simple, alors CA
est un corps. Ainsi, cette proposition nous dit que l’espace des feuilles grossier d’un schéma
simple et affine n’a qu’un point — comme on s’y attendait. ♦

Démonstration. —– Pour cette démonstration, on suppose que Q ⊂ A car ceci va nous
permettre d’utiliser le formalisme des trajectoires. Ainsi, on va donner une preuve plus
concise et plus élégante. Ce résultat est cependant encore vrai quand A ne contient pas Q :
dans ce cas-là, on en donnera une preuve dans la démonstration du lemme 4.4.10 à venir.

On reprend les notations de l’énoncé. Soit X un Q-schéma muni d’un morphisme

ϕ : Spec∂A−→(X,~0).

On veut montrer que ϕ admet une unique factorisation par ϕA. Déjà, on peut remarquer que
ϕ tombe dans un ouvert affine de X. En effet, puisque Spec∂A est simple, on sait que tous
les points ont la même trajectoire, à savoir η le point générique. Or, on a vu au paragraphe
(4.2.2) que des points qui ont la même trajectoire ont la même image par ϕ : l’image de
ϕ est donc un point. Notons U = SpecB un ouvert affine de X dans lequel tombe ϕ. En
termes d’algèbre commutative, ce qu’on veut démontrer s’énonce alors : soit B un anneau
muni de la dérivée nulle et soit φ : B−→A un morphisme d’anneaux différentiels. Alors, φ
se factorise uniquement par l’inclusion CA ⊂ A. Énoncé sous cette forme, c’est évident. Ceci
termine la preuve. �

(4.3.4) Espace des feuilles grossier d’un schéma simple : cas général. Passons
maintenant au cas où X n’est plus forcément affine. On a d’abord traité le cas affine car
on voit bien alors que, si l’on veut généraliser la proposition 4.3.4 à X non-affine, il faut
trouver un analogue à X de ce que l’anneau des constantes CK est à K. C’est justement ce
qu’on a fait dans le paragraphe (4.3.2), et on va pouvoir l’utiliser maintenant.
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Ainsi, on sait que les anneaux C (OX (U)) sont tous isomorphes les uns aux autres,
lorsque U parcourt l’ensemble des ouverts non-vides de X. On choisit le plus simple de ces
ouverts, U := X et on définit

CX := Spec (C (OX (X))) .

Il nous faut maintenant définir un morphisme

ϕX : X −→(CX ,~0).

On va construire ce morphisme par recollement à l’aide du lemme classique suivant :

Lemme 4.3.5. Soient X et Y deux espaces différentiellement localement annelés. Soit
(Vi)i∈I une base d’ouverts de X et soit (fi)i∈I une famille de morphismes fi : Vi−→Y

telle que
∀(i, j) ∈ I2, Vi ⊂ Vj =⇒ fi = fj |Vi .

Alors, il existe un unique f : X −→Y telle que ∀i ∈ I, f|Vi = fi.

On applique ce lemme en prenant pour espace X notre schéma muni d’un champ de
vecteurs simple X , pour Y le schéma SpecCOX (X) muni du champ nul. On considère (Vi)i
la base des ouverts affines non-vides de X. Pour chaque Vi, on dispose d’un morphisme de
restriction

ρi : OX (X)−→OX (Vi)

dont la trace sur les constantes

C (ρi) : C (OX (X))−→C (OX (Vi))

est un isomorphisme. On considère alors les morphismes

fi := Vi
f // Spec∂OX (Vi) //

(
SpecC (OX (Vi)) ,~0

)SpecC(ρi)
−1

//
(

SpecC (OX (X)) ,~0
)
,

dont on constate facilement qu’ils vérifient les hypothèses de compatibilité du lemme. C’est
donc ainsi qu’on construit notre morphisme

ϕX : X −→(CX ,~0).

On est maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer le

Théorème 4.3.6. Soit k une Q-algèbre et soit X un k-schéma muni d’un k-champ de
vecteurs simple. Alors, avec les notations qui précèdent,

ϕX : X −→(CX ,~0)

est un espace des feuilles grossier pour X .

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit Y un k-schéma et soit ψ :
X −→(Y,~0) un morphisme. On veut montrer que ψ se factorise uniquement par ϕX . C’est
très simple. Soit U un ouvert affine de X . Alors, il existe un isomorphisme naturel entre
CX et CU qui fait commuter le diagramme

U
� � //

ϕU

��

X

ϕX

��
CU f // CX

.
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D’après le cas affine, qu’on a traité dans la proposition 4.3.4, il existe un unique morphisme
fU : CU −→(Y,~0) qui factorise ψ. On vérifie facilement que tous ces fU cöıncident sur CX

et que la factorisation est valable sur X tout entier (on peut par exemple utiliser le lemme
4.3.5 de recollement). �

Remarque. —– On peut se passer de l’hypothèse Q ⊂ k quand X est un schéma réduit, muni
d’un champ de vecteurs simple. En effet, on a vu dans la remarque suivant la proposition
4.1.2 que ces conditions suffisent pour affirmer que X est intègre. La preuve précédente peut
alors s’appliquer. ♦

4.4 Schémas munis d’un champ de vecteurs quasi-simples

Dans cette section, on introduit la notion de schéma muni d’un champ de vecteurs quasi-
simple. On va voir, à l’aide de ces schémas quasi-simples, que l’espace des feuilles grossier
d’un schéma muni d’un champ de vecteurs ne correspond pas toujours à ce que l’on voudrait
qu’il soit, qu’il ne contient pas les informations qu’on souhaite. C’est pourquoi on l’appelle
« grossier ». Pour résoudre ce problème, on introduira dans le chapitre (8) la notion d’espace
des feuilles géométrique.

On commence par un exemple.

(4.4.1) La droite affine munie du champ radial. On se place au-dessus d’un corps k,
muni de la dérivée nulle. On considère la k-algèbre différentielle A définie par

A :=
{
k[x]
x′ = x

.

Le k-schéma muni d’un champ de vecteurs qu’est Spec∂A, qu’on appelle droite affine munie
du champ radial, n’est pas simple : il y a exactement deux trajectoires, à savoir le point 0 et
le point générique η. En termes d’algèbre commutative, l’idéal (x) est un idéal différentiel
— et c’est le seul idéal maximal différentiel.

Fig. 7 – La droite affine munie du champ radial.

Cette k-algèbre différentielle A vérifie la propriété suivante :
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Proposition 4.4.1. Soit k un corps de caractéristique nulle, muni de la dérivée nulle. Soit
A la k-algèbre différentielle définie par

A :=
{
k[x]
x′ = x

.

Alors,
CFracA =

{x
1
, x ∈ k

}
= k = CA.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. A est évidemment intègre. Soit

f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

un élément de A. On calcule

f ′ = a0 + a1x+ 2a2x
2 + · · ·+ nanx

n,

ce qui permet de voir que f ′ = 0 si, et seulement si, f ∈ Ck(= k).

Soit maintenant deux éléments f et g dans A = k[x], avec g 6= 0. On pose h := f/g, et
on suppose que

h′ =
(
f

g

)′
= 0.

On veut montrer alors que nécessairement h ∈ k. Le fait que h′ = 0 nous assure que
f ′g − g′f = 0. Autrement dit,

f

g
=
f ′

g′
.

Par conséquent, on a :
f

g
=
f ′ − deg(f) · f
g′ − deg(f) · g

.

Cette égalité ne tient que si le numérateur g′−deg(f)g 6= 0. Dans le cas où on a g′ = deg(f)g,
l’égalité f ′g − g′f = 0 s’écrit alors (f ′ − deg(f)f)g = 0. Si on note n = deg(f), on a alors
nécessairement

g = λxn et f = µxn.

On a bien alors h ∈ k.
Dans le cas où cette transformation du dénominateur est possible, on voit que, de proche

en proche, on peut réduire le numérateur de h à une constante : il existe λ ∈ k et p ∈ k[x]
tels que

h =
λ

p
.

En écrivant h′ = 0, on vérifie alors que p ∈ k. Comme k est un corps, on en déduit que
h ∈ k. �

(4.4.2) Anneaux différentiels quasi-simples. C’est cet exemple qui nous inspire la
définition suivante :

Définition 4.4.2. Soit A un anneau différentiel. On dit que A est quasi-simple si A est
intègre et si le morphisme

Ci : CA−→CFracA

est un isomorphisme.
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Dit de façon plus simple, un anneau différentiel est quasi-simple si CA = CFracA. En
particulier, si A est quasi-simple, alors CA est un corps. On vient ainsi de voir dans le
paragraphe précédent un exemple d’anneau différentiel quasi-simple. Évidemment, on a

Proposition 4.4.3. Soit A un anneau différentiel intègre. Alors,

A simple =⇒ A quasi-simple.

Démonstration. —– On suppose que A est un anneau différentiel intègre et simple. On a vu
dans la proposition 4.3.1, que la flèche CA−→CS−1A est un isomorphisme pour toute partie
S de A ne contenant pas 0. Il suffit alors d’appliquer ce résultat avec S := A \ {0} : la flèche
CA−→CFracA est un bien isomorphisme. �

(4.4.3) Schémas quasi-simples. Cette définition s’étend sans problème aux schémas.

Définition 4.4.4. Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs. On dit que X est
quasi-simple s’il est intègre et peut être recouvert par des ouverts affines qui sont des spectres
d’anneaux différentiels quasi-simples.

Les schémas quasi-simples vérifient la même propriété que les schémas simples, à savoir
que si X est quasi-simple, alors, les anneaux de constantes des OX (U), pour U non-vide,
sont tous isomorphes (cf. la proposition 4.3.2) :

Proposition 4.4.5. Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs, quasi-simple. Alors,
pour tous ouverts non-vides U et V tels que U ⊂ V , le morphisme

CρV→U : COX (V )−→COX (U)

est un isomorphisme.

Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.4.6. Soit X un schéma intègre. Soient U et V deux ouverts de X non-vides, tels
que U ⊂ V . Alors,

a) Les anneaux OX (U) et OX (V ) sont intègres.
b) Le morphisme OX (V )−→OX (U) est injectif.
c) Si de plus V est affine, alors le morphisme Frac OX (V )−→Frac OX (U) est un

isomorphisme.

Remarque. —– Le point c) est faux si l’on ne suppose pas V affine. Par exemple, si k est un
corps, alors P1

k est un schéma intègre. On considère l’ouvert V = P1
k et pour U , on prend P1

k\
{∞} ' A1

k. La flèche OP1
k

(V )−→OP1
k

(U) est dans cette situation le morphisme k−→ k[x]
qui est bien injectif mais qui n’induit pas un isomorphisme sur les corps de fractions : la
flèche k−→ k(x) n’est pas injective. ♦

Démonstration du lemme 4.4.6. —– Le point a) est classique (voir par exemple [Har77,
II.3]).

Démontrons le point b). On traite d’abord le cas où V est affine. Soient donc A un anneau
intègre et U un ouvert non-vide de X := SpecA. On sait qu’il existe un ouvert de la forme
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D (f) non-vide et contenu dans U . Le diagramme

OX (X)
ρ1

zzuuuuuu ρ2

%%LLLLLLL

OX (U) ρ3
// OX (D (f))

est alors un diagramme commutatif. Ce diagramme peut aussi s’écrire

A
ρ1

~~}}}}}} ρ2

��888888

OX (U) ρ3
// Af

.

Or, la flèche ρ2 est injective et ρ2 = ρ3 ◦ ρ1. Par conséquent, ρ1 est aussi injective, ce que
l’on voulait.

Passons maintenant au cas général. Soit donc X un schéma intègre et soient U et V deux
ouverts non-vides, avec U ⊂ V . On veut montrer que le morphisme

ϕ : OX (V )−→OX (U)

est injectif. Soient donc f et g dans OX (V ) telles que ϕ (f) = ϕ (g). Soit (Vi)i∈I un recou-
vrement de V par des ouverts affines. Par chaque i on considère le diagramme

OX (V )

��

ϕ // OX (U)

��
OX (Vi)

ϕi // OX (Vi ∩ U)

.

On a donc

ϕi
(
f|Vi
)

= ϕ (f)|Vi∩U
= ϕ (g)|Vi∩U = ϕi (fVi) .

Or, comme on vient de le voir, ϕi est injective. Donc, pour tout i, f|Vi = g|Vi . Par conséquent,
f = g.

Démontrons maintenant le point c). Il suffit de montrer que si A est un anneau intègre
et si U est un ouvert de SpecA, alors le morphisme — qui est bien défini d’après le point b)
— FracA−→Frac OX (U) est un isomorphisme. Comme précédemment, soit f ∈ A tel que
D(f) soit un ouvert non-vide inclus dans U . Alors, le diagramme

FracA
ρ1 //

ρ2 &&NNNNNN Frac OX (U)

ρ3vvmmmmm

FracAf

est commutatif. Comme ρ2 est bijectif et donc surjectif, il en est de même pour ρ3. Or, on
sait déjà que ρ3 est injectif. Donc, ρ3 est bijectif, et il en est de même pour ρ1. �

Avant d’en venir à la démonstration de la proposition 4.4.5, on énonce un autre lemme :

Lemme 4.4.7. Soit A un anneau différentiel quasi-simple. Alors, si U est un ouvert non-
vide de Spec∂A, l’anneau différentiel OX (U) est aussi quasi-simple.
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Démonstration du lemme 4.4.7. —– On garde les notations de l’énoncé. Par fonctorialité du
passage au corps des fractions, on a le diagramme commutatif

A
ϕ //

i1

��

OX (U)

i2

��
FracA

Fracϕ // Frac OX (U)

.

On passe ce diagramme aux constantes pour obtenir

CA
ϕ //

i1

��

COX(U)

i2
��

CFracA

Fracϕ // CFrac OX(U)

.

Par hypothèse, on sait que i1 est un isomorphisme. D’après le point c) du lemme précédent
4.4.6, et comme SpecA est un schéma intègre, on sait que Fracϕ est un isomorphisme et
donc que Fracϕ aussi. Par conséquent, on sait que i2 est surjectif. Or, i2 est aussi injectif
car i2 l’est. Par conséquent, i2 est un isomorphisme. Cela signifie bien que OX (U) est un
anneau quasi-simple. �

On peut enfin en venir à la démonstration de la proposition 4.4.5.

Démonstration de la proposition 4.4.5. —– Fixons les notations. Soit X un schéma muni d’un
champ de vecteurs quasi-simple. On suppose ainsi qu’il est recouvert par une famille (Ui)i∈I
d’ouverts affines tels que, pour tout i ∈ I, l’anneau différentiel OX (Ui) soit quasi-simple.

Considérons pour commencer le faisceau des constantes de X ; rappelons que c’est le
faisceau défini par

O cte
X (U) := COX (U)

pour tout ouvert U de X . On considère ensuite la base (Vα)α∈A constituée par tous les
ouverts affines contenus dans l’un au moins des Ui. Soient Vα et Vβ deux éléments de cette
base vérifiant Vα ⊂ Vβ . D’après le lemme précédent 4.4.7, puisque Vα et Vβ sont tous deux
des ouverts non-vides d’un schéma du type Spec∂Ai où Ai est un anneau différentiel quasi-
simple, on sait que les anneaux différentiels

OX (Vα) et OX (Vβ)

sont tous deux quasi-simples. Ainsi, dans le diagramme commutatif

COX (Vβ)

ϕ //

i1
��

COX(Vα)

i2
��

CFrac OX (Vβ)

Fracϕ // CFrac OX(Vα)

,

les morphismes i1 et i2 sont des isomorphismes. Puis, comme Vβ est affine et que X est
intègre, d’après le point c) du lemme 4.4.6, on sait aussi que Fracϕ est un isomorphisme.
Par conséquent, le morphisme de restriction ϕ est aussi un isomorphisme.

On est alors dans les conditions du lemme 4.3.2, qu’on peut appliquer avec la base d’ou-
verts (Vα)α et le faisceau des constantes O cte

X : sur une base d’ouverts, toutes les restrictions
sont des isomorphismes. Par conséquent, toutes les restrictions sont des isomorphismes, ce
qu’on voulait démontrer. �
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Comme première application de la proposition 4.4.5, on peut démontrer la caractérisation
suivante des schémas quasi-simples :

Proposition 4.4.8. Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs. Alors, on a :

X est quasi-simple

m
∀U ouvert affine non-vide de X , OX (U) est un anneau différentiel quasi-simple

Démonstration. —– L’implication « bas =⇒ haut » est évidente. Montrons l’autre impli-
cation. On note (Ui)i un recouvrement affine de X tel que les anneaux OX (Ui) soient
quasi-simples. Soit maintenant U un ouvert non-vide quelconque de X .

Premier cas : Si U est inclus dans les Ui, on peut conclure avec le lemme 4.4.7 : l’anneau
différentiel OX (U) est quasi-simple.

Deuxième cas : Si U est un ouvert affine non-vide quelconque de X , on procède comme
suit. Fixons Ui0 l’un des ouverts affines dont l’anneau est quasi-simple. Comme X est intègre,
l’intersection U ∩ Ui0 est non-vide. On a, comme précédemment, le diagramme commutatif

COX (U)

ϕ //

i1

��

COX(U∩Ui0)

i2
��

CFrac OX (U)

Fracϕ // CFrac OX(U∩Ui0)

.

D’après le premier cas, qu’on vient de traiter, i2 est un isomorphisme. Comme U est affine,
et d’après le lemme 4.4.6, Fracϕ est un isomorphisme. Enfin, d’après la proposition 4.4.5,
ϕ en est aussi un. Par conséquent, le morphisme i1 est un isomorphisme, ce qu’on voulait
démontrer. �

(4.4.4) Espace des feuilles grossier d’un schéma quasi-simple. Dans ce paragraphe,
on montre que la construction de l’espace des feuilles grossier qu’on a faite pour les schémas
simples dans la section (4.2) peut s’appliquer aux schémas quasi-simples. Cette construction
repose sur la proposition 4.4.5.

Soit X = (X, ~V ) un schéma muni d’un champ de vecteurs quasi-simple. D’après la
proposition 4.4.5, pour tout ouvert U de X non-vide, le morphisme de restriction

ϕU := CρX→U : COX (X)−→COX (U)

est un isomorphisme. À partir de cette collection d’isomorphismes, on définit, comme dans
le cas simple, pour tout ouvert U affine non-vide, un morphisme

fU : U f // Spec∂OX (U) //
(

SpecC (OX (U)) ,~0
)

SpecϕU
−1
//
(

SpecC (OX (X)) ,~0
)
.

Cette famille (fU )U , qui est compatible aux restrictions, nous permet donc, en vertu du
lemme 4.3.5 de recollement de définir un morphisme de schémas munis d’un champ de
vecteurs. Si par ailleurs on note

CX := SpecC (OX (X)) ,

on a donc obtenu un morphisme

ϕX : X −→(CX ,~0).
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On a alors :

Théorème 4.4.9. Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs quasi-simple. Alors,
avec les notations qui précèdent,

ϕX : X −→(CX ,~0).

est un espace des feuilles grossier pour X .

Remarque. —– Comme annoncé, ce théorème montre en quoi la notion d’espace des feuilles
grossier est insuffisante. En effet, dans l’exemple de la droite affine munie du champ de
vecteurs radial, il y a deux trajectoires. Mais, cet espace est quasi-simple (cf. la proposition
4.4.1) et, donc, son espace des feuilles grossier n’a donc qu’un point — un « vrai » point de
plus puisque c’est le spectre d’un corps. Cet espace des feuilles grossier n’encode donc pas
exactement les informations qu’on voulait. ♦

Pour démontrer ce théorème, on traite d’abord dans le lemme qui suit le cas affine.

Lemme 4.4.10. Soit A un anneau différentiel quasi-simple. Alors,

ϕA : Spec∂A−→(SpecCA,~0)

est un espace des feuilles grossier pour Spec∂A.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit donc X un schéma quelconque,
avec un morphisme

ϕ : Spec∂A−→(X,~0).

On veut montrer que ϕ se factorise par ϕA.
Soit V un ouvert affine de X tel que ϕ−1 (V ) 6= ∅ et soit U un ouvert affine non-vide

de Spec∂A contenu dans ϕ−1 (V ). On a donc le diagramme commutatif suivant :

U� _

��

ϕ|U // (V,~0)� _

��
Spec∂A

ϕ // (X,~0)

.

Si on écrit U = Spec∂B et V = SpecC, et si l’on note φ : C −→B le morphisme d’anneaux
différentiels qui correspond à ϕ|U , on voit bien que φ se factorise uniquement par CB ⊂ B.
Or, on sait que CB est isomorphe à CA. Autrement dit, on a une factorisation

U

��

ϕU // (V,~0) � � // (X,~0)

(SpecCA,~0)

99ssssssssss fU

44jjjjjjjjjjjjjjjjj

.

Considérer tous les U de ce type revient à considérer une base pour la topologie de Spec∂A.
On vérifie que tous les fU sont égaux et que cette factorisation se recolle à Spec∂A tout
entier. On obtient donc une factorisation

Spec∂A

ϕA

��

ϕ // (X,~0)

(SpecCA,~0)

f

99rrrrrrrrrr

,
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dont on vérifie aussi qu’elle est unique. �

On peut alors démontrer le théorème 4.4.9.

Démonstration du théorème 4.4.9. —– Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs
quasi-simple. Soit Y un schéma et soit

ϕ : X −→(Y,~0)

un morphisme de schémas munis d’un champ de vecteurs. On veut montrer que ϕ que se
factorise uniquement par ϕX . Soit U un ouvert non-vide affine de X . On sait qu’il existe
un isomorphisme naturel entre CU et CX qui fait commuter le diagramme

U
� � ϕU //

��

X

ϕX

��
CU

// CX

.

D’après le cas affine qu’on vient de traiter, il existe une factorisation fU : CU −→(Y,~0) qui
factorise ϕ. On vérifie facilement que ces fU cöıncident sur CX , et que la factorisation est
valable sur X entier, par recollement. �
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Chapitre 5

Étude des trajectoires des

schémas sans dynamique propre

à base simple

Dans leur livre [vdPS03], Michael Singer et Marius van der Put prouvent la proposition
suivante. C’est un lemme de théorie de Galois différentielle qui leur permet de faire le lien
deux définitions possibles d’un corps de Picard-Vessiot.

Proposition ([vdPS03, Chap. 1, Lemma 1.23]). Soit M un corps différentiel et C son
corps des constantes. On étend la dérivation ’ sur M en une dérivation sur M [Yi,j , 1

det ] en
posant Y ′i,j = 0 pour tous i, j. On voit C[Yi,j , 1

det ] comme un sous-anneau de M [Yi,j , 1
det ].

Alors, l’application I 7→ (I) de l’ensemble des idéaux de C[Yi,j , 1
det ] dans l’ensemble des

idéaux différentiels de M [Yi,j , 1
det ] est une bijection, dont l’inverse est donnée par J 7→

J ∩ C[Yi,j , 1
det ].

Dans la proposition ci-dessus, k[Yi,j , 1
det ] désigne la k-algèbre de polynômes en les n2 indéterminées

(Yi,j)1≤i,j≤n qu’on a localisée par rapport à det(Yi,j).

Dans ce chapitre, on se propose, à l’aide des outils développés dans les chapitres précédents
(champs de vecteurs, feuilles, trajectoires, espace des feuilles grossier, etc.), de réinterpréter
ce résultat et de le généraliser. Pour l’interprétation géométrique, on va voir qu’il s’agit en
fait, dans une situation « en famille » du type

X

��
S

,

de relier les feuilles de X aux points d’une fibre Xs. Dans ce cadre, la proposition de Singer
et van der Put se réfère à la situation

Spec∂M [Yi,j , 1
det ]

��
Spec∂M

.

En ce qui concerne la généralisation de ce résultat, on procédera en trois étapes :
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— D’abord, on remplacera le corps différentielM par un anneau différentiellement simple
K, et on remplacera l’anneau différentiel M [Yi,j , 1

det ] par un anneau différentiel du type
K ⊗C A, où A est un anneau quelconque.

— Dans un second temps, on remplacera la base Spec∂K par un schéma différentiellement
simple S .

— Enfin, dans un dernier temps, on traitera le cas où l’espace total X n’est pas
forcément affine.

On pourra alors utiliser ce nouveau résultat pour calculer l’espace des feuilles grossier de
X : il s’agira d’une fibre Xs. Notons pour terminer qu’on réinterprétera ce résultat dans le
chapitre (8) à l’aide de la notion d’espace des feuilles géométrique universel.
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5.1 Introduction

On souhaite étudier la situation « en famille » d’un schéma X muni d’un champ de
vecteurs et, plus particulièrement, faire le lien, dans le cas décomposé (voir la définition
5.2.1), entre les trajectoires de X et les points d’une fibre de X. Remarquons déjà que le
théorème de Cauchy-Lipschitz se transpose sans difficulté au cas relatif :

Théorème 5.1.1. Soit S = (S, ~VS) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs et soit
X = (X, ~VX) un schéma muni d’un champ de vecteurs, défini au-dessus de S . Soient K
un corps et x : SpecK −→S un K-point de S. On considère la fibre de X en x :

Xx
//

�
��

X

��
SpecK x

// S

.

Alors, pour tout point p ∈ Xx, l’ensemble{
η ∈ X

∣∣∣∣ η est une feuille de ~VX
et « η  p »

}
admet un plus petit élément.

Fig. 8 – Trajectoire dans le cas d’un schéma muni d’un champ de vecteurs, « en famille ».

Démonstration. —– On se place dans le cadre défini par l’énoncé. Ainsi, en particulier, on
se donne un élément p ∈ Xx dans la fibre de X au-dessus de x. Il faut éclaircir le sens de
« η  p » lorsque η ∈ X. On dispose, par définition, d’une flèche de Xx dans X, qu’on note
ici

iX,x : Xx−→X.

Si η ∈ X, on dit que η passe par p, et on peut noter η  p si η  iX,x(p). Ainsi, on cherche
à savoir si l’ensemble {

η ∈ X
∣∣∣∣ η est une feuille de ~VX

et η  iX,x(p)

}
admet un plus petit élément ; on sait, d’après le théorème 3.4.4, que c’est oui, ce plus grand
élément étant Traj ~VX (iX,x(p)). �
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(5.1.1) Problématique. Ainsi, étant donné un schéma de base, muni d’un champ de vec-
teurs, et qu’on note S , ainsi que X ∈ Sch∂ défini au-dessus de S , et étant donné x un
K-point de S, on a associé à chaque point p de la fibre Xx une feuille de X . La question
qu’on se pose est la suivante :

Peut-on « inverser » cette opération ? Ie, dans la situation décrite ci-dessus, et étant
donné une feuille η de X , peut-on associer à η un point p de la fibre Xx ? Et, si oui, ces

deux opérations sont-elles inverses l’une de l’autre ?

On va répondre à cette question dans le cas des schémas sans dynamique propre.

5.2 Schémas sans dynamique propre

(5.2.1) Introduction. On parle de schéma sans dynamique propre dans le cas où l’on
dispose de deux schémas X et S , munis de champs de vecteurs, reliés entre eux par un
morphisme

X

��
S

.

Intuitivement, on dira alors que X (sous-entendu X /S ) est sans dynamique propre si
« toute la dynamique de X provient de celle de S ». C’est ceci qu’on cherche à formaliser.

(5.2.2) Cas où la base est affine. Supposons un instant que la base S soit affine, d’an-
neau différentiel K. Dans ce cas, on dispose d’un morphisme

S = Spec∂K −→(SpecCK ,~0)

qui nous permet de transformer un schéma X0 au-dessus de CK en un schéma muni d’un
champ de vecteurs X , défini au-dessus de S . C’est ainsi que dans son Lecture Notes
[Bui86], Alexandru Buium définit :

Définition 5.2.1. Soit K un anneau différentiel. Soit X un schéma muni d’un champ de
vecteurs, défini au-dessus de S = Spec∂K. On dit que X est décomposé (1) s’il existe un
schéma X0 défini au-dessus de CK tel que

X ' X0 ⊗CK S

où l’on a muni les schémas SpecCK et X0 des champs de vecteurs nuls.

Remarques. —– Une façon équivalente de le dire est : X est décomposé s’il existe un schéma
constant X0 et des morphismes qui fassent du diagramme

X

��
�

// (X0,~0)

��
S // (SpecCK ,~0)

un carré cartésien dans Sch∂ . Intuitivement, cela veut dire que le schéma X (et son champ
de vecteurs) sont obtenus à partir de X0, où la « dynamique » est nulle, qu’on a « étiré »
le long de S . En particulier, toute la « dynamique » de X provient de celle de S .

(1)« split » en Anglais.
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— Dans le cas où S n’a pas de dynamique (ie dans le cas où S est muni du champ
de vecteurs nul), alors un schéma muni d’un champ de vecteurs X au-dessus de S est
décomposé si, et seulement si, son champ de vecteurs est nul.

— Dans le cas où X est un schéma affine, d’anneau différentiel B, demander que X soit
décomposé est équivalent à demander que B soit isomorphe, en tant qu’anneau différentiel,
à A⊗CK K pour un anneau A muni de la dérivation nulle. ♦

(5.2.3) Cas où la base admet un espace des feuilles grossier. Comme le voit aisément,
si l’on veut étendre cette définition au cas où S n’est plus forcément affine, il faut trouver un
analogue pour S de ce que l’anneau des constantes CK est à K. On a vu qu’un bon candidat
pour ceci était l’espace des feuilles grossier d’un schéma muni d’un champ de vecteurs. Ainsi,
on définit :

Définition 5.2.2. Soit S un schéma muni d’un champ de vecteurs qui admet un espace
des feuilles grossier

ϕS : S −→(CS ,~0).

Soit X un schéma muni d’un champ de vecteurs, défini au-dessus de S . On dit que X est
sans dynamique propre s’il existe X0 défini au-dessus de CS et X −→(X0,~0) qui fassent
de

X

�
��

// (X0,~0)

��
S ϕS

// (CS ,~0)

un carré cartésien.

Remarque. —– Évidemment, la question de savoir, dans le cas affine où S = Spec∂K, si
les deux notions cöıncident revient à la question de savoir si Spec∂K −→(CK ,~0) est toujours
un espace des feuilles grossier. On vu que si K était quasi-simple, c’était bien le cas. ♦

5.3 Étude des trajectoires dans le cas sans dynamique

propre à base et espace total affines

Ces définitions étant posées, on revient à notre problème initial : étant donné

X

��
S

et un point s de S, peut-on relier les points de la fibre Xs avec les feuilles de X ? Pour
commencer, on répond à cette question dans le cas sans dynamique propre, quand la base
S et l’espace total X sont affines.

(5.3.1) Un problème d’algèbre différentielle. Soit K un anneau différentiel, dont on
note C l’anneau des constantes. Soit A une C-algèbre, qu’on voit comme une C-algèbre
différentielle, en la munissant de la dérivée nulle. On s’intéresse au problème suivant :

Peut-on relier les idéaux de A et les idéaux différentiels de A⊗C K ?
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(5.3.2) Un problème de géométrie algébrique. Cette question générale d’algèbre diffé-
rentielle est reliée au problème de géométrie algébrique suivant. Le lien tel qu’il est exprimé
ci-dessous est une « évocation géométrique » du problème d’algèbre précédent. On énoncera
des liens plus précis plus loin, dans les énoncés. Contentons-nous pour le moment de cette
évocation. On part d’un morphisme

S−→S0

de schémas. On munit S et S0 de champs de vecteurs : pour S0 on choisit le champ de vecteurs
nul ; pour S on prend un champ de vecteurs ~V quelconque, mais qui doit se projeter sur le
champ de vecteurs nul de S0 ; on note S le nouvel objet obtenu. Il faut penser par exemple
au cas où S0 = Spec C et où

S = Spec∂
(

C[t]
avec t′ = 1

)
,

la droite affine A1
C, munie du champ de vecteurs constant de longueur 1. Puis, on considère

un schéma X0 défini au-dessus de S0, qu’on munit lui-aussi du champ de vecteurs nul. On
s’intéresse au schéma X := X0 ⊗S0 S , défini au-dessus de S , muni canoniquement d’un
champ de vecteurs ~W :

X

��

//

�

X0

��
S // S0

Intuitivement, X est un espace fibré au-dessus de S, de fibre constante X0, et dont le champ
~W « n’a que des composantes le long de S ». Notre problème est alors le suivant :

Peut-on relier, et si oui, comment, les sous-variétés de X0

et les sous-variétés de X qui sont tangentes au champ ~W ?

(5.3.3) Problème d’algèbre différentielle : premiers éléments de réponse. Reve-
nons au problème d’algèbre différentielle. Soient ainsi K un anneau différentiel, C son an-
neau des constantes et A une C-algèbre, qu’on munit de la dérivée nulle. On s’intéresse à la
K-algèbre différentielle A⊗C K. On note i : A−→A⊗C K la flèche canonique

i :
A // A⊗C K
f

� // f ⊗ 1
,

qui va nous permettre de comparer les idéaux de A et les idéaux différentiels de A⊗C K.

On considère les deux flèches suivantes :

Traj :
idéaux de A // idéaux différentiels de A⊗C K

I
� // 〈i(I)〉

et

Section :
idéaux différentiels de A⊗C K // idéaux de A

J
� // i−1 (J)

On leur a donné des noms qui laissent entrevoir la substance géométrique de ces applications.
On peut déjà remarquer que, si I est un idéal de A, alors l’idéal engendré par l’image i(I)
de I dans A⊗CK est égal à l’idéal différentiel de A⊗CK engendré par i(I). Pour voir cela,
il suffit de montrer que (i(I)) est déjà différentiel. Soit ainsi x ∈ (i(I)) ; on peut l’écrire :

x =
n∑
j=0

aj ⊗ λj ,
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où n ∈ N≥1, où les aj sont des éléments de I et où les λj sont dans K. Comme A est muni
de la dérivée nulle, si a ∈ A et si λ ∈ K, la formule qui donne la dérivée de a⊗ λ est :

(a⊗ λ)′ = a⊗ (λ′).

Ainsi, on voit que

x′ =
n∑
j=0

aj ⊗ (λj ′),

est encore un élément de (i(I)) : (i(I)) est bien un idéal différentiel. La question qu’on se
pose est la suivante :

Les applications Traj et Section sont-elles réciproques l’une de l’autre ?

On cherche ainsi à généraliser le lemme 1.23 du chapitre 1 de [vdPS03], qui étudie cette
situation dans le cas où K est un corps différentiel (ici, K est un anneau différentiel) et où
A = C[Yi,j ]det. Demandons-nous dans un premier temps : étant donné I un idéal de A a-t-on

I = Section (Traj (I))?

On a une inclusion qui est toujours vraie et facile à voir. C’est

I ⊂ i−1 (〈i(I)〉) ie I ⊂ Section (Traj (I)) .

L’inclusion réciproque est vraie siK est un C-module libre — elle est donc vraie en particulier
si C est un corps. Pour le montrer, on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3.1 (Proposition 4.1 de [Lan02]). Soient A−→B un morphisme d’anneaux.
Soit M un A-module libre de base (mi)i∈I . Alors, B ⊗A M est un B-module libre de base
(mi ⊗ 1)i∈I .

On prouve :

Lemme 5.3.2. En reprenant les notations précédentes, si K est libre en tant que C-module,
alors, pour tout idéal I de A, on a

I = i−1 〈i(I)〉 ie I = Section (Traj (I)) .

Démonstration. —– En effet, dans ces conditions, soit (ej)j∈J une C-base de K, avec
ej0 = 1. D’après le lemme 5.3.1, la famille (1⊗ ej)j∈J est une A-base de A ⊗C K. Soit
a ∈ i−1 (〈i(I)〉) : on a donc a⊗ 1 ∈ 〈i(I)〉. Soient donc a1, . . . , an ∈ I et λ1, . . . , λn ∈ K tels
que

a⊗ 1 =
n∑
i=1

ai ⊗ λi.

En exprimant les λi dans la C-base (ej)j de K, on peut donc trouver ã1, . . . , ãm ∈ I tels
que

a⊗ 1 =
m∑
i=1

ãi ⊗ ej(i),

où j : {1, . . . ,m}−→ J est une application injective. Comme (1 ⊗ ej)j est une base, on a
que a ∈ I, ce qu’on voulait. �
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(5.3.4) Égalité duale. Intéressons-nous maintenant à la seconde égalité : a-t-on, si J est
un idéal différentiel de A⊗C K,

J =
〈
i
(
i−1J

)〉
ie J = Traj (Section (J))?

Là encore, une des deux inclusions est toujours vraie et facile à voir. C’est :

Traj (Section (J)) ⊂ J.

On s’intéresse à l’autre inclusion. Notre nouvelle question est donc :

Étant donné K un anneau différentiel, A une algèbre au-dessus de C
— l’anneau des constantes de K, munie de la dérivation nulle —

et étant donné J un idéal différentiel de A⊗C K,
a-t-on J ⊂ Traj (Section (J)), ie a-t-on J ⊂

〈
i
(
i−1J

)〉
?

On va répondre à cette question en faisant l’hypothèse que K est un anneau différentiel
simple.

Lemme 5.3.3. Soient K un anneau différentiel simple et C son anneau des constantes.
Soit A une C-algèbre, qu’on munit de la dérivation nulle. On considère l’anneau différentiel
A ⊗C K, dont on note i : A−→A ⊗C K le morphisme canonique associé. Alors, pour tout
idéal différentiel J de A⊗C K, on a

J =
〈
i
(
i−1J

)〉
.

Autrement dit, J = Traj (Section (J)).

On va avoir besoin pour la démonstration de ce lemme de l’analogue différentiel de la
notion d’idéal des polynômes annulateurs d’un élément.

Soit B un anneau différentiel. On note B[∂] la B-algèbre non-commutative des opérateurs
différentiels linéaires à coefficients dans B :

B[∂] :=

{
N∑
i=0

ai∂
i

∣∣∣∣∣ N ∈ N, ai ∈ B

}

Si f ∈ B, on appelle idéal des équations différentielles linéaires vérifiées par f et on note
EqDiffLinB(f) l’idéal à gauche de B[∂] défini par

EqDiffLinB(f) = {L ∈ B[∂] | L • f = 0} .

Démonstration du lemme 5.3.3. —– Soit K un anneau différentiel simple. On note C = CK
son anneau des constantes. Soit A une C-algèbre, qu’on munit de la dérivation nulle. Tout
élément x de A⊗C K s’écrit

x =
n∑
j=1

aj ⊗ λj

avec n ∈ N, (aj)j ∈ An et (λj)j ∈ Kn. On appelle longueur de x et on note `(x) le plus
petit n ∈ N tel qu’il existe une écriture de x « de longueur n ». On a alors, par exemple,
que `(x) = 0 si, et seulement si, x est nul ; et, que `(x) = 1 si, et seulement si, x est un
« tenseur pur » non-nul.

Soit maintenant J un idéal différentiel de A. On montre par récurrence sur `(x) ∈ N que

x ∈ J =⇒ x ∈ Traj (Section (J)) .
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Si `(x) = 0, c’est que x = 0 et donc, l’assertion est bien vraie. Si `(x) = 1, alors x s’écrit
x = a ⊗ λ, avec a ∈ A et λ ∈ K, tous deux non-nuls. Comme λ 6= 0 et que K est
différentiellement simple, l’idéal différentiel 〈λ〉 est K tout entier et contient donc 1. Par
conséquent, il existe L ∈ K[∂] tel que L•λ = 1. En appliquant l’opérateur L à x, on obtient
un élément L • x qui est encore dans J , puisque J est un idéal différentiel, et qui vaut :

L • x = L • (a⊗ λ) = a⊗ (L • λ) = a⊗ 1.

Par conséquent, a ∈ i−1 (J) et x ∈ 〈i
(
i−1 (J)

)
〉.

Soit maintenant x ∈ J de longueur `(x) = n+1. On suppose que l’assertion est démontrée
pour les éléments de longueur ≤ n. Soient (ai)i ∈ An+1 et (λi)i ∈ Kn+1 tels que

x =
n+1∑
j=1

aj ⊗ λj .

On peut supposer que

∀(j, k) ∈ {1, . . . , n+ 1}2 , EqDiffLinK(λj) = EqDiffLinK (λk) .

En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. On peut donc trouver j1 et j2 deux entiers
distincts compris entre 1 et n+ 1 qui vérifient

EqDiffLinK (λj2) * EqDiffLinK (λj1) .

Soit alors L ∈ K[∂] un opérateur tel que L•λj1 = λ̂j1 6= 0 et L•λj2 = 0. Comme l’ensemble{
T • λ̂j1 | T ∈ K[∂]

}
est un idéal différentiel de K, qui est différentiellement simple, et contient λ̂j1 , qui est un
élément non-nul, il existe donc un opérateur T ∈ K[∂] tel que T • λ̂j1 = λj1 . Ainsi, on peut
en fait trouver un opérateur L ∈ K[∂] tel que L • λj1 = λj1 et L • λj2 = 0. En appliquant
l’opérateur L à x, on obtient un élément L • x qui est encore dans J et qui est de longueur
l (L • x) ≤ n : cela se voit en écrivant

L • x =
n+1∑
j=1

aj ⊗ (L • λj) .

Par conséquent, par hypothèse de récurrence, L • x ∈ Traj (Section (J)). Mais, l’élément
x− L • x est lui aussi dans J et de longueur ≤ n : cela se voit en écrivant

x− L • x =
n+1∑
j=0

aj ⊗ (λj − L • λj) .

Par conséquent, x− L • x ∈ Traj (Section (J)) ; et donc, il en est de même pour x.
Supposons donc que

∀(j, k) ∈ {1, . . . , n+ 1}2 , EqDiffLinK(λj) = EqDiffLinK (λk) .

L’élément λ1 est évidemment non-nul (s’il était nul, cela contredirait `(x) = n+1). On peut
donc trouver L ∈ K[∂] tel que L • λ1 = 1. Dans ce cas, pour tout 0 ≤ j ≤ n + 1, l’élément
L •λj est une constante. En effet, l’opérateur ∂ ·L annule λ1 donc annule tous les λj : on a,
pour tout j, (L • λj)′ = 0. Notons cj ces constantes. L’élément L • x est dans J et s’écrit :

L • x =
n+1∑
j=1

aj ⊗ cj =
n+1∑
j=1

ajcj ⊗ 1 =

n+1∑
j=1

ajcj

⊗ 1.
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Il est donc de longueur plus petite que 1. Il est donc dans Traj (Section (J)). Il en est de
même pour λ1 · L • x. Puis, l’élément

x− λ1L • x

est aussi dans J et est de longueur ≤ n. Il est donc aussi dans Traj (Section (J)). Et donc,
x aussi, ce qui achève notre démonstration. �

Remarque. —– Contrairement à ce qu’on avait dû faire pour le lemme 5.3.2, on n’a pas eu
besoin pour ce lemme, de supposer que K soit un C-module libre. Néanmoins, comme on l’a
vu dans la proposition 4.1.4, comme K est supposé simple, CK est un corps et la condition
précédente est automatiquement vérifiée. ♦

On peut récapituler ce qui précède en :

Proposition 5.3.4. Soit K un anneau différentiel simple et C son anneau des constantes.
Soit A une C-algèbre, qu’on munit de la dérivation nulle, dont on note i : A−→A⊗C K le
morphisme canonique associé. Alors, les deux applications

Traj :
idéaux de A // idéaux différentiels de A⊗C K

I
� // 〈i(I)〉

et

Section :
idéaux différentiels de A⊗C K // idéaux de A

J
� // i−1 (J)

sont bijectives et réciproques l’une de l’autre.

(5.3.5) Retour au problème initial. Dans ce qui précède, on a relié, comme on le sou-
haitait, les idéaux différentiels de A⊗CK et les idéaux de A. Cependant, les résultats qu’on
a obtenus ne nous satisfont pas entièrement dans la mesure où :

a) on souhaiterait avoir une correspondance entre idéaux premiers, de manière, entre
autres, à exprimer les résultats en termes de schémas et de trajectoires.

b) on souhaiterait étudier les trajectoires du schéma

X

��
S

,

en fonction des points d’une fibre de X, comme décrit dans le paragraphe (5.1.1). Or,
la flèche i : A−→A⊗C K qu’on a considérée jusqu’à maintenant ne correspond pas à
« l’inclusion » d’une fibre Xs dans la famille X −→S ; elle va dans le sens opposé et
elle correspond plus à une projection.

On va ainsi revenir à la situation géométrique que l’on souhaitait étudier et faire le lien
avec la situation précédente. Dans notre cadre, cela veut dire qu’on va considérer un C-
point x de S, autrement dit, un morphisme K −→C. Comme on le constatera, les choses se
déroulent bien.
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Pour commencer, le lemme 5.3.3 a pour conséquence le lemme suivant :

Lemme 5.3.5. Soit K un anneau différentiel simple, dont on note C l’anneau des
constantes. Soit A une C-algèbre munie de la dérivation nulle. Soit ϕ : K −→C un mor-
phisme de C-algèbres. On note

i :
A // A⊗C K
a

� // a⊗ 1
et j :

A⊗C K // A

a⊗ λ � // aϕ (λ)
.

Alors, pour tout idéal différentiel J de A⊗C K, on a :

i−1 (J) = j (J) .

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Remarquons, pour commencer,
que j (J) égale l’idéal qu’il engendre : en effet, j est surjectif. Soit J un idéal différentiel de
A⊗CK. On a bien que i−1 (J) ⊂ j (J) : c’est toujours vrai. Montrons l’inclusion réciproque.
Soit y ∈ j(J) ; cela veut dire qu’il existe x ∈ J tel que y = j(x). D’après le lemme 5.3.3,
x ∈

(
i
(
i−1 (J)

))
. Cela veut dire que x peut s’écrire

x =
n∑
l=1

al ⊗ λl

avec les al vérifiant al ⊗ 1 ∈ J . Ainsi,

y =
n∑
l=1

al · ϕ(λl).

Comme al ⊗ 1 ∈ J , al ∈ i−1(J), et donc, y ∈ i−1(J). �

Remarque. —– Il est naturel de se demander si l’énoncé « dual » est vrai. Plus précisé-
ment, on peut se demander si, étant donné I un idéal de A, on a (sous ces hypothèses)
(i (I)) = j−1 (I). La réponse est non, en général. En effet, si c’était le cas, alors, pour tout
idéal I de A, l’idéal j−1 (I) serait différentiel (puisqu’on a vu que l’idéal (i (I)) l’est toujours).

Ceci n’est pas possible comme on le voit dans l’exemple qui suit. On considère K = C[t]
muni de la dérivée t′ = 1, ϕ : C[t]−→C l’évaluation en a (pour un a ∈ C). Comme C-
algèbre, on choisit A := C, de sorte que le morphisme j s’écrit j = ϕ : C[t]−→C. Soit
alors I = (0) l’idéal nul de C. L’idéal j−1 (I) est l’idéal des polynômes qui s’annulent en
a ; autrement dit, j−1 (I) = (t− a). Or, cet idéal n’est pas différentiel, ce qui constitue une
contradiction. ♦

L’énoncé « dual » du lemme 5.3.5 est en fait le suivant :
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Proposition 5.3.6. Soit K un anneau différentiel simple, dont on note C l’anneau des
constantes. Soit A une C-algèbre munie de la dérivation nulle. Soit ϕ : K −→C un mor-
phisme de C-algèbres. On note

i :
A // A⊗C K
a

� // a⊗ 1
et j :

A⊗C K // A

a⊗ λ � // aϕ (λ)
.

Alors, pour tout idéal I de A, on a :

j−1 (I)# = (i (I)) .

Démonstration. —– Rappelons (cf. le fait 3.4.9) que si B est un anneau différentiel et si I
est un idéal de B, I# =

{
x ∈ B | ∀n ∈ N, x(n) ∈ I

}
est le plus grand idéal différentiel de B

contenu dans I.

On reprend les notations de l’énoncé. Soit I un idéal de A. D’abord, on a bien (i(I)) ⊂
j−1 (I). En effet, si x ∈ (i (I)), c’est-à-dire si x s’écrit

x =
∑
i

xi ⊗ λi

avec les xi dans I, alors j(x) =
∑
i xiϕ (λi) est bien dans I. Par ailleurs, on a déjà vu que

(i (I)) est un idéal différentiel de A ⊗C K. La question qu’on se pose est donc de savoir si
c’est le plus grand. Considérons donc J un idéal différentiel tel que

(i (I)) ⊂ J ⊂ j−1 (I) .

En appliquant i−1 à ces inclusions, on a donc

i−1 (i (I)) ⊂ i−1 (J) ⊂ i−1
(
j−1 (I)

)
.

Or, d’après le lemme 5.3.2, i−1 (i (I)) = I, et d’après le lemme 5.3.5, i−1
(
j−1 (I)

)
=

j
(
j−1 (I)

)
et, comme j est surjectif, j

(
j−1 (I)

)
= I. Par conséquent, l’encadrement ci-

dessus s’écrit
I ⊂ i−1 (J) ⊂ I.

En appliquant i à cette égalité, et tenant compte du fait que
(
i
(
i−1J

))
= J , par le lemme

5.3.3, on obtient donc que J = (i (I)).
Ainsi, (i (I)) est bien le plus grand idéal différentiel contenu dans j−1 (I), ce qu’on voulait

démontrer. �

Ainsi, en particulier, on obtient ce corollaire tout à fait remarquable :

Corollaire 5.3.7. Soient K une Q-algèbre différentielle simple et C son anneau des
constantes. On suppose qu’il existe un morphisme

ϕ : K −→C.

Soit A une C-algèbre, qu’on munit de la dérivation nulle. On considère l’anneau différentiel
A ⊗C K, dont on note i : A−→A ⊗C K le morphisme canonique associé. Alors, pour tout
idéal premier p de A, l’idéal (i (p)) est un idéal différentiel premier de A⊗C K.

Démonstration. —– En effet, d’après la proposition 5.3.6 qui précède, et en gardant les
notations de l’énoncé, on a

(i (p)) = j−1 (p)# .
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L’idéal j−1 (p) est premier et, d’après la proposition 3.4.10, on a

j−1 (p)# = j−1 (p)δ ,

qui est un idéal premier. �

Ainsi, les applications Traj et Section, dont on a déjà vu qu’elles établissent une bijection
entre idéaux et idéaux différentiels, établissent une bijection entre les idéaux premiers de A
et les idéaux premiers différentiels de A⊗C K.

Remarque. —– Dans le corollaire 5.3.7, l’hypothèse « il existe un morphisme K −→C »,
si elle nous est utile dans la démonstration, n’intervient pas dans la conclusion. Ainsi, il est
vraisemblable qu’il existe une version plus générale de ce corollaire. Ainsi, on conjecture :

Petite conjecture 5.3.8. Soient K un anneau différentiel simple et C son anneau des
constantes. Soit A une C-algèbre, munie de la dérivation nulle. On considère l’anneau
différentiel A ⊗C K, et i : A−→A ⊗C K le morphisme canonique associé. Alors, pour
tout idéal premier p de A, l’idéal (i (p)) est un idéal différentiel premier de A⊗C K.

On voit deux pistes pour démontrer un tel résultat. D’abord, on peut essayer de le
démontrer directement, en utilisant des techniques telles que celles employées pour la démons-
tration du lemme 5.3.3, à savoir l’utilisation d’opérateurs différentiels linéaires et de récur-
rences sur la longueur `(x) d’un élément. Une autre possibilité pour le démontrer serait de
reprendre les différents résultats de ce paragraphe, en remplaçant le morphisme K −→C par
un morphisme K −→ C̃ où C̃ est un corps mais pas nécessairement C. ♦

(5.3.6) Retour à la situation géométrique. Venons-en maintenant à la situation géomé-
trique qui nous intéresse. Soit K un anneau différentiel simple (on peut garder à l’esprit, par
exemple, que C[t] muni de la dérivation t′ = 1 est un anneau différentiel simple). On note
C son anneau des constantes. Le schéma de base qu’on considère, pour les familles qu’on va
étudier, est S = Spec∂K. On considère ainsi

X

��
S

un schéma X au-dessus de S, muni d’un champ de vecteurs ~V , compatible à celui de S . On
fait de plus l’hypothèse que X est affine, et que X /S est dans dynamique propre. Ainsi,
on suppose que X est le spectre de A⊗C K où A est une C-algèbre quelconque.

Soit alors x : SpecC −→S un C-point de S (vu comme C-schéma). Autrement dit, soit
ϕ : K −→C un morphisme de C-algèbres. On considère la fibre de X en x :

Xx

iX,x //

�
��

X

��
SpecC x // S

C

����
IIII

.
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Vu la situation géométrique dans laquelle on est, on peut facilement déterminer quelle est
la fibre Xx et quel est le morphisme iX,x. Cela vient du fait que le schéma X est formé par
hypothèse sur le modèle X0 := SpecA, le long de S ; c’est-à-dire que le diagramme

X //

�
��

X0

��
S // SpecC

est cartésien. Comme la juxtaposition de deux carrés cartésiens est encore un carré cartésien,
le diagramme

Xx
//

�
��

X0

��
SpecC Id // SpecC

,

qui est la juxtaposition des deux diagrammes précédents, est cartésien, et donc Xx est
isomorphe à X0. Pour déterminer la flèche iX,x, on cherche un morphisme A ⊗C K −→A

qui fasse commuter le diagramme

A A⊗C K
?oo A

ioo

C

OO

K
ϕoo

OO

Coo

OO

et tel que composé avec i, il soit égal à IdA. On vérifie facilement que la seule solution est
le morphisme

j :
A⊗C K // A

a⊗ λ � // aϕ (λ)

qu’on a étudié précédemment.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 5.3.9. Avec les notations qui précèdent, si η est une feuille de X , alors « η

intersecte Xx en un unique point ». Plus précisément, cela veut dire qu’il existe un unique
ηx ∈ Xx tel que

∀y ∈ Xx, ηx  y ⇐⇒ η  iX,x(y).

Remarque. —– Cela peut parâıtre un peu compliqué pour caractériser l’intersection de η et
de Xx. En effet, on s’attendrait plutôt à une caractérisation de ηx par

∃! ηx ∈ Xx | η  iX,x(ηx).

Mais, cette assertion échoue à caractériser l’intersection de η avec Xx dans le cas où η est de
dimension ≥ 2 (cf. la figure 9). Il existe en effet dans ce cas de multiples points y ∈ Xx qui
se trouvent sur η. Ce qu’on souhaite dans ce cas-là, c’est que « tous ces multiples points »
y se regroupent sous la houlette d’un seul point ηx. ♦
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Fig. 9 – Section ηx en x d’une trajectoire η : cas où η est de dimension 2.

Démonstration. —– L’unicité est évidente. Pour l’existence, d’après le lemme 5.3.5, si p est
un idéal différentiel premier de A⊗CK, alors j (p) est un idéal premier de A. C’est cet idéal
qui est le « point d’intersection » entre η et Xx, pour p = η. �

Dans la suite, si η est une feuille de X , on note Sectionx (η) cet unique point ηx. On
peut alors énoncer le théorème suivant, qui répond à notre question initiale, dans le cas où
la base est affine et l’espace total l’est également :

Théorème 5.3.10. Soient K une Q-algèbre différentielle simple et C = CK . On note
S = Spec∂K. Soit x un C-point de S . Soit alors

X

��
S

un schéma affine muni d’un champ de vecteurs sans dynamique propre. Avec les notations
précédentes, les applications

Traj ~V :
Xx

// feuilles de X

p
� // Traj ~V (p)

et Sectionx :
feuilles de X // Xx

η
� // Sectionx(η)

sont réciproques l’une de l’autre.

Démonstration. —– D’un point de vue « algèbre commutative », cela revient à prouver que
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les applications suivantes sont réciproques l’une de l’autre. D’une part

idéaux premiers de A // idéaux différentiels et premiers de A⊗C K
p

� // j−1 (p)δ
.

et, d’autre part,

idéaux différentiels et premiers de A⊗C K // idéaux premiers de A

q
� // j (q)

.

C’est exactement la proposition 5.3.4, restreinte aux idéaux premiers, vue à travers le lemme
5.3.5 et la proposition 5.3.6. �

5.4 Cas où la base n’est pas forcément affine

(5.4.1) Notations. On suppose désormais que la base n’est plus affine. Soit donc S un
Q-schéma muni d’un champ de vecteurs simple, dont on note S le schéma sous-jacent. On
sait que S admet un espace des feuilles grossier

ϕS : S −→(CS ,~0).

On sait que CS est le spectre d’un corps. On se donne X0 un schéma affine au-dessus de
CS . On considère

X := S ×(CS ,~0) (X0,~0);

On note X le schéma sous-jacent et ~V le champ de vecteurs dont il est muni. Enfin, on se
donne un CS -point x de S . On note Xx la fibre de X et iX,x : Xx−→X le morphisme qui
« inclut » Xx dans X.

(5.4.2) Section d’une feuille par la fibre. Tout d’abord, il s’agit, comme dans le lemme
5.3.9, de montrer qu’une feuille η de X coupe la fibre Xx en un seul point. La figure 10
montre le cas qu’on souhaite exclure.

On montre donc :

Lemme 5.4.1. Avec les notations qui précèdent, si η est une feuille de X , alors « η

intersecte Xx en un unique point ». Plus précisément, cela veut dire qu’il existe un unique
ηx ∈ Xx tel que

∀y ∈ Xx, ηx  y ⇐⇒ η  iX,x(y).

On note ce point Sectionx(η) := ηx.

Pour démontrer ce lemme, on va avoir besoin de deux autres lemmes.

Lemme 5.4.2. Soit
A

��
B // C

un diagramme de schémas, et soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de A. Alors, (Ui ×C B)i∈I
est un recouvrement ouvert de A×C B.
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Fig. 10 – Cas (à exclure) où la trajectoire coupe la fibre en deux points.

Démonstration du lemme 5.4.2. —– D’abord, grâce à la proposition (4.3.1) de [EGAI], on
sait que le produit de deux immersions (ouvertes, fermées) est une immersion (ouverte,
fermée). En particulier, les immersions ouvertes sont stables par changement de base. Donc,
pour tout i, le morphisme Ui×C B−→A×C B est une immersion ouverte. Montrons main-
tenant que cette famille d’ouverts recouvre A ×C B. Pour cela, il suffit de montrer que le
morphisme ∐

i

Ui ×C B−→A×C B

est surjectif. Or, on sait, d’après la proposition (3.5.2) de [EGAI], que les morphismes
surjectifs sont stables par changement de base. Comme

∐
i Ui−→A est surjectif, il en est

donc de même pour

∐
i

Ui ×C B =

(∐
i

Ui

)
×C B−→A×C B,

ce qui achève la preuve. �

Lemme 5.4.3. Avec les notations du paragraphe (5.4.1), si η est une feuille de X , alors,
pour tout ouvert non-vide U de S, on a η ∈ U ×CS X0.

Démonstration du lemme 5.4.3. —– On montre d’abord la proposition dans le cas où S est
affine. On écrit donc S = Spec∂K, où K est un anneau différentiel simple. On note C = CK
et on considère A une C-algèbre. On considère X = Spec∂ (A⊗C K). Soit donc η := p un
idéal différentiel de A ⊗C K. On veut montrer que η est dans tout ouvert de X du type
U×CX0, où U est un ouvert de S non-vide. Il suffit de le montrer pour les ouverts distingués
D(f) de S. Soit donc f ∈ K, un élément non-nul. La question qu’on se pose est de savoir
s’il existe un idéal premier q de A⊗C Kf tel que p soit l’image inverse de q par l’application

if : A⊗C K −→A⊗C Kf . (1)
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Remarquons d’abord qu’on a :

∀n ∈ N, ∀x ∈ A⊗C K, fnx ∈ p =⇒ x ∈ p.

En effet, soient n ∈ N et x ∈ A⊗C K tels que fnx ∈ p. Supposons que x /∈ p. Alors, comme
p est premier, on a fn ∈ p. Comme fn est non-nul et que K est un anneau différentiel
simple, on sait qu’il existe L ∈ K[∂] tel que L • (fn) = 1. Ainsi, on aurait 1 ∈ p, ce qui
absurde ; donc, on a bien x ∈ p. Puis, on montre que l’idéal (if (p)) est premier. Déjà, on
note que les éléments de (if (p)) sont exactement les p/fn, avec p ∈ p et n ∈ N. De même,
d’ailleurs, les éléments de A⊗C Kf sont les x/fm. Supposons donc qu’on ait deux éléments
α, β ∈ A⊗C Kf tels que αβ ∈ (if (p)). En tenant compte de ce qu’on vient de dire, on sait
qu’il existe x, y ∈ A⊗C K et m,n, q ∈ N tels que

α =
x

pn
et β =

y

pm
et fqxy ∈ p.

D’après (1), on voit bien qu’on a α ou β qui appartient à (if (p)). De même, on montre que

if
−1 (if (p)) = p,

ce qui montre ce qu’on voulait dans le cas affine.

Revenons au cas général. On sait, d’après le lemme 5.4.2, qu’il existe un ouvert affine
U0 de S tel que η ∈ U0 ×CS X0. Soit alors U un ouvert non-vide quelconque de S. Comme
S est irréductible, on a U ∩ U0 6= ∅. On peut donc appliquer le cas affine : on sait que
η ∈ (U ∩ U0)×CS X0. En particulier, η ∈ U ×CS X0. �

On peut maintenant en venir à notre lemme initial : démontrer que toute feuille coupe la
fibre Xx.

Démonstration du lemme 5.4.1. —– Avec les notations de (5.4.1), soit donc η ∈ X une
feuille de X . Soit U un ouvert affine de S « dans lequel tombe x ». D’après le lemme 5.4.3,
on sait que η ∈ U ×CS X0. On s’est ainsi ramené au cas où la base est affine. On peut donc
appliquer le lemme 5.3.9, qui nous donne l’existence du point d’intersection entre η et la
fibre lorsque la base est affine. �

(5.4.3) Dès lors, le fait qu’il y ait une bijection entre les éléments de la fibre Xx et les
feuilles de X est direct : comme dans la preuve ci-dessus, il suffit de se placer dans un
ouvert affine de la base S dans lequel tombe le point x. On a donc :

Proposition 5.4.4. Avec les notations qui précèdent, les applications

Traj ~V :
Xx

// feuilles de X

p
� // Traj ~V (p)

et Sectionx :
feuilles de X // Xx

η
� // Sectionx(η)

sont réciproques l’une de l’autre.

5.5 Cas général

(5.5.1) Notations. On reprend les notations du paragraphe (5.4.1). La seule différence
est qu’on ne suppose plus X0 affine.
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(5.5.2) Section d’une trajectoire par la fibre. Le première chose à définir, comme dans
le cas précédent, est l’application Sectionx : il faut vérifier que si η est une feuille de X ,
alors η coupe la fibre Xx en un seul point. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 5.5.1. Avec les notations qui précèdent, pour toute feuille η de X , il existe un
unique ηx ∈ Xx tel que

∀y ∈ Xx, η  iX,x(y) ⇐⇒ ηx  y.

On note ce point Sectionx (η) := ηx.

Démonstration. —– L’unicité est facile à voir. Supposons en effet que l’on ait deux tels
éléments ηx,1 et ηx,2. Comme ηx,1  ηx,1, on a donc η  iX,x (ηx,1), en utilisant la ca-
ractérisation de ηx,1. Donc, en utilisant la caractérisation de ηx,2, on a ηx,2  ηx,1. De
même, on a ηx,1  ηx,2 et donc ηx,1 = ηx,2.

Passons maintenant à l’existence. Soit η une feuille de X . D’après le lemme 5.4.2, les
schémas

Ui ×CS S

pour Ui ouvert affine de X0 recouvrent X. Soit donc U×CS S un tel ouvert affine qui contient
η. Pour la même raison que ce qu’on a expliqué en (5.3.6), on peut remarquer, pour la clarté
de notre propos, que la fibre en x de U ×CS S est isomorphe à U . Puis, maintenant que
l’espace total est affine, on peut appliquer le lemme 5.4.1 :

∃! ηU,x ∈ U, ∀y ∈ U, ηU,x  y ⇐⇒ η  iX,x(y).

On veut montrer que ces ηU,x sont tous les mêmes. Soient donc deux ouverts U et V tels
que η appartiennent à la fois à U ×CS S et à V ×CS S. Alors, on a

η ∈ (U ∩ V )×CS S.

Puis, on procède comme suit. Le point ηU∩V,x appartient à U ∩ V donc à U . Par ailleurs,
il vérifie : η  iX,x(ηU∩V,x). Donc, en appliquant la propriété de ηU,x, on a : ηU,x  ηU∩V,x.
Comme les ouverts sont stables par générisation, et que ηU∩V,x ∈ U∩V , on a donc ηU,x ∈ U∩
V . Comme on a η  iX,x (ηU,x), en appliquant la propriété de ηU,x, on a donc ηU∩V,x  ηU,x.
Ainsi, on a montré que ηU,x = ηU∩V,x. Comme on peut faire la même chose avec V , on en
déduit que ηU,x = ηV,x, ce qui conclut la preuve. �

(5.5.3) On peut énoncer et démontrer notre théorème dans toute sa généralité :

Théorème 5.5.2. Avec les notations de (5.5.1), les applications

Traj ~V :
Xx

// feuilles de X

p
� // Traj ~V (p)

et Sectionx :
feuilles de X // Xx

η
� // Sectionx(η)

sont réciproques l’une de l’autre.

Démonstration. —– Comme on l’a vu dans la démonstration précédente, les choses se
passent « ouvert affine par ouvert affine ». On entend par cela que si une feuille η de X
appartient à un ouvert du type U ×CS S, avec U un ouvert affine de X0, alors le point
d’intersection de η avec Xx sera aussi dans U . De même, si y ∈ Xx est dans un ouvert affine
U de Xx, alors la trajectoire η de y appartiendra à U ×CS X0. Pour vérifier que

Sectionx ◦ Traj ~V = Id et Traj ~V ◦ Sectionx = Id,

on peut donc se placer dans de tels ouverts. Dans ce cas, ces égalités résultent de la propo-
sition 5.4.4. �
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(5.5.4) Contre-exemples. Le théorème 5.5.2 est faux si l’on ne suppose pas la base S
simple. Même si la base S est quasi-simple, il est faux. En effet, si on prend comme base S
la droite A1

C munie du champ radial, comme schéma X0 = A1
C, et qu’on prend x = 1, par

exemple, alors les points de la fibre Xx « détecteront » toutes les trajectoires, à l’exception
des points de la fibre X0, qui sont tous invariants.

Si la base est simple mais que l’espace X /S n’est pas « sans dynamique propre », là
aussi on peut donner des contre-exemples. Dans la figure 11, si x est un point quelconque
du cercle, la fibre Xx est dénombrable, alors qu’il n’y a qu’une seule trajectoire.

Fig. 11 – Contre-exemple (transcendant) lorsque X /S n’est pas sans dynamique propre.

5.6 Espace des feuilles grossier d’un schéma sans dyna-

mique propre au-dessus d’une base simple

Le théorème 5.5.2 nous fournit un outil, à savoir l’application Sectionx qui facilite l’étude
des schémas sans dynamique propre au-dessus d’une base simple. Ainsi, en guise d’applica-
tion, on calcule l’espace des feuilles grossier de tels schémas. Pour cela, on va avoir besoin
du lemme suivant :

Lemme 5.6.1. Avec les notations de (5.5.1), et en notant p : X −→X0, on a

∀x ∈ X, iX,x (p(x)) = Sectionx (TrajV (x)) .

Démonstration. —– On le démontre dans le cas où X0 et S sont affines. Pour passer du cas
affine au cas non-affine, il suffit de procéder comme dans la démonstration du lemme 5.4.1
par exemple.

On se donne donc K un anneau différentiel simple, on note C son anneau des constantes
(qui est un corps). Soit A une C-algèbre. On se donne aussi ϕ : K −→C. On considère,
comme on l’a fait dans la section (5.3) les morphismes

i : A−→A⊗C K et j = IdA ⊗ ϕ : A⊗C K −→A.

Soit p = x un idéal premier de A⊗C K. On montre d’abord que

Traj ~V (iX,x (p(x))) = Traj ~V (x).
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En termes de i et de j, on veut montrer que(
j−1

(
i−1p

))δ ?= pδ.

Or,
(
j−1

(
i−1p

))δ =
(
i
(
i−1p

))
d’après la proposition 5.3.6. On veut donc montrer que(

i
(
i−1p

))
= pδ. Déjà, l’idéal

(
i
(
i−1p

))
est bien un idéal différentiel. Ensuite, on a bien(

i
(
i−1p

))
⊂ p. Enfin, si J est un idéal différentiel inclus dans p, on a

J ⊂ p donc
(
i
(
i−1J

))
⊂
(
i
(
i−1p

))
.

Or, d’après le lemme 5.3.3, on a
(
i
(
i−1J

))
= J . Donc,

(
i
(
i−1p

))
est bien le plus grand idéal

différentiel inclus dans p : on a (
i
(
i−1p

))
= pδ.

Maintenant, on montre que

∀x ∈ X, ∀y ∈ Xx, Traj ~V (y) = Traj ~V (x) =⇒ y = Sectionx(Traj ~V (x)).

Soit donc y = q un idéal premier de A et soit toujours x = p un idéal premier de A⊗C K.
On suppose que (

j−1q
)δ

= pδ. (2)

D’après la proposition 5.3.6, on a
(
j−1q

)δ = (i(q)). En appliquant i−1 à (2), et en tenant
compte du lemme 5.3.3, on obtient que

q = i−1
(
pδ
)
.

Or d’après le lemme 5.3.5, on sait que i−1 (J) = j(J) dès que J est un idéal différentiel de
A⊗C K. Ainsi, on a montré que

q = j(pδ),

ce qui veut exactement dire que y = Sectionx
(
Traj ~V (x)

)
.

Ainsi, en mettant bout à bout :

∀x ∈ X, Traj ~V (iX,x (p(x))) = Traj ~V (x)

∀x ∈ X, ∀y ∈ Xx, Traj ~V (y) = Traj ~V (x) =⇒ y = Sectionx(Traj ~V (x))

on obtient
∀x ∈ X, iX,x (p(x)) = Sectionx(Traj ~V (x)),

ce qu’on voulait. �

Proposition 5.6.2. Avec les notations et les hypothèses de (5.5.1),

X −→(X0,~0)

est un espace des feuilles grossier de X .

Remarque. —– On verra dans la section (8.6) une version améliorée de ce résultat : en fait,
X −→(X0,~0) est un espace des feuilles géométrique. ♦

Démonstration. —– Soit Y un k-schéma et f : X −→(Y,~0) un morphisme. On veut
construire un morphisme g : X0−→Y qui factorise f . On pose

g : X0

iX,x // X
f // Y.
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Vérifions que le diagramme

X

p

��

f // Y

X f

66mmmmmmm

X0
iX,x

66mmmmmmm

commute. Soit x ∈ X. D’après le lemme 5.6.1, on sait que

iX,x (p(x)) = Sectionx (TrajV (x)) .

En particulier, iX,x(p(x)) et x ont la même trajectoire. Par conséquent, on sait que

f(x) = f (iX,x (p(x))) ,

ce qu’on voulait. L’unicité d’une telle factorisation vient du fait que p ◦ iX,x = IdX0 . �



Quatrième partie

Faisceau de Carrà Ferro d’un

schéma muni d’un champ de

vecteurs





Chapitre 6

Topologie et faisceau de Carrà

Ferro

Dans ce chapitre, on réinterprète et on généralise à la lumière des champs de vecteurs et
des trajectoires l’article [CF90] de Giuseppa Carrà Ferro. Soit

X = (X, ~V )

un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. De la même façon qu’on a défini, dans le chapitre
(3), ce qu’est un point invariant η ∈ X sous le champ de vecteurs ~V (ie une feuille), on
commence celui-ci par la définition de ce que sont les fermés et les ouverts invariants sous
~V . On peut alors montrer un théorème de Cauchy-Lipschitz pour les ouverts de X :

Théorème. Soit X un Q-schéma, muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit U ∈ Ouv (X) un
ouvert de X. Alors, l’ensembleV ∈ Ouv (X)

∣∣∣∣∣∣
V ⊃ U

et
V est invariant sous le champ de vecteurs ~V


possède un plus petit élément. On l’appelle ouvert invariant sous ~V associé à U et on le note
Uδ.

Ce théorème apparâıt comme une géométrisation et une généralisation au cas non-affine du
lemme 1.5 de [CF90], dont on rappelle ici l’énoncé :

Proposition ([CF90, Lemma 1.5]). Soit A un anneau différentiel. Pour tout ouvert U de
diff-SpecA, il existe un ouvert Zariski U∆ de SpecA tel que

(i) U∆ ∩ diff-SpA = U

(ii) U∆ ⊃ SpecA \ diff-SpecA
Zar

(iii) Si V est un ouvert Zariski de SpecA tel que V ∩ diff-SpecA = U , alors V ⊂ U∆.

L’ouvert U∆ de Carrà Ferro correspond évidemment à l’ouvert Uδ. Elle démontre ensuite
que, sous certaines hypothèses, on a

U∆ ∩ V∆ = (U ∩ V )∆ et
⋃
i∈I

Ui∆ =

(⋃
i∈I

Ui

)
∆

.

On généralise ces résultats au cas non-affine, ce qui nous permet de définir la topologie de
Carrà Ferro de X : c’est la famille des ouverts de X invariants sous le champ ~V .
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On peut alors définir deux faisceaux sur diff-SpecA :

— le faisceau de Keigher O
(Keigher)
diff-SpecA ;

— le faisceau de Carrà Ferro O
(CF)
diff-SpecA.

Ces deux faisceaux sont définis comme les restrictions du faisceau structural de OSpecA,
quand on munit SpecA soit de la topologie de Zariski, soit de la topologie de Carrà Ferro.
On montre alors que le faisceau de Carrà Ferro peut aussi être défini comme le poussé
en avant de OSpecA par l’application Traj : SpecA−→ diff-SpecA : c’est ce faisceau que
Giuseppa Carrà Ferro utilise pour définir les schémas de Kolchin dans [CF90]. On retrouve
en particulier le fait que

Γ
(

diff-SpecA,O(CF)
diff-SpecA

)
= A.
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6.1 Fermés et ouverts invariants

Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . On a donné dans le paragraphe
(3.2.5) la définition d’un point invariant sous l’action du champ ~V . On peut généraliser
cette notion de stabilité sous le champ de vecteurs ~V aux ouverts et aux fermés de X. On
définit :

Définition 6.1.1. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Un fermé F de
X est dit invariant sous le champ de vecteurs ~V si

∀x ∈ F, Traj ~V (x) ∈ F.

Un ouvert U de X est dit invariant sous le champ de vecteurs ~V si le fermé complémentaire
X \ F l’est.

Comme un fermé est stable par spécialisation, ie comme on a, si F est un fermé,

(x ∈ F et x y) =⇒ y ∈ F,

on a en particulier que si F est un fermé invariant et si x ∈ F , alors la trajectoire de X, ainsi
que « ses points sous-jacents » appartiennent à F . Dans le cas affine, on peut caractériser
les fermés invariants ainsi :

Proposition 6.1.2. Soit X = SpecA un schéma affine défini sur Q, muni d’un champ de
vecteurs ∂A. Soit I un idéal de A. Alors,

V (I) invariant sous ~V ⇐⇒
√
I =

√
〈I〉.

Démonstration. —–
⇐= : On montre d’abord que, si I est un idéal différentiel, alors V (I) est invariant sous

~V . En effet, soit, sous ces hypothèses, p ∈ V (I), ie p un idéal premier de A vérifiant I ⊂ p.
Par définition de l’idéal différentiel associé à p, on a I ⊂ pδ et donc : Traj ~V ∈ V (I), ce qui
montre ce qu’on voulait. Maintenant, si I est quelconque et que

√
I =

√
〈I〉, alors, comme

V (I) = V (
√
I), le cas précédent s’applique : en effet, comme

√
I =

√
〈I〉 et comme

√
〈I〉 est

un idéal différentiel — cf. proposition 1.2.1,
√
I en est aussi un. Donc, V (I) est une fermé

invariant.

=⇒ : Réciproquement, supposons que V (I) soit invariant sous ~V . A priori, on a

V (〈I〉) ⊂ V (I).

L’inclusion réciproque est aussi vérifiée : soit p ∈ V (I). Alors, l’idéal associé à p vérifie :

I ⊂ pδ ⊂ p et donc 〈I〉 ⊂ pδ ⊂ p,

puisque c’est un idéal différentiel. On a donc : p ∈ V (〈I〉). Par conséquent, V (I) = V (〈I〉)
et donc (lemme II.2.1 de [Har77], par exemple)

√
I =

√
〈I〉. �
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(6.1.1) Ouvert invariant associé à un ouvert. Maintenant, si U est un ouvert d’un
schéma X muni d’un champ de vecteurs ~V , de la même façon qu’on associe à un point
x ∈ X sa trajectoire sous l’action du champ ~V , on peut considérer l’ouvert déduit de U sous
l’action du champ ~V . On pourra remarquer la similitude entre la proposition qui suit et le
théorème 3.4.4 qui définit Traj ~V (x).

Théorème 6.1.3 (Théorème de Cauchy-Lipschitz pour les ouverts). Soit X un Q-schéma,
muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit U ∈ Ouv (X) un ouvert de X. Alors, l’ensembleV ∈ Ouv (X)

∣∣∣∣∣∣
V ⊃ U

et
V est invariant sous le champ de vecteurs ~V


possède un plus petit élément. On l’appelle ouvert invariant sous ~V associé à U et on le note
U δ.

La notion d’ouvert invariant est locale : c’est ce qu’on exprime par les deux lemmes qui
suivent, qu’on utilisera pour démontrer le théorème.

Lemme 6.1.4. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit U un ouvert
quelconque de X. Alors, si V un ouvert de X invariant sous ~V , U∩V est un ouvert invariant
de U sous ~V|U .

Lemme 6.1.5. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit (Ui)i∈I une
base d’ouverts de X. Soit, pour tout i ∈ I, Vi un ouvert invariant de Ui, telle que la famille
(Vi)i∈I soit compatible, ie telle que

∀(i, j) ∈ I2, Ui ⊂ Uj =⇒ Vi = Vj ∩ Ui.

Alors,
⋃
i∈I Vi est un ouvert invariant de X.

Démonstration du premier lemme. —– Soient V un ouvert invariant de X et U un ouvert
quelconque. Montrons que F := U \ (U ∩ V ) est invariant. Soit x ∈ F . Alors, en particulier,
x ∈ X\V , donc Traj ~V (x) ∈ X\V . Mais, Traj ~V (x) est aussi dans U car c’est une générisation
de x, qui lui aussi est dans U . Ainsi, Traj ~V (x) ∈ F , et donc, U ∩ V est invariant sous ~V . �

Démonstration du second lemme. —– Soit (Ui)i∈I une base d’ouverts de X. Soit, pour tout
i ∈ I, Vi un ouvert invariant de Ui, telle que la famille (Vi)i∈I soit compatible. Cette condition
peut aussi s’exprimer

∀(i, j) ∈ I2, Ui ⊂ Uj =⇒

Vi

�

��
��	
�� � //

��
��	
�
� _

��

Vj

��
��	
�
� _

��
Ui ��
��	
�� � // Uj

,

à l’aide de la notion de carré cartésien. On note Fi := Ui \Vi le fermé complémentaire de Vi
dans Ui et V =

⋃
i∈I Vi. Montrons que le fermé

F := X \ V = X \
⋃
i∈I

Vi
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est invariant. Soit x ∈ F . Soit i ∈ I. On veut montrer que Traj ~V (x) n’appartient pas à Vi.

Premier cas : Si x ∈ Ui, alors x ∈ Fi. Comme Fi est invariant sous ~V , on a donc Traj ~V (x) ∈
Fi : en particulier, Traj ~V (x) /∈ Vi.
Deuxième cas : Supposons x /∈ Ui. On raisonne par l’absurde et on suppose que Traj ~V (x) ∈
Vi. Soit i0 tel que x ∈ Ui0 . En particulier, Traj ~V (x), qui est une générisation de x, est aussi
dans Ui0 . Par conséquent,

Traj ~V (x) ∈ Ui ∩ Ui0 .

Soit donc, puisque (Uj)j∈I est une base d’ouverts, k ∈ I tel que Uk soit inclus dans Ui ∩Ui0
et contienne Traj ~V (x). On est donc dans la situation

Ui

Traj ~V (x)∈Uk

��
��	
�
* 


77pppppppp

��
��	
�� t

''NNNNNNN

Ui0

.

On a par ailleurs, Vk = Vi ∩ Uk. Or, Traj ~V (x) est dans Uk, et aussi dans Vi, par hypothèse
absurde. Donc, Traj ~V (x) ∈ Vk. Or, Vk = Vi0 ∩ Uk. Donc, Vk ⊂ Vi0 et donc Traj ~V (x) ∈ Vi0 .
D’après le premier cas traité juste au-dessus, c’est absurde, ce qui démontre le second lemme.
�

Pour démontrer l’existence de l’ouvert invariant associé à un ouvert, pour un schéma
quelconque, on va d’abord traiter le cas des schémas affines.

Proposition 6.1.6. Soient A une Q-algèbre différentielle et X = SpecA un schéma affine,
muni d’un champ de vecteurs ∂A. Soit U ∈ Ouv (X) un ouvert de X. Alors, l’ensembleV ∈ Ouv (X)

∣∣∣∣∣∣
V ⊃ U

et
V est invariant sous le champ de vecteurs ~V


possède un plus petit élément. On le note Uδ.

Démonstration. —– Soit U un ouvert de SpecA, dont le fermé complémentaire est V (I),
avec I idéal de A. Chercher le plus petit ouvert de X contenant U et invariant sous ~V revient
à chercher le plus grand fermé de X inclus dans V (I) et invariant sous ~V . On suppose I
radiciel. D’après la proposition 6.1.2, on cherche donc le plus petit idéal radiciel J , contenant
I et vérifiant

J =
√
〈J〉.

Ainsi, un tel J est, comme
√
〈J〉, un idéal différentiel. Par conséquent, J contient forcément

〈I〉. Et, comme J est radiciel, J contient forcément
√
〈I〉. Comme l’idéal K =

√
〈I〉 vérifie

K =
√
〈K〉,

c’est donc l’idéal qu’on recherche. �

La démonstration précédente donne en fait une expression explicite de Uδ : si U est un
ouvert de SpecA décrit par U = (SpecA) \ V (I), alors U δ = (SpecA) \ V (〈I〉). Ces ouverts
Uδ vérifient la propriété de compatibilité suivante :



150 Topologie et faisceau de Carrà Ferro

Lemme 6.1.7. Soient (A, ∂A) et (B, ∂B) deux Q-algèbres différentielles, et soit φ : A−→B

un morphisme d’anneaux différentiels. On note ϕ : SpecB−→ SpecA le morphisme de
schémas correspondant à φ. Soit U un ouvert de SpecA. Alors :(

ϕ−1 (U)
)δ = ϕ−1

(
U δ
)
.

Démonstration. —– En effet, avec les notations de l’énoncé, soit I un idéal de A tel que
U = SpecA \ V (I). On note φ(I)B l’idéal engendré par l’image de I par φ : les éléments de
φ(I)B sont les sommes finies

∑
φ(ai)bi. On a alors ϕ−1 (U) = SpecB \ V (φ(I)B). Ainsi,

démontrer le lemme revient à démontrer l’égalité

φ (〈I〉A)B = 〈φ(I)B〉B .

On montre facilement, d’abord, que φ (〈I〉A)B est un idéal différentiel. Comme par ailleurs,
φ(I)B est inclus dans φ (〈I〉A)B, on a

〈φ(I)B〉B ⊂ φ (〈I〉A)B.

Pour l’inclusion réciproque, on utilise l’expression explicite d’un élément typique de 〈I〉A :
c’est

f ∈ 〈I〉A ⇐⇒ f =
∑
i

aifi
(ni),

où la somme est finie, où les ai sont des éléments de A, où les fi sont des éléments de I et
où les ni sont des entiers naturels. Soit f ∈ φ (〈I〉A)B. Ainsi, avec des notations évidentes,
f peut s’écrire

f =
∑
j

φ

(∑
i

ai,jfi,j
(ni,j)

)
bj

=
∑
i,j

bjφ (ai,j)φ (fi,j)
(ni,j).

Sous cette forme, on voit que f appartient nécessairement à 〈φ(I)B〉B . D’où l’égalité. �

On peut maintenant démontrer le théorème 6.1.3.

Démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz pour les ouverts. —– Soit X un Q-schéma
muni d’un champ de vecteurs ~V . On note (Wi)i∈I l’ensemble des ouverts affines de X. C’est
une base d’ouverts de X. Soit U un ouvert de X. On cherche un plus petit élément pour
l’ensembleV ∈ Ouv (X)

∣∣∣∣∣∣
V ⊃ U

et
V est invariant sous le champ de vecteurs ~V

 .

Cet ensemble est non-vide car X est dedans. Soit V ⊃ U un ouvert de X invariant sous le
champ ~V . Alors, pour tout i ∈ I, V ∩Wi est un ouvert de Wi contenant U ∩Wi et qui,
d’après le lemme 6.1.4, est invariant sous ~V . Par conséquent, en utilisant le fait qu’on sait
déterminer les ouverts associés dans les schémas affines — cf. proposition 6.1.6, on a :

(U ∩Wi)
δ ⊂ V ∩Wi.

Par conséquent, ⋃
i∈I

(U ∩Wi)
δ ⊂

⋃
i∈I

V ∩Wi = V.
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Réciproquement, on montre que ⋃
i∈I

(U ∩Wi)
δ

est un ouvert invariant. Pour cela, on utilise le lemme 6.1.5 avec, comme base d’ouverts
(Wi)i∈I , comme ouverts invariants les (U ∩Wi)

δ. Pour finir, il suffit de montrer que la
famille des ((U ∩Wi)

δ)i∈I est compatible, mais cela est une conséquence du lemme 6.1.7 —
ce qui conclut la démonstration du théorème. �

(6.1.2) Fermé invariant associé à un fermé. De la même façon, toujours si X est un
Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V , et si F est un fermé de X, on définit F δ. C’est
le plus grand fermé invariant contenu dans F . On a évidemment :

(X \ F )δ = X \ F δ.

(6.1.3) Une caractérisation des ouverts et des fermés invariants. Montrons main-
tenant la caractérisation suivante, très pratique :

Proposition 6.1.8. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Soient U un
ouvert de X et F un fermé de X. Alors,

Uδ =
{
x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ U

}
F δ =

{
x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ F

}
Remarque. —– Soient U un ouvert de X et F un fermé. On peut déjà remarquer qu’on a
bien

U ⊂
{
x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ U

}
.

En effet, si x ∈ U , alors toutes les générisations de x, et donc en particulier Traj ~V (x)
appartiennent à U . De même, on a bien{

x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ F
}
⊂ F.

♦

Démonstration. —– Compte tenu des lemmes de localité 6.1.4 et 6.1.5, il suffit de le montrer
dans le cas affine. Soit donc A une Q-algèbre différentielle. On note X = SpecA. Soit I un
idéal de A, définissant un fermé F de X. Soit x = p ∈ X. On a

x ∈ F δ ⇐⇒ x ∈ V (〈I〉)
⇐⇒ 〈I〉 ⊂ p.

Par ailleurs, on a 〈I〉 ⊂ p ⇐⇒ I ⊂ pδ. En effet, si I ⊂ pδ alors 〈I〉 ⊂ pδ et donc, en
particulier, 〈I〉 ⊂ p. Réciproquement, si 〈I〉 ⊂ p, comme pδ est le plus grand idéal différentiel
contenu dans p, on a 〈I〉 ⊂ pδ et donc I ⊂ pδ. Par conséquent, on a

x ∈ F δ ⇐⇒ I ⊂ pδ

⇐⇒ Traj ~V (x) ∈ F,

ce qu’on voulait. Le cas des ouverts se déduit par passage au complémentaire. �



152 Topologie et faisceau de Carrà Ferro

6.2 Topologie de Carrà Ferro

On peut maintenant définir la topologie de Carrà Ferro d’un Q-schéma X muni d’un
champ de vecteurs.

Théorème 6.2.1. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Soit (Ui)i∈I une
famille d’ouverts de X. Alors,(⋃

i∈I
Ui

)δ
=
⋃
i∈I

Ui
δ et, si I est fini,

(⋂
i∈I

Ui

)δ
=
⋂
i∈I

Ui
δ.

En particulier, l’ensemble {U | U est un ouvert invariant de X} est une topologie pour X.
On l’appelle topologie de Carrà Ferro de X .

On donne deux démonstrations de ce théorème. Pour la première démonstration, on
revient à la définition de l’ouvert U δ dans le cas affine. Le théorème repose alors, dans le
cas des intersections, sur une proposition d’algèbre différentielle. La seconde démonstration,
beaucoup plus courte, repose sur la caractérisation 6.1.8 qui précède.

Première démonstration du théorème 6.2.1. —– D’après la description (1) qu’on a faite de U δ

en fonction des ouverts affines de X, dans la démonstration du théorème 6.1.3, il suffit de
démontrer la proposition pour les schémas affines. Soit donc (A, ∂A) un anneau différentiel.
Montrons d’abord que le symbole δ commute aux unions quelconques. Soit (Ui)i∈I une
famille quelconque d’ouverts de X = SpecA. On écrit pour tout i ∈ I Ui = X \ V (Ji), où
Ji est un idéal de A. L’ouvert

U :=
⋃
i∈I

Ui

peut alors s’écrire U = X \ V
(
(Ji)i∈I

)
, où on a noté (Ji)i∈I l’idéal engendré par les Ji. Or,

〈(Ji)i∈I〉 = (〈Ji〉)i∈I .

En effet, dans un sens, on a, pour tout i0 ∈ I, 〈Ji0〉 ⊂ 〈(Ji)i∈I〉 donc (〈Ji〉)i∈I ⊂ 〈(Ji)i∈I〉.
Par ailleurs, l’idéal (〈Ji〉)i∈I est différentiel : un élément quelconque f ∈ (〈Ji〉)i∈I s’écrit en
effet

f =
∑
i

fi

où la somme est finie, et où, pour chaque i ∈ I, fi ∈ 〈Ji〉. On voit bien alors que f ′ est
encore dans (〈Ji〉)i∈I , de sorte qu’on a 〈(Ji)i∈I〉 ⊂ (〈Ji〉)i∈I . L’égalité 〈(Ji)i∈I〉 = (〈Ji〉)i∈I
signifie exactement que (⋃

i∈I
Ui

)δ
=
⋃
i∈I

Ui
δ.

Montrons maintenant que δ commute aux intersections finies. Soient U et V deux ouverts de
X ; on les écrit U = X \V (I) et V = X \V (J), avec I et J deux idéaux de A. L’intersection
U ∩ V de U et V s’écrit alors

U ∩ V = X \ V (IJ) .

En effet, on sait que si p est un idéal premier de A, on a l’équivalence

IJ 6* p ⇐⇒ (I 6* p et J * p) .

(1)qui repose sur les deux lemmes précédents de localité.
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Pour démontrer que (U ∩ V )δ = Uδ ∩ V δ, il suffirait donc de prouver que

〈IJ〉 ?= 〈I〉 〈J〉.

Remarquons d’abord que le produit de deux idéaux différentiels est encore un idéal différentiel.
Donc, 〈I〉 〈J〉 est un idéal différentiel. Comme par ailleurs, il contient évidemment IJ , on
a bien 〈IJ〉 ⊂ 〈I〉 〈J〉. Mais hélas, en fait, l’égalité attendue est fausse. Le théorème repose
alors sur la proposition suivante. �

Proposition 6.2.2. Soit A une Q-algèbre différentielle. Soient I et J deux idéaux de A.
Alors, √

〈IJ〉 =
√
〈I〉 〈J〉.

Démonstration. —– Soient A une Q-algèbre différentielle et I, J deux idéaux de A. On vient
de voir, dans la démonstration du théorème 6.2.1 qu’on a 〈IJ〉 ⊂ 〈I〉 〈J〉 ; en particulier,
on a

√
〈IJ〉 ⊂

√
〈I〉 〈J〉. On veut maintenant montrer que

√
〈I〉 〈J〉 ⊂

√
〈IJ〉. On propose

deux démonstrations de cette inclusion.

Première démonstration. On utilise le fait (voir Corollary 2.3 du chapitre X de [Lan02]
par exemple) que, de manière générale, si R est un anneau et si K est un idéal de R, alors

√
K =

⋂
p∈SpecR
K⊂p

p =
⋂

p0∈SpecR
K⊂p0

p0 minimal

p0.

Maintenant, soit p0 un idéal premier de A tel que 〈IJ〉 ⊂ p0 et qui soit minimal pour ces
propriétés. En particulier, IJ ⊂ p0. On sait alors qu’on a soit I ⊂ p0 soit J ⊂ p0. Supposons
par exemple qu’on ait I ⊂ p0. Comme on sait, grâce à la la proposition 3.4.6 appliquée à
A/〈IJ〉, que p0 est un idéal différentiel, on en déduit que 〈I〉 ⊂ p0 puis que 〈I〉〈J〉 ⊂ p0. Le
cas J ⊂ p0 est identique. Ainsi, on a

{p0 ∈ SpecA | 〈IJ〉 ⊂ p0 et p0 minimal} ⊂ {p ∈ SpecA | 〈I〉〈J〉 ⊂ p} .

Donc, ⋂
p∈SpecR
〈I〉〈J〉⊂p0

p ⊂
⋂

p0∈SpecR
〈IJ〉⊂p0

p0 minimal

p0.

Autrement dit, √
〈I〉〈J〉 ⊂

√
〈IJ〉,

ce qu’on voulait démontrer. �

Deuxième démonstration. Pour commencer, considérons f et g deux éléments de A tels
que fg ∈ IJ . On démontre par récurrence sur n ∈ N que f (n)g ∈

√
〈IJ〉. Pour n = 0, c’est

évident : on a bien fg ∈ IJ . Supposons que f (n)g ∈
√
〈IJ〉. En particulier, f (n)g2 ∈

√
〈IJ〉.

Or, d’après la proposition 1.2.1, et comme A est une Q-algèbre différentielle, l’idéal
√
〈IJ〉

est différentiel. Ainsi, (
f (n)g2

)′
= f (n+1)g2 + 2f (n)gg′ ∈

√
〈IJ〉.

Comme 2f (n)gg′ = 2g′
(
f (n)g

)
est déjà dans

√
〈IJ〉, les éléments f (n+1)g2 et donc f (n+1)2

g2 =(
fn+1g

)2 sont eux aussi dans
√
〈IJ〉. Par conséquent,

f (n+1)g ∈
√√
〈IJ〉 =

√
〈IJ〉,
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ce qui démontre ce qu’on attendait. Soit maintenant n ∈ N fixé. Montrons par récurrence
sur m ∈ N que f (n)g(m) ∈

√
〈IJ〉. Pour m = 0, c’est exactement ce qu’on vient de prouver.

Supposons maintenant que f (n)g(m) ∈
√
〈IJ〉. Alors, on montre de la même manière (2) que

ce qui précède que f (n)g(m+1) ∈
√
〈IJ〉.

Soit maintenant h un élément quelconque de 〈I〉 〈J〉. Il est facile de voir que h s’écrit
forcément comme une somme finie

h =
n∑
i=1

aifi
(ni)gi

(mi)

où les ai sont des éléments de A, les fi des éléments de I, les gi des éléments de J et, les ni
et les mi, des entiers naturels. D’après ce qui précède, chacun des éléments fi(ni)gi(mi) est
dans

√
〈IJ〉 — par conséquent h aussi. Ainsi, on a montré que

〈I〉 〈J〉 ⊂
√
〈IJ〉 et donc

√
〈I〉 〈J〉 ⊂

√
〈IJ〉,

ce qu’on voulait. �

Deuxième démonstration du théorème 6.2.1. —– Comme on l’a déjà dit, cette seconde démon-
stration utilise la caractérisation 6.1.8 de Uδ. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de
vecteurs ~V . Pour commencer, soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts de X. Alors,

x ∈

(⋃
i∈I

Ui

)δ
⇐⇒ Traj ~V (x) ∈

⋃
i∈I

Ui

⇐⇒ ∃i ∈ I | Traj ~V (x) ∈ Ui
⇐⇒ ∃i ∈ I | x ∈ Uiδ

⇐⇒ x ∈
⋃
i∈I

Ui
δ.

Pour les intersections, c’est la même chose. Soit (Ui)i∈I une famille finie d’ouverts de X. On
a :

x ∈

(⋂
i∈I

Ui

)δ
⇐⇒ Traj ~V (x) ∈

⋂
i∈I

Ui

⇐⇒ ∀i ∈ I | Traj ~V (x) ∈ Ui
⇐⇒ ∀i ∈ I | x ∈ Uiδ

⇐⇒ x ∈
⋂
i∈I

Ui
δ.

�

Remarque. —– Cette seconde démonstration prouve que δ commute aux intersections quel-
conques. ♦

(2) En fait, on a montré ce qui suit : si A est une Q-algèbre différentielle et si I est un idéal de A, alors,
pour tous f, g ∈ A et pour tous n,m ∈ N,

fg ∈ I =⇒ f (n)g(m) ∈
p
〈I〉.
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6.3 Étude d’une base d’ouverts

Soit (A, ∂) une Q-algèbre différentielle. On note X = SpecA et X = Spec∂(A, ∂). Si
f ∈ A, rappelons qu’on note

D(f) := (SpecA) \ V (f).

On sait (cf. proposition (I.I.10) de [EGAI]) que les D(f) forment une base d’ouverts de
SpecA. On définit l’analogue de D(f) dans notre cadre. C’est

Dδ (f) := (D(f))δ = (SpecA) \ V (〈f〉) .

C’est un ouvert Carrà Ferro de X . On peut l’exprimer comme une union :

Dδ (f) =
⋃
i∈N

D
(
f (i)
)
.

Proposition 6.3.1. Soit (A, ∂) une Q-algèbre différentielle et X = Spec∂(A, ∂). Soit x ∈
X , ie soit p un idéal premier de A. Alors, les

Dδ (f) avec f /∈ p

forment une base de voisinages ouverts de x pour la topologie de Carrà Ferro.

Démonstration. —– En effet, soit U un ouvert Carrà Ferro de X contenant x. On peut
donc écrire, d’après la proposition 6.1.2,

U = SpecA \ V (I)

avec I idéal différentiel de A. Comme x n’est pas dans I, on a : I * p. Soit donc f ∈ I

avec f /∈ p. Comme I est un idéal différentiel, on a 〈f〉 ⊂ I, donc V (〈f〉) ⊃ V (I) et donc
Dδ (f) ⊂ U . Par ailleurs, on a 〈f〉 * p donc x ∈ Dδ (f). �

Remarque. —– En fait, avec les notations de la proposition, si, plus généralement, f /∈ pδ,
on a encore x ∈ Dδ (f). En effet, supposons que ce ne soit pas le cas : on fait l’hypothèse
absurde que 〈f〉 ⊂ p. Alors, en particulier, f (i) est un élément de p pour tout i ∈ N. Par
conséquent, d’après la caractérisation de la proposition 3.4.10, f ∈ pδ, ce qui est absurde. ♦

(6.3.1) Recouvrements et égalisateurs en théorie des faisceaux. Soit maintenant X
un espace topologique quelconque muni d’un faisceau (d’ensembles ou, mieux, de k-algèbres
différentielles) F , soit U un ouvert de X qui s’écrit

U =
⋃
i∈I

Ui

avec (Ui)i∈I une famille d’ouverts de X. Les axiomes de faisceau nous disent exactement
que l’application

F (U) //
{

(fi)i | ∀(i, j) ∈ I2, (fi)|Ui∩Uj = (fj)|Ui∩Uj

}
⊂
∏
i∈I F (Ui)

f
� // (f|Ui)i∈I
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est un isomorphisme. En termes plus savants, on peut aussi dire que le diagramme

F (U) //
∏
i∈I

F (Ui)
//
//
∏
i,j∈I

F (Ui ∩ Uj)

est un égalisateur. Précisons quelles sont les flèches de ce diagramme. La première est tout
simplement :

F (U) //
∏
i∈I

F (Ui)

f
� // (fi)i∈I

.

Les deux suivantes sont∏
i∈I

F (Ui) //
∏
i,j∈I

F (Ui ∩ Uj)

(fi)i∈I
� //

(
fi|Ui∩Uj

)
i∈I

et

∏
i∈I

F (Ui) //
∏
i,j∈I

F (Ui ∩ Uj)

(fi)i∈I
� //

(
fj |Ui∩Uj

)
i∈I

.

On peut appliquer ce qui précède pour décrire l’anneau des sections sur l’ouvert Dδ (f).
Soit donc A un anneau différentiel et f ∈ A. On considère

X := SpecA U := Dδ (f) Ui := D
(
f (i)
)
.

Par ailleurs, l’intersection de Ui et de Uj peut être décrite par

Ui ∩ Uj = D
(
f (i)f (j)

)
.

En effet, on a bien

∀p ∈ SpecA, ∀(g, h) ∈ A2, (gh /∈ p ⇐⇒ g /∈ p et h /∈ p) .

Ainsi, en appliquant ce qui précède, on obtient :

Γ
(
Dδ (f) ,OX

)
'

{
(xi)i∈N ∈

∏
i∈N

Af(i)

∣∣∣∣∣ ∀(i, j) ∈ N2, xi = xj dans Af(i)f(j)

}

'


(

ai(
f (i)
)ni
)
i∈N

∣∣∣∣∣∣
∀(i, j) ∈ N2, ∃Ni,j ∈ N,(

f (i)f (j)
)Ni,j · (ai (f (j)

)nj − aj (f (i)
)ni) = 0

 .

Notation 6.3.2. Soit A un anneau différentiel et f ∈ A. On note

Af,∂ := Γ
(
Dδ (f) ,Spec∂A

)
.

6.4 Intersection des voisinages d’un point

Commençons par introduire une définition.

Définition 6.4.1. Soit X un espace topologique et soit x ∈ X. On appelle halo de x et on
note

^
^
^
x
^
^
^

:=
⋂

U ouvert de X
tel que x∈U .

U
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Si X est un espace topologique et si x ∈ X, on a démontré dans la proposition 3.4.3 que
l’intersection de tous les ouverts contenant x est exactement l’ensemble des générisations de
x :

^
^
^
x
^
^
^

= {y ∈ X | y  x} .

(6.4.1) Orbite d’un point sous l’action du champ. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma
muni d’un champ de vecteurs. Soit x ∈ X. On veut définir l’orbite de x sous l’action de ~V .
On dispose déjà de la trajectoire Traj ~V (x). On pourrait être tenté de définir l’orbite de x
sous l’action de ~V comme l’ensemble des spécialisations de Traj ~V (x). Ce serait une mauvaise
définition. En effet, il est tout à fait possible qu’une des spécialisations Traj ~V (x)  y ait
une trajectoire strictement plus petite que Traj ~V (x). On le voit par exemple sur la figure
12, où le point p est une spécialisation de Traj ~V (η) dont la trajectoire est strictement plus
petite. On le voit aussi dans l’exemple qui suit, où le point x choisi est cette fois fermé.

Fig. 12 – Exemple de trajectoire d’un point η non-fermé.

(6.4.2) Le plan A2
C muni d’un champ radial. On considère la C-algèbre différentielle

A = C[x, y] dont la dérivation est définie par ∂x = x et ∂y = y. On note X = Spec∂A (voir
la figure 13). On peut facilement vérifier que les trajectoires de X sont exactement :

– le point générique η = (0) de X ;
– les droites passant par l’origine, ie les idéaux premiers (ax+ by) avec (a, b) 6= (0, 0) ;
– l’origine O = (x, y).

Ainsi, si on considère le point p = (x−1, y−1) la trajectoire de p est la droite passant par O
et p : Traj(p) = (x−y). En particulier, le point O est une spécialisation de Traj(p) = (x−y),
mais sa trajectoire est strictement plus petite.

La bonne notion d’orbite est en fait :
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Fig. 13 – A2
C muni d’un champ radial.

Définition 6.4.2. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Soit
x ∈ X. On appelle orbite de x sous l’action de ~V et on note x ~V le sous-ensemble de X

x
~V := {y ∈ X | TrajV (x) = TrajV (y)} .

On vérifie facilement que les orbites de X constituent une partition de X.

Proposition 6.4.3. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. On
munit X de la topologie de Carrà Ferro. Soit x ∈ X. Alors,

^
^
^
x
^
^
^

=
{
y ∈ X

∣∣Traj ~V (y) x
}

Démonstration. —– Montrons d’abord que si U est un ouvert Carrà Ferro de X contenant
x et si y ∈ X vérifie Traj ~V (y) x alors, y ∈ U . Supposons le contraire : alors, y appartient
au fermé complémentaire F , qui est invariant sous ~V par définition. Donc : Traj ~V (y) ∈ F .
Comme un fermé Zariski (et en particulier un fermé Carrà Ferro) est stable par spécialisation
et comme Traj ~V (y) x, on a donc x ∈ F , ce qui est absurde.

Réciproquement, soit y ∈ X tel que Traj ~V (y) 6 x. Cela signifie que

x /∈
{

Traj ~V (y)
}Zar

.

Or, il n’est pas difficile de montrer que

η invariant sous ~V =⇒ {η}
Zar

est un fermé Carrà Ferro.

On en déduit que U = X \
{

Traj ~V (y)
}Zar

est un ouvert Carrà Ferro qui contient x mais ne
contient pas y. �
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En particulier, l’orbite de x sous ~V est incluse dans le halo de x :

x
~V ⊂ ^

^
^
x
^
^
^
.

Si X est un schéma irréductible muni d’un champ de vecteurs et si on note η son point
générique, alors le halo de η égale l’ensemble des points « dont la trajectoire est dense dans
X » :

^
^
^
η
^
^
^

= {x ∈ X |TrajX (x) = η} .

6.5 Faisceau de Carrà Ferro et faisceau de Keigher

(6.5.1) Considérations préliminaires. Dans cette section, on s’intéresse au spectre diffé-
rentiel d’un anneau différentiel A, défini comme suit :

Définition 6.5.1. Soit A un anneau différentiel. Le spectre différentiel de A est

diff-SpecA := {p | p est un idéal différentiel premier de A} .

L’ensemble diff-SpecA est inclus dans SpecA. On peut donc le munir de la topologie
induite par la topologie de Zariski. On appelle cette topologie : la topologie de Kolchin.
Mais, quand A est une Q-algèbre différentielle, et si on munit SpecA de la topologie de
Carrà Ferro, que se passe-t-il ? Obtient-on la même topologie induite ? La réponse est oui,
comme on le démontera dans un cadre plus général dans le fait 8.5.1. Dans ce qui suit, on note
(SpecA,Zar) quand on munit SpecA de la topologie de Zariski — et on note (SpecA,CF)
quand on munit SpecA de la topologie de Carrà Ferro.

En particulier, on dispose de deux applications continues

iZar : diff-SpecA−→ (SpecA,Zar)

et

iCF : diff-SpecA−→ (SpecA,CF) ,

correspondant aux inclusions.

L’espace topologique (SpecA,Zar) est muni, classiquement, du faisceau structural OSpecA.
Quant à l’espace topologique (SpecA,CF), on peut le munir du faisceau induit par OSpecA.
On le note O

(CF)
SpecA ; il est défini par

∀U ouvert invariant de SpecA, O
(CF)
SpecA (U) := OSpecA (U) .

Il s’agit en fait de l’image directe de OSpecA par le morphisme

iZar→CF : (SpecA,Zar)−→ (SpecA,CF) ;

ie on a O
(CF)
SpecA = (iZar→CF)∗OSpecA. Ces deux faisceaux sont des faisceaux en anneaux

différentiels.
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(6.5.2) Faisceau de Keigher. Soit A un anneau différentiel. On peut alors considérer
l’image inverse du faisceau structural de SpecA par iZar. On obtient un faisceau en anneaux
différentiels sur diff-SpecA, qu’on appelle faisceau de Keigher de diff-SpecA, et qu’on note

O
(Keigher)
diff-SpecA := (iZar)−1OSpecA.

On schématise la situation comme suit :

O
(Keigher)
diff-SpecA OSpecA

tt

diff-SpecA
iZar // (SpecA,Zar)

Ce faisceau apparâıt clairement pour la première fois dans l’article [Kei81]. Par définition,
le faisceau O

(Keigher)
diff-SpecA est donc le faisceau associé au préfaisceau A défini par, pour tout U

ouvert de diff-SpecA :
A (U) := colim−−−→

U⊂V
V ouvert Zariski

de SpecA

OSpecA (V ) .

(6.5.3) Faisceau de Carrà Ferro. Soit A une Q-algèbre différentielle. De même, on peut
aussi considérer l’image inverse du faisceau de Carrà Ferro par iCF. On obtient un faisceau en
anneaux différentiels sur diff-SpecA, qu’on appelle faisceau de Carrà Ferro de diff-SpecA,
et qu’on note

O
(CF)
diff-SpecA := (iCF)−1O

(CF)
SpecA.

On schématise la situation comme suit :

O
(CF)
diff-SpecA O

(CF)
SpecA

tt

diff-SpecA
iCF // (SpecA,CF)

Ainsi, par définition, le faisceau O
(CF)
diff-SpecA est le faisceau associé au préfaisceau B défini,

pour tout ouvert U de diff-SpecA, par :

B (U) = colim−−−→
U⊂V

V ouvert Carrà Ferro
de SpecA

OSpecA (V ) .

Ainsi, on a un morphisme naturel

O
(CF)
diff-SpecA−→O

(Keigher)
diff-SpecA,

sur lequel on reviendra plus loin.

On peut calculer le faisceau O
(CF)
diff-SpecA en calculant la limite inductive. Pour cela, on a

besoin du fait suivant :
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Fait 6.5.2. Soit A une Q-algèbre différentielle. Soit U un ouvert Kolchin de diff-SpecA.
On note

U∆ :=
{
x ∈ SpecA | Traj ~VA(x) ∈ U

}
.

Alors, U∆ est un ouvert Carrà Ferro de SpecA (autrement dit, un ouvert invariant sous
~VA) et on a

U∆ ∩ diff-SpecA = U.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit I un idéal de A tel que

U = {p ∈ diff-SpecA | I * p} .

Quitte à remplacer I par 〈I〉, on peut supposer que I est un idéal différentiel. Soit alors p

un idéal premier quelconque. On a

I ⊂ p =⇒ I ⊂ pδ et I ⊂ pδ =⇒ I ⊂ p.

Ainsi, l’ensemble {
x ∈ SpecA | Traj ~VA(x) ∈ U

}
égale l’ouvert défini par l’idéal I. Comme en plus cet idéal est différentiel, on sait que l’ouvert
qu’il définit est invariant sous ~VA. Enfin, si x ∈ diff-SpecA, on a Traj ~VA(x) = x : cela permet
de voir que

U∆ ∩ diff-SpecA = U.

�

On a alors :

Théorème 6.5.3. Soit A une Q-algèbre différentielle. Soit U un ouvert Kolchin de
diff-SpecA. Alors,

O
(CF)
diff-SpecA (U) ' OSpecA (U∆) .

En particulier, Γ
(
diff-SpecA, O

(CF)
diff-SpecA

)
' A : l’anneau différentiel des sections globales

de O
(CF)
diff-SpecA est isomorphe à A.

Remarques. —– La deuxième partie du théorème est l’élément central de l’article [CF90]
de Giuseppa Carrà Ferro. En effet, elle y définit un faisceau O(∆) en posant O(∆)(U) =
Odiff-SpecA (U∆). Sa proposition 4.1 dit alors : Γ

(
diff-SpecA,O(∆)

)
' A.

— Notons TrajA : SpecA−→ diff-SpecA, l’application trajectoire. Alors, le faisceau
U 7→ OSpecA (U∆) peut être défini comme poussé-en-avant du faisceau Odiff-SpecA par TrajA.
Ainsi, la première partie du théorème nous dit

(iCF)−1Odiff-SpecA ' (TrajA)∗Odiff-SpecA.

♦

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit U un ouvert Kolchin de diff-SpecA.
Calculons la colimite

colim−−−→
U⊂V

V ouvert Carrà Ferro
de SpecA

OSpecA (V ) .
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Notons déjà que U∆ est un de ces ouverts Carrà Ferro contenant U . Montrons que si V est un
ouvert Carrà Ferro de SpecA contenant U , alors, U∆ ⊂ V . Soit x ∈ U∆. Par définition, on
a Traj ~V (x) ∈ U . Donc, Traj ~V (x) ∈ V . Donc, d’après la caractérisation 6.1.8, on a x ∈ V δ.
Or, comme V est invariant, on a V δ = V . Ainsi, on a bien x ∈ V et donc U∆ ⊂ V . Ainsi,
cette limite inductive égale OSpecA (U∆). Ainsi, en calculant cette colimite on tombe sur un
faisceau ; on n’a donc pas besoin de considérer le faisceau associé, et la colimite calculée est
O

(CF)
diff-SpecA.

Montrons maintenant la deuxième partie du théorème. Pour cela, on montre que

(diff-SpecA)∆ = SpecA,

ce qui est évident : la trajectoire de tout x ∈ SpecA est bien un élément de diff-SpecA. �



Chapitre 7

Les faisceaux de Kovacic, de

Carrà Ferro et de Keigher ont

les mêmes constantes

Dans cette partie, on rappelle la définition du faisceau de Kovacic (cf. par exemple
[Kov02b]). On montre d’abord que ce faisceau est isomorphe au faisceau de Keigher dans
le cas réduit. Puis, on montre, toujours dans le cas réduit que ces trois faisceaux ont des
faisceaux des constantes isomorphes.

Pour démontrer ce résultat, on prouve la proposition suivante d’algèbre commutative
différentielle, qui semble très naturelle, mais n’est pas si évidente à démontrer :

Proposition. Soit (A, ∂) un anneau différentiel. Soit S une partie multiplicative de A, si
s ∈ S et si i ∈ N, on a(

a
s

)′ = 0 dans S−1A

s(i) ∈ S

}
=⇒ a

s
=
a(i)

s(i)
dans S−1A

Les méthodes utilisées pour démontrer ces résultats nous permettent aussi de montrer
la proposition suivante de prolongement des constantes :

Proposition. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Soit U
un ouvert de X. Alors, pour tout f ∈ OX (U)∂ , il existe un unique f̃ ∈ OX

(
Uδ
)∂ tel que

f̃|U = f . De plus,

OX (U)∂ // OX
(
U δ
)∂

f
� // f̃

est un isomorphisme d’anneaux, dont l’inverse est OX
(
Uδ
)∂ −→OX (U)∂ , la restriction des

constantes.
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7.1 Faisceau de Kovacic

(7.1.1) Définition. Dans la suite, on considère (A, ∂) un anneau différentiel. On se place
sur l’ensemble

X = diff-SpecA := {p ∈ SpecA | p est un idéal différentiel de A} .

On munit X de la topologie de Kolchin. Soit U un ouvert de X pour cette topologie. Jerald
Kovacic (dans [Kov02b], par exemple) définit un faisceau d’anneaux différentiels sur X en
posant

O
(Kov)
X (U) :=

s : U −→
∐
p∈U

Ap

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i) ∀p ∈ U, s(p) ∈ Ap

ii) ∃ (Ui)i∈I recouvrement ouvert de U,
∃(ai)i∈I , (bi)i∈I ∈ AI ,

∀p ∈ U, ∀i ∈ I, p ∈ Ui =⇒ bi /∈ p et s(p) = ai/bi

 .

Ce faisant, il s’inspire de la construction du faisceau structural d’un schéma que propose
Robin Hartshorne dans [Har77]. Ce faisceau a fait l’objet de nombreux articles.

(7.1.2) Sections globales. On note, suivant [Kov02b], Â l’anneau différentiel des sections
globales

Â := O
(Kov)
diff-SpecA (diff-SpecA) .

On dispose d’un morphisme iA : A−→ Â, d’anneaux différentiels. Ce morphisme, auquel
Kovacic s’intéresse particulièrement dans [Kov02b], n’est en général ni injectif, ni surjectif.
Par ailleurs, pour trouver des contre-exemples, il n’est pas nécessaire d’aller chercher des
choses très compliquées. Ainsi, si k est un corps qu’on munit de la dérivation nulle, et qu’on
considère l’anneau différentiel

A = k[t] avec t′ = 1,

alors, cet anneau A ne possède qu’un seul idéal différentiel, à savoir η = (0). On vérifie alors
aisément que

Â = k(t).

Dans cet exemple, le morphisme iA : k[t]−→ k(t) n’est pas surjectif.

(7.1.3) Les faisceaux de Keigher et de Kovacic sont isomorphes dans le cas réduit.
On montre :

Proposition 7.1.1. Soit A un anneau différentiel réduit. Alors,

O
(Keigher)
diff-SpecA = O

(Kov)
diff-SpecA.

Démonstration. —– Soit A un anneau différentiel réduit. Soit U un ouvert de diff-SpecA.
On va montrer que

O
(Kov)
diff-SpecA (U) = colim−−−→

U⊃V
V ouvert Zariski

de SpecA

OSpecA (V ) ,

ce qui permettra de conclure. Pour commencer, si V ⊃ U est un ouvert Zariski de SpecA,
on a bien un morphisme

iV : OSpecA (V )−→O
(Kov)
diff-SpecA (U) ,
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et ces flèches forment une famille compatible. Ce morphisme iV est défini comme suit :
on peut voir le faisceau structural OSpecA à la Hartshorne. Dans ce cas, une section f ∈
OSpecA (V ) est une fonction

f : V −→
∐
p∈V

Ap

qui est localement le quotient de deux éléments de A. Comme U ⊂ V , on peut restreindre
cette fonction à U ; elle est alors encore localement le quotient de deux éléments : c’est bien
une section Kovacic au dessus de U .

Montrons que ces morphismes (iV )V font de O
(Kov)
diff-SpecA (U) la limite inductive qu’on sou-

haite calculer. Soit donc B un anneau différentiel muni d’une famille de flèches compatibles

ϕV : OSpecA (V )−→B

pour tout ouvert Zariski V de SpecA contenant U . On veut construire une unique factori-
sation

ϕ : O
(Kov)
diff-SpecA (U)−→B.

Soit donc f ∈ O
(Kov)
diff-SpecA (U) : f est une fonction de

U −→
∐

p∈diff-SpecA

Ap

et il existe une famille (Ui)i d’ouverts recouvrant U et deux familles (ai)i et (bi)i de A telles
que

∀p ∈ U, p ∈ Ui =⇒
(
bi /∈ p et f(p) =

ai
bi

dans Ap

)
.

Les ouverts Ui, par définition, s’écrivent Ui = diff-SpecA ∩Wi, où les Wi sont des ouverts
Zariski de SpecA. On remplace les Wi par

W̃i := Wi ∩D(bi),

de sorte que ∀p ∈ Wi, bi /∈ p. Les ouverts W̃i vérifient encore Ui = diff-SpecA ∩ W̃i. On
considère alors

W̃ :=
⋃
W̃i.

C’est un ouvert Zariski contenant U . Montrons que la fonction f peut être étendue à W̃ :
on veut construire

f̃ ∈ OSpecA

(
W̃
)

dont la restriction à U soit égale à f . Pour ceci, il suffit de vérifier que

∀p ∈ W̃ ,
(
p ∈ W̃i et p ∈ W̃j

)
=⇒ ai

bi
=
aj
bj

dans Ap.

On pourra alors poser f̃ (p) = ai/bi. C’est ici qu’on va utiliser l’hypothèse « A réduit ».
Soit donc p ∈ W̃ et soient i et j deux indices tels que p ∈ W̃i et p ∈ W̃j . Considérons
q = Traj ~VA(p). C’est une générisation de p, qui appartient donc encore W̃i. C’est un idéal

différentiel. Par conséquent, q ∈ W̃i ∩ diff-SpecA = Ui. De même, on a q ∈ Uj . Par
conséquent, on sait que

f(q) =
ai
bi

=
aj
bj

dans Aq.

On veut en déduire que cette égalité est encore vraie dans Ap. Pour cela on utilise le lemme
7.1.2 qui suit. On a donc un élément f̃ ∈ OSpecA

(
W̃
)

qu’on peut envoyer dans B par

ϕfW : OSpecA

(
W̃
)
−→B.
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On vérifie alors que ceci définit l’application ϕ cherchée, et que cette dernière est nécessai-
rement unique. �

Lemme 7.1.2. Soit A un anneau différentiel réduit. Soit p ∈ SpecA. Soient a, b, α, β ∈ A,
avec b, β /∈ p. Alors,

a

b
=
α

β
dans Apδ =⇒ a

b
=
α

β
dans Ap.

Démonstration. —– Soit A un anneau différentiel réduit. On commence par montrer le petit
résultat suivant : soient θ et f deux éléments de A tels que θf = 0 ; alors, pour tout n ∈ N,
on a θ(n)fn+1 = 0. Évidemment, on le montre par récurrence. Pour n = 0, c’est l’hypothèse.
Supposons que θ(n)fn+1 = 0 et dérivons cette expression :

θ(n+1)fn+1 + (n+ 1) · θ(n)fnf ′ = 0.

En multipliant cette égalité par f , on trouve ce qu’on voulait.

Revenons au lemme. On garde les notations de l’énoncé. Soit donc θ /∈ pδ tel que

θ · (aβ − bα) = 0.

Comme θ /∈ pδ, on sait qu’il existe n ∈ N tel que θ(n) /∈ p. Or, d’après ce qui précède, on
sait que

θ(n) · (aβ − bα)n+1 = 0

donc
(
θ(n) · (aβ − bα)

)n+1

= 0

donc, car A est réduit, θ(n) · (aβ − bα) = 0.

Comme θ(n) /∈ p, on a donc a
b = α

β dans Ap, ce qu’on voulait. �

7.2 Constantes dans les anneaux de fractions

Avant d’en venir au thème de ce chapitre, à savoir la comparaison des faisceaux de
Kovacic et de Carrà Ferro au niveau des constantes, on fait un petit aparté plus général sur
les constantes des anneaux de fractions, qui nous sera utile plus tard.

Soit (A, ∂) un anneau différentiel et soit S une partie multiplicative de A, quelconque.
Comme on l’a rappelé dans le paragraphe (1.3.3), l’anneau S−1A est naturellement muni
d’une dérivation ; c’est (a

s

)′
:=

a′s− s′a
s2

.

Considérons maintenant un élément constant a/s de S−1A. Cela veut dire qu’on a

t · (a′s− s′a) = 0,

pour un certain t ∈ S. Pour motiver ce qui suit, remplaçons cette identité par l’identité plus
simple as′ − s′a = 0 et faisons comme si cette égalité signifiait

a

s
=
a′

s′
.

Alors, en réappliquant ce raisonnement, on obtiendrait

∀i ∈ N,
a

s
=
a(i)

s(i)
.
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Évidemment, ce qui précède n’est qu’une heuristique, puisque, d’une part, on n’a pas a′s−
s′a = 0 mais bien ∃t ∈ S, t ·(a′s− s′a) = 0 et que, d’autre part, l’élément s′ n’appartient pas
forcément à S — de sorte qu’on ne peut pas considérer l’élément a′/s′ dans S−1A. L’objet
de ce paragraphe est de montrer comment rendre rigoureux le raisonnement précédent. Pour
commencer, on énonce et démontre le lemme suivant.

Lemme 7.2.1. Soit (A, ∂) un anneau différentiel et soient t, A1, A2, B1, B2 ∈ A. Alors,

t · (A1B2 −B1A2) = 0

⇓
t2 ·
(
B2

2 · (B1A
′
1 −A1B

′
1)−B1

2 · (A′2B2 −B′2A2)
)

= 0.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Notons

Θ := t · (A1B2 −B1A2) .

On suppose que Θ = 0. On calcule alors

0 =(
t ·Θ′ ·B1B2

)
−
(
tB1B

′
2 ·Θ

)
−
(
tB′1B2 ·Θ

)
=

t2 · (A′1B2B1B2 +A1B
′
2B1B2 −B′1A2B1B2 −B1A

′
2B1B2) + t′ ·

=Θ=0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

t · (A1B2 −B1A2)B1B2

−t2 · (A1B2B1B
′
2 −B1A2B1B

′
2)

−t2 · (A1B2B
′
1B2 −B1A2B

′
1B2)

= t2 · (A′1B2B1B2 +B1A2B1B
′
2 −B1A

′
2B1B2 −A1B2B

′
1B2)

= t2 ·
(
B2

2 · (A′1B1 −A1B
′
1)−B1

2 · (A′2B2 −A2B
′
2)
)
,

ce qu’on voulait démontrer. �

On peut maintenant démontrer :

Proposition 7.2.2. Soit (A, ∂) un anneau différentiel. Soient θ, a, b ∈ A tels que

θ · (a′b− ab′) = 0.

1) Alors, pour tout N ∈ N≥3 et pour tout 0 ≤ i ≤ N , on a

θ · (a′b− ab′) = 0

θ2 · (a′′b− ab′′) = 0

bN−1θN ·
(
b(i)a(N−i) − a(i)b(N−i)

)
= 0.

2) En particulier, si S est une partie multiplicative de A, si s ∈ S et si i ∈ N, on a(
a
s

)′ = 0 dans S−1A

s(i) ∈ S

}
=⇒ a

s
=
a(i)

s(i)
dans S−1A

Démonstration. —– On garde les notations de la proposition. En particulier, on suppose que

θ · (a′b− ab′) = 0. (1)
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On note

EN,i := bN−1θN ·
(
b(i)a(N−i) − a(i)b(N−i)

)
.

Commençons par démontrer le point 1). La première égalité est l’hypothèse qu’on fait ;
la seconde égalité s’obtient en dérivant la première et en la multipliant par θ. Pour le lot
d’égalités suivantes, on raisonne par récurrence sur N . Pour N = 3, remarquons qu’en
dérivant la seconde égalité, et en la multipliant par θ, on obtient :

θ3 · ((a′′b′ − a′b′′) + (a′′′b− ab′′′)) = 0. (2)

Or, en appliquant le lemme 7.2.1 avec t = θ, A1 = a, B2 = b′, B1 = b et A2 = a′, on obtient
que

b2θ2 · (b′a′′ − a′b′′) = 0;

ainsi, en particulier, on a

b2θ3 · (b′a′′ − a′b′′) = 0 et, d’après (2), b2θ3 · (a′′′b− ab′′′) = 0

Supposons maintenant le point 1) vérifié pour tous les n ≤ N et montrons-le pour N + 1.
D’abord, on calcule, pour 0 ≤ i ≤ N :

0

=

bθ · EN,i′

=

bθ ·
(
(N − 1) b′bN−2θN +NbN−1θ′θN−1

)
·
(
b(i)a(N−i) − a(i)b(N−i)

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

= 0

+

bNθN+1 ·
(
b(i+1)a(N−i) − a(i+1)b(N−i) + b(i)a(N+1−i) − a(i)b(N+1−i)

)
=

bNθN+1 ·

((
b(i+1)a((N+1)−(i+1)) − a(i+1)b((N+1)−(i+1))

)
+

(
b(i)a((N+1)−i) − a(i)b((N+1)−i)

))
=

EN+1,i+1 + EN+1,i.

Une conséquence de ce lot d’égalités et que s’il existe i0 tel que EN+1,i0 soit nul, alors tous
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les EN+1,i sont nuls. En effet, on aurait alors



1 1 0 · · ·
0 1 1
...

. . . . . .

· · · 0 1 1 0
0 1 1

· · · 0 1 0 · · ·
i0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A

·


EN+1,0

EN+1,1

...
EN+1,N+1

 = 0.

Or, si on calcule le déterminant de A en développant par rapport à la dernière ligne, on
trouve

detA = (−1)N+i0 · det



1 1
1 1

. . .
1 1

1
1
1 1

. . .
1 1

1 1


= (−1)N+i0 ,

et donc A est inversible. Ainsi, il nous suffit de trouver un i0 tel que EN+1,i0 est nul. On
raisonne par disjonction de cas. Si N + 1 = 2k est pair, alors on a

EN+1,k = bNθN+1 ·
(
b(k)a((N+1)−k) − a(k)b((N+1)−k)

)
= bNθN+1 ·

(
b(k)a(k) − a(k)bk)

)
= 0,

ce qui permet de conclure. Si N + 1 = 2k + 1 est impair, on sait, d’après l’hypothèse de
récurrence que

Ek,0 = bk−1θk ·
(
a(k)b+ b(k)a

)
= 0.

Si on utilise alors le lemme précédent 7.2.1, avec

t =
(
bk−1θk

)
A1 = a(k) B2 = b B1 = b(k) A2 = A,

on trouve (
bk−1θk

)2 · (b2 · (b(k)a(k+1) − a(k)b(k+1)
)

+ b(k)2
· (a′b− b′a)

)
= 0.

Donc, compte tenu de θ · (a′b− b′a) = 0, on a

b2kθ2k ·
(
b(k)a(k+1) − a(k)b(k+1)

)
= 0.
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En multipliant cette dernière égalité par θ, on obtient ainsi : EN+1,k = 0 — et donc, tous
les EN+1,i le sont aussi.

Montrons maintenant le point 2). Il s’agit d’une conséquence immédiate du point 1). Soit
S une partie multiplicative de A et soient (a, s) ∈ A× S tel que(a

s

)′
= 0 dans S−1A.

Cela signifie qu’il existe θ ∈ S tel que

θ · (a′s− s′a) = 0.

On suppose maintenant que i ∈ N vérifie s(i) ∈ S. L’équation Ei,0 = 0 qu’on vient de
montrer nous dit donc (

si−1θi
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈S

·
(
a(i)s− as(i)

)
= 0.

Comme s(i) ∈ S, ceci entrâıne

a

s
=
a(i)

s(i)
dans S−1A.

�

7.3 Les faisceaux de Kovacic, de Carrà Ferro et de Kei-

gher ont les mêmes constantes

A priori, les faisceaux de Kovacic (et a fortiori de Keigher, dans le cas réduit) et de
Carrà Ferro ne sont pas isomorphes (sur diff-SpecA) : par exemple, on sait que les sections
globales de diff-SpecA, pour Kovacic, n’égalent pas A en général, alors que pour Carrà
Ferro, c’est le cas. Mais, pour les constantes, on a le théorème suivant :

Théorème 7.3.1. Soit A une Q-algèbre différentielle réduite. Alors,

O
(Kov), ∂
diff-SpecA = O

(Keigher), ∂
diff-SpecA ' O

(CF), ∂
diff-SpecA

Remarque. —– On a noté O
(Kov), ∂
diff-SpecA le faisceau des constantes de O

(Kov)
diff-SpecA, et de même

pour les deux autres faisceaux. ♦

Pour le démontrer, on utilise le lemme suivant :

Lemme 7.3.2. Soit (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Soit x ∈ X, soit
U un voisinage de x et soit f ∈ OX (U). Alors,

fTraj ~V (x) = 0 =⇒ ∃n ∈ N | (fx)n = 0.

Remarques. —– Autrement dit, si f est une fonction régulière définie au voisinage de x et
dont le germe le long de Traj ~V (x) est nulle, alors le germe de f dans x est nilpotent. Ce
lemme est un avatar du lemme 7.1.2.
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— Ce résultat est faux en dehors du cadre différentiel : si X est un schéma, si x ∈ X et
si η  x est une générisation de x, alors

fη = 0 =⇒/ ∃n ∈ N | (fx)n = 0.

Pour le voir, il suffit de considérer le sous-schéma fermé de A2
C, réunion des axes x = 0 et

y = 0 : X = Spec C[x, y]/(xy). Dans ce schéma, la fonction y est nulle dans OX,ηx — où ηx
correspond au point générique de l’axe y = 0 — mais y n’est pas nilpotente dans OX,(0,0).
♦

Démonstration du théorème 7.3.1. —– Soit donc A une Q-algèbre différentielle réduite. Soit
U un ouvert Kolchin de diff-SpecA. On commence par construire un morphisme

Ψ : O
(Kov)
diff-SpecA (U)

∂
−→OSpecA

(
U δ
)∂
.

Soit donc
s : U −→

∐
p∈U

Ap

une fonction vérifiant les conditions i) et ii) données dans la définition du faisceau de Kovacic.
On se donne donc un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de U et deux familles d’éléments (ai)i et
(bi)i vérifiant les conditions voulues. Comme la section s est supposée être constante, on a

∀p ∈ U, s(p)′ = 0.

C’est cette condition qui va nous permettre d’étendre s en une section constante du « faisceau
Zariski » au-dessus de Uδ. Pour définir Ψ(s), on va construire une fonction

t := Ψ(s) : U δ −→
∐

q∈Uδ
Aq

qui soit une section du faisceau structural de SpecA au-dessus de Uδ, et qui soit constante.

Avant de la définir, motivons ce qui va suivre. Soit q ∈ Uδ. Cela signifie que qδ ∈ U . On
dispose en ce point qδ de la valeur

s
(
qδ
)

=
a

b
∈ Aqδ ,

avec b /∈ qδ. Cela signifie, grâce à la caractérisation

qδ =
{
f ∈ A | ∀n ∈ N, f (n) ∈ q

}
,

qu’il existe n0 ∈ N tel que b(n0) /∈ q. Comme la section s est constante, on a par ailleurs

a′b− b′a = 0 dans Aqδ .

Ainsi, dans Aqδ , on a

∀j ∈ N,
a

b
=
a(j)

b(j)
.

C’est pourquoi on pourra poser :

t (q) =
a(n0)

b(n0)
∈ Aq.
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Ainsi, on choisit pour chaque q ∈ Uδ, un tel a ∈ A, un tel b ∈ A vérifiant b /∈ qδ et un
tel entier, et on les note respectivement — pour le besoin de cette démonstration — a(q),
b(q) et n0 (q). On définit donc :

∀q ∈ Uδ, t (q) :=
a (q)(n0(q))

b (q)(n0(q))
.

Avec cette définition, il est clair que t est une fonction constante. Vérifions que cette fonc-
tion t est bien une section du faisceau structural de SpecA. Pour cela, il faut trouver un
recouvrement (1) Ω` de Uδ et deux familles (α`) et (β`) telles que

∀q ∈ U δ, ∀`,
(

q ∈ Ω` =⇒ β` /∈ q et t(q) =
α`
β`

dans Aq

)
.

Comme recouvrement, on choisit les ouverts

Vi,n := Ui
δ ∩D

(
bi

(n)
)

pour i ∈ I et n ∈ N.

C’est bien un recouvrement. En effet, soit q ∈ Uδ ; cela signifie que qδ ∈ U . Donc, il existe
i ∈ I tel que qδ ∈ Ui. On a donc q ∈ Uiδ. Puis, comme qδ ∈ Ui, on sait que bi /∈ qδ. Par
conséquent, il existe n ∈ N tel que bi(n) /∈ q ; autrement dit, pour ce n, on a q ∈ D

(
bi

(n)
)
.

Ainsi, on a trouvé un couple (i, n) tel que q ∈ Vi,n. Comme familles d’éléments, on choisit

αi,n := ai
(n) et βi,n := bi

(n).

Soient donc q ∈ Uδ et (i, n) tels que q ∈ Vi,n. On a bien que βi,n /∈ q. Il faut vérifier que,

t (q) =
ai

(n)

bi
(n)

dans Aq.

Par hypothèse, on a qδ ∈ Ui. Par conséquent, on sait que

a
(
qδ
)

b (qδ)
=
ai
bi

dans Aqδ ;

comme ces deux éléments ont leur dérivée nulle, et comme on sait, d’une part, que b (q)(n0(q))
/∈

q, par définition de n0 (q) et que, d’autre part, bi(n) /∈ q, en appliquant la proposition 7.2.2,
on obtient que

a (q)n0(q)

b (q)n0(q)
=
ai

(n)

bi
(n)

dans Aqδ .

En appliquant le lemme 7.1.2, on en déduit que

a (q)n0(q)

b (q)n0(q)
=
ai

(n)

bi
(n)

dans Aq.

Ainsi, le morphisme

Ψ : O
(Kov)
diff-SpecA (U)

∂
−→OSpecA

(
Uδ
)∂
.

est bien défini.

Le morphisme réciproque

Φ : OSpecA

(
Uδ
)∂ −→O

(Kov)
diff-SpecA (U)

∂

est bien plus simple à définir : il s’agit juste de la restriction, et l’on vérifie sans mal que
la restriction d’une section Zariski est une section Kovacic. Pour finir, on laisse le soin au
lecteur de vérifier que Ψ et Φ sont réciproques l’un de l’autre : les méthodes utilisées sont
similaires à ce qu’on vient de faire. �

(1)Dans cette démonstration, on utilise la définition du faisceau structural d’un schéma à la Hartshorne.
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(7.3.1) Un résultat de prolongation des constantes. Au passage, remarquons qu’on
peut déduire de la démonstration qui précède le résultat suivant de prolongation des cons-
tantes, qu’on sera amené à utiliser par la suite :

Proposition 7.3.3. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs.
Soit U un ouvert de X. Alors, pour tout f ∈ OX (U)∂ , il existe un unique f̃ ∈ OX

(
U δ
)∂ tel

que f̃|U = f . De plus,

OX (U)∂ // OX
(
Uδ
)∂

f
� // f̃

est un isomorphisme d’anneaux, dont l’inverse est OX
(
U δ
)∂ −→OX (U)∂ , la restriction des

constantes.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Démontrons pour commencer l’uni-
cité d’un tel prolongement. Soient donc

f̃1 et f̃2 ∈ OX
(
Uδ
)∂

tels que f̃1
|U = f̃2

|U = f . Soit x ∈ U δ. Cela signifie que Traj ~V (x) ∈ U . Notons y := Traj ~V (x).
On a donc

f̃1
y = f̃2

y .

Par conséquent, d’après le lemme 7.3.2, et comme X est réduit, on a donc f̃1
x = f̃2

x . Donc,
f̃1 = f̃2, ce qu’on voulait montrer.

Démontrons maintenant l’existence d’un tel prolongement. Supposons qu’on ait démontré
ce résultat dans le cas affine. Démontrons-le dans le cas général. Soit (Ωi)i une base d’ouverts
affines de X. On note Ui = U ∩ Ωi et fi = f|Ui . D’après le cas affine, on a donc

f̃i ∈ OΩi

(
Ui
δ
)∂

telle que fi = f̃i|Ui . On utilise alors le lemme 6.1.4 de localité et l’unicité des f̃i pour voir
que

∀i, j Ui ⊂ Uj =⇒ f̃j |Uδi
= f̃i.

Le second lemme de localité 6.1.5, ainsi que le lemme 6.1.7, nous permettent de voir que Uδ

est la réunion des Uiδ. Ainsi, les f̃i se recollent en un f̃ , et on vérifie sans mal que f̃|U = f .

Maintenant, le cas affine correspond à ce qu’on a fait dans la démonstration du théorème
7.3.1 : en fait, on y a même fait mieux, puisqu’on est parti d’une section Kovacic constante
au-dessus de V , un ouvert Kolchin, et qu’on l’a prolongée en une section constante du
faisceau structural au-dessus de V δ.

On définit ainsi un morphisme OX (U)∂ −→OX
(
Uδ
)∂ : ceci résulte immédiatement de

l’unicité de ces prolongements. Enfin, ce morphisme est un isomorphisme dont la réciproque
est le morphisme de restriction OX

(
Uδ
)∂ −→OX (U)∂ : si f ∈ OX

(
U δ
)∂ , le prolongement

de la restriction est encore f , par unicité de ce prolongement ; si f ∈ OX (U)∂ , la restriction
du prolongement est encore f , par définition du prolongement. �
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Cinquième partie

Espace des feuilles géométrique





Chapitre 8

Espaces de feuilles

Dans ce chapitre, maintenant qu’on a défini et étudié la topologie de Carrà Ferro, on
revient sur la question de l’espace de feuilles d’un schéma X muni d’un champ de vecteurs.
Notre but est toujours, étant donné X = (X, ~V ), de trouver un « espace » T (par exemple
un schéma) qui classifie les feuilles de X . Ce problème de l’espace classifiant des feuilles est
analogue, en un certain sens, à celui de trouver un quotient X//G, quand X est un schéma
muni d’une action d’un groupe algébrique G. En fait, il ne s’agit là pas seulement d’une
analogie vague mais bel et bien d’une vraie correspondance. En effet, on démontrera dans
la troisième section de ce chapitre, que

Proposition. Soit X un schéma. Alors, les actions de Ĝa sur X sont en bijection avec les
champs de vecteurs de Hasse-Schmidt de X (autrement dit, les dérivations de Hasse-Schmidt
de OX).

En particulier, si X est un schéma défini sur Q, on a une bijection entre les actions de Ĝa

sur X et les champs de vecteurs sur X.

Dans la première section, on a rassemblé deux essais infructueux pour établir cette pro-
position. En fait, la difficulté résidait dans la définition de l’objet Ĝa : le bon cadre, fi-
nalement, est celui des schémas formels. Ces deux essais pour définir Ĝa soulèvent des
questions d’algèbre auxquelles on a répondu dans la deuxième section. Celle-ci doit donc
être considérée comme un intermède d’algèbre commutative. On y donne un caractérisation
élégante et opérationnelle de k[[t]]⊗k k[[u]] et on y démontre que le morphisme

k[[t]] // k[[t, u]]
t

� // t+ u

ne se factorise pas par k[[t]]⊗k k[[u]]−→ k[[t, u]].

Ceci étant fait, on en vient à proprement parler aux questions d’espaces de feuilles. David
Mumford, dans son livre [MF82], définit plusieurs notions de quotients X//G, dans le cas où
G agit sur X. Ainsi, naturellement, on s’inspire de son travail, et on donne les définitions des
espaces de feuilles (éventuellement universels) grossiers ou géométriques. Puis, on propose
une construction concrète de l’espace des feuilles géométrique, quand celui-ci existe. Pour ce
faire, on introduit X ~V l’ensemble des feuilles d’un schéma X muni d’un champ de vecteurs.
Cet ensemble est très important. Il s’agit de l’analogue non-affine de diff-SpecA :

X
~V ⊂ X // diff-SpecA ⊂ SpecA.

On munit ensuite cet ensemble d’une topologie et d’un faisceau : comme ce qui se passait
dans le cas affine (voir la section (6.5)), la topologie de Zariski et la topologie de Carrà
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Ferro induisent la même topologie sur X ~V ; de plus, on a le choix entre plusieurs faisceaux,
mais, là aussi, dans les cas favorables, ils sont isomorphes. Pour le démontrer, on utilise la
proposition 7.3.3 de prolongement des sections constantes. Ainsi, on définit un espace annelé(

X
~V ,O

X ~V

)
.

On montre alors :

Théorème. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Supposons que
X admette un espace des feuilles géométrique t : X −→(T,~0). Alors, il est isomorphe à

Traj ~V : X −→
((
X

~V ,O
X ~V

)
,~0
)
.

Ce théorème montre ainsi que la topologie de Carrà Ferro et le faisceau qu’on lui associe
sont solutions du problème de l’espace des feuilles. Par ailleurs, même quand X n’admet
pas d’espace des feuilles géométrique, ce qui est tout à fait possible (cf. le cas des schémas
quasi-simples), l’espace annelé

(
X

~V ,O
X ~V

)
a des bonnes propriétés, puisqu’on montre :

Proposition. Soit X un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Alors,
(
X

~V ,O
X ~V

)
est un espace localement annelé.

Enfin, on montre que l’étude des trajectoires des schémas sans dynamique propre à base
simple menée dans le chapitre (5), qui généralisait le lemme 1.23 de [vdPS03], peut se
résumer comme suit :

Proposition. Soit S un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs, simple. On suppose que
S possède un CS -point. Alors le morphisme ϕS : S −→(CS ,~0), est un espace des feuilles
universel géométrique pour S .
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8.1 Analogie entre actions de groupe et action des tra-

jectoires : premiers essais

L’analogie entre, d’un côté, les schémas X munis d’une action d’un groupe (algébrique)
G et, de l’autre, les schémas X munis d’un champ de vecteurs ~V est très tentante, et on
va essayer dans cette section de la réaliser. En particulier, on a envie de considérer comme
analogues :

— d’une part, le problème de l’espace classifiant des orbites (sous l’action de G) de X ;
autrement dit, du quotient de X par le groupe G ;

— d’autre part, le problème de l’espace classifiant des trajectoires de X sous le champ
de vecteurs ~V .

(8.1.1) Premier essai : les champs de vecteurs vus comme actions de groupe ?
Soit k un anneau. Soit X un schéma, défini au-dessus de k. Dans ce paragraphe, on va
explorer le lien entre les « actions » de Spec k[ε]/ε2 sur X (en tant que k-schémas) et les
champs de vecteurs ~V sur X qui s’annulent sur Spec k.

Commençons par traiter le cas affine. Soit donc k un anneau. On note Ĝa

[1]
le k-schéma

« en groupes » (1) défini comme suit :

— le schéma sous-jacent à Ĝa

[1]
est Spec k[ε]/ε2 ;

— pour la loi de « groupes », on prend la loi additive.

On note ce « groupe » Ĝa

[1]
car l’idée sous-jacente à sa construction est : on part du

groupe additif Ga, on regarde sa complétion formelle (2) autour de 0, qui est aussi un k-
schéma en « groupes » (3) ; mais, en fait, on ne regarde pas ce groupe Ĝa, mais seulement

sa première approximation. C’est Spec k[ε]/ε2 et on le note donc Ĝa

[1]
. Si ce Ĝa

[1]
(additif)

était (vraiment) un groupe, on aurait un morphisme

Ĝa

[1]
× Ĝa

[1]
−→ Ĝa

[1]

ie , on aurait un morphisme

Φ : k[ε]/ε2−→ k[ε1]/ε1
2 ⊗k k[ε2]/ε2

2 ' k[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2
)

que l’on souhaite être la « restriction » de la comultiplication de Ga : on veut

Φ(ε) = ε1 + ε2;

mais, ce morphisme n’est pas défini car on a

(ε1 + ε2)2 = ε1
2 + ε2

2 + 2ε1ε2 = 2ε1ε2 6= 0,

tout du moins en caractéristique différente de 2. Ainsi, ce qu’on a noté Ĝa

[1]
n’est pas un

schéma en groupes (pour la structure additive).

On peut voir d’une autre façon que Ĝa

[1]
n’est pas un schéma en groupe : sur son foncteur

des points. Si R est une k-algèbre, alors, les R-points de Ĝa

[1]
sont

Ĝa

[1]
(R) := HomAlgk

(
k[ε]/ε2, R

)
'
{
x ∈ R | x2 = 0

}
.

(1)On met des guillemets autour de « groupe », car comme on ne va pas tarder à le découvrir, ce n’est pas
un groupe !
(2)C’est-à-dire, géométriquement, on regarde le voisinage infinitésimal de 0 dans A1

k.
(3)Cette fois-ci encore, avec guillemets !
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Ce qu’on souhaitait, en fait, c’est que cet ensemble soit un sous-groupe de (R,+). Or, c’est
faux : la somme de deux éléments nilpotents d’ordre de nilpotence 2 est certes nilpotente,
mais son ordre de nilpotence peut être plus grand.

(8.1.2) Le « groupe » Ĝa

[1]
et ses actions. Néanmoins, on peut modifier un peu les

choses de sorte qu’elles se passent mieux. En effet, on a un morphisme très similaire

m∗ :
k[ε]/ε2 // k[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

)
ε

� // ε1 + ε2

qu’on peut voir comme une sorte de comultiplication. Ainsi, au lieu de considérer le carré

cartésien de Ĝa

[1]
, on considère le schéma

Spec k[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

)
.

Plus généralement, on note

Ĝa

[1],i
:= Spec

(
k[ε1, . . . , εi]

/
(ε`εk)`,k

)
,

qui est une « approximation » de la puissance i-ième (Ĝa

[1]
)i. Avec ces notations, la « mul-

tiplication » s’écrit

m : Ĝa

[1],2
−→ Ĝa

[1],1
.

On a aussi une counité et une coloi d’inverse. Ce sont

e∗ :
k[ε]/ε2 // k

ε
� // 0

et i∗ :
k[ε]/ε2 // k[ε]/ε2

ε
� // −ε

Et donc, on a aussi une unité et une loi d’inverse :

e : Spec k−→Ga
[1],1 et i : Ga

[1],1−→Ga
[1],1.

Fait 8.1.1. Ces données confèrent à Ĝa

[1]
une sorte de structure de schéma en groupes,

dans le sens où les diagrammes suivants commutent :

Ĝa

[1],3 Id×m //

m×Id
��

Ĝa

[1],2

m
��

Ĝa

[1],2 m // Ĝa

[1],1

(1)

Ĝa

[1],1

))SSSSSSSSSSSSSSSSS
∆ // Ĝa

[1],2 Id×i //

i×Id
// Ĝa

[1],2 m // Ĝa

[1],1

Spec k

e

55kkkkkkkkkkkkkkkkk

(2)

Spec k ×k Ĝa

[1],1 e×Id // Ĝa

[1],2

m
��

Ĝa

[1],1

OO

Id // Ĝa

[1],1

et Ĝa

[1],1
×k Spec k

Id×e // Ĝa

[1],2

m
��

Ĝa

[1],1

OO

Id // Ĝa

[1],1

(3)
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Démonstration. —– La seule éventuelle difficulté pour démontrer ce fait est de comprendre
comment sont définies les différentes flèches. Pour le premier diagramme, il suffit de vérifier
la commutation de

ε
� // ε1 + ε2

ε_

��

k[ε]/ε2

m∗
��

m∗ // k[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

)
��

ε1_

��

ε2_

��
ε1 + ε2 k[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

) // k[ε1, ε2, ε3]/ (εiεj)i,j ε1 + ε2 ε3

ε1
� // ε1

ε2
� // ε2 + ε3

qui est évidente ! Les autres diagrammes sont du même type, et on laisse le soin au lecteur
de le vérifier. �

Ainsi, on peut voir Ĝa

[1]
un peu comme un groupe. Notre but est maintenant de montrer

qu’on a une correspondance entre les « actions » de Ĝa

[1]
sur un schéma X et les champs

de vecteurs sur X. Précisons ce qu’on appelle action.

Définition 8.1.2. Soit X un schéma, défini au-dessus de k. Une (k-)action de Ĝa

[1]
sur

X est un morphisme

σ : Ĝa

[1]
×X −→X

tel que les deux diagrammes

Ĝa

[1],2
×X

m×Id
��

Id×σ // Ĝa

[1]
×X

σ

��
Ĝa

[1]
×X σ

// X

et

Spec k ×X
e×Id // Ĝa

[1]
×X

σ

��
X

OO

Id // X

commutent.

On peut alors démontrer :

Proposition 8.1.3. Soit k un anneau et soit X un k-schéma. Alors, les k-actions de Ĝa

[1]

sur X sont en correspondance biunivoque avec les k-champs de vecteurs sur X.

Démonstration. —– Partons d’un k-schéma X et d’un morphisme

σ : Ĝa

[1]
×X −→X

vérifiant les axiomes de la définition 8.1.2. La première chose à remarquer est que le schéma

Ĝa

[1]
×X est très facile à comprendre. Par exemple, dans le cas affine, si A est une k-algèbre,

alors les idéaux premiers de A[ε]/ε2 sont en bijection avec ceux de A, via le morphisme

SpecA // SpecA[ε]/ε2

p
� // (p, ε)

.
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En effet, comme ε2 = 0, l’élément ε appartient à tous les idéaux premiers de A[ε]/ε2. En
fait, cette flèche est un homéomorphisme. De façon générale, voici comment on peut décrire

Ĝa

[1]
×X. Comme espace topologique, c’est X ; son faisceau est

∀U⊂→◦ X, OdGa
[1]×X

(U) = OX (U) [ε]/ε2.

C’est pourquoi on note

X[ε]/ε2 := Ĝa

[1]
×X.

Ainsi, on part d’un morphisme

σ : X[ε]/ε2−→X.

Voyons ce que les deux conditions de la définition d’une action de Ĝa

[1]
imposent à ce

morphisme σ. Le deuxième diagramme impose que σ, en tant qu’application, soit l’identité.
Ainsi, pour chaque ouvert U de X, on a un morphisme

ϕU :
OX (U) // OX (U) [ε]/ε2

f
� // ψU (f) + dU (f) · ε

.

Ce second diagramme impose aussi que ψU = Id. Le fait que ϕU soit un morphisme de
k-algèbres impose que

dU : OX (U)−→OX (U)

soit une k-dérivation de OX (U).

Il nous reste à voir ce qu’impose le premier diagramme. Remarquons d’abord qu’on peut
le réécrire

X[ε1, ε2] //

��

X[ε1]

��
X[ε2] // X

,

avec des notations évidentes. Toutes les flèches, en tant qu’applications ensemblistes, sont
des identités (modulo l’identification de l’espace topologique sous-jacent à X[ε] avec celui
de X). Au niveau des faisceaux, si U est un ouvert de X, on a le diagramme

OX (U) [ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε1ε2, ε2
2
)

OX (U) [ε1]/ε1
2oo

OX (U) [ε2]/ε2
2

OO

OX (U)oo

OO
.

Si on explicite les flèches, alors la commutation de ce diagramme signifie que, pour tout
f ∈ OX (U), on a

f + dU (f) · (ε1 + ε2) = (f + dU (f) · ε2) + (dU (f) + dU (dU (f)) · ε2) · ε1,

qui est une condition triviale. Ainsi, le premier diagramme n’impose aucune condition
supplémentaire.

Évidemment, réciproquement, si ∂ : OX −→OX est un k-champ de vecteurs de X, ie

une k-dérivation du faisceau OX , alors, on en déduit une action de Ĝa

[1]
sur X. �
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(8.1.3) Deuxième essai : le « groupe » Ĝa. Continuons dans la lancée de ce qu’on vient

de faire. On a vu que Ĝa

[1]
n’était pas un schéma en groupes. Qu’en est-il de Spec k[[t]],

qu’on note Ĝa ? Pour le savoir il faut vérifier si on peut « étendre » le morphisme

k[t] −→ k[t, u]
t 7−→ t+ u

,

correspondant à la loi de groupes de Ga, à k[[t]]−→ k[[t]]⊗k k[[u]]. Intuitivement, on a envie
de dire que

« k[[t]]⊗k k[[u]] ' k[[t, u]] » (4)

et que le morphisme qu’on cherche est

k[[t]] −→ k[[t, u]]
t 7−→ t+ u

.

Cependant, l’identité (4) est fausse, et plusieurs difficultés vont apparâıtre. En voici quelques-
unes :

— Première difficulté : On a k[[t]]⊗k k[[u]] 6' k[[t, u]]. On sait néanmoins, par exemple
grâce à la proposition III.4.7, page III.40 de [Bou70] que

k[[t]]⊗k k[[u]] s’injecte dans k[[t, u]].

Sous cette injection, on peut caractériser k[[t]]⊗k k[[u]] ainsi

k[[t]]⊗k k[[u]] =


∑
i,j

αi,j · tiuj

∣∣∣∣∣∣∣
∃N ∈ N≥1

∃a(1),b(1), . . . ,a(N),b(N) ∈ kN

∀i, j ∈ N, αi,j =
∑N
`=0 ai(`)bj(`)

 .

Ainsi, les premiers exemples de séries formelles qui vivent dans k[[t]]⊗k k[[u]] sont les
séries formelles à variables séparées, ie celles dont les coefficients peuvent s’écrire

αi,j = ai · bj ∀i ∀j.

Viennent ensuite les séries formelles dont les coefficients peuvent s’écrire

αi,j = ai · bj + ci · dj ∀i∀j.

En général, on voit apparâıtre des séries formelles dont les coefficients sont des sommes
de longueurN de produits élémentaires de type aibj : on les appellera séries formelles de
poids N . Maintenant, considérons les coefficients αi,j d’une telle série formelle comme
des nombres posés sur le quadrillage N2 du plan. Alors, intuitivement, si une série f
vit dans k[[t]]⊗k k[[u]] et qu’elle est de poids 1, ie qu’elle est à variables séparées, alors,
ses coefficients sont déterminés par les valeurs des bords N× 0 et 0×N du quart de
plan N2. Plus généralement, on pense que les coefficients d’une série formelle de poids
N sont déterminés par les deux bandes de N2 de largeur N et de longueur infinie. On
peut voir ainsi que, intuitivement,

k[[t]]⊗k k[[u]] 6= k[[t, u]].

On reviendra plus précisément sur ce point dans le paragraphe (8.2.1).
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— Deuxième difficulté : On veut définir un morphisme

k[[t]] −→ k[[t]]⊗k k[[u]]
t 7−→ t+ u

.

Pour le faire, il faut donc vérifier que pour toute série formelle

f =
∞∑
i=0

ait
i,

la série formelle

f(t+ u) =
∞∑
i=0

ai(t+ u)i =
∞∑

i,j=0

ai+jC
i
i+i t

itj ,

vit dans k[[t]]⊗kk[[u]]. Selon notre principe heuristique, on voit qu’en général, une telle
série, n’est pas dans k[[t]]⊗k k[[u]]... Restons-en à ce niveau heuristique pour justifier
que la loi de composition n’est pas définie par Ĝa. On donnera une réponse précise à
cette question dans le paragraphe (8.2.2).

— Troisième difficulté : On a calculé les R-points de Spec k[ε]/ε2 ; c’est(
Spec k[ε]/ε2

)
(R) =

{
x ∈ R | x2 = 0

}
.

Évidemment, on a une formule analogue pour les R-points de Spec k[ε]/εn. Ainsi, on
aurait bien aimé avoir une formule du type

(Spec k[[t]]) (R) = {x ∈ R | x est nilpotent} ,

d’autant plus qu’on a (cf. la proposition 9.9.2)

K[[t]] = lim←−−n
K[ε]/εn.

Mais, cette formule est fausse. On a bien

(Spec k[[t]]) (R) ⊂ {x ∈ R | x est nilpotent}

mais, en général, l’inclusion est stricte. Pour le voir, il suffit de considérer le morphisme
Id : k[[t]]−→ k[[t]], qui envoie t sur un élément non-nilpotent.

— Quatrième difficulté : Autant le schéma Spec k[[t]] est facile à comprendre, autant le
schéma Spec k[[t, u]] l’est beaucoup moins. Le premier n’a que deux points, un point
dense et un point fermé. En revanche, k[[t, u]] a beaucoup d’idéaux premiers. Par
exemple, (0), (t) et (u), mais aussi (λt + µu) pour tous (λ, µ) ∈ k2, sont des idéaux
premiers ; on a donc déjà une famille de points paramétrés par P1

k. Mais, on peut
encore en trouver d’autres : (t + u2), (t + λu2), (t + λun), etc. sont aussi des idéaux
premiers.

Ces difficultés n’apparaissent pas par hasard. Elles sont là car on ne s’est pas placé dans le
bon cadre. La section suivante (8.3) vient corriger cette erreur. Avant d’y venir, on propose
au lecteur deux intermèdes d’algèbre commutative qui étudient avec plus de précision les
difficultés qu’on vient de soulever. Plus précisément, dans le premier intermède (8.2.1),
on calcule la k-algèbre k[[t]] ⊗k k[[u]] ; dans le second intermède (8.2.2), on montre que le
morphisme

k[[t]] // k[[t]]⊗k k[[u]]
t

� // t+ u

n’est pas défini. Ces intermèdes peuvent être sautés.
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8.2 Deux intermèdes d’algèbre commutative

(8.2.1) Intermède 1 : retour à la k-algèbre k[[t]]⊗k k[[u]]. Dans la suite, k est un corps.
Revenons à la k-algèbre k[[t]] ⊗k k[[u]]. Dans le paragraphe précédent, on s’est contenté
d’heuristiques. Dans celui-là, on entre dans les détails et on donne des résultats précis. Com-
mençons par expliquer plus en détail pourquoi k[[t]]⊗k k[[u]] s’injecte dans k[[t, u]]. Comme
on l’a dit, cela repose (par exemple) sur une proposition de Bourbaki. Pour la commodité
du lecteur, on donne une version allégée de cette proposition. Pour la démonstration, on
renvoie à [Bou70, page III.40].

Proposition 8.2.1 ([Bou70, proposition III.4.7]). Soit k un corps, soit Ω une k-algèbre et
soient A et B deux sous-k-algèbres de Ω. On suppose qu’il existe une k-base (ei)i∈I de A
qui soit B-libre. Alors, le morphisme

A⊗k B // Ω
a⊗ b � // a · b

est injectif.

Cette proposition s’applique sans mal à notre cas, où

Ω = k[[t, u]] , A = k[[t]] et B = k[[u]].

En effet, vérifions que si (fi)1≤i≤N est une famille k-libre de A, alors, c’est aussi une famille
B-libre de Ω. Soient (gi)1≤i≤N ∈ BN telle que

N∑
i=1

gifi = 0. (5)

Supposons que l’un des gi soit non-nul, et notons n0 le plus petit indice tel que l’un des gi
ait son coefficient d’indice n0 non-nul. On dispose d’un morphisme

k[[t, u]]−→ k[[t]][u]/
(
un0+1

)
qui « tue » les ui pour i > n0. Si on l’applique à (5), on obtient :

λ1,n0f1 + · · ·+ λN,n0fN = 0,

où on a noté λi,n0 le coefficient d’indice n0 de gi. Comme l’un des λi,n0 est non-nul, on
obtient ainsi une k-relation de liaison entre les fi, ce qui est absurde. Ainsi, une k-base de
A est B-libre si elle vue dans Ω, ce qui suffit à prouver :

Proposition 8.2.2. Soit k un corps. Alors le morphisme

i :
k[[t]]⊗k k[[u]] −→ k[[t, u]]

f ⊗ g 7−→ f · g

est injectif.
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Continuons cette étude de k[[t]] ⊗k k[[u]] en formalisant la notion de poids d’une série
formelle.

Définition 8.2.3. Soit f ∈ k[[t, u]], qu’on écrit

f :=
+∞∑
i,j=0

αi,j · tiuj .

(i) On dit que f est de poids fini si

∃N ∈ N ∃a(1),b(1), . . . ,a(N),b(N) ∈ kN ∀i, j ∈ N, αi,j =
N∑
`=1

ai(`)bj(`).

(ii) Si f est de poids fini, on appelle poids de f , et on note poids(f) l’entier

poids(f) := min

{
N ∈ N

∣∣∣∣∣ ∃a(1),b(1), . . . ,a(N),b(N) ∈ kN

∀i, j ∈ N, αi,j =
∑N
`=1 ai(`)bj(`)

}
.

Remarques. —– Si f ∈ k[[t]] et g ∈ k[[u]] s’écrivent

f =
+∞∑
i=0

ait
i et g =

+∞∑
i=0

bit
i,

alors, l’image de f ⊗ g par i est la série formelle

i (f ⊗ g) =
∞∑

i,j=0

αi,jt
iuj

avec ∀i, j ∈ N, αi,j = aibj . Autrement dit, i (f ⊗ g) est une série formelle de poids fini et
inférieur ou égal à 1. En fait, plus généralement, on a cette caractérisation

L’image de k[[t]]⊗k k[[u]] dans k[[t, u]] est exactement composée
des séries formelles de poids fini.

— Le lecteur pourra faire l’analogie entre les coefficients d’une série formelle de poids
≤ 1, ie vérifiant ∀i, j ∈ N, αi,j = aibj , et les fonctions à variables séparées ie les fonctions
ϕ : U → R, où U est un ouvert de R2, vérifiant

∀ (x, y) ∈ U, ϕ(x, y) = f(x) · g(y).

— La seule série formelle de poids nul est la série formelle nulle. Les séries formelles de
poids 1 sont exactement les tenseurs purs, ie les séries qui s’écrivent g⊗ h, avec g ∈ k[[t]] et
h ∈ k[[u]].

— Si a(1),b(1), . . . ,a(N),b(N) ∈ kN (vus comme des vecteurs ligne), il est plus com-
mode d’écrire la condition

∀i, j ∈ N, αi,j =
N∑
`=0

ai(`)bj(`)
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sous forme matricielle, en disant

(
ta(1) ta(2) · · · ta(N)

)
·


b(1)
b(2)

...
b(N)

 = (αji) ,

en tant que matrices infinies. ♦

Voici un premier lemme :

Lemme 8.2.4. Soit f ∈ k[[t, u]] une série formelle de poids N ≥ 1, qu’on écrit

f =
∑
i,j

αi,j · tiuj .

Alors, il existe N indices distincts i1, . . . , iN ∈ N et N indices distincts j1, . . . , jN ∈ N tels
que la matrice 

αj1,i1 αj1,i2 · · · αj1,iN
αj2,i1

...
...

αjN ,i1 αjN ,i2 · · · αjN ,iN


soit inversible.

Démonstration. —– Raisonnons par l’absurde en supposant le contraire. On considère la
matrice (αj,i), dont on note les colonnes C1, C2, . . . , Ci, etc. On commence par montrer, sous
l’hypothèse absurde, que si i1, . . . , iN sont N indices distincts, dans N, alors, les colonnes
Ci1 , Ci2 , . . . , CiN sont k-liées. C’est facile. Notons par exemple, pour n ≥ 0,

Vn =

{
(λ1, λ2, . . . , λN ) ∈ kN

∣∣∣∣∣∀1 ≤ j ≤ n,
N∑
`=1

λ` (Ci`)j = 0

}
.

C’est le k-espace vectoriel des relations de liaison entre les N colonnes de hauteur n, com-
posées par les n premiers coefficients des Ci` . Les Vn forment une suite décroissante de
sous-k-espaces vectoriels de kN . On veut montrer que

∃λ 6= 0 et λ ∈
⋂
n

Vn.

La suite des dimensions (dn = dimk Vn)n∈N est une suite décroissante d’entiers naturels.
Elle est donc stationnaire. Si elle stationne en une valeur d > 0, alors c’est bon : la suite
des Vn stationne aussi en un k-espace vectoriel non-nul. Sinon, c’est qu’il existe n tel que
Vn = (0). Autrement dit, il existe n ∈ N tel que les restrictions des Ci aux n premiers
indices soient N vecteurs linéairement indépendants. Autrement dit, on a une matrice à n
lignes et N colonnes de rang N . On sait dans ce cas qu’on peut extraire N lignes telles que
la matrice obtenue soit inversible : c’est absurde.

Continuons notre démonstration. On considère le sous-k-espace vectoriel W de kN en-
gendré par les colonnes Ci. D’après le théorème de la base incomplète, on choisit M indices
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i1, . . . , iM tels que la famille (Ci1 , . . . CiM ) soit une base de W . D’après ce qui précède, on
sait que M < N . Soit maintenant i ∈ N quelconque. On peut écrire :

Ci = λi(1) · Ci1 + · · ·+ λi(M) · CiM .

Si on note D(k) la colonne Cik , on trouve alors que le j-coefficient de Ci, qui est αji s’écrit

αj,i =
M∑
k=1

λi(k)Dj(k).

Autrement dit, la série formelle est de poids strictement inférieur à N , ce qui absurde. �

Remarque. —– Ce lemme prendrait très bien sa place dans la théorie des matrices infinies.
Il porterait en l’occurrence sur les matrices infinies de rang fini. Il montre en fait qu’on
peut aussi caractériser l’image de k[[t]] ⊗k k[[u]] dans k[[t, u]] comme l’ensemble des séries
formelles dont la matrice des coefficients est de rang fini. ♦

Muni de ce lemme, on peut maintenant préciser et démontrer l’heuristique (4) énoncée
au paragraphe précédent. En fait, il n’est pas suffisant de considérer les bandes de largeur
N : il faut trouver N lignes et N colonnes qui conviennent.

Théorème 8.2.5. Soit f ∈ k[[t, u]] de poids N ≥ 1. Alors, il existe N indices distincts
i1, . . . , iN ∈ N et N indices distincts j1, . . . , jN ∈ N tels que la matrice

Mi,j =


αj1,i1 αj1,i2 · · · αj1,iN
αj2,i1

...
...

αjN ,i1 αjN ,i2 · · · αjN ,iN


soit inversible. Dans ce cas, on a

∀ (n,m) ∈ N2, αn,m = (αm,i1 αm,i2 · · · αm,iN ) ·
(
Mi,j

)−1 ·


αj1,n
αj2,n

...
αjN ,n

 .

En particulier, les coefficients αn,m de f sont déterminés par les coefficients des N colonnes
Ci1 , . . . , CiN et des N lignes Lj1 , . . . , LjN .

Remarque. —– Comme un dessin vaut souvent mieux qu’un long discours, on a représenté
dans la figure 14 la situation étudiée. Avec les notations du dessin, on a

αn,m =
(
tD
)
M−1

(
tC
)
.

(4)Si f est de poids N , alors, intuitivement, les coefficients de f ne dépendent que des coefficients situés sur
les bandes de largeur N .
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Fig. 14 – Régularité des coefficients d’une série formelle de poids N .

♦

Démonstration. —– Notre série formelle étant de poids N ≥ 1, soient

a(1),b(1), . . . ,a(N),b(N) ∈ kN

(vus comme des vecteurs ligne) tels que

∀j, i ∈ N, αj,i =
N∑
`=0

aj(`)bi(`).

Notons

X = (am (1) am(2) · · · am(N)) et Y =


bn (1)
bn (2)

...
bn (N)


de telle sorte que

αn,m = XY.

Le lemme précédent nous fournit les indices i1, . . . , iN et j1, . . . , jN qui nous intéressent. On
considère maintenant les matrices

B =


bi1 (1) bi2 (1) · · · biN (1)

bi1 (2)
...

...
bi1 (N) · · · biN (N)

 et A =


aj1 (1) aj1 (2) · · · aj1 (N)

aj2 (1)
...

...
ajN (1) · · · ajN (N)

 .

On a ainsi

XB = (αm,i1 αm,i2 · · · αm,iN ) et AY =


αj1,n
αj2,n

...
αjN ,n

 .
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Par ailleurs, le coefficient indexé par (`, k) du produit AB est

(AB)`,k = aj`(1)bik(1) + · · ·+ aj`(N)bik(N) = αj`,ik .

Autrement dit, on a AB = Mi,j : c’est une matrice inversible. En particulier, A et B sont
aussi des matrices inversibles. Enfin, on conclut en calculant

αn,m = XY

= XBB−1A−1AY

= (XB) (AB)−1 (AY )

= (αm,i1 αm,i2 · · · αm,iN ) ·
(
Mi,j

)−1 ·


αj1,n
αj2,n

...
αjN ,n

 .

�

(8.2.2) Intermède 2 : retour au groupe « Ĝa ». Maintenant qu’on a donné une des-
cription précise de la k-algèbre k[[t]]⊗k k[[u]], on va pouvoir démontrer que le morphisme

k[[t]] −→ k[[t]]⊗k k[[u]]
t 7−→ t+ u

n’est pas défini. En particulier, contrairement à ce à quoi on s’attendait en premier lieu, la
restriction de Ga à Spec k[[t]] ne définit pas un schéma en groupes. Heureusement, on verra
dans ce qui suit comment remédier à ce (faux) problème. Commençons ce paragraphe par
un lemme.

Lemme 8.2.6. Soit n ∈ N≥1. Alors,

det
((
Cii+j

)
0≤i≤n
0≤j≤n

)
= 1.

Démonstration. —– On note Dn la matrice (de taille n + 1) dont on veut calculer le
déterminant. Pour la commodité du lecteur, voici à quoi ressemble cette matrice, pour n =
10, par exemple.

D10 =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
1 4 10 20 35 56 84 120 165 220
1 5 15 35 70 126 210 330 495 715
1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002
1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005
1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440
1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310
1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620


.
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On effectue sur cette matrice les transformations suivantes :

Cn+1 ← Cn+1 − Cn
Cn ← Cn − Cn−1

...

C2 ← C2 − C1

où on a noté Ci la i-ième colonne. D’après la relation de Pascal

Cik = Ci−1
k−1 + Cik,

on obtient une matrice de la forme

1 0 · · · 0
1 1 1 . . . 1
... 2 C2

3

...
3 C2

4
...

...
n− 1 C2

n−1 . . . Cn2n−1


.

En vertu de la même relation, et en effectuant les transformations

Ci ← Ci − Ci−1 pour i ≥ 3 et en partant de la droite

on tombe sur la matrice

1 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0

2 1 1 · · · 1
... 3 2 C2

3

...
3 C2

4
...

...
n− 1 n− 2 C2

n−2 . . . Cn2n−2


.

Ainsi, on comprend que, en procédant de même, on aura finalement réduit notre matrice
Dn en une matrice diagonale, avec des 1 sur la diagonale, sauf en la dernière position, où le
coefficient vaudra Cnn . Autrement, on aura démontré que

detDn = 1,

ce qu’on voulait. �

Fait 8.2.7. Soit k un corps. Le morphisme

φ :
k[[t]] −→ k[[t, u]]

t 7−→ t+ u

ne se factorise pas par i : k[[t]]⊗k k[[u]]−→ k[[t, u]].

Autrement dit, et c’est là où on voulait en venir, Ga n’induit pas sur Spec k[[t]] de structure
de schéma en groupes.
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Démonstration. —– On note f =
∑
i t
i. On va démontrer que φ(f) ∈ k[[t, u]] n’est pas une

série de poids fini. Déjà, on calcule

φ(f) =
∞∑
i=0

(t+ u)i =
∑
i,j≥0

Cii+j · tiuj .

Supposons que φ(f) soit de poids fini. Notons N son poids. Le lemme 8.2.4 nous assure qu’on
peut trouver N lignes et N colonnes telles que le « mineur » extrait soit inversible. Mais,
le lemme 8.2.6 nous dit que les N premières lignes et les N premières colonnes suffisent.
On note DN−1 cette matrice extraire, de taille N , inversible. Dans ce cas, le théorème 8.2.5
impose aux coefficients

(
Cii+j

)
i,j∈N

de vérifier une certaine relation. En particulier, pour
i = j = n (penser n grand), on a

Cn2n =
(
C0
n C1

n+1 · · · CN−1
n+N−1

)
· (DN−1)−1 ·


C0
n

C1
n+1
...

CN−1
n+N−1

 .

Si on note A ∈ R+ la norme d’opérateur de la matrice (DN−1)−1 subordonnée à la norme
du sup sur RN , on a alors l’inégalité suivante :

Cn2n ≤ A ·max
(
C0
n, C

1
n+1, . . . , C

N−1
n+N−1

)2
, (6)

et ce pour tout n ∈ N. Or, on a

Cjn+j ∼
n→+∞

nj

j!
.

Donc,

max
(
C0
n, C

1
n+1, . . . , C

N−1
n+N−1

)2 ∼
n→+∞

n2(N−1)

(N − 1)!2
.

Par ailleurs, à l’aide de la formule de Stirling (5), on trouve

Cn2n ∼
n→+∞

√
n

2
√
π
· 4n.

Ces deux équivalents montrent que l’inégalité (6) est absurde. Ainsi, la série formelle à deux
indéterminées φ(f) ne peut être de poids N . Donc, elle ne peut être de poids fini. �

8.3 Les champs de vecteurs comme actions de groupe

de Ĝa : le bon cadre et les énoncés précis

Dans cette section, on reprend ce qu’on a dit sur le lien entre les actions de « Ga formel »
et les champs de vecteurs, mais dans le bon cadre cette fois-ci.

(5) Qui donne l’équivalent n! ∼
√

2πn
`
n
e

´n
.
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(8.3.1) Schémas formels. Ce bon cadre est celui des schémas formels, tel qu’il a été
développé par Grothendieck (cf. [EGAI, §11]). Intuitivement, un schéma formel est un
schéma X entouré (éventuellement) d’un voisinage infinitésimal. Ainsi, si X est un schéma
et si Y est une partie fermée de X, un exemple typique de schéma formel est le complété
de X le long de Y , qu’on note X/Y , ou X̂ s’il n’y a pas d’ambigüıté, et qui correspond au
sous-schéma fermé et réduit Y entouré de son voisinage infinitésimal dans X.

Tout comme les schémas, on peut voir les schémas formels soit comme des espaces loca-
lement annelés, soit comme des faisceaux sur le site Zariski Annop. Si on note FormSch
la catégorie des schémas formels, cela signifie que l’on dispose de deux foncteurs pleinement
fidèles : d’une part

FormSch−→ (espaces localement annelés),

qu’on pourrait appeler « réalisation géométrique » (ou « réalisation en espace localement
annelé ») ; et, d’autre part,

FormSch−→Faisc (Annop
Zar) ,

qui est le foncteur des points. On ne donne pas plus de détails sur cette catégorie et on
renvoie au paragraphe 11 de [EGAI] le lecteur souhaitant plus d’informations.

(8.3.2) Le groupe formel Ĝa. Parmi ces schémas formels, il en est un qui nous intéresse,
c’est le groupe additif formel, qu’on note Ĝa. Avec ce qu’on vient de dire, on a trois façons
de le voir :

— Tout d’abord, on peut le voir comme le complété de Ga(= Spec Z[t]) le long de 0.

— Sous le foncteur « réalisation géométrique », on peut le voir comme l’espace loca-
lement annelé suivant : comme espace topologique, c’est un point ; puis, on munit ce
point du faisceau Z[[t]].

— Le foncteur des points de Ĝa est :

Ĝa (R) = {x ∈ R | x est nilpotent}

pour tout anneau R.

Ce schéma formel est, en outre, un objet en groupes : c’est un groupe dans la catégorie
des schémas formels, et on a deux façons de le voir. Tout d’abord, on peut voir que pour
tout anneau R, l’ensemble Ĝa (R) est un groupe ; en effet, l’ensemble des éléments nilpotents
d’un anneau est un sous-groupe de (R,+). On peut aussi construire un morphisme

m : Ĝa × Ĝa−→ Ĝa

de la catégorie FormSch. Dans cette catégorie, le produit Ĝa × Ĝa est simplement un
point muni du faisceau Z[[t, u]]. Le morphisme m est ainsi caractérisé par son action sur les
faisceaux. Il s’agit en l’occurrence de

k[[t]] −→ k[[t, u]]
t 7−→ t+ u

.

On dispose aussi, évidemment, d’une section unité. C’est

e : Spec Z−→ Ĝa,

qui envoie tous les points de Spec Z sur l’unique point de Ĝa et dont l’action sur les faisceaux
est

Z[[t]] −→ Z
t 7−→ 0

.
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(8.3.3) Actions de Ĝa et champs de vecteurs. Soit maintenant X un schéma (au-
dessus de la base Spec Z). Une action de Ĝa sur X est simplement un morphisme (dans la
catégorie FormSch)

σ : Ĝa ×X −→X

faisant commuter

Ĝa × Ĝa ×X

m×Id
��

Id×σ // Ĝa ×X

σ

��
Ĝa ×X σ

// X

et

Spec Z×Spec Z X
e×Id // Ĝa ×X

σ

��
X

OO

Id // X

.

Cette action σ et ces diagrammes peuvent être rendus plus explicites si l’on calcule les
deux schémas formels Ĝa ×X et Ĝa × Ĝa ×X. Pour le premier schéma formel Ĝa ×X, il
s’agit de l’espace topologique X qu’on munit du faisceau

OdGa×X (U) = OX (U) [[t]]

pour tout ouvert U de X, et on le note X[[t]]. Pour le second, on peut le caractériser de la
même façon, et on le note X[[t, u]]. Le second diagramme nous dit que le morphisme

σ : X[[t]]−→X

est l’identité en tant qu’application (modulo l’identification des espaces topologiques sous-
jacents à X et X[[t]]). On dispose donc, pour tout ouvert U de X d’un morphisme

ϕU : OX (U)−→OX (U) [[t]].

Notons D0, D1, etc. les composantes de ce morphisme, de sorte qu’on ait

ϕU :
OX (U) // OX (U) [[t]]

f
� // D0(f) +D1(f) · t+D2(f) · t2 + · · ·

.

Le second diagramme impose de plus qu’on ait D0 = Id. Enfin, le fait que ϕU soit un
morphisme d’anneaux impose que pour toutes f, g ∈ OX (U) on ait

+∞∑
i=0

Di (fg) · ti =

(
+∞∑
i=0

Di (f) · ti
)+∞∑

j=0

Dj (g) · tj


=
+∞∑
i,j=0

Di(f)Dj(g) · ti+j ,

et donc qu’on ait

∀i ∈ N, ∀f, g ∈ OX (U) , Di(fg) =
∑
k+`=i

Dk(f)D`(g).
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Voyons maintenant ce qu’impose le premier digramme. Toutes ses flèches, en tant qu’ap-
plications, sont l’identité de X (toujours modulo l’identification des espaces topologiques
sous-jacents à X et X[[t]]). Au niveau des faisceaux, on obtient le diagramme commutatif
suivant : ∑

iDi(f) · ui f
�oo

t t
�oo

t+ u f OX (U) [[t, u]] OX (U) [[t]]
φ1oo

t
_

OO

f
_

OO

OX (U) [[t]]

φ2

OO

OX (U)

ϕU

OO

ϕU
oo

.

Ainsi, si f ∈ OX (U), on a

φ1

(
+∞∑
i=0

Di(f) · ti
)

=
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Dj (Di(f)) · uj
 · ti

=
+∞∑
i,j=0

Dj (Di(f)) · ujti

=

φ2

(
+∞∑
i=0

Di(f) · ti
)

=
+∞∑
i=0

Di(f) · (t+ u)i

=
+∞∑
i,j=0

Cii+j ·Di+j(f) · tiuj .

Ainsi, on obtient
∀i, j ∈ N, Cii+j ·Di+j = Dj ◦Di.

Si on fait le bilan de tout ceci, on obtient enfin la correspondance attendue entre les
actions de Ĝa sur X et les champs de vecteurs sur X :

Proposition 8.3.1. Soit X un schéma. Alors, les actions de Ĝa sur X sont en bijection
avec les champs de vecteurs de Hasse-Schmidt de X (autrement dit, les dérivations de Hasse-
Schmidt de OX).

En particulier, si X est un schéma défini sur Q, on a une bijection entre les actions de Ĝa

sur X et les champs de vecteurs sur X.

8.4 Espaces des feuilles

Dans ce qui suit, k est un anneau.
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Maintenant qu’on a établi formellement le lien entre les champs de vecteurs et les actions
de groupe, il est encore plus légitime pour aborder la question de l’espace des feuilles d’un
schéma muni d’un champ de vecteurs de prendre pour référence le livre [MF82] de David
Mumford. Dans ce livre, étant donné X un schéma muni d’une action d’un groupe algébrique
G, Mumford définit plusieurs notions de quotient de X par G : les quotients catégoriques
et les quotients géométriques, qui peuvent en outre être universels ou uniformes. On adapte
au cas des champs de vecteurs ces définitions.

(8.4.1) Espace des feuilles « catégorique ». En fait, au lieu de suivre Mumford et de
choisir le terme « catégorique », on a choisi le terme « grossier ». On a déjà défini les espaces
de feuilles grossiers, dans le paragraphe (4.2.3). Pour la commodité du lecteur, rappelons
cette définition.

Définition 8.4.1. Soit X un k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs. On appelle espace
des feuilles grossier de X tout k-schéma T , muni d’un k-morphisme

t : X −→(T,~0)

de k-schémas munis de champ de vecteurs tel que, pour tout k-schéma T ′ et pour tout
morphisme ψ : X −→(T ′,~0), il existe une unique factorisation f

X

t

��

ψ // (T ′,~0)

(T,~0)

f

;;wwwwwwww

.

Comme on l’a vu dans le paragraphe (4.4.4), cet espace des feuilles peut être insuffisant :
par exemple, l’espace des feuilles grossier d’un schéma quasi-simple X ne « voit » que la
trajectoire générique de X .

(8.4.2) Espace des feuilles géométrique. C’est pourquoi on introduit un espace des
feuilles plus fin. On définit :

Définition 8.4.2. Soit k une Q-algèbre. Soit X un k-schéma muni d’un k-champ de vec-
teurs. On appelle espace des feuilles géométrique de X tout k-schéma T , muni d’un k-
morphisme

t : X −→(T,~0)

vérifiant :

a) t est surjectif

b) ∀(x, y) ∈ X2, t(x) = t(y) =⇒ Traj ~V (x) = Traj ~V (y)

c) t est submersif, ie pour toute partie U de T , on a

U ouverte ⇐⇒ t−1(U) ouverte

d) pour tout ouvert U de T ,

t#U : OT (U)−→OX

(
t−1U

)∂
,

est un isomorphisme.
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Comme on peut s’y attendre, un espace des feuilles géométrique est en particulier un
espace des feuilles grossier.

Proposition 8.4.3. Soit k une Q-algèbre. Soit X un k-schéma muni d’un k-champ de
vecteurs. Soit t : X −→(T,~0) un espace des feuilles géométrique pour X . Alors, c’est aussi
un espace des feuilles grossier.

Démonstration. —– Soit en effet T ′ un k-schéma, et soit f : X −→(T ′,~0). On cherche une
factorisation

X

t

��

f // (T ′,~0)

(T,~0)
f

;;wwwwwwww

D’abord, d’après ce qu’on a dit dans le paragraphe 4.2.2, on sait que

∀(x, y) ∈ X2, Traj ~V (x) = Traj ~V (y) =⇒ f(x) = f(y) = f
(
Traj ~V (x)

)
.

On peut donc factoriser f , en tant qu’application ensembliste, par t, en posant, pour tout
x ∈ X :

f (t(x)) = f(x).

Comme t est submersive, l’application f est continue si, et seulement si, t ◦ f l’est, ce qui
est le cas. Il ne reste plus qu’à définir l’action sur les faisceaux. Supposons, pour simplifier,
qu’on ait

OT (U) = OX

(
t−1U

)∂
.

Soit U un ouvert de T ′. On dispose du morphisme

OT ′ (U)−→OX

(
f−1U

)
d’anneaux différentiels. Comme OT ′ est un faisceau d’anneaux constants, ce morphisme se
factorise uniquement par

OT ′ (U)−→OX

(
f−1U

)∂ −→OX

(
f−1U

)
.

Or,

OX

(
f−1U

)∂
= OX

(
(t ◦ f)−1U

)∂
= OX

(
t−1

(
f
−1
U
))∂

= OT
(
f
−1
U
)
.

On a donc bien construit la factorisation que l’on voulait, et on voit de plus qu’elle est
unique. �

(8.4.3) Espaces des feuilles universels. Terminons ce paragraphe par une dernière dé-
finition.

Définition 8.4.4. Soit k une Q-algèbre et soit X un k-schéma muni d’un k-champ de
vecteurs. Soit T un k-schéma et

t : X −→(T,~0)

un k-morphisme. On dit que cette donnée est un espace des feuilles universel grossier (resp.
un espace des feuilles universel géométrique) si, pour tout k-schéma T ′ et pour tout k-
morphisme T ′−→T , dans le carré cartésien

X ×T,~0 (T ′,~0)

��
�

t′ // (T ′,~0)

��
X

t // (T,~0)

,
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le morphisme t′ : X ×T,~0(T ′,~0)−→(T ′,~0) est un espace des feuilles grossier ( resp. géométrique)
de X ×T,~0 (T ′,~0).

8.5 Espace des feuilles géométrique et faisceau de Carrà

Ferro

Dans cette section, on va montrer que l’espace des feuilles géométrique, quand il existe,
est nécessairement l’ensemble des trajectoires muni du faisceau des constantes de Carrà
Ferro. Commençons par quelques compléments sur l’application Traj ~V et sur l’ensemble des
points invariants, inspirés par cette problématique.

(8.5.1) L’ensemble X ~V des feuilles : définition et topologie. Commençons par réinterpréter
rapidement l’application Traj ~V et le faisceau de Carrà Ferro, à la lumière du point de vue
de « l’espace des feuilles ». Tout d’abord, on introduit la notation suivante :

X
~V :=

{
x ∈ X | x est invariant sous ~V

}
.

C’est l’ensemble des feuilles de X . Évidemment, c’est l’analogue pourX de ce que diff-SpecA
est à SpecA :

diff-SpecA ⊂ SpecA // X
~V ⊂ X.

On munit X ~V de la topologie induite par la topologie Zariski de X. Remarquons cependant
que, dans le cas où elle est définie, la topologie de Carrà Ferro induit la même topologie :

Fait 8.5.1. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Alors, la topologie de
Zariski et la topologie de Carrà Ferro induisent la même topologie sur X ~V .

Démonstration. —– D’abord, comme la topologie de Carrà Ferro est incluse dans celle de
Zariski, on a bien qu’un ouvert U de X ~V pour la topologie induite par Carrà Ferro est aussi
un ouvert pour la topologie induite par Zariski. Réciproquement, soit U un ouvert de X.
Montrons que

U ∩X ~V = Uδ ∩X ~V .

On aura ainsi qu’un ouvert de X ~V induit par Zariski est aussi un ouvert induit par Carrà
Ferro. Déjà, on a

U ∩X ~V ⊂ Uδ ∩X ~V .

Soit maintenant x ∈ U δ ∩ X ~V . D’après la caractérisation 6.1.8, comme x ∈ U δ, on a
Traj ~V (x) ∈ U . Mais, comme x ∈ X

~V , on a Traj ~V (x) = x. Donc, on a x ∈ U , ce qu’on
voulait. �
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(8.5.2) Submersivité de l’application Traj ~V . On dispose, par ailleurs, de l’application

Traj ~V : X −→X
~V ,

application qui est surjective. Pour la légèreté des notations, on note aussi

t := Traj ~V .

En fait, l’application Traj ~V est submersive. Cela signifie au choix l’une des trois propriétés
suivantes :

— Soit U une partie de X ~V . Alors, U est un ouvert de X ~V si, et seulement si, t−1 U est
un ouvert (Zariski ou Carrà Ferro, cela ne change rien) de X

— Soit Y un espace topologique et f : X ~V −→Y une application. Alors, f est continue
si, et seulement si, f ◦ t : X −→Y l’est.

— La topologie de X ~V est ce qu’on appelle la topologie quotient de X ~V , relativement à
l’application Traj ~V : X −→X

~V . En particulier, cette application est continue.

Montrons par exemple la première de ces propriétés. Soit U une partie de X ~V . Supposons
que U soit ouverte. Montrons que

t−1U =
{
x ∈ X | Traj ~V (x) ∈ U

}
.

est un ouvert de X. Plus précisément, comme U est un ouvert de X ~V , on peut trouver un
ouvert V de X tel que

U = V ∩X ~V .

Montrons que t−1U = V δ :

x ∈ t−1U ⇐⇒ Traj ~V (x) ∈ U

⇐⇒ Traj ~V (x) ∈ V ∩X ~V

⇐⇒ Traj ~V (x) ∈ V
⇐⇒ x ∈ V δ,

ce dernier point découlant de la caractérisation 6.1.8. Réciproquement, soit toujours U une
partie de X ~V . Supposons que t−1U soit ouverte et montrons que U l’est aussi. Pour cela, il
suffit de voir que U = t−1U ∩X ~V , ce qui évident car

x ∈ t−1U ∩X ~V ⇐⇒ Traj ~V (x) ∈ U et x = Traj ~V (x)

⇐⇒ x ∈ U.

Finalement, on a montré :

Proposition 8.5.2. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Alors, l’appli-
cation

Traj ~V : X −→X
~V

est continue. Par ailleurs, si U est une partie de X ~V , on a

U ouvert de X ~V ⇐⇒ Traj ~V
−1 (U) ouvert de X.

Au passage, on en déduit :
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Proposition 8.5.3. Soit X un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs ~V . Alors, l’appli-
cation Traj ~V : X −→X

~V est ouverte.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit U un ouvert de X. On veut
montrer que t(U) est un ouvert de X ~V . D’après la proposition précédente, il suffit de montrer
que

t−1 (t (U))

est un ouvert de X. Or, il s’agit de Uδ, qui est bien un ouvert. �

(8.5.3) Quel faisceau sur X ~V ? Il y a trois façons de munir l’ensemble X ~V d’un faisceau,
dont deux d’entre elles s’avèrent être équivalentes. Voici ces trois possibilités :

(i) On dispose de l’application surjective Traj ~V : X −→X
~V , qui nous a permis de munir

X
~V de la topologie quotient. Dans la même optique, on peut munir X ~V du faisceau

quotient. C’est simplement le faisceau défini par

F1 (U) := OX
(
t−1U

)
pour tout ouvert U de X

~V . Il s’agit d’un faisceau en anneaux différentiels (plus
précisément, en Q-algèbres différentielles). C’est aussi le poussé en avant par t de
OX :

F1 = t∗OX .

(ii) L’espace topologiqueX ~V est un sous-espace deX. On peut donc le munir du faisceau
induit. Ce dernier est défini comme suit : pour tout ouvert U de X ~V , on pose

A (U) = colim−−−→
U⊂V

V ouvert de X

OX (V ) .

En général, A n’est pas un faisceau, c’est juste un préfaisceau. Le faisceau induit est,
par définition, le faisceau associé à A . Cependant, cette définition est ambiguë. En
effet, on a deux topologies distinctes sur X. Si on munit X de la topologie de Carrà
Ferro, alors, la limite inductive

colim−−−→
U⊂V

V ouvert Carrà Ferro de X

OX (V )

peut être calculée aisément. En effet, il existe un plus petit ouvert Carrà Ferro conte-
nant U : c’est justement t−1U ou, ce qui revient au même, U∆. On a alors

colim−−−→
U⊂V

V ouvert Carrà Ferro de X

OX (V ) = OX
(
t−1U

)
.

Ainsi, si on note iCF : X ~V −→X l’inclusion quand on munit X de la topologie de
Carrà Ferro, on pose

F2 := (iCF)−1 OX .

On vient de montrer que

F1 = F2 ie t∗OX = (iCF)−1 OX .

Ce faisceau est l’analogue dans le cas non-affine de O
(CF)
diff-SpecA qu’on a défini et étudié

dans le paragraphe (6.5.3).
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(iii) Dans le cas où l’on munit X de la topologie de Zariski, la limite inductive est plus
difficile à calculer et est a priori différente. Si l’on note iZar : X ~V −→X l’inclusion,
avec X muni de la topologie de Zariski, on a peut alors poser

F3 := (iZar)
−1 OX .

Ce faisceau est l’analogue dans le cas non-affine du faisceau de Keigher O
(Keigher)
diff-SpecA

qu’on a défini et étudié dans le paragraphe (6.5.2). On va revenir dans le paragraphe
suivant sur ce cas-là.

(8.5.4) Le faisceau sur X
~V . Cependant, compte tenu du théorème 7.3.1, qui dit que

les constantes de Carrà Ferro, de Kovacic et de Keigher sont les mêmes dans le cas réduit,
compte tenu aussi de la définition d’un espace des feuilles géométrique, et enfin, compte tenu
du fait qu’il est naturel de considérer sur l’espace des feuilles les « intégrales premières »,
on munit plutôt l’espace X ~V du faisceau des constantes, défini par

O
X ~V (U) := OX

(
t−1U

)∂
pour tout ouvert U . C’est un faisceau en anneaux, et pas en anneaux différentiels.

Remarque. —– Revenons au fait que le faisceau induit par OX sur X ~V dépend du choix
de la topologie sur X. Ce n’est plus le cas si on cherche à restreindre à X ~V le faisceau des
constantes de OX (quand X est réduit) :

Fait 8.5.4. Soit X un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Alors,

(iCF)−1 (O∂
X

)
= (iZar)

−1 (O∂
X

)
= t∗O

∂
X

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. On sait déjà que (iCF)−1 OX =
t∗OX , et cette égalité est encore valable quand on passe aux constantes. Soit U un ouvert
de X ~V . Calculons la limite

colim−−−→
U⊂V

V ouvert Zariski de X

O∂
X (V ) .

Soit V un ouvert Zariski contenant U . On a donc Uδ ⊂ V δ. Ainsi, on dispose d’un morphisme

iV : O∂
X (V )−→O∂

X

(
Uδ
)

:

on part de f ∈ O∂
X (V ) ; grâce à la proposition 7.3.3, on prolonge f en f̃ ∈ O∂

X

(
V δ
)

; puis,
on restreint f̃ à Uδ. Cette famille de morphismes (iV ) est compatible. Vérifions qu’elle fait
de O∂

X la limite inductive qu’on veut calculer. Soit donc B un anneau différentiel muni d’une
collection compatible de morphismes

fV : O∂
X (V )−→B.

On veut montrer que ces morphismes se factorisent par O∂
X

(
Uδ
)
. Pour commencer, remar-

quons que, comme Uδ est un ouvert Zariski de X, on dispose déjà d’un morphisme

fUδ : O∂
X

(
Uδ
)
−→B.
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Soit V un ouvert Zariski de X contenant U . Tout ce qu’il faut montrer est donc que le
diagramme

O∂
X (V )

fV

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

iV %%KKKKKKKKKK

O∂
X

(
Uδ
)

f
Uδ

// B

commute. Or, dans le diagramme

O∂
X (V )

prolong

��

fV

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

iV &&LLLLLLLLLL

1○ O∂
X

(
U δ
)

f
Uδ

// B

O∂
X

(
V δ
)
restric

99rrrrrrrrrr f
V δ

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

2○
,

le diagramme 1○ commute par définition de iV , le diagramme 2○ commute car les fW
forment une famille compatible de morphismes, et le grand triangle

O∂
X (V )

prolong

��

fV

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

B

O∂
X

(
V δ
) f

V δ

33gggggggggggggggggggggggggg

commute pour la même raison, et car les morphismes de prolongation et de restriction sont
inverses l’un de l’autre. Ainsi, le dernier triangle

O∂
X (V )

fV

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

iV %%KKKKKKKKKK

O∂
X

(
Uδ
)

f
Uδ

// B

est bien commutatif, ce qu’on voulait. �
♦

(8.5.5) L’espace des feuilles géométrique est l’ensemble des feuilles X ~V muni du
faisceau O

X ~V . Tout ceci étant fait, on peut en venir au résultat qui nous intéresse : quand il
existe, l’espace des feuilles géométrique est exactement l’ensemble X ~V qu’on vient d’étudier,
muni du faisceau qu’on vient de définir, et de l’application

Traj ~V : X −→X
~V .

Théorème 8.5.5. Soit X = (X, ~V ) un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs. Supposons
que X admette un espace des feuilles géométrique

t : X −→(T,~0).

Alors, T est isomorphe à X ~V , en tant qu’espace annelé.
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Remarques. —– Évidemment, dans cet énoncé, X ~V , est muni du faisceau qu’on vient de
définir.

— Comme corollaire de ce théorème, si X admet un espace des feuilles géométrique,
alors l’espace annelé (

X
~V , OX (t−1−)∂

)
est un schéma. Réciproquement, si ce dernier est un schéma, alors c’est un espace des feuilles
géométrique. ♦

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit

t : X −→(T,~0)

un espace des feuilles géométrique pour X . Construisons pour commencer une bijection φ

entre T et X ~V . On sait, d’après ce qu’on a dit dans le paragraphe 4.2.2, que si Traj ~V (x) =
Traj ~V (y), alors t(x) = t(y). On peut donc factoriser

X

Traj ~V ��

t // T

X
~V .

φ

==|||||||

Par ailleurs, comme t est surjective, d’après l’axiome a) de la définition 8.4.2, il en est de
même pour φ. Le fait que φ soit injective est assuré par l’axiome b).

Montrons que φ est un homéomorphisme. Cela vient du fait que les deux applications

t : X −→T et Traj ~V : X −→X
~V

sont submersives. Ainsi, φ est continue car t l’est, et φ−1 est continue car Traj ~V l’est.

Maintenant, on montre que cette factorisation φ s’étend aux faisceaux. On veut construire,
pour tout ouvert U de T un morphisme

OT (U)−→O
X ~V

(
φ−1U

)
.

Or, par définition,

O
X ~V

(
φ−1U

)
= OX

(
Traj−1

~V
φ−1U

)∂
= OX

(
t−1U

)∂
.

Ce morphisme doit factoriser

OT (U)−→OX

(
t−1U

)
.

Comme ce dernier est un morphisme d’anneaux différentiels, et que le premier anneau est
constant, cette factorisation est évidente. Par ailleurs, l’axiome d) assure que cette factori-
sation est un isomorphisme. �
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(8.5.6) Le couple (X ~V ,O
X ~V ) est toujours un espace localement annelé. Ainsi,

quand (X ~V ,O
X ~V ) est un schéma, c’est l’espace des feuilles géométrique de X . Néanmoins,

ce n’est pas toujours le cas. Cependant, on a toujours :

Proposition 8.5.6. Soit X un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. Alors,(
X

~V ,O
X ~V

)
est un espace localement annelé.

Le principe de la démonstration qui suit est le même que celle qui précède : on peut
prolonger les sections constantes à un ouvert invariant. En fait, on démontre un lemme un
peu plus général, à savoir que les germes du faisceau O∂

X , quand on le restreint à la topologie
de Carrà Ferro, sont des anneaux locaux. Comme les anneaux de germes d’un faisceau et de
sa restriction sont isomorphes, on en déduira le résultat voulu. Ainsi, on prouve :

Lemme 8.5.7. Soit X un Q-schéma réduit muni d’un champ de vecteurs. On munit X de
la topologie de Carrà Ferro et on note O

(CF)
X le faisceau induit par OX . Alors,(
X,O

(CF),∂
X

)
est un espace localement annelé.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Soit x ∈ X. On veut montrer que
l’anneau

O
(CF),∂
X ,x

est local. Pour cela, il suffit de montrer que l’ensemble des éléments non-inversibles de cet
anneau forme un idéal. Si f ∈ O

(CF),∂
X ,x est non-inversible et si λ ∈ O

(CF),∂
X ,x est quelconque, on

a bien que λf est non-inversible. Soit g ∈ O
(CF),∂
X ,x un second élément non-inversible. Il suffit

donc de prouver que f + g est encore non-inversible. Supposons que f + g soit inversible,
d’inverse h. Soit donc U un ouvert invariant de X contenant x, tel qu’on puisse écrire

f, g et h ∈ O∂
X (U) et (f + g) · h = 1.

En particulier, on ne peut avoir (6) f(x) = 0 et g(x) = 0. Supposons par exemple que
f(x) 6= 0. Ainsi, f , en tant que germe Zariski est inversible : il existe V un ouvert Zariski
de X contenu dans U et contenant x et une section ` ∈ OX (V ) tels que

f · ` = 1.

Par ailleurs, on a (f · `)′ = 0 = f · `′, et donc, en multipliant par `, on a `′ = 0. Ainsi,
` ∈ O∂

X (V ). Si on prolonge ces sections constantes f et ` définies au-dessus de V en des
sections f̃ et ˜̀définies au-dessus de V δ, en vertu de la proposition 7.3.3, on a alors

f̃ · ˜̀= 1,

et ainsi, f , vu comme élément de O
(CF),∂
X ,x est inversible, ce qui est absurde. Donc, O

(CF),∂
X ,x

est bien un anneau local. �

(6)Les évaluations f(x), g(x) et h(x), pour lesquelles on a (f(x) + g(x)) · h(x) = 1, sont faites pour la
topologie Zariski, ie sont les résidus des germes vivant dans OX,x.
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8.6 Calcul de l’espace des feuilles universel géométrique

des schémas simples

Dans cette section, on réinterprète les résultats du chapitre (5) à la lumière de la notion
d’espace des feuilles universel. On montre :

Théorème 8.6.1. Soit S un Q-schéma muni d’un champ de vecteurs, simple. On suppose
que S possède un CS -point. Alors le morphisme

ϕS : S −→(CS ,~0),

défini dans le paragraphe (4.3.4), est un espace des feuilles universel géométrique pour S .

Démonstration. —– Soit donc X0 un schéma au-dessus de CS . On reprend les notations du
paragraphe (5.4.1) : on considère le carré cartésien

X

��
�

t // (X0,~0)

��
S // (CS ,~0)

.

On veut montrer que t : X −→(X0,~0) est un espace des feuilles géométrique pour X . On
doit donc vérifier que les quatre points a), b), c) et d) de la définition 8.4.2 sont satisfaits.

a) Le premier point est une conséquence de le proposition (3.5.2) (ii) de [EGAI] : les
morphismes surjectifs sont stables par changement de base. Or le morphisme S −→CS est
surjectif, puisque CS n’a qu’un point. Donc, il en est de même pour t.

b) Soient maintenant x, y ∈ X tels que t(x) = t(y). On veut montrer que Traj ~V (x) =
Traj ~V (y). Déjà, comme on sait que

t(x) = t(Traj ~V (x)),

on peut supposer en outre que x et y sont des feuilles de X . Changeons nos notations et
considérons donc deux feuilles η1 et η2 telles que t(η1) = t(η2). On en déduit que η1 = η2,
par exemple d’après le lemme 5.5.1, si S possède un CS -point (on utilise le fait que X0 est
isomorphe à toute fibre de X au-dessus d’un CS -point). On aurait pu aussi démontrer ce
point sans utiliser le fait que S possède un CS -point, en montrant une version non-affine
de la proposition 5.3.4.

c) Montrons maintenant que t est submersive. Déjà, t étant continue, on a bien

U ouvert =⇒ t−1 (U) ouvert.

Montrons le sens réciproque. Soit donc U une partie de X0. Remarquons que t−1 (U) est une
partie deX invariante sous le champ de vecteurs ~V : si x /∈ t−1 (U), alors Traj ~V (x) /∈ t−1 (U).
En effet, supposons que Traj ~V (x) ∈ t−1 (U) : cela signifie que

t
(
Traj ~V (x)

)
∈ U.

Comme on sait que t
(
Traj ~V (x)

)
= t(x), on a donc t(x) ∈ U et donc x ∈ t−1 (U). Ainsi, si on

suppose que t−1 (U) est ouvert, pour montrer que U l’est, on sait d’emblée que t−1 (U) est
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en outre un ouvert invariant de X. De plus, comme t est surjective, on a t
(
t−1 (U)

)
= U .

Il suffit donc de montrer que

V ouvert invariant de X =⇒ t (V ) ouvert de X0. (7)

Par ailleurs, on peut se ramener, comme ce qu’on a fait dans le chapitre (5), au cas où X0

et S sont affines. Dans ce cas, on doit donc montrer que le morphisme

t : Spec (A⊗C K)−→ SpecA

vérifie la propriété (7), quand K est un anneau différentiellement simple et où C = CK .
Soit donc V un ouvert invariant de Spec (A⊗C K). Il existe ainsi J , un idéal différentiel de
A⊗C K tel que

V = {p ∈ Spec (A⊗C K) | J * p} .
Notons i : A−→A⊗C K. Montrons que

t (V ) =
{
q ∈ SpecA | i−1 (J) * q

}
.

On procède par double inclusion. Remarquons d’abord, si q ∈ SpecA, qu’on a, en vertu du
lemme 5.3.2,

q = i−1 (i (q)) .

De plus, puisqu’on dispose par hypothèse d’un morphisme K −→C, le corollaire 5.3.7 s’ap-
plique et nous dit que (i (q)) est un idéal différentiel premier. Venons-en à l’égalité annoncée :
soit donc q ∈ t (V ). Il existe ainsi p ∈ Spec (A⊗C K), avec J * p, tel que q = i−1p. Suppo-
sons qu’on ait i−1 (J) ⊂ q. Alors, on aurait(

i
(
i−1J

))
⊂ (i (q)) ,

et donc, d’après le lemme 5.3.3,
J ⊂ (i (q)) .

Or, comme q = i−1p, on a
(i(q)) ⊂ p.

Ainsi, on aurait J ⊂ p, ce qui est absurde. Donc, on a bien

t (V ) ⊂
{
q ∈ SpecA | i−1 (J) * q

}
.

Réciproquement, soit q ∈ SpecA tel que i−1 (J) * q. D’après ce qu’on a dit, on a

q = i−1 (i (q)) ,

où (i (q)) est un idéal premier. Par ailleurs, si on avait J ⊂ (i(q)), on aurait i−1 (J) ⊂
i−1 (i(q)) et donc, d’après le lemme 5.3.2, on aurait i−1 (J) ⊂ q, ce qui est absurde. Ainsi,
on a bien l’égalité voulue — et donc, t est bien submersive.

d) Enfin, il nous reste à montrer que les sections de OX0 correspondent aux sections
constantes de OX . Là aussi, on peut se ramener au cas où X0 est affine et au cas où la
base S l’est également. De plus, comme X0 possède une base d’ouverts affines, il suffit de
montrer que les deux anneaux

A et CA⊗CK

sont isomorphes, avec des notations similaires au point précédent. Ce point est une applica-
tion directe de la proposition 1.5.1 : on a

CA⊗CK = CK ⊗C A = C ⊗C A = A.

�

Remarque. —– Sous réserve que l’énoncé 5.3.8 soit vrai, le théorème précédent est vrai sans
l’hypothèse que S possède un CS -point. ♦



Sixième partie

Schémas différentiels : le point

de vue fonctoriel





Chapitre 9

Espaces algébro-différentiels

Motivation. Soit k un anneau différentiel. Comme on l’a expliqué dans l’introduction, il
est naturel, dans le but de trouver la catégorie des k-schémas différentiels, d’introduire et
d’étudier la catégorie suivante

Esp∂k := Fun
(
Alg∂k , Ens

)
dont les objets sont les foncteurs covariants de la catégorie Alg∂k des k-algèbres différentielles
dans la catégorie Ens des ensembles. On les appelle k-espaces algébro-différentiels.

Cette idée est une application du yoga des foncteurs : grâce au lemme de Yoneda, si
C est une catégorie quelconque, on peut plonger C dans la catégorie des foncteurs Ĉ :=
Fun (C op,Ens) — et se placer dans Ĉ pour étudier C . Une telle démarche est classique en
ce qui concerne la théorie des schémas. Ainsi, par exemple :

– Dans leur livre [DG70], Michel Demazure et Pierre Gabriel définissent un schéma
comme un foncteur

X : Ann−→Ens

vérifiant un certain nombre de propriétés.
– C’est aussi l’approche que choisissent Bertrand Toën et Michel Vaquié pour généraliser

la théorie des schémas, dans [TV09].
– Dans le séminaire [SGA3I] sur les schémas en groupes, une bonne partie de l’exposé II

de Michel Demazure, « Fibrés tangents. Algèbres de Lie » est fait dans le cadre général
des foncteurs en groupes SchS −→Grp.

– Ce yoga des foncteurs est sous-jacent dans la généralisation de la théorie des schémas
que constitue la théorie des champs algébriques. Ces objets ont été introduits pour
la première fois par Pierre Deligne et David Mumford, dans [DM69], afin de définir
précisément Mg, l’espace de modules des courbes de genre g. Le lecteur intéressé par
cette théorie des champs algébriques pourra consulter le livre de référence [LMB00].

À notre connaissance, un tel point de vue n’a pas encore été adopté en ce qui concerne les
schémas différentiels.
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Résumé du chapitre. Ce chapitre est essentiellement descriptif, dans la mesure où l’on
y montre comment on peut définir de nombreux concepts géométriques (dont la dérivée
logarithmique associée à un groupe) dans le cadre très général de la catégorie Esp∂k .

On y montre ainsi que la catégorie des k-espaces algébro-différentiels, vérifie les propriétés
suivantes. Dans la liste qui suit, k est un anneau différentiel (éventuellement défini au-dessus
de Q), X et Y sont deux k-espaces algébro-différentiels et f : X −→Y est un morphisme de
k-espaces algébro-différentiels.

• Si S est un autre k-espace algébro-différentiel et que X et Y sont munis de morphismes

X
  AAA Y
��~~~

S
,

alors, on peut définir X ×S Y . C’est un k-espace algébro-différentiel, muni de deux
morphismes

X ×S Y
pX

��

pY // Y

X

,

qui en font un produit fibré de X et Y au-dessus de S.

• On définit les points de X. Si x est un point de X, on note (1) « x ∈ X ». On attache
à tout point x ∈ X sa k-algèbre différentielle résiduelle, qu’on note κ(x). On a alors
que

X (K) = {x ∈ X |κ(x) = K} .

• On peut associer à X son algèbre des fonctions régulières, notée O (X) qui est une
k-algèbre différentielle. Si ϕ ∈ O (X) et si x ∈ X, on peut considérer l’évaluation de ϕ
en x. Il s’agit de ce qu’on note ϕ(x) ∈ κ(x). En fait, O (−) est un foncteur covariant de
Esp∂k dans (Alg∂k)op. On note f# : O (Y )−→O (X) l’image par O (−) du morphisme
f : X −→Y .

• Si x ∈ X, on peut considérer, de même f(x). Il s’agit d’un point f(x) ∈ Y , qui a la
même k-algèbre résiduelle que x. On définit pour f la propriété d’être injectif et d’être
surjectif :

f injectif ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ X2, f(x) = f(y) =⇒ x = y

f surjectif ⇐⇒ ∀y ∈ Y, ∃x ∈ X | f(x) = y

On montre : f surjectif =⇒ f# injectif.

• Si A est une k-algèbre différentielle, on définit diff-SpecA, le spectre différentiel de A.
Il s’agit d’un k-espace algébro-différentiel. Il vérifie

O
(
diff-SpecA

)
' A.

On dit que X est un k-schéma différentiel affine s’il existe A tel que X soit isomorphe
à diff-SpecA. En fait, on a défini un foncteur covariant

diff-Spec : (Alg∂k)op−→Esp∂k .

(1)On prendra garde au fait que cette notation, dans ce cadre, ne signifie pas que x est un élément de X (ce
dernier « n’est pas un ensemble »).
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Ce foncteur établit une équivalence de catégories entre (Alg∂k)op et la catégorie des
k-schémas différentiels affines. Plus généralement,

(Alg∂k)op

diff-Spec ∈ω
//
Esp∂k

O(−)∈∗
oo

est une adjonction.

• Si X et Y sont des k-schémas différentiels affines, alors

f# : O (Y )−→O (X) surjectif =⇒ f injectif.

• Si x ∈ X, on définit TxX, l’espace tangent à X en x. C’est un κ(x)-espace algébro-
différentiel. Le morphisme f induit un morphisme

Txf : TxX −→Tf(x)Y,

appelé différentielle de f en x, et qui est un morphisme de κ(x)-espaces algébro-
différentiels.

• On définit le fibré tangent à X
TX

πX

��
X

.

Il est muni d’une section canonique, appelée dérivée de X et notée ∂X : X −→TX.
Cette dérivée permet de considérer, si ~V est un champ de vecteurs sur X, ie si s := ~V
est une section du fibré tangent, l’analogue des équations différentielles du type

•
y= ~V (y)

ainsi que d’y associer un k-espace algébro-différentiel qui encode ses solutions.

• Si x ∈ X, on définit le voisinage formel de x dans X, qu’on note X̂, x. C’est un κ(x)-
espace algébro-différentiel. Le morphisme f induit un morphisme sur les voisinages
formels

fx : X̂, x−→ Ŷ, f(x).

On définit aussi l’anneau (différentiel) des germes formels en x, noté ÔX,x. C’est une
κ(x)-algèbre différentielle.

• On définit ce que c’est pour X d’être un k-espace algébro-différentiel en groupes,
anneaux, λ-modules, où λ : Alg∂k −→Ann est un foncteur. Un k-espace algébro-
différentiel en groupes est aussi appelé un k-groupe algébro-différentiel

• Si G est un k-groupe algébro-différentiel, on définit ce qu’est une action à gauche de
G sur X ainsi que ce que c’est pour X d’être un G-torseur.

• On note ω(k) l’anneau sous-jacent à k. On construit un foncteur

Schω(k)
// Esp∂k

X
� // Xdiff

.

On montre que : X affine =⇒ Xdiff différentiellement affine.
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À côté de ces constructions et propriétés, on exhibe de nombreux exemples de k-espaces
algébro-différentiels, associés à des considérations naturelles en algèbre différentielle. En
particulier, pour plusieurs types d’équations différentielles, on sait construire un k-espace
algébro-différentiel qui encode les solutions. On dispose ainsi des espaces affines différentiels
A∂,n
k , des groupes GLdiff

n,k et GLcte
n,k. Ce dernier est défini par

GLcte
n,k (K) := GLn (CK)

pour toute k-algèbre différentielle K. On a vu aussi que si X est un schéma, on sait lui
associer un k-espace algébro-différentiel Xdiff : en ce sens, les k-espaces algébro-différentiels
(en fait, les k-schémas différentiels) généralisent les schémas. Enfin, pour donner un der-
nier exemple, si P1, . . . , Pm sont des polynômes algébro-différentiels et qu’on s’intéresse au
système d’équations différentielles non-linéaires

(S ) :


P1 (f1, . . . , fn) = 0

...
Pm (f1, . . . , fn) = 0

alors on peut considérer le k-espace algébro-différentiel X(Pi)i
, qui encode les solutions de

(S ). Cela signifie que pour toute k-algèbre différentielle K, on a :

X(Pi)i
(K) :=

{
f = (fi)1≤i≤n ∈ K

n
∣∣∣ f est solution de (S )

}
.

On peut alors caractériser la platitude différentielle du système (S ) en des termes relatifs
à X(Pi)i

. La platitude d’un système d’équations différentielles linéaires a été introduite par
Michel Fliess, Jean Lévine, Philippe Martin et Pierre Rouchon dans [FLMR92] puis étudiée
dans l’article fondateur [FLMR95]. C’est une notion qui a de nombreuses applications
industrielles. L’approche des espaces algébro-différentiels permet d’interpréter cette notion
comme suit :

Définition. Soit k un anneau différentiel et soient P1, . . . , Pm des polynômes algébro-
différentiels en n variables, à coefficients dans k. On dit que le système

P1 (f1, . . . , fn) = 0
P2 (f1, . . . , fn) = 0

...
Pm (f1, . . . , fn) = 0

est différentiellement plat s’il existe p ∈ N tel que le k-espace algébro-différentiel Sol(Pi)i
soit birationnel à A∂,p

k .

Enfin, pour finir la présentation de ce chapitre, disons quelques mots sur l’algèbre de
Lie et la dérivée logarithmique d’un k-groupe algébro-différentiel G. Pour définir ceux-ci,
on a besoin de supposer qu’ils vérifient une condition de type Schlessinger, qu’on appelle
ici la condition (S). Cette condition porte sur un certain diagramme, qu’on astreint à être
cartésien. La proposition 2.1.4 sur les cubes cartésiens nous permet de munir Lie (G) de sa
structure de groupe abélien. On peut alors définir la dérivée logarithmique de G : c’est un
morphisme

lδ : G−→Lie (G)

qui permet, entre autres, de généraliser la notion d’équation différentielle linéaire au cas d’un
k-groupe algébro-différentiel G quelconque, et d’envisager par ce biais une généralisation de
la théorie de Galois différentielle de Kolchin.
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9.1 Introduction

(9.1.1) « Foncteur des solutions ». Si X/k est un schéma défini sur k, on lui associe un
foncteur (covariant) qu’on note, provisoirement, FX :

FX :
Algk −→ Ens

K 7−→ FX(K)
.

Avant de définir précisément ce foncteur, donnons-en une description intuitive. Si X est le
schéma des solutions d’un système d’équations polynomiales ; plus précisément, si X est le
schéma des solutions x = (x1, . . . , xn) des équations polynomiales

P1 (x) = 0
P2 (x) = 0

...
Pm (x) = 0

où les Pj vivent dans k[X1, . . . , Xn], ie si X est le schéma affine

X = SpecA avec A := k[X1, . . . , Xn]
/

(P1, . . . , Pm),

alors, dans ce cas, le foncteur FX : Algk −→Ens est défini par

FX(K) = {a = (a1, . . . , an) ∈ Kn | ∀j, Pj(a) = 0} .

Autrement dit, dans ce cas typique, FX(K) est l’ensemble des solutions dans K des équations
polynomiales considérées. FX : Algk −→Ens est donc le foncteur des solutions du système
d’équations (Pi (x) = 0)i≤m.

(9.1.2) Foncteur des points. Ce « foncteur des solutions » est en fait un foncteur des
points. En effet, on peut vérifier qu’une solution a ∈ Kn des équations (Pj)j correspond à un
k-morphisme de A dans k — et réciproquement. Il y a donc une bijection entre les solutions
dans Kn des équations (Pj)j et les (SpecK)-points (2) de X. Ainsi, le foncteur des solutions,
qu’on a défini ci-dessus dans un cas particulier, peut être défini en général comme le foncteur
des points de la catégorie des schémas, restreint à la catégorie des schémas affines :

FX :
Algk // Ens

K
� // X (K) := HomSch (SpecK,X)

(9.1.3) Un schéma est déterminé par son foncteur des solutions. On sait (3) que le
foncteur qui à X associe FX est pleinement fidèle. Autrement dit, les foncteurs covariants
Algk −→Ens généralisent les schémas (4). C’est cette remarque qui fonde notre approche
fonctorielle du problème des schémas différentiels.

(2)Par abus de langage, si X/k est un schéma et K une k-algèbre, on appelle aussi les (SpecK)-points de
X des K-points. On fera le même abus de langage dans le cas algébro-différentiel.
(3)On verra d’ailleurs dans la section (11.2) une généralisation de ce résultat au cas différentiel.
(4)Cette observation accompagne d’ailleurs différentes généralisations des schémas, établies à la suite
d’Alexandre Grothendieck : espaces algébriques, champs algébriques, etc.
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(9.1.4) À la recherche des schémas différentiels. Notre problème de départ est de
définir l’analogue différentiel des schémas. De même qu’on a décrit dans le paragraphe
(9.1.1) un exemple typique de ce qu’est un schéma, on peut donner un exemple de ce
que serait un schéma différentiel typique. Ce serait, si k est un anneau différentiel de base
et si P1, . . . , Pm sont des équations algébro-différentielles, ie si

∀j, Pj ∈ k[X1, X
′
1, . . . , X

(i)
1 , . . . , X2, . . . , X

(i)
2 , . . . , Xm, . . .] :

ce serait le « schéma différentiel » des solutions des (Pj)j . Par exemple, si on considère deux
équations P1 et P2 qui s’écrivent

P1 = 2X1X
′
1 − (X ′′2 )2 et P2 = X

(4)
1 −X2

3

et si K est un k-algèbre différentielle, alors l’ensemble des solutions dans K2 de ces équations
est

Sol(P1,P2)(K) :=


(
f1

f2

)
∈ K2

∣∣∣∣∣∣
2f1f1

′ − (f2
′′)2 = 0

et
f1

(4) − f2
3 = 0

 .

Le schéma différentiel correspondant serait alors l’objet qui « encoderait » de façon synthétique
tous les ensembles Sol(P1,P2)(K).

(9.1.5) Notre point de vue. Vu ce qu’on a expliqué dans la partie précédente, il semble
clair que, même sans savoir ce que sont les schémas différentiels, si l’on note cette catégorie
inconnue diff Schk, on dispose d’un foncteur qui à un « schéma différentiel » X défini sur
k associe son foncteur des points, qu’on note

F− : diff Schk −→ Fun(Alg∂k ,Ens)
X 7−→ FX

et qui est pleinement fidèle. On note aussi FX = X (−). Ainsi, notre approche du problème
de la définition des schémas différentiels se fera « par le haut » : commencer par étudier, de
façon très générale, les foncteurs covariants Alg∂k −→Ens pour ensuite imposer des critères
« de représentabilité » à ces foncteurs et étudier les propriétés de la catégorie restreinte et
de ses objets.

9.2 Espaces algébro-différentiels

Définition 9.2.1. Soit k un anneau différentiel. Un espace algébro-différentiel défini sur k
est un foncteur covariant de la catégorie Alg∂k des k-algèbres différentielles dans la catégorie
Ens des ensembles. On dit aussi : k-espace algébro-différentiel. On note :

X : Alg∂k −→Ens.

Soient X et Y deux espaces algébro-différentiels. Un morphisme f : X −→Y est une trans-
formation naturelle de X dans Y .

La catégorie des k-espaces algébro-différentiels est notée Esp∂k .
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On a choisi de faire dépendre notre définition du choix préalable d’un anneau différentiel
k. On aurait pu définir, évidemment, les espaces algébro-différentiels comme les foncteurs de
la catégorie Ann∂ des anneaux différentiels dans Ens. Puis étant donné un espace algébro-
différentiel « de base » S : un S-espace algébro-différentiel est un espace algébro-différentiel
X muni d’un morphisme (dit structural)

X

��
S
.

On retrouve alors la notion de k-espace algébro-différentiel en considérant pour S le foncteur
Sk défini par Sk(K) = HomAnn∂ (k,K). On va voir que ce foncteur Sk n’a rien de mystérieux
mais correspond simplement « au point » k. Remarquons par ailleurs que les notions d’espace
algébro-différentiel et de Z-espace algébro-différentiel cöıncident (avec Z muni de sa seule
dérivation, la dérivation nulle).

(9.2.1) Schémas différentiels affines. Autant la question de la définition des schémas
différentiels se pose, autant la définition des schémas différentiels affines ne se pose pas :

Définition 9.2.2. Soit k un anneau différentiel. Un espace k-algébro-différentiel est dit
affine si, en tant que foncteur Alg∂k −→Ens, il est représentable. On appelle aussi k-schémas
différentiels affines ces objets.

Réciproquement, si A ∈ Alg∂k , on appelle spectre différentiel de A et on note diff-SpecA
l’espace algébro-différentiel défini par

∀K ∈ Alg∂k
(
diff-SpecA

)
(K) := HomAlg∂k

(A,K)

Plus précisément, on a défini un foncteur covariant

diff-Spec : (Alg∂k)op−→Esp∂k ,

l’image des flèches par diff-Spec se définissant facilement. Si ϕ : A−→B est un morphisme
de k-algèbres différentielles, on note diff-Specϕ : diff-SpecB−→ diff-SpecA.

(9.2.2) Produit de deux espaces algébro-différentiels. Soit k un anneau différentiel.
La catégorie Esp∂k admet les produits. C’est l’un des avantages d’avoir considéré une classe
aussi générale d’objets. Plus précisément, si X et Y sont deux espaces k-algébro-différentiels,
on notera X × Y le k-espace algébro-différentiel défini par

(X × Y ) (K) := X(K)× Y (K) pour toute k-algèbre différentielle K.

Il est muni de deux morphismes

p1 : X × Y −→X et p2 : X × Y −→Y

appelés projections canoniques. Le triplet (X × Y, p1, p2) est un produit de X et Y dans la
catégorie Esp∂k . On définit de même le produit fibré X ×S Y .
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(9.2.3) Points d’un k-espace algébro-différentiel. Intuitivement, nos espaces algébro-
différentiels sont des espaces géométriques dont on s’est donné, pour chaque extension K du
« corps » de base, l’ensemble des points à coordonnées dans K. Si on avait l’assurance que
tous ces points ont leur coordonnées dans un « corps » commun, on pourrait alors les mettre
tous sur un même plan. Ce n’est pas le cas. On fait néanmoins la définition suivante, unifiante,
qui nous permettra de formuler de nombreux énoncés de manière concise et parlante.

Définition 9.2.3. Soient k un anneau différentiel et X un k-espace algébro-différentiel.
On appelle point de X tout couple x = (K, p) où K est une k-algèbre différentielle et où
p ∈ X(K). La k-algèbre différentielle K sera appelée k-algèbre résiduelle de x et notée κ(x).
On commettra l’abus de notation suivant : au lieu de dire « x est un point de X », on notera
« x ∈ X ».

Si k est un anneau différentiel, si X et Y sont deux k-espaces algébro-différentiels, si f :
X −→Y est un morphisme et si x = (K, p) est un point de X, alors on notera f(x) le point
(K, fK(p)).

9.3 Algèbre des fonctions régulières d’un espace algébro-

différentiel

Dans la formulation moderne des géométries, si X est un « espace géométrique », une
donnée essentielle pour comprendre X et « travailler » avec X est le faisceau structural de
X. C’est la donnée, pour tout ouvert U de X, de l’algèbre OX(U) des « fonctions régulières
sur U », ainsi que des morphismes de restriction. Comme exemple paradigmatique, on peut
considérer une variété différentielle M et, pour tout ouvert U , les R-algèbres C∞ (U,R).

Pour l’instant, si X est un k-espace algébro-différentiel, on ne sait pas encore définir
ce qu’est un ouvert U de X. En revanche, on sait définit l’algèbre des fonctions régulières
globales.

Notation 9.3.1. Soit k un anneau différentiel ; on note A∂,1
k et on appelle droite (algébro-

différentielle) affine sur k le k-espace algébro-différentiel défini par

A∂,1
k (K) := K

pour toute k-algèbre différentielle K. Une autre façon de le voir est de dire que A∂,1
k = ω∂k

est le foncteur oubli de Alg∂k .

Proposition-Définition 9.3.2. Soit X un k-espace algébro-différentiel. L’algèbre des fonc-
tions régulières sur X, notée O(X), est

O(X) := HomEsp∂k

(
X,A∂,1

k

)
.

Cet ensemble est muni de l’unique structure de k-algèbre différentielle telle que : pour toute
k-algèbre différentielle K et pour tout x ∈ X, l’application

évx :
O(X) −→ κ(x)

ϕ 7−→ ϕ(x)

soit un morphisme de k-algèbres différentielles.



9.3 Algèbre des fonctions régulières d’un espace algébro-différentiel 217

Démonstration. —– Soient ϕ1 et ϕ2 deux éléments de O(X). On veut construire, pour
commencer, une nouvelle fonction régulière, ϕ1 + ϕ2. On la définit ainsi : si K est une
k-algèbre différentielle, on doit définir

(ϕ1 + ϕ2)K : X(K)−→K.

On pose, naturellement : (ϕ1 + ϕ2)K (x) = ϕ1(x)+ϕ2(x) pour tout y ∈ X(K). On remarque,
par ailleurs, que cette définition est imposée par la condition « ϕ 7→ ϕ(x) est un morphisme ».
On vérifie facilement que l’objet défini vit bien dans O(K). On procède de même pour le
reste de la structure de k-algèbre différentielle. �

(9.3.1) Fonctorialité de X 7→ O(X). Soient X et Y deux k-espaces algébro-différentiels
et soit f : X −→Y un morphisme. Quand on conçoit « intuitivement » les éléments de O(−)
comme des fonctions régulières, on comprend que f rapatrie les éléments de O(Y ) sur O(X).
Techniquement, il n’y a aucun obstacle, on voit les choses sur le diagramme suivant

A∂,1
k

X
f // Y

ϕ

OO
:

à ϕ ∈ O (Y ), on associe ϕ ◦ f ∈ O (X). Formellement,

O(−) :
Esp∂k // (Alg∂k)op

X
� // O(X)

est un foncteur covariant. On note f# : O(Y )−→O(X) l’image par O (−) de f . On peut
alors démontrer :

Proposition 9.3.3. Soit k un anneau différentiel. Alors,

(Alg∂k)op

diff-Spec ∈ω
//
Esp∂k

O(−)∈∗
oo

est une adjonction.

Démonstration. —– Soient k un anneau différentiel, X ∈ Esp∂k et A ∈ Alg∂k . On veut
montrer qu’on a une bijection (fonctorielle) entre

Hom(Alg∂k)op (O (X) , A) et HomEsp∂k

(
X,diff-SpecA

)
donc entre

HomAlg∂k
(A,O (X)) et HomEsp∂k

(
X,diff-SpecA

)
.

On construit ces bijections comme suit :

— Si f : X −→ diff-SpecA est un morphisme (de Esp∂k), on lui associe le morphisme de
k-algèbres différentielles φ : A−→O (X) défini comme suit : si a ∈ A, φ(a) est définie
par, pour tout K ∈ Alg∂k :

φ(a)K :=
X(K) // K

p
� // fK(p) • a

.

En effet, par définition, fK(p) est un élément de
(
diff-SpecA

)
(K) = HomAlg∂k

(A,K).
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— Réciproquement, si φ : A−→O(X) est un morphisme, on définit f : X −→ diff-SpecA
en posant, pour tout K ∈ Alg∂k :

fK :=

X (K) −→ HomAlg∂k
(A,K)

p 7−→
A // K

a
� // φ(a)K • p

.

Il est ensuite facile de vérifier que ces applications sont bien définies, et qu’il s’agit là de
bijections réciproques et fonctorielles. �

(9.3.2) Algèbre des fonctions régulières d’un schéma différentiel affine. Dans le
cas des schémas, si on note OX le faisceau structural d’un schéma X, il est bien connu qu’on
a

A ' Γ (SpecA,OSpecA) .

Comme on peut s’y attendre, dans le cas différentiel, les choses vont également bien se passer :
l’algèbre des fonctions régulières de diff-SpecA est isomorphe à A. Plus précisément :

Proposition 9.3.4. Soit k un anneau différentiel et soit A une k-algèbre différentielle.
Alors, le morphisme

O
(
diff-SpecA

) // A

T
� // TA(IdA)

est un isomorphisme de k-algèbres différentielles.

Démonstration. —– L’inverse est

A // O
(
diff-SpecA

)
y

� //
(

HomAlg∂k
(A,K) −→ K

ϕ 7−→ ϕ(y)

)
K∈Alg∂k

.

Ce résultat est un cas particulier du lemme de Yoneda (cf. la proposition 2.2.1). �

Ainsi on a :

Proposition 9.3.5. Pour tout anneau différentiel k, la catégorie des k-schémas différentiels
affines est équivalente à (Alg∂k)op.

(9.3.3) Si X et Y sont deux k-espaces algébro-différentiels, on vient de voir qu’on peut
associer à tout morphisme ϕ : X −→Y un morphisme de k-algèbres différentielles,

ϕ# : O (Y )−→O (X) .

Quelles propriétés de ϕ peut-on lire sur ϕ# ? Et réciproquement ? Avant de répondre à cette
question, définissons ce que sont pour nous l’injectivité et la surjectivité d’un morphisme de
Esp∂k .
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Définition 9.3.6. Soient k un anneau différentiel, X et Y deux k-espaces algébro-différentiels
et ϕ : X −→Y ∈ HomEsp∂k

(X,Y ).

On dit que ϕ est injectif si ϕK l’est pour toute k-algèbre différentielle K. On note alors
ϕ : X ↪→ Y . De même, on dit que ϕ est surjectif et on note ϕ : X � Y si ϕK est surjectif
pour toute k-algèbre différentielle K.

Remarque. —– Ainsi, avec le formalisme des points « x ∈ X » de X, on peut énoncer ce qui
précède comme suit :

f injectif ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ X2, f(x) = f(y) =⇒ x = y

f surjectif ⇐⇒ ∀y ∈ Y, ∃x ∈ X | f(x) = y.

♦

On peut alors énoncer :

Proposition 9.3.7. Soit k un anneau différentiel.

a) Soient A,B ∈ Alg∂k et ϕ : A� B un morphisme surjectif de k-algèbres différentielles.
Alors

diff-Specϕ : diff-SpecB−→ diff-SpecA

est injectif.

b) Soient X,Y ∈ Esp∂k et f : X � Y un morphisme surjectif de k-espaces algébro-
différentiels. Alors,

f# : O (Y )−→O (X)

est injectif.

Démonstration. —– Pour le a) : soitK une k-algèbre différentielle. Soient x, y ∈
(
diff-SpecB

)
(K)

tels que
(
diff-Specϕ

)
K

(x) =
(
diff-Specϕ

)
K

(y). Cela signifie que x, y : B−→K sont deux
morphismes tels que, après composition avec ϕ,

A
ϕ // // B

x //
y
// K

ils cöıncident. Ainsi, tout élément de B étant atteint par ϕ, les deux flèches x et y sont bien
égales.

Pour le b), la démonstration est très semblable. Soient ϕ,ψ ∈ O (Y ) tels que f#(ϕ) =
f#(ψ). Montrons que ϕ = ψ. Soit K une k-algèbre différentielle. Alors, après composition,
les deux flèches

X(K)
fK // // Y (K)

ϕK //

ψK

// K

cöıncident. Comme tout élément de Y (K) est atteint par fK , les deux flèches ϕK et ψK sont
égales. Ainsi, ϕ = ψ. �
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(9.3.4) Ce qu’on n’a pas. Attention, si X et Y sont deux k-espaces algébro-différentiels et
que ϕ : X ↪→ Y , alors, le morphisme associé ϕ# : O (Y )−→O (X) n’est pas nécessairement
surjectif, même lorsqu’on suppose X et Y affines. Si on suppose que X = diff-SpecA et
Y = diff-SpecB, tout ce qu’on sait sur ce morphisme

ϕ# : B−→A,

c’est que c’est un épimorphisme ; c’est même exactement ce que nous dit l’injectivité de X ↪→
Y . En effet, si K est une k-algèbre différentielle et si f, g : A−→K sont deux morphismes
qui cöıncident après composition avec ϕ#, alors, comme ϕ : X −→Y est injective, on a :
f = g. Or, dans la catégorie des k-algèbres différentielles, les épimorphismes ne sont pas
forcément surjectifs. Par exemple,

Z[x]−→Z(x)

où x′ = 1 est un épimorphisme mais n’est pas surjectif. En fait, de façon plus générale,
pour tout anneau différentiel A et pour toute partie multiplicative S de A, le morphisme
canonique A−→S−1A est un épimorphisme dans Ann∂ . En fait, il est bien connu que,
dans la catégorie des anneaux, les épimorphismes ne sont pas surjectifs — le lecteur pourra
voir à ce sujet la courte introduction de Pierre Samuel à son séminaire 1967-68 d’algèbre
commutative.

9.4 Espaces algébro-différentiels en groupes, anneaux,

modules

Dans cette partie, on va définir les espaces algébro-différentiels en modules. Intuitive-
ment, il s’agit des espaces algébro-différentiels qui sont aussi des espaces vectoriels (ou des
modules). Par exemple, si on regarde le cas non-différentiel, il est clair que kn a un structure
de schéma et qu’en même temps, « c’est un espace vectoriel ». L’approche considérée est
naturelle quand on connâıt la définition d’un schéma en groupes. En effet, rappelons :

Définition 9.4.1. Un schéma en groupes est un schéma G muni d’un foncteur G qui fasse
commuter le diagramme

Grp
ω

((PPPPPP

Schop

G 66mmmmmm

G(−)
// Ens

où on a noté ω : Grp−→Ens le foncteur oubli.

Avant d’en venir à cette question, il convient de faire quelques rappels sur les modules.

(9.4.1) Rappels sur les modules. Soit A un anneau unitaire (5). Un A-module M est
un groupe abélien muni d’une application A ×M −→M , qui à (a,m) associe a ·m, et qui
vérifie :

∀a ∈ A, ∀(m1,m2) ∈M2 a · (m1 +m2) = a ·m1 + a ·m2 (1)

∀(a1, a2) ∈ A2, ∀m ∈M (a1 + a2) ·m = a1 ·m+ a2 ·m (2)

∀(a1, a2) ∈ A2, ∀m ∈M (a1a2) ·m = a1 · (a2 ·m) (3)

∀m ∈M 1 ·m = m (4)

(5)A n’est pas forcément commutatif.
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Une application f : M1−→M2 est dite A-linéaire si

∀a ∈ A, ∀(m1,m2) ∈M2 f(a ·m1 +m2) = a · f(m1) + f(m2) (5)

Classiquement, on peut définir plus élégamment les A-modules. Pour cela, il faut remarquer
que EndGrp(M) a une structure d’anneau (unitaire mais en général non-commutatif) : si
f1, f2 ∈ EndGrp(M), la somme de f1 et f2 est faite « point par point » et le produit
correspond au composé f1 ◦ f2 ; l’unité multiplicative de EndGrp(M) est IdM . Dès lors, on
peut définir comme suit un A-module, ainsi que les applications linéaires :

Définition 9.4.2. Soit A un anneau. Un A-module M est un groupe abélien muni d’un
morphisme d’anneaux unitaires ϕM : A−→EndGrp(M).

Une application A-linéaire f entre deux A-modules M1 et M2 est un morphisme f :
M1−→M2 de groupes abéliens qui fait commuter le diagramme

EndGrp (M1)
f◦
**UUUUUUUU

A

ϕM1
88qqqqqqq

ϕM2 &&MMMMMMMM HomGrp(M1,M2)

EndGrp (M2)
◦f

44iiiiiiii

Dans l’équivalence de ces définitions, la propriété (1) correspond au fait que le morphisme ϕM
est à valeurs dans EndGrp(M) ; la propriété (2) : au fait que ϕM est un morphisme de groupes
abéliens (pour la structure additive) ; la propriété (3) : au fait que ϕM est un morphisme
de monöıdes (pour les structures multiplicatives) ; enfin, la propriété (4) correspond au fait
que ϕM est un morphisme unitaire.

(9.4.2) Schémas en modules. La propriété d’être, pour un schéma X, en modules (com-
prendre : en espaces vectoriels) se teste et se définit sur le foncteur des points X(−). Ainsi,
on va plutôt définir la propriété d’« être en modules », plus généralement, pour un foncteur
F : Ann−→Ens ou pour un foncteur F : Algk −→Ens. Un tel foncteur est appelé un
k-foncteur (en ensembles). Pour ce faire, on va calquer la démarche qui précède.

Définition 9.4.3. Soit k un anneau. Un k-foncteur en groupes abéliens est un k-foncteur
F : Algk −→Ens muni d’une factorisation F :

GrAb
ω

((QQQQQQQ

Algk

F 66lllllll

F
// Ens

.

Les morphismes entre k-foncteurs en groupes abéliens sont les morphismes qui se factorisent
par ω : GrAb−→Ens.

On définit de même les k-foncteurs en anneaux (non-nécessairement commutatifs) et leurs
morphismes.
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(9.4.3) Transformations naturelles vues comme foncteurs. Avant de continuer, une
petite parenthèse s’impose. Considérons deux catégories C et D ainsi que deux foncteurs
(covariants)F,G : C −→D . Alors, Hom(F,G), l’ensemble des transformations naturelles de
F dans G, peut être vu comme un foncteur de C dans Ens. On le définit par

Hom (F,G)(X) := HomFun(C/X,D)(F|X , G|X) où :

— si X est un objet de C , on a noté C /X la catégorie des objets de C au-dessus de X.
— si X est un objet de C , on a noté F|X la restriction de F : C −→D à C /X.

Considérons maintenant (F,F ) un k-foncteur en groupes abéliens. Alors, on peut munir

EndGrp (F )

d’une structure de k-foncteur en anneaux. En effet, d’après ce qu’on vient de dire, on peut
déjà voir EndGrp (F ) comme un k-foncteur (en ensembles). Il s’agit ensuite de munir, pour
chaque K ∈ Algk, l’ensemble

EndGrp/K (FK)

d’une structure d’anneau. Pour cela, on définit ϕK + ψK « point par point » et en prenant
ϕK ◦ ψK pour le produit. Ainsi,

EndGrp(F ) : Algk −→AnnNC

est un k-foncteur en anneaux (AnnNC désigne la catégorie des anneaux unitaires non-
nécessairement commutatifs). On peut maintenant définir :

Définition 9.4.4. Soit k un anneau. Un k-foncteur en modules est un k-foncteur en groupes
abéliens (M,M ) muni d’un morphisme de k-foncteurs en anneaux

ϕM : ωk,Ann−→EndGrp (M ),

où on a noté ωk,Ann : Algk −→AnnNC le foncteur oubli.

Si (M1,M1, ϕM1) et (M2,M2, ϕM2) sont deux k-foncteurs en modules, on dit que f :
M1−→M2 est une application linéaire si elle est un morphisme de k-foncteurs en groupes
abéliens et qu’elle fait commuter le diagramme

EndGrp (M1)
f◦

++VVVVVVVVVVV

ωk,Ann

ϕM1
55jjjjjjjjjj

ϕM2 ))TTTTTTTTTTT HomGrp(M1,M2)

EndGrp (M2)
◦f

33hhhhhhhhh

de k-foncteurs en groupes abéliens.

(9.4.4) Remarque importante. Dans la définition qui précède, on peut remplacer le fonc-
teur ωk,Ann par n’importe quel foncteur λ : Algk −→AnnNC. On obtient alors les notions
de k-foncteur en λ-modules et d’application λ-linéaire.
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(9.4.5) Cas différentiel. On va maintenant transposer ce qui vient d’être fait pour le cas
algébrique dans le cas différentiel : on traite d’abord le cas « constant », puis on traite le
cas « en foncteur ».

Définition 9.4.5. Un groupe différentiel est un groupe M muni d’un endomorphisme ∂M ∈
EndGrp(M).

Si (M1, ∂M1) et (M2, ∂M2) sont deux groupes différentiels, un morphisme f entre (M1, ∂M1)
et (M2, ∂M2) est un morphisme de groupes f : M1−→M2 qui fait commuter le diagramme

M1

∂M1 //

f

��

M1

f

��
M2 ∂M2

// M2

.

Un groupe différentiel est dit abélien si le groupe sous-jacent est abélien.

Soit (M,∂M ) un groupe différentiel abélien. Alors, EndGrp (M) — attention, on s’intéresse
ici à tous les morphismes de groupes, pas seulement à ceux qui sont différentiels — peut
être muni d’une structure d’anneau différentiel en posant :

∂EndGrp(M) :
EndGrp (M) // EndGrp (M)

f
� // ∂Mf − f∂M

.

On vérifie facilement que, lorsqu’on munit EndGrp (M) de sa structure canonique de groupe
abélien, ∂EndGrp(M) est bien un morphisme de groupes, et donc, que la structure obtenue est
bien un groupe différentiel abélien. Avec cette définition, on a la caractérisation suivante, si
f ∈ EndGrp (M) :

f est un morphisme de groupes différentiels ⇐⇒ ∂EndGrp(M)(f) = 0.

Si on munit EndGrp (M) de sa structure canonique d’anneau unitaire, on a :

Fait 9.4.6.
(
EndGrp (M) , ∂EndGrp(M)

)
est un anneau différentiel unitaire.

Démonstration. —– Il suffit de vérifier la formule de Leibniz :

∂EndGrp(M) (f1) f2 + f1∂EndGrp(M) (f2) = (∂Mf1 − f1∂M ) f2 + f1 (∂Mf2 − f2∂M )

= ∂Mf1f2 − f1∂Mf2 + f1∂Mf2 − f1f2∂M

= ∂Mf1f2 − f1f2∂M

= ∂EndGrp(M) (f1f2)

�

Définition 9.4.7. Soit k un anneau différentiel. Un k-module différentiel est un groupe
différentiel abélien (M,∂M ) muni d’un morphisme d’anneaux différentiels unitaires

ϕM : k−→
(
EndGrp (M) , ∂EndGrp(M)

)
.

On définit les morphismes de k-modules différentiels comme d’habitude, avec le diagramme
« en losange ».
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Vérifions que cette définition cöıncide bien avec la définition classique de module diffé-
rentiel. En effet, suivant par exemple la définition I.1.6 de [vdPS03], si k est un anneau
différentiel, on dit que (M,∂) est un module différentiel (au sens « classique ») si M est un
k-module et si

∀m ∈M, ∀f ∈ k, ∂(fm) = f ′m+ f∂ (m) .

Partons d’abord d’un k-module différentiel (au sens « classique ») (M,∂). Pour commencer,
on note que (M,∂) est bien un groupe abélien différentiel. Puis, on associe à (M,∂) un
morphisme

Φ∂ :

k // EndGrp (M)

f
� //

{
M −→ M

m 7−→ fm

Vérifions que Φ∂ est bien un morphisme d’anneaux différentiels. D’un côté, on a :

Φ∂ (f ′) (m) = f ′m.

Et de l’autre :(
∂EndGrp(M) (Φ∂ (f))

)
(m) = (∂Φ∂ (f)− Φ∂ (f) ∂) (m) = ∂ (fm)− f∂ (m) .

Les deux cöıncident bien : le morphisme Φ∂ ainsi défini est bien un morphisme d’anneaux
différentiels. Réciproquement, si on part de (M,∂) un groupe abélien différentiel et si on se
donne un morphisme d’anneaux différentiels k−→EndGrp (M), d’une part ce morphisme
définit une structure de k-module pour M et, d’autre part, le fait qu’il soit différentiel impose
la relation que l’on souhaite vérifier.

Nous sommes enfin suffisamment équipés, techniquement et conceptuellement, pour abor-
der le cas des espaces algébro-différentiels.

Définition 9.4.8. Soit k un anneau différentiel et soit X un k-espace algébro-différentiel.
On dit que :

– X est en groupes si on munit X d’une factorisation X :

Grp
ω

''OOOOOO

Alg∂k

X 77nnnnnn

X
// Ens

On dit aussi que X est un k-groupe algébro-différentiel.
– X est en groupes abéliens si on munit X d’une factorisation X :

GrAb
ω

((QQQQQQQ

Alg∂k

X 66mmmmmmm

X
// Ens

– X est en anneaux si on munit X d’une factorisation X :

AnnNC
ω

((RRRRRRRR

Alg∂k

X 55lllllll

X
// Ens

Les morphismes d’espaces algébro-différentiels en groupes, groupes abéliens, anneaux sont les
morphismes d’espaces algébro-différentiels qui se factorisent par les foncteurs oubli respectifs.
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On enchâıne sur la définition des k-espaces algébro-différentiels en « espaces vectoriels ».

Définition 9.4.9. Soit k un anneau différentiel et soit X un k-espace algébro-différentiel.
Soit

λ : Alg∂k −→AnnNC

un foncteur. On dit que X est en λ-modules si X est en groupes abéliens et est muni d’une
flèche

ϕX : λ−→EndGrpEsp∂k
(X)

d’espaces algébro-différentiels en anneaux.

Si V1 = (X1,X1, ϕX1) et V2 sont deux espaces algébro-différentiels en λ-modules, un mor-
phisme f : V1−→V2 est un morphisme entre les espaces algébro-différentiels en groupes
abéliens sous-jacents qui fasse commuter le diagramme

EndGrpEsp∂k
(X1)

f◦
++WWWWWWWWWWWWW

λ

ϕX1
55kkkkkkkkk

ϕX2 ))SSSSSSSSSSSSS HomGrp−Fun(X1,X2)

EndGrpEsp∂k
(X2)

◦f

33gggggggggggg

(9.4.6) Remarques sur la définition 9.4.9. On utilisera la définition ci-dessus en parti-
culier lorsque λ est ω : Alg∂k −→AnnNC, le foncteur oubli, ou lorsque c’est le foncteur C−
des constantes

C− :
Alg∂k // AnnNC

K
� // CK

.

Dans la même veine, on aurait pu définir les espaces algébro-différentiels en modules différentiels
et, plus généralement, si λ : Alg∂k −→AnnNC∂ , les espaces algébro-différentiels en λ-
modules différentiels.

9.5 Exemples d’espaces algébro-différentiels

À ce stade, on peut déjà donner de nombreux exemples d’espaces algébro-différentiels,
qui illustrent comment des questions naturelles peuvent être encodées dans ces « objets
géométriques ».

(9.5.1) Le point k. Commençons par un k-espace algébro différentiel qui peut parâıtre un
peu étrange : on s’intéresse aux espaces X ∈ Esp∂k tels que pour toute k-algèbre K, X(K)
est un singleton. Voilà un exemple plus explicite d’un tel espace X : il suffit de considérer
diff-Spec k. En effet, pour toute k-algèbre différentielle K, l’ensemble

HomAlg∂k
(k,K)

est réduit à un seul élément (à savoir k−→K, le morphisme structural de K). En fait,
tous les k-espaces algébro-différentiels X dont l’ensemble des K-points X(K) est réduit à
un singleton pour toute k-algèbre différentielle K sont isomorphe à diff-Spec k. On appelle
diff-Spec k : le point k, et on le note aussi, si cela n’induit pas de confusion : k.
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(9.5.2) Espaces affines algébro-différentiels. De la même façon qu’on a les espaces
affines An

k en théorie des schémas, on a les espaces affines différentiels en géométrie algébro-
différentielle ; ils sont définis par, si k est un anneau différentiel et si n ∈ N :

A∂,n
k : Alg∂k // Ens

K
� // Kn

.

Comme on l’a vu plus haut, le foncteur A∂,1
k égale le foncteur oubli ω∂k . Ces espaces

algébro-différentiels ont une structure en modules ; mieux, ils ont une structure en modules
différentiels. Ce sont des schémas différentiels affines : A∂,n

k est représentable par la k-algèbre
différentielle

k〈y1, . . . , yn〉 := k

[(
yi

(j)
)

1≤i≤n
j∈N

]
munie de la dérivation définie par (

yi
(j)
)′

= yi
(j+1).

En effet, dans le cas n = 1 par exemple, se donner un morphisme ϕ : k〈y〉−→K équivaut à
se donner un élément a ∈ K, à savoir l’image de y par ϕ ; il n’y a aucune autre contrainte.

(9.5.3) Espace algébro-différentiel associé à une équation différentielle linéaire
sous forme vectorielle. Soient k un corps différentiel (on peut aussi considérer un anneau
différentiel) et soit A ∈Mn(k). On s’intéresse à l’équation différentielle Y ′ = AY . On cherche
un « objet géométrique » qui encode les solutions de cette équation. On peut d’abord définir :

SolA :
Alg∂k // Ens

K
� // {Y ∈ Kn|Y ′ = AY }

.

C’est un espace algébro-différentiel en (C−)-modules : pour toute k-algèbre différentielle
K, l’ensemble des vecteurs de Kn solutions, à savoir SolA (K), est un CK-module — rap-
pelons que CK désigne l’anneau des constantes de K. Cet objet SolA permet de déceler
certains faits concernant l’équation Y ′ = AY . Par exemple,

Y ′ = AY a des solutions rationnelles ⇐⇒ SolA a des points rationnels.

SolA est un schéma différentiel affine, représentable par la k-algèbre différentielle

k[SolA] := k[y1, y2, . . . , yn]

où la dérivée est définie par y1

...
yn


′

:= A

y1

...
yn

 .

Certains de ces espaces algébro-différentiels SolA sont remarquables, pour des valeurs parti-
culières de A et n. Ainsi, si n = 1 et si la matrice A est la matrice à une entrée nulle, SolA
est le foncteur qui associe à K l’ensemble sous-jacent à CK : si on note ω : Ann−→Ens le
foncteur oubli, on a

Sol(0) = ω ◦ C− : Alg∂k −→ Ens
K 7−→ ω(CK)

.
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On peut choisir un autre point de vue. En effet, quand on s’intéresse à une équation
Y ′ = AY , on peut soit regarder ses solutions, soit regarder ses matrices fondamentales de
solutions. On pose donc :

XA :
Alg∂k // Ens

K
� // {U ∈ GLn(K) | U ′ = AU}

.

Contrairement au cas précédent, l’espace algébro-différentiel XA n’a pas de structure en
modules. XA est un schéma différentiel affine, représentable par la k-algèbre

k[XA] := k
[
(ui,j)1≤i,j≤n

]
det(ui,j)

où la dérivée est donnée par
u1,1 · · · u1,n

u2,1 · · · u2,n

...
...

un,1 · · · un,n


′

:= A


u1,1 · · · u1,n

u2,1 · · · u2,n

...
...

un,1 · · · un,n


et où on a localisé la k-algèbre différentielle k

[
(ui,j)1≤i,j≤n

]
par rapport à det (ui,j).

(9.5.4) Groupe linéaire, différentiel et constant. Soit k un anneau différentiel. On
définit ainsi le groupe linéaire différentiel d’ordre n, qu’on note GLdiff

n,k :

GLdiff
n,k :

Alg∂k // Ens

K
� // GLn(K)

.

Évidemment, c’est un espace algébro-différentiel en groupes. C’est aussi un schéma différentiel
affine : GLdiff

n,k est représentable par la k-algèbre différentielle

k
[
GLdiff

n,k

]
:= k

〈
(ui,j)1≤i,j≤n

〉
det(ui,j)

obtenue en localisant k
〈

(ui,j)1≤i,j≤n

〉
par rapport à la partie multiplicative engendrée par

det (ui,j).
Autant le précédent objet était « classique » autant celui qui vient est spécifique au

monde différentiel. C’est le groupe linéaire en constantes d’ordre n. On le note GLcten,k et il
est défini par

GLcten,k :
Alg∂k // Ens

K
� // GLn (CK)

.

Il est évident que

GLn (CK) =
{
U ∈ GLn(K) | U ′ = (0)i,j

}
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mais cela permet de voir que l’espace algébro-différentiel GLcten,k est égal à XA lorsque A est
la matrice nulle ! On voit ainsi que c’est, lui aussi, un schéma différentiel affine. Évidemment,
c’est un espace algébro-différentiel en groupes. Si K est une k-algèbre différentielle, le groupe
GLcten,k (K) peut être interprété comme le groupe des automorphismes, dans une catégorie
qu’il faut préciser, d’un certain objet. En effet, si on considère Kn muni de sa structure
canonique de K-module différentiel, alors, il y a une bijection entre GLcten,k (K) = GLn (CK)
et le groupe des automorphismes de Kn vu comme K-module différentiel. Cela vient du
fait que ϕ ∈ Aut (Kn, ∂), comme tout automorphisme linéaire de Kn est caractérisé par les
(aij)1≤i,j≤n ∈ K

n2
vérifiant

ϕ (εi) =
n∑
j=1

aji · εj ,

où les εk forment la base canonique de Kn. Comme, par ailleurs, on doit avoir

ϕ (ε′i) = ϕ(0) = 0

=

 n∑
j=1

aji · εj

′

=
n∑
j=1

a′ji · εj +
n∑
j=1

aji · ε′j

=
n∑
j=1

a′ji · εj

les aij sont forcément des constantes.

(9.5.5) Espace algébro-différentiel associé à une équation algébro-différentielle.
On vient de voir, plus haut, qu’on peut associer un schéma différentiel affine à toute équation
différentielle linéaire, sous forme vectorielle. On s’attend, naturellement, à ce qu’on puisse
faire la même chose lorsqu’on considère des équations différentielles linéaires sous forme
scalaire. En fait, en se plaçant dans le cadre scalaire, on va voir qu’on peut traiter un cas
beaucoup plus général, celui des équations algébro-différentielles.

Définition 9.5.1. Soit k un anneau différentiel. L’anneau des polynômes algébro-différentiels
à n variables est la k-algèbre différentielle définie par

k 〈X1, . . . , Xn〉 := k

[(
X

(j)
1

)
j∈N

, . . . ,
(
X(j)
n

)
j∈N

]
et munie de la dérivation ∂

(
X

(j)
i

)
= X

(j+1)
i .

Comme dans le cas des polynômes, on dispose d’une flèche d’évaluation. On la définit
naturellement : si K est une k-algèbre différentielle et si f = (f1, . . . , fn) ∈ Kn on pose :

évf :
k 〈X1, . . . , Xn〉 // K

Xi
� // fi
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puis on étend le morphisme par linéarité et par dérivation — on a déjà vu que cette algèbre
représentait le foncteur K 7→ Kn : ainsi, définir un morphisme revient à donner l’image des
Xi. La flèche évf est un morphisme dans le sens où on a

évf (P +Q) = évf (P ) + évf (Q)

évf (PQ) = évf (P )évf (Q)

évf (P ′) =
(
évf (P )

)′
.

Cependant, on n’a évidemment pas évf+g(P ) = évf (P ) + évg(P ) : cela signifie exactement
qu’on s’intéresse à des équations différentielles qui ne sont pas forcément linéaires. On note
aussi :

P
(
f
)

:= évf (P ).

Soit k un anneau différentiel et soient P1, . . . , Pr ∈ k〈X1, . . . , Xm〉 des polynômes algébro-
différentiels. On pose :

Sol(Pi)i :
Alg∂k // Ens

K
� // {f = (f1, . . . , fn) ∈ Kn | ∀1 ≤ i ≤ r, Pi

(
f
)

= 0
} .

C’est un schéma différentiel affine, représentable par la k-algèbre différentielle

k〈X1, . . . , Xn〉
/
〈P1, . . . , Pm〉

où on a noté 〈P1, . . . , Pm〉 l’idéal différentiel engendré par les polynômes algébro-différentiels
P1, . . . Pm. En effet, un morphisme (différentiel) de cette k-algèbre différentielle vers K est
déterminé par la donnée de f = (f1, . . . , fn) formée des images de Xi, vérifiant Pi

(
f
)
) = 0

pour tout i.

Plus généralement, au lieu de considérer m équations algébro-différentielles, on peut
définir un espace algébro-différentiel à partir de tout idéal différentiel I de k〈X1, . . . , Xn〉.
Dans le cas classique, algébrique mais non-différentiel, les deux points de vue sont équivalents ;
cela vient du fait que tout idéal I de k[X1, . . . , Xn] peut s’écrire I = (f1, . . . , fm), pour un
m ∈ N>0 et des fi ∈ k[X1, . . . , Xn] bien choisis — comme l’affirme le théorème de la base de
Hilbert. Dans le cas différentiel, on n’a pas de tel théorème : il existe des idéaux différentiels
de k〈X1, . . . , Xn〉 qui ne sont pas différentiellement de type fini. Par exemple, Ritt a montré,
dans [Rit34], que l’idéal différentiel 〈y(i)y(i+1)〉i∈N≥1 de k〈y〉 n’est pas différentiellement de
type fini.

Comme cet espace algébro-différentiel est l’analogue non-linéaire de SolA, une question se
pose naturellement : quel est l’analogue non-linéaire — s’il existe — de XA ? Cette question
est liée à la théorie des systèmes intégrables.

(9.5.6) Voir un schéma affine comme un schéma différentiel affine : oubli de
structure et adjonction. La question qu’on se pose maintenant est la suivante. De la
même façon qu’on peut voir un schéma séparé de type fini au-dessus de C comme une variété
C-analytique ; de la même façon qu’on peut voir un groupe algébrique défini au-dessus de C
comme un groupe de Lie ; etc. : peut-on, dans la mesure où les espaces algébro-différentiels
généralisent les schémas, voir un schéma comme un espace algébro-différentiel ?
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La réponse est triviale. Dans ce qui suit, on note ω le foncteur « oubli de la structure
différentielle », ω : Ann∂ −→Ann. Soit k un anneau différentiel et X un schéma défini au-
dessus de ω(k). Alors, on peut voirX comme un k-espace algébro-différentiel, en considérant :

Xdiff :
Alg∂k // Ens

K
� // X (ω(K))

.

En fait, on a construit un foncteur :

(−)diff : Sch // Esp∂k
X

� // Xdiff
.

Cette même question est moins triviale s’il s’agit de schémas (classiques ou différentiels)
affines. On peut la poser ainsi : si X est un schéma affine, Xdiff est-il un schéma différentiel
affine ; autrement dit : le foncteur K 7→ X (ω(K)) est-il représentable ? À supposer que ce
soit le cas, on disposerait alors pour toute ω(k)-algèbre A d’une k-algèbre différentielle Adiff

telle que
(SpecA)diff ' diff-Spec

(
Adiff

)
.

On aurait donc, par définition, pour toute k-algèbre différentielle K un isomorphisme ϕK
entre (SpecA)diff (K) et diff-Spec

(
Adiff

)
(K), donc entre

HomAlgω(k)
(A,ω(K)) et HomAlg∂k

(
Adiff,K

)
.

Sous cette forme, on voit que notre problème est de déterminer si ω : Alg∂k −→Algω(k)

admet un adjoint à gauche. La réponse est :

Proposition 9.5.2. Le foncteur d’oubli ω : Alg∂k −→Algω(k) admet un adjoint à gauche.

Démonstration. —– Ce résultat est déjà démontré dans [Kei75]. On en donne ici une
démonstration plus détaillée. Soit k un anneau différentiel. On veut construire un foncteur

(−)diff :
Algω(k)

// Alg∂k

A
� // Adiff

.

Imaginons un instant que, en tant que ω(k)-algèbre, A soit un sous-anneau de Adiff. Ce
qu’on veut, c’est que, si K est une k-algèbre différentielle, il y ait « autant d’éléments »
entre

HomAlgω(k)
(A,ω(K)) et HomAlg∂k

(
Adiff,K

)
.

Ainsi, partons d’un morphisme de ω(k)-algèbres ϕ : A−→ω(K). On veut associer à ce ϕ un
unique morphisme différentiel ϕdiff : Adiff−→K. C’est-à-dire, on se pose la question :

∀ϕ ∈ HomAlgω(k)
(A,ω(K)) , (∃!) ? ϕdiff ∈ HomAlg∂k

(
Adiff,K

)
|

A� _

i
��

ϕ // K

A∂
ϕdiff

>>|||||||

Intuitivement, l’unicité de la flèche ϕdiff impose que A engendre Adiff différentiellement : si les
a′, a′′, . . . quel que soit a ∈ A, engendrent Adiff, le morphisme ϕdiff est entièrement déterminé
par ϕ, puisqu’on doit avoir ϕdiff (a′) =

(
ϕdiff(a)

)′ = (ϕ(a))′ ainsi que les relations pour les
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dérivées seconde, troisième, etc. C’est pourquoi il est naturel de penser, comme premier
candidat pour Adiff, à l’anneau différentiel A auquel on ajoute des symboles a′, a′′, a′′′, . . .
pour tous les a ∈ A — et qu’on munit de la dérivée évidente. Cependant, ce n’est pas assez
car, en procédant ainsi, la dérivée ne vérifie pas les relations d’additivité ni de Leibniz : on
a créé trop de symboles — si les symbole a′1 et a′2 existent, pas besoin de créer le symbole
a′3, quand a3 = a1 + a2, par exemple.

Ainsi, étant donné A une ω(k)-algèbre, on considère d’abord k〈A〉 la k-algèbre différen-
tielle des polynômes algébro-différentiels en les variables (a)a∈A. Pour être explicite, un
élément typique de cette algèbre est par exemple

a (b′′)3 (
c(47)

)2 − d2 (a′)7
e(8) + b15 (c′′′)2

d′

où a, b, c, d, e sont des éléments de A. Il faut ensuite quotienter k〈A〉 par les relations
algébriques entre les éléments de A.

Pour ce faire, on considère l’algèbre des polynômes classiques (ie non-différentiels) ω(k)[A]
en les indéterminées (a)a∈A. Un morphisme de k[A] vers une ω(k)-algèbre R est déterminée
par la donnée de |A| éléments de R — ou, plus précisément, par la famille (ra)a∈A ∈ RA
des images des indéterminées (a)a∈A. Ainsi, on dispose d’un morphisme canonique surjectif

p : k[A] // A
a

� // a
.

L’idéal des relations algébriques de A est alors, par définition

RelAlg(A) := ker
(
p : k[A]−→A

)
.

On dispose aussi d’une flèche canonique (morphisme de ω(k)-algèbres) et injective

k[A]−→ k〈A〉

qui nous permet de voir RelAlg(A) comme un sous-ensemble de k〈A〉. On pose alors

Adiff := k〈A〉
/
〈RelAlg(A)〉.

La flèche p passe au quotient et donne une flèche

k[A]
/

RelAlg (A)−→Adiff.

Or, comme p est surjective, on a

k[A]
/

RelAlg (A)
g //A.

Ainsi, on a une flèche canonique i : A−→Adiff.

Soit maintenant K une k-algèbre différentielle. Vérifions que l’application

HomAlg∂k

(
Adiff,K

) // HomAlgω(k)
(A,ω(K))

ψ
� // ψ ◦ i

est bijective. Commençons par l’injectivité. Soient ψ1 et ψ2 deux telles flèches qui « res-
treintes » à A cöıncident. On veut montrer qu’elles sont égales : c’est évident puisque A
engendre différentiellement Adiff. Pour la surjectivité, soit ψ : A−→ω(K) un morphisme
de ω(k)-algèbres. On veut étendre ψ à Adiff. Un morphisme de k-algèbres différentielles
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k〈A〉−→K est déterminé par la famille (ra)a∈A des images des indéterminées (a)a∈A. On
définit donc

ψ̃ :
k〈A〉 // K

a
� // ψ(a)

.

Il faut vérifier que ψ̃ passe au quotient, ce qui est évident : une relation R ∈ RelAlg(A) étant
nulle dans A, son image par ψ l’est encore. On a ainsi construit l’adjoint que l’on cherchait.
�

9.6 La platitude des systèmes abordée via les espaces

algébro-différentiels

(9.6.1) Système différentiellement plats. La notion de système différentiellement plat
a été introduite par Michel Fliess, Jean Lévine, Philippe Martin et Pierre Rouchon dans
[FLMR92] puis dans [FLMR95]. Pour une introduction à ce sujet, le lecteur pourra
consulter [MMR02]. Les systèmes différentiels plats ont de nombreuses applications en
automatique, théorie du contrôle et aussi dans le monde industriel.

Cette notion est abordée dans [FLMR95] via l’algèbre différentielle, tandis que dans
[MMR02], elle l’est par une approche plus géométrique. Nous proposons ici une troisième
approche qui s’appuie sur la notion d’espace algébro-différentiel. Avant d’en venir à cette
approche, donnons un exemple de système différentiellement plat, dû à Pierre Rouchon.

Dans les deux paragraphes qui suivent, on utilise la notation
•
y, usuelle en automatique.

Rappelons qu’on dénote par ce symbole la dérivée de y. De même,
••
y désigne la dérivée

seconde de y.

(9.6.2) Un exemple. On s’intéresse au système non-linéaire d’équations différentielles :

•
x1 −

( •
x2

)2 − ( •
x3

)2 = 0.

On a trois inconnues x1, x2 et x3 pour une seule équation : le système est sous-déterminé.
Étant donné un triplet de solutions (x1, x2, x3), on pose :{

y1 := x1 −
(
x2 + ix3

) ( •
x2 −i

•
x3

)
y2 := x2 − ix3

où i désigne une racine carrée de −1 dans C. On peut alors mener les calculs suivants. Par
définition,

•
x1 =

•
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(x2 + ix3) ·

•
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(x2 − ix3) .

Par conséquent,

•
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

x1 − (x2 + ix3)·

•
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(x2 − ix3)= − (x2 + ix3) ·

••
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(x2 − ix3),
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ce qui s’écrit aussi
•
y1= − (x2 + ix3)

••
y2 .

Ainsi, en tenant compte de y2 = x2 − ix3, on a

x3 =

•
y1
••
y2

+ y2

−2i
.

On en déduit facilement

x2 =
y2 −

•
y1
••
y2

2
et x1 = y1−

•
y2

•
y1
••
y2

.

Réciproquement, on vérifie que si K est un C-algèbre différentielle, et si y1, y2 et y3 sont
des éléments quelconques de K, vérifiant seulement

••
y2 6= 0, et si on définit x1, x2 et x3 par

les formules ci-dessus, alors on a
•
x1 −

( •
x2

)2 − ( •
x3

)2 = 0.

Les fonctions y1 et y2 associées aux xi sont appelées des sorties plates du système. Elles
paramétrisent les solutions. Ce système est un exemple de système différentiellement plat.

(9.6.3) La platitude via les espaces algébro-différentiels. Réinterprétons ce qui pré-
cède en nos termes. Notre anneau différentiel de base est k = C. On note P le polynôme
algébro-différentiel défini par

P (X1, X2, X3) = X ′1 − (X ′2)2 − (X ′3)2
.

On s’intéresse au C-espace algébro-différentiel SolP , qu’on a défini au paragraphe (9.5.5).
C’est un sous-espace algébro-différentiel de A∂,3

C . On définit un morphisme

f : A∂,3
C −→A∂,2

C

en posant, pour toute C-algèbre différentielle K :

fK :
A∂,3

C (K) // A∂,2
C (K)

(x1, x2, x3) � // (x1 − (x2 + ix3) (x2
′ − ix3

′) , x2 − ix3)

On veut maintenant construire « la réciproque » de f . Les calculs du paragraphe précédent
montrent que pour définir cette réciproque, il faut pouvoir inverser « ••

y2 ». Si K est un
corps et si y2 ∈ K, une condition nécessaire et suffisante pour faire cela est y′′2 6= 0. Plus
généralement, siK est une C-algèbre différentielle quelconque, cela est équivalent à y′′2 ∈ K×.
On considère maintenant V le sous-objet de A∂,2

C défini par

V (K) :=
{

(y1, y2) ∈ K2
∣∣ y′′2 ∈ K×} pour toute C-algèbre différentielle K.

Puis on définit un morphisme
g : V −→A∂,3

C

en posant, pour toute C-algèbre différentielle K :

gK :

V (K) // A∂,3
C (K)

(y1, y2) � //

y1 − y′2
y′1
y′′2
,

y2 − y′1
y′′2

2
,

y′1
y′′2

+ y2

−2i

 .
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Enfin, on considère U le sous-objet de SolP défini par

U (K) :=
{

(x1, x2, x3) ∈ SolP (K)
∣∣ (x2 − ix3)′′ ∈ K×

}
pour toute C-algèbre différentielle K. Les calculs précédents montrent alors que f et g sont
des isomorphismes réciproques l’un de l’autre entre V et U . Ceci nous amène à la définition
suivante :

Définition 9.6.1. Soit k un anneau différentiel et soient P1, . . . , Pm des polynômes algébro-
différentiels en n variables, à coefficients dans k. On dit que le système

P1 (f1, . . . , fn) = 0
P2 (f1, . . . , fn) = 0

...
Pm (f1, . . . , fn) = 0

est différentiellement plat s’il existe p ∈ N tel que le k-espace algébro-différentiel Sol(Pi)i
soit « birationnel » à A∂,p

k .

Précisons ce que signifie le terme « birationnel » : il signifie qu’il existe deux « ouverts
denses » U⊂→◦ Sol(Pi)i et V⊂→◦ A∂,k

p qui soient isomorphes en tant que k-espaces algébro-
différentiels. Cependant, on n’a pas défini ce qu’est un ouvert d’un espace algébro-différentiel ;
mais, on le fera dans le chapitre suivant (cf. la section (10.3)). En fait, il suffit même dans
notre cas de définir ce qu’est un ouvert d’un espace algébro-différentiel affine, ce qui est plus
simple.

9.7 Torseurs pour les espaces algébro-différentiels

(9.7.1) Groupe des automorphismes. Si C est une catégorie et si X est un objet de C ,
alors, on peut définir AutC (X) :

AutC (X) :=

{
X

f //X

∣∣∣∣∣ ∃X
g //X

f ◦ g = g ◦ f = IdX

}
.

C’est évidemment un groupe. Mais, ce groupe n’est pas forcément un objet de la catégorie
de départ. Par exemple, si k est un corps et V un k-espace vectoriel, alors Aut(V ) n’a pas
de structure « naturelle »de k-espace vectoriel ; si k est un anneau commutatif unitaire,
AutAnn(k) n’a pas de structure « naturelle » d’anneau commutatif unitaire (6), etc.

Dans le cas des espaces algébro-différentiels, ce n’est pas le cas ! Si k est un anneau
différentiel et si X est un k-espace algébro-différentiel, alors AutEsp∂k

(X) apparâıt naturel-
lement comme l’ensemble des k-points d’un k-espace algébro-différentiel (en groupes).

Expliquons ceci en nous plaçant dans le cadre plus général des préfaisceaux au-dessus
d’une catégorie. Ainsi, plus généralement, si C est une catégorie et si F : C op−→Ens est
un préfaisceau sur C , on définit le préfaisceau

Aut (F )

(6)En particulier, le groupe de Galois d’une extension de corps galoisienne n’a pas de structure naturelle de
corps.
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comme suit. Si X est un objet de C , on peut considérer la catégorie relative C op/X et la
restriction F|X de F à cette catégorie ; c’est le foncteur

F|X :
C op/X // Ens

Y/X
� // F (Y )

.

Le préfaisceau Aut (F ) est alors défini par

Aut (F )(X) := Aut
(
F|X

)
pour tout objet X de C . C’est bien un préfaisceau car tout morphisme X −→Y induit un
foncteur « de changement de base » C op/X −→C op/Y et donc induit un morphisme

Aut(F|Y )−→Aut(F|X).

Si C possède un objet final e, alors : Aut (F )(e) = AutPréFaisc(C ) (F ) .

Ce qui précède s’applique aux k-espaces algébro-différentiels en considérant C = (Alg∂k)op.
La catégorie (Alg∂k)op possède bien un objet final, à savoir k. Dans la suite, on notera encore
AutEsp∂k

(X) le k-espace algébro-différentiel ainsi défini. On peut vérifier qu’on dispose alors
d’un morphisme « d’évaluation des automorphismes »

AutEsp∂k
(X)×X −→X.

En fait, de façon plus générale (et de façon similaire), si k est un anneau différentiel et si
X et Y sont deux k-espaces algébro-différentiels, l’ensemble HomEsp∂k

(X,Y ) peut être vu
comme un k-espace algébro-différentiel, qu’on notera encore HomEsp∂k

(X,Y ). On dispose
encore de « morphismes d’évaluation »

HomEsp∂k
(X,Y )× Y −→Y,

et de flèches de composition

HomEsp∂k
(X,Y )×HomEsp∂k

(Y, Z)−→HomEsp∂k
(X,Z) ,

qui, sous ce point de vue, sont elles aussi des morphismes de k-espaces algébro-différentiels.

(9.7.2) Actions. Soit k un anneau différentiel. Soient G un k-groupe algébro-différentiel et
X un k-espace algébro-différentiel. Une action à gauche de G sur X est un morphisme

G×X −→X

tel que pour toute k-algèbre différentielle K, la flèche induite sur les K-points définisse une
action à gauche de G(K) sur X(K). Dans le cas qui nous intéresse, on peut néanmoins
donner une définition plus élégante de cette notion, dans l’esprit de ce que l’on a fait dans
la section (9.4) :

Définition 9.7.1. Soit k un anneau différentiel, soit G un k-espace algébro-différentiel en
groupes et soit X un k-espace algébro-différentiel. Une action à gauche de G sur X est un
morphisme

G−→AutEsp∂k
(X)

de k-groupes algébro-différentiels. On dit alors que X est un G-espace algébro-différentiel.
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Soient k un anneau différentiel, G un k-espace algébro-différentiel et X un k-espace
algébro-différentiel. Soit ϕ : G−→AutEsp∂k

(X) une action à gauche de G sur X. Soient K
une k-algèbre différentielle, x ∈ X(K) et g ∈ G(K) : autrement dit, en faisant l’abus de
notation annoncé au paragraphe 9.2.3, soit alors (g, x) ∈ G×X. On note

g · x := (K,ϕK(g)(x)) .

C’est un point de X. Si Y est un autre G-espace algébro-différentiel, un morphisme f :
X −→Y sera alors dit G-équivariant si le diagramme

AutEsp∂k
(X)

f◦
**TTTTTT

G

88qqqq

&&MMMMMM HomEsp∂k
(X,Y )

AutEsp∂k
(Y )

◦f
44jjjjj

commute. Autrement dit, si

∀(g, x) ∈ G×X, f (g · x) = g · f(x).

On voit dans la forme de cette assertion la puissance et l’intérêt des définitions et des
notations introduites en 9.2.3. On peut alors définir les torseurs.

Définition 9.7.2. Soient k un anneau différentiel, G un k-groupe algébro-différentiel et X
un k-espace algébro-différentiel muni d’une action à gauche G−→AutEsp∂k

(X) de G. On
dit que X est un G-torseur si X est non-vide ( ie si X a au moins un point) et si la flèche

G×X −→X ×X

est un isomorphisme de k-espaces algébro-différentiels.

Cette flèche se définit aisément sur les points. C’est :

G×X // X ×X
(g, x) � // (g · x, x)

.

Un k-espace algébro-différentiel non-vide est un G-torseur si, et seulement si, pour toute
k-algèbre différentielle K, ou bien X(K) est vide, ou bien l’action à gauche de G(K) sur
X(K) fait de X(K) un G(K)-torseur.

On peut alors énoncer :

Proposition 9.7.3. Soit k un anneau différentiel et soit A ∈ Mn(k). Alors, l’action à
gauche de GLcten,k sur XA définie par

∀ (C,U) ∈ GLcten,k ×XA, C · U = UC−1

fait de XA un GLcten,k-torseur.

Démonstration. —– Soit K une k-algèbre différentielle. Supposons que XA(K) soit non-
vide. Soient U1 et U2 dans XA(K). Montrons qu’il existe une unique matrice C ∈ GLn (CK)
telle que U1 = U2C

−1. Cette matrice, si elle existe, et nécessairement unique puisqu’égale à



9.8 Espaces tangents des espaces algébro-différentiels 237

(
U2
−1U1

)−1
= U1

−1U2. Montrons qu’elle existe, en vérifiant que cette dernière matrice est
toujours à coefficients constants :(

U1
−1U2

)′
= −U1

−1U1
′U1
−1U2 + U1

−1U2
′

= −U1
−1AU1U1

−1U2 + U1
−1AU2

= −U1
−1AU2 + U1

−1AU2 = 0.

Enfin, il est classique que XA est non-vide. �

9.8 Espaces tangents des espaces algébro-différentiels

Pour définir les espaces tangents des espaces algébro-différentiels, on utilise les rappels
faits dans la section (3.1) sur l’espace tangent en un point d’un schéma. Plus précisément,
c’est le dernier point de vue, celui des points à valeurs dans l’algèbre non-réduite k[ε]/ε2, que
l’on va adopter. On ne l’a pas construit, mais, dans le cadre des schémas, on peut définir, si
k est un anneau et si X est un k-schéma, un espace tangent « global » :

TX

p

��
X

.

Intuitivement, un point de TX est alors un couple (x,~v), où x est « un point de X » et
où ~v est « un élément » de TxX ; de même (7), si K est une k-algèbre, les K-points de TX
correspondent à X

(
K[ε]/ε2

)
.

On se place maintenant dans le cadre algébro-différentiel. Soit donc k un anneau différentiel.
La première question qu’on se pose est :

Quel est l’analogue différentiel de k[ε]/ε2 ?

Il y a, en effet, plusieurs choix possibles. Tout d’abord, l’anneau k[ε]/ε2 possède une infinité
de structures de k-algèbres différentielles. La dérivée de ε2 est nécessairement nulle et on a
donc : 2 · εε′ = 0. Ainsi, en supposant que la caractéristique de k n’est pas 2, on voit que
ε′ appartient nécessairement à (ε). Réciproquement, n’importe quel élément de (ε) convient
comme dérivée pour ε. Autrement dit :

Fait 9.8.1. Soit k un anneau différentiel de caractéristique différente de 2. Alors, la seule
façon de munir k[ε]/ε2 d’une structure de k-algèbre différentielle consiste à poser :

ε′ = λε avec λ ∈ k.

En dehors de cette infinité de choix possibles, il y a encore un autre analogue différentiel de
k[ε]/ε2. Son avantage sur les analogues précédents est qu’il n’y a qu’un choix possible pour
la dérivée de ε. Il s’agit de la k-algèbre différentielle

k〈ε〉/〈ε2〉.

où k〈ε〉 := k[ε, ε′, ε′′, . . .] est la k-algèbre de polynômes différentiels en la variable ε et où
〈ε2〉 est l’idéal différentiel engendré par ε2. L’inconvénient de cette algèbre est qu’elle est
beaucoup plus compliquée que celles qu’on a introduites plus haut !

En fait, le bon analogue est k[ε]/ε2 avec ε′ = 0, comme le montre la proposition suivante,
dont on mesurera l’importance plus loin.

(7)Pour que le résultat soit strictement vrai, il faut faire des hypothèses sur le morphisme ix.
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Proposition 9.8.2. Soient k un anneau différentiel possédant une primitive de 1 et A une
k-algèbre différentielle engendrée au-dessus de k par un élément ε ∈ A vérifiant ε2 = 0. Une
condition nécessaire est suffisante pour que l’application

k // A

f
� // f + ε · f ′

soit un morphisme de k-algèbres différentielles est que ε′ = 0.

Démonstration. —– Une telle application est toujours un morphisme d’algèbres puisque

(f + ε · f ′) (g + ε · g′) = fg + ε · (f ′g + g′f) + ε2f ′g′ = fg + ε (fg)′ .

Pour qu’en plus ce morphisme respecte les structures différentielles, il faut que

(f + ε · f ′)′ = f ′ + ε · f ′′

et donc que ε′ · f ′ = 0 pour tout f ∈ A.
En considérant f ∈ k tel que f ′ = 1, on voit que ε′ est nécessairement nul. �

Ceci étant dit, lorsqu’on considérera dans la suite la k-algèbre k[ε]/ε2 et qu’on voudra la
voir comme k-algèbre différentielle, on la munira toujours de la dérivée définie par ε′ = 0.
On peut maintenant en venir à la définition :

Définition 9.8.3. Soient k un anneau différentiel et X un k-espace algébro-différentiel. Le
fibré tangent de X, noté TX est le k-espace algébro-différentiel défini par

TX(K) := X
(
K[ε]/ε2

)
pour toute k-algèbre différentielle K.

Il est muni d’un morphisme canonique, qu’on appelle projection canonique de TX,

TX

πX

��
X

.

La flèche πX est définie comme suit. On dispose, pour toute k-algèbre différentielle K,
d’un morphisme de k-algèbres différentielles

pε=0 :
K[ε]/ε2 // K

ε
� // 0

.

Par fonctorialité, ce morphisme induit, si X est un k-espace algébro-différentiel, une flèche

X
(
K[ε]/ε2

)
−→X (K) .

Autrement dit, ce morphisme induit une flèche (πX)K : TX(K)−→X(K). Comme, pour
tout morphisme de k-algèbres différentielles φ : K1−→K2, le diagramme

K2 TX (K2)
(πX)K2 // X (K2)

K1

φ

OO

TX (K1)

TX(φ)

OO

(πX)K1 // X (K1)

X(φ)

OO
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commute, la collection de flèches ((πX)K)
K

définit bien un morphisme de k-espaces algébro-
différentiels

TX

πX

��
X

.

Intuitivement, un « point de TX » consiste en un couple (x,~v) où « x est un point de X »
et où « ~v est un vecteur tangent à X en x ». Le morphisme πX est alors simplement la flèche
qui à (x,~v) associe x.

(9.8.1) Espace tangent en un point. Pour rendre ceci plus formel, il nous faut définir
ce qu’est l’espace tangent en un point. On commence par une définition provisoire :

Soit k un anneau différentiel et X un k-espace algébro-différentiel. Soit x ∈ X. On appelle
espace tangent provisoire à X au point x, noté T (prov)

x X, l’image inverse de x par πX :

T (prov)
x X := {v ∈ TX | πX (v) = x} .

Cet objet T (prov)
x X est un ensemble. Plus précisément, si K est une k-algèbre différentielle

et si x ∈ X (K), alors, on a :

T (prov)
x X ⊂ X

(
K[ε]/ε2

)
.

C’est un peu insatisfaisant. On peut en fait faire mieux et définir un espace tangent TxX
qui est un K-espace algébro-différentiel vérifiant

TxX (K) = T (prov)
x X.

On procède comme suit : si L est une K-algèbre différentielle, ie si l’on dispose d’un mor-
phisme K −→L, alors on dispose naturellement d’une flèche X (K)−→X (L) qui nous per-
met de voir les K-points de X comme des L-points. Ainsi, on définit TxX (L) comme l’en-
semble des L-points v de TX tel que πX (v) cöıncide avec x dans X(L). Plus précisément,
si on note i : X (K)−→X (L), on a donc le diagramme

X (K)
i

((RRRRRR

X (L)

TX (L)
(πX)L

66llllll

;

on pose alors :

TxX (L) := {v ∈ TX (L) | (πX)L (v) = i (x)} .

Définition 9.8.4. Soient k un anneau différentiel, X un k-espace algébro-différentiel et soit
x ∈ X un point de X. L’espace tangent à X en x est le κ(x)-espace algébro-différentiel défini
tel que ci-dessus. On le note TxX.
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(9.8.2) Champs de vecteurs. Maintenant qu’on sait ce qu’est l’espace tangent à X en
un point, on peut définir les champs de vecteurs ; intuitivement, ce sont les applications qui
à tout « point x de X » associent « de façon régulière » « un vecteur tangent X en x ».
Techniquement :

Définition 9.8.5. Soient k un anneau différentiel et X un k-espace algébro-différentiel. Un
champ de vecteurs défini sur X est une section s de πX , autrement dit un morphisme

TX

πX

��
X

s

EE

,

vérifiant πX ◦ s = IdX .

Évidemment, si X est un k-espace algébro-différentiel, si s = ~V est un champ de vecteurs
défini sur X et si x ∈ X est un point de X, on peut définir

~V (x) ∈ TxX.

C’est simplement l’image de x par s.

(9.8.3) Fonctorialité du fibré tangent. La construction qui à X ∈ Esp∂k associe son fibré
tangent TX est fonctorielle. En effet, si k est un anneau différentiel, si X et Y sont deux
espaces algébro-différentiels et ϕ : X −→Y un morphisme entre eux, on définit facilement

Tϕ : TX −→TY

comme suit : si K est une k-algèbre différentielle, sur les K-points, il s’agit tout simplement
de la flèche

(Tϕ)K : TX (K) // TY (K)

ϕK[ε]/ε2 : X
(
K[ε]/ε2

) // Y
(
K[ε]/ε2

)
.

Elle porte un nom :

Définition 9.8.6. Soient k un anneau différentiel, X et Y deux k-espaces algébro-
différentiels et ϕ : X //Y un morphisme entre X et Y . La différentielle de ϕ, notée
Tϕ est l’image de ϕ par le foncteur « fibré tangent ». On a

Tϕ : TX // TY .

On vérifie facilement que la différentielle de ϕ fait commuter le diagramme

TX

πX

��

Tϕ // TY

πY

��
X

ϕ // Y

:

c’est une conséquence de la « fonctorialité » de la flèche ϕ. Cela signifie simplement que, si
K est une k-algèbre différentielle, alors (Tϕ)K envoie TxX (K) dans Tϕ(x)Y (K). On note
et définit alors :
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Définition 9.8.7. Soient k un anneau différentiel, X et Y deux k-espaces algébro-diffé-
rentiels et ϕ : X //Y un morphisme entre X et Y . Soit x ∈ X un point de X. La
différentielle de ϕ en x, notée Txϕ est la « restriction » de Tϕ à TxX. On a :

Txϕ : TxX // Tϕ(x)Y .

(9.8.4) Dérivation des points. Une nouveauté, dans le cadre des espaces algébro-diffé-
rentiels, par rapport au cadre non-différentiel, est qu’on peut dériver les points ! Plus préci-
sément : si k est un anneau différentiel et K une k-algèbre différentielle, on considère le
morphisme (cf. la proposition 9.8.2) :

K // K[ε]/ε2

f
� // f + f ′ε

.

qu’on note exp (ε∂)1. On a :

K
IdK // K

K
exp(ε∂)1

// K[ε]/ε2
pε=0

// K

de sorte qu’on peut définir :

Définition 9.8.8. Soient k un anneau différentiel et X un k-espace algébro-différentiel. On
appelle dérivée de X, qu’on note ∂X le morphisme

X
∂X //TX

induit par exp (ε∂)1. C’est un champ de vecteurs défini sur X. Si f ∈ X, on note aussi

∇f := ∂X (f) .

Cette notion de dérivation sur X nous permet de transposer au cas algébro-différentiel
le cadre des équations différentielles autonomes associées à un champ de vecteurs. En effet,
classiquement, si M est une variété différentielle et si ~V est un champ de vecteurs défini sur
M , on peut regarder l’équation différentielle

•
y= ~V (y) .

C’est le type d’équations différentielles auquel on s’intéressait dans le paragraphe (3.4)
sur le théorème de Cauchy-Lipschitz. Dans le cas algébro-différentiel, si k est un anneau
différentiel, si X est un k-espace algébro-différentiel et si ~V est un champ de vecteurs défini
sur X, on définit comme suit le k-espace algébro-différentiel des solutions de

•
y= ~V (y) :

X•
y= ~V (y)

:
Alg∂k // Ens

K
� //

{
f ∈ X (K)

∣∣∣∇f = ~V (f)
}
.
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9.9 Espaces tangents d’ordre supérieur et voisinage for-

mel d’un point

(9.9.1) Généralisation aux ordres supérieurs. Tout ce qu’on vient de faire peut être
généralisé aux ordres supérieurs. Soient k une Q-algèbre différentielle (8), K une k-algèbre
différentielle et n ∈ N≥1 un entier non-nul quelconque. Au lieu de considérer la suite

K
exp(ε∂)1 // K[ε]/ε2

pε=0 // K ,

on considère la suite, plus générale :

K
exp(ε∂)n // K[ε]/εn+1

pε=0 // K ,

définie par

exp (ε∂)n (f) :=
n∑
i=0

f (i)

i!
εi et pε=0

(
n∑
i=0

aiε
i

)
:= a0.

Le fait que exp (ε∂)n soit un morphisme découle du lemme 9.9.3, qu’on démontrera plus
loin. Avec ces notations, on définit :

Définition 9.9.1. Soient k une Q-algèbre différentielle et X un k-espace algébro-différentiel.
Le n-ième fibré tangent de X, qu’on note TnX est le k-espace algébro-différentiel défini par

TnX (K) := X (K[ε]/εn) pour toute k-algèbre différentielle K.

Il est muni d’une flèche canonique, qu’on appelle projection canonique de TnX

TnX

πX,n

��
X

induite par le morphisme pε=0. L’application X 7→ TnX est fonctorielle. Si Y est un autre
k-espace algébro-différentiel et ϕ : X −→Y un morphisme, on appelle n-ième différentielle
de ϕ l’image par Tn de ce morphisme

Tnϕ : TnX −→TnY.

On dispose d’une section canonique de πX,n, qu’on appelle n-ième dérivée de X et qu’on
note

TnX

πX,n

��
X

∂nX

EE .

Si K est une k-algèbre différentielle et si f ∈ X (K), on note aussi

∇nf := ∂nX(f).

(8)On pourrait se passer de cette hypothèse — pour considérer juste k un anneau différentiel, quitte à
considérer des dérivations de Hasse-Schmidt au lieu des dérivations classiques.
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(9.9.2) Passage à la limite. En fait, on peut rassembler en une seule construction ce
qu’on vient de faire pour chaque n ∈ N≥1. Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.
L’application exp ε∂ apparâıt, entre autres, dans [Gil02].

(9.9.3) Lemme. Soient k une Q-algèbre différentielle et K une k-algèbre différentielle.
Alors, l’application

exp (ε∂) :

K // K[[ε]]

f
� //

∞∑
i=0

f (i)

i!
εi

est un morphisme d’anneaux différentiels.

Avant d’en venir à la preuve de ce lemme, faisons quelques remarques sur K[[ε]]. C’est
l’anneau des séries formelles en la variable ε, dont la dérivée est définie par ε′ = 0. Contrai-
rement à ce qui précède, et à ce que la notation pourrait laisser croire, l’élément ε n’est pas
nilpotent. On a noté la variable ε — et non t ou x, comme le voudrait l’usage — car cette
algèbre K[[ε]] généralise, d’une certaine manière les K[ε]/εn. On va voir en effet que les
espaces algébro-différentiels qu’on construira par son entremise son fortement liés aux fibrés
tangents d’ordre n, les TnX. De plus, s’il est vrai que, formellement, dans ce cadre, ε n’est
pas nilpotent, c’est-à-dire que, s’il est vrai qu’on n’a pas

∃N ∈ N, εN = 0,

on a en revanche que

« εn −→
n→∞

0 suffisamment rapidement ».

En effet, pour tout (ai)i∈N ∈ KN, la série
∑
i aiε

i « converge » ! Enfin, de la même manière
qu’on a pour tout n ∈ N et tout m ≥ n un morphisme de troncature

pm→n : K[ε]/εm−→K[ε]/εn,

on a aussi, pour tout n ∈ N, un morphisme

p∞→n :

K[[ε]] // K[ε]/εn

∞∑
i=0

aiε
i � //

n−1∑
i=0

aiε
i
.

de troncature. L’existence de ces morphismes de nature analogue n’est en fait pas du tout
un hasard — et on terminera sur ce point pour illustrer l’analogie entre K[[ε]] et les K[ε]/εn.
En effet :

Proposition 9.9.2. Soit K un anneau différentiel. Alors, K[[ε]], muni des morphismes
p∞→n, est la limite projective — dans la catégorie Ann∂ — du système des K[ε]/εn, muni
des flèches pm→n. On écrit :

K[[ε]] = lim←−−n
K[ε]/εn.

Démonstration. —– Il suffit de vérifier que, si A est un anneau différentiel et si (ϕn)n∈N est
une famille de morphismes, avec ϕn ∈ HomAnn∂ (A,K[ε]/εn) pour tout n, vérifiant

∀n ∈ N, ∀m ≥ n A
ϕm //

ϕn
&&MMMMMMMMMMMM K[ε]/εm

pm→n

��
K[ε]/εn
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alors, il existe un unique morphisme ϕ : A−→K[[ε]] faisant commuter le diagramme

A
ϕm // K[ε]/εm

A
ϕ // K[[ε]]

p∞→m //

p∞→n

%%KKKKKKKKKKKKK
K[ε]/εm

pm→n

��
K[ε]/εn

.

La construction de ce morphisme ϕ se fait ainsi : pour chaque f ∈ A, les « polynômes
tronqués de longueur n » ϕn(f) sont compatibles les uns avec les autres, d’après la condition
de commutation imposée aux ϕn. Ils définissent donc une unique série formelle qui s’envoie
sur eux : c’est cet élément qu’on appelle ϕ(f). On vérifie facilement que ce ϕ convient. �

Revenons à notre lemme :
Démonstration du lemme 9.9.3. —– Démontrons que

exp (ε∂) (fg) = exp (ε∂) (f) · exp (ε∂) (g) .

Soit i ∈ N : dans la série de gauche, le coefficient de εi est (fg)(i)

i! ; dans la série de droite,
c’est : ∑

k+l=i

f (k)

k!
g(l)

l!
.

Les deux quantités sont bien égales, car la formule de Leibniz dit exactement que

(fg)(i) =
i∑

j=0

(
j

i

)
f (j)g(i−j).

�

Tout ceci nous permet de définir les objets suivants :

Définition 9.9.3. Soient k une Q-algèbre différentielle et X un k-espace algébro-différentiel.
On définit comme précédemment T∞X le fibré tangent infini par

T∞X (K) := X (K[[ε]]) pour toute k-algèbre différentielle K.

Il est muni d’une flèche canonique, qu’on appelle projection canonique de T∞X

T∞X

πX,∞

��
X

induite par le morphisme pε=0. L’application X 7→ T∞X est fonctorielle. Si Y est un autre
k-espace algébro-différentiel et ϕ : X −→Y un morphisme, on appelle différentielle infinie
de ϕ l’image par T∞ de ce morphisme

T∞ϕ : T∞X −→T∞Y.

On dispose d’une section canonique de πX,∞, qu’on appelle dérivée infinie de X et qu’on
note

T∞X

πX,∞

��
X

∂∞X

EE .
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Si K est une k-algèbre différentielle et si f ∈ X (K), on note aussi

∇∞f := ∂∞X (f).

(9.9.4) Voisinage formel. Cette notion d’espace tangent d’ordre infini est en fait reliée à
la notion de voisinage formel. Fixons k une Q-algèbre différentielle, X un k-espace algébro-
différentiel ; fixons K une k-algèbre différentielle et x ∈ X (K) un K-point de X. De même
qu’on a défini TxX, on pourrait en effet définir les espaces tangents à X en x d’ordre
supérieur, les TnxX. Puis, de même que K[[ε]] est la limite projective des K[ε]/εn, on peut
concevoir « intuitivement » l’ensemble

{v ∈ T∞X (K) | (πX,∞) (v) = x}

comme la limite inductive (c’est-à-dire la réunion avec identification des éléments qui sont
censés être égaux) des TnxX (K). Il s’agit donc, intuitivement, de la réunion des approxima-
tions successives de l’espace X au voisinage de x. Ainsi, on définit :

Définition 9.9.4. Soient k une Q-algèbre différentielle, X un k-espace algébro-différentiel
et x ∈ X. On appelle voisinage formel de x (dans X) et on note X̂, x le κ(x)-espace algébro-
différentiel défini par :

X̂, x (K) :=
{
x∞ ∈ T (K[[ε]])

∣∣∣∣ l’image par (πX,∞)K de x∞
égale l’image par X (κ(x))−→X (K) de x

}
pour toute κ(x)-algèbre différentielle K.

On pourra faire le rapprochement entre cet objet et le complété formel d’un schéma le
long d’une partie fermée, tel qu’il est défini dans le paragraphe §10.8 [EGAI] ou dans la
section II.9 de [Har77]. Via ce point de vue, on a donc accès à un objet qui peut jouer le
rôle de l’anneau différentiel des germes en x de fonctions régulières de X. C’est

Définition 9.9.5. Soient k une Q-algèbre différentielle, X un k-espace algébro-différentiel
et x ∈ X. On appelle anneau (différentiel) des germes formels en x, et on note ÔX,x la
κ(x)-algèbre différentielle

ÔX,x := O
(
X̂, x

)
.

On peut définir dans cet anneau l’idéal Mx des fonctions qui s’annulent en x. En effet,
x peut être vu comme un point de X̂, x ; plus précisément, x peut être vu comme un κ(x)-
point de X̂, x. On dispose du morphisme d’inclusion i : κ(x)−→κ(x)[[ε]]. Il induit une flèche
X (κ(x))−→X (κ(x)[[ε]]). On vérifie alors facilement que l’image de x par cette flèche est
bien dans X̂, x (κ(x)). L’idéal Mx est alors simplement défini par

Mx :=
{
ϕ ∈ ÔX,x

∣∣∣ϕ(x) = 0
}
.

9.10 Dérivée logarithmique d’un k-groupe algébro-

différentiel

(9.10.1) Algèbre de Lie. Soit k un anneau différentiel etG un k-groupe algébro-différentiel,
c’est-à-dire : soit G un foncteur

G : Alg∂k −→Grp.
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De tels objets sont, on l’a déjà dit, très généraux. On veut construire l’« algèbre de Lie » de
G — et on veut que cette « algèbre de Lie » soit une algèbre de Lie, c’est-à-dire qu’elle soit de
façon naturelle un k-module muni d’un crochet de Lie. Avant de s’intéresser aux structures
que portent un tel objet, définissons-le : comme espace k-algébro-différentiel, l’algèbre de
Lie est l’espace tangent de G en e :

« Lie (G) := TeG ».

Plus précisément, comme G est un k-groupe, pour toute k-algèbre différentielle K, l’ensemble
G(K) porte une structure de groupe. On note eK le neutre du groupe G(K). Lorsqu’on écrit
simplement e, il s’agit de ek. On parlera aussi de section unité e, dans la mesure où la donnée
des unités eK pour toute K-algèbre différentielle K définit un morphisme diff-Spec k−→G :

G

��
k

e

EE

Ainsi, l’algèbre de Lie de G est définie par, si K est une k-algèbre différentielle,

Lie (G) (K) :=

p ∈ G (K[ε]/ε2
) ∣∣∣∣∣∣ G

(
K[ε]/ε2

) pε=0 // G (K)
p

� // eK

 .

Comme G est un foncteur de la catégorie Alg∂k dans Grp, au morphisme de k-algèbres
différentielles pKε=0 : K[ε]/ε2−→K correspond un morphisme de groupes, qu’on note encore
ici, abusivement

pKε=0 : G
(
K[ε]/ε2

)
−→G (K) .

En particulier, la définition de Lie (G) peut s’écrire :

Lie (G) (K) = Ker
(
pKε=0

)
.

On voit ainsi que Lie (G) est naturellement muni d’une structure de k-groupe algébro-
différentiel. Cette structure de groupe correspond à l’addition de deux vecteurs tangents.
Malheureusement, il n’y a aucune raison a priori pour que cette loi de groupe soit commu-
tative.

Avant de passer à la suite, rappelons que si

A

p

��
B q

// C

est un diagramme de la catégorie Ens ou Grp, alors, un produit fibré de A et B au-dessus
de C est

A×C B = {(a, b) ∈ A×B | p(a) = q(b)} ,

muni des projections évidentes.
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(9.10.2) Condition de Schlessinger. Commençons par remarquer que le carré de groupes
suivant

Lie (G) (K) //

��

G
(
K[ε]/ε2

)
pε=0

��
{eK} // G (K)

est cartésien. Dans ces conditions très générales, aucun élément ne permet de nous assurer
que la loi de groupe de Lie (G) est commutative. On va donc imposer, à cet effet, des
conditions sur le foncteur G. Ces conditions sont à rapprocher de la condition (E) que donne
Michel Demazure dans la définition 3.5 de son l’exposé II dans [SGA3I] — ainsi que des
conditions que Michael Schlessinger énonce dans [Sch68].

Définition 9.10.1. Soient k un anneau différentiel et G un k-groupe algébro-différentiel.
On dit que G vérifie la propriété (S) si pour toute k-algèbre différentielle K, le diagramme

G
(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
ε1=0

��

ε2=0 // G
(
K[ε1]/ε1

2
)

ε1=0

��
G
(
K[ε2]/ε2

2
) ε2=0 // G(K)

est cartésien.

(9.10.3) Première remarque. Le diagramme

K[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

)
ε1=0

��

ε2=0 // K[ε1]/ε1
2

ε1=0

��
K[ε2]/ε2

2 ε2=0 // K

est un diagramme cartésien (9) de k-algèbres différentielles. Ainsi ce que l’on demande est
que le foncteur G conserve son caractère cartésien. En particulier, si G transforme tout carré
cartésien en carré cartésien, alors G vérifie la condition (S). C’est en particulier le cas si G
est représentable :

Fait 9.10.2. Soit k un anneau différentiel. Si G est k-groupe algébro-différentiel représentable,
alors G vérifie la condition (S).

(9) Ceci n’est pas en contradiction avec ce qu’on a dit dans le paragraphe (8.1.1) : si A est un anneau, alors
le diagramme

A[ε1, ε2]/
`
ε12, ε22

´
A[ε2]/ε22oo

A[ε1]/ε12

OO

Aoo

OO

est cocartésien et le diagramme

A[ε1, ε2]/
`
ε12, ε22, ε1ε2

´
��

// A[ε2]/ε22

��
A[ε1]/ε12 // A

est cartésien.
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Démonstration. —– En fait, si G est représentable, G commute à toutes les limites car G
admet un adjoint à gauche. Cet adjoint est

A− : Ens // Alg∂k
E

� // AE
,

comme on le vérifie facilement (AE désigne la k-algèbre différentielle des fonctions de E dans
A). �

(9.10.4) Deuxième remarque. On n’a pas précisé s’il s’agissait d’un diagramme cartésien
dans la catégorie Ens ou dans Grp. En fait, les deux conditions sont équivalentes. Plus
précisément, et plus généralement, on sait en effet qu’un carré commutatif dans Grp est
cartésien dans Ens si, et seulement si, il l’est dans Grp.

La condition (S) entrâıne en particulier que :

G
(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
est isomorphe, en tant que groupe, à

G
(
K[ε1]/ε1

2
)
×G(K) G

(
K[ε2]/ε2

2
)
.

Si l’on demande en plus que cet isomorphisme soit compatible avec les morphismes de
projections, alors, la condition (S) est équivalente à cet énoncé.

On a alors la proposition :

Proposition 9.10.3. Soient k un anneau différentiel, G un k-groupe algébro-différentiel
vérifiant la propriété (S) et K une k-algèbre différentielle. Alors, le groupeg ∈ G (K[ε]/ε2

) ∣∣∣∣∣∣ G
(
K[ε]/ε2

) pε=0 // G (K)
g

� // eK


est commutatif. Autrement dit, Lie (G) est un k-groupe algébro-différentiel commutatif.

Démonstration. —– Soient k un anneau différentiel et G un k-groupe algébro-différentiel
vérifiant la propriété (S). Soit K une k-algèbre différentielle. Pour les besoins de cette
démonstration, on note

L
(
K[ε]/ε2

)
=
{
x ∈ G

(
K[ε]/ε2

)
| pε=0(x) = eK

}
L
(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
=
{
x ∈ G

(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
| pε1=0

ε2=0
(x) = eK

}
.

Par ailleurs, on note aussi, très provisoirement, et pour des raisons de légèreté :

G := G (K) Gε := G
(
K[ε]/ε2

)
Gε1,ε2 := G

(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
e := {eK} Lε := L

(
K[ε]/ε2

)
Lε1,ε2 := L

(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
Avec ces notations, et en utilisant le formalisme des carrés cartésiens, on peut exprimer une
partie de ce qui précède (et en particulier le fait que G vérifie la propriété (S) « au niveau
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K ») en disant que, dans le diagramme commutatif

Lε1,ε2

��.
................

// Gε1,ε2

....

��.
..........
##HHHHH

��

Lε1
//

��

Gε1

��

Lε2
//

##HHHHHHH Gε2

$$HHHHHH

e // G

,

les trois faces définies ainsi que la tranche sont toutes des carrés cartésiens. La proposition
2.1.4 s’applique donc : toutes les faces et toutes les tranches de ce cube sont cartésiennes.
En particulier : le diagramme

L
(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
ε1=0

��

ε2=0 // L
(
K[ε1]/ε1

2
)

ε1=0

��
L
(
K[ε2]/ε2

2
) ε2=0 // {eK}

est cartésien, c’est-à-dire que L
(
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

))
est isomorphe, en tant que groupe,

à L
(
K[ε1]/ε1

2
)
× L

(
K[ε2]/ε2

2
)
.

Ceci étant vu, définissons maintenant

i1 :
K[ε1]/ε1

2 −→ K[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

)
ε1 7−→ ε1

,

qui est un morphisme de k-algèbres différentielles. Par fonctorialité, ce morphisme nous
donne une flèche

Lε1 −→Lε1,ε2 .

Cette flèche, modulo l’isomorphisme entre Lε1,ε2 et Lε1 × Lε2 , correspond à l’injection du
premier facteur Lε1 −→Lε1 × Lε2 . En effet, elle est définie par « sa restriction » à chacun
des facteurs, et on a

L (pε2=0 ◦ i1) = IdLε1 et L(pε1=0 ◦ i1)(x) = eLε2 ∀x ∈ Lε1 .

De même, on définit une flèche i2, qui par fonctorialité donne une flèche Lε2 −→Lε1,ε2 , qui
correspond à l’injection du second facteur.

Considérons maintenant la flèche

Φ :
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

) // K[ε]/ε2

a+ b1ε1 + b2ε2
� // a+ (b1 + b2) ε

,

dont on vérifie facilement qu’il s’agit d’un morphisme de k-algèbres différentielles. On a
alors, en identifiant K[ε1]/ε1

2 et K[ε2]/ε2
2 à K[ε]/ε2,

Φ ◦ i1 = Φ ◦ i2 = IdK[ε]/ε,

de telle sorte que Φ, par fonctorialité de L : Alg∂k −→Grp et modulo l’isomorphisme entre
Lε1,ε2 et Lε1 × Lε2 , définit un morphisme de groupes

m : Lε × Lε−→Lε
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qui vérifie m(g, e) = g et m(e, h) = h. En particulier, pour tout (g, h) ∈ Lie (G) (K), on a

m (g, h) = m ((g, e)(e, h)) = gh

= m ((e, h)(g, e)) = hg.

Par conséquent, le groupe Lie (G) (K) est commutatif. �

(9.10.5) Structure d’« espace vectoriel » sur Lie (G). Soient k un anneau différentiel,
G un k-groupe algébro-différentiel vérifiant la condition (S) et K une k-algèbre différentielle.
Soit λ ∈ CK une constante de K. On définit

mλ :
K[ε]/ε2 // K[ε]/ε2

a+ bε
� // a+ λbε

.

Comme on a pris le soin de choisir λ ∈ K tel que λ′ = 0, cette flèche est bien un morphisme
de k-algèbres différentielles. Elle définit donc par fonctorialité

mλ : Lie (G) (K)−→Lie (G) (K) ,

qui est un morphisme de groupes. C’est cette flèche qu’on va choisir comme flèche de « sca-
lairisation par λ ». Pour que ces flèches définissent bien une structure d’espace vectoriel sur
Lie (G), conformément aux prescriptions faites dans la définition 9.4.8, on doit vérifier les
propriétés suivantes :

a) m1 = IdLie (G)(K)

b) mλµ = mλ ◦mµ

c) ∀~v ∈ Lie (G) (K) , mλ+µ (~v) = mλ (~v) +mµ (~v)
Les propriétés a) et b) sont simples à vérifier : elles sont vraies pour les morphismes de
k-algèbres différentielles mλ, et donc, par fonctorialité, sont satisfaites. Pour la propriété c),
on utilise la remarque suivante. On a vu, dans la démonstration de la proposition 9.10.3,
que la loi de composition sur Lie (G) (K) correspond, après identifications, au morphisme

Φ :
K[ε1, ε2]/

(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

) // K[ε]/ε2

a+ b1ε1 + b2ε2
� // a+ (b1 + b2) ε

.

En ces termes, ce qu’on doit vérifier, c’est la commutativité du diagramme suivant

K[ε]/ε2

mλ+µ

((PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP
mλ×mµ
��

K[ε1]/ε1
2 ×K K[ε2]/ε2

2

o
��

K[ε1, ε2]/
(
ε1

2, ε2
2, ε1ε2

) Φ // K[ε]/ε2

,

qui est évidente. Par conséquent, on peut énoncer :

Proposition 9.10.4. Si k est un anneau différentiel et si G est un k-groupe algébro-
différentiel vérifiant la condition (S), on équipe Lie (G) d’un structure de C−-espace vecto-
riel.
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(9.10.6) Dérivées logarithmiques. Soit k un anneau différentiel etG un k-groupe différen-
tiel. On définit deux morphismes de k-schémas différentiels, appelés dérivée logarithmique à
droite de G et dérivée logarithmique à gauche de G, notés respectivement lδdroite et lδgauche
comme suit. Soit K une k-algèbre différentielle. On dispose des deux morphismes de k-
algèbres différentielles suivants :

i :
K // K[ε]/ε2

f
� // f

et exp (ε∂)1 :
K // K[ε]/ε2

f
� // f + f ′ε

.

On considère alors l’application

G (K)
(Id,inv) // G (K)×G (K)

(exp(ε∂)1,i)// G
(
K[ε]/ε2

)
×G

(
K[ε]/ε2

) m // G
(
K[ε]/ε2

)
g

� // (g, g−1
) � // (g + g′ε, g−1

) � // (1 + g′g−1ε
)

(la deuxième ligne de ce diagramme est à comprendre « avec des guillemets »). L’image de
tout g ∈ G (K) par cette application est dans Lie (G) (K). Cela résulte uniquement de la
fonctorialité de G. En effet, on part de g ∈ G (K) et on construit successivement les éléments(

g, g−1
)

∈ G(K)×G(K)(
exp (ε∂)1 (g), i(g−1)

)
∈ G

(
K[ε]/ε2

)
×G

(
K[ε]/ε2

)
exp (ε∂)1 (g) · i(g−1) ∈ G

(
K[ε]/ε2

)
.

On dispose d’un morphisme de groupes pε=0 : G
(
K[ε]/ε2

)
−→G (K), et l’on se demande si

l’image de exp (ε∂)1 (g) · i(g−1) par ce morphisme vaut 1. Or, on a

pε=0

(
exp (ε∂)1 (g) · i(g−1)

)
= pε=0 (exp (ε∂)1 (g)) · pε=0

(
i(g−1)

)
et

K
exp(ε∂)1 // K[ε]/ε2

pε=0 // K = K
i // K[ε]/ε2

pε=0 // K = IdK

de telle sorte que
pε=0

(
exp (ε∂)1 (g) · i(g−1)

)
= g · g−1 = 1.

Par ailleurs, l’application qu’on construit ainsi est fonctorielle, car elle est une composition
de foncteurs (m, inv, exp (ε∂), etc.). On l’appelle dérivée logarithmique à gauche de G.
Intuitivement, on a

« lδgauche (g) = g′g−1 ».

De la même façon, on définit la dérivée logarithmique à droite de G. Lorsqu’on ne précise
ni « à gauche » ni « à droite », ou lorsqu’on écrit simplement lδ, il s’agira toujours, par
convention, de la dérivée logarithmique à gauche de G.

Définition 9.10.5. Soit k un anneau différentiel et G un k-groupe différentiel. Ce qui
précède définit la dérivée logarithmique de G, notée

lδ : G−→Lie (G) .
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(9.10.7) G-équations différentielles linéaires. Cette dérivée logarithmique nous permet
de généraliser les équations différentielles linéaires vectorielles. En effet, si k est un anneau
différentiel et si A ∈Mn (k), l’équation Y ′ = AY , ou plus exactement l’équation différentielle
U ′ = AU avec U ∈ GLn (K), peut être lue :

U ′U−1 = A ie lδ (U) = A,

l’élément A ∈Mn (k) étant vu comme A ∈ Lie
(
GLdiff

n,k

)
(k).

Ainsi, on peut généraliser ces équations comme suit. Soient k un anneau différentiel et
G un k-groupe algébro-différentiel. Soit a ∈ Lie (G) (k). On peut alors considérer l’équation
différentielle

lδ(g) = a.

On définit alors Xa, le k-espace algébro-différentiel de ses solutions par :

Xa (K) := {g ∈ G (K) | lδ (g) = a}

pour toute k-algèbre différentielle K.



Septième partie

Schémas différentiels : le point

de vue relatif





Introduction

Dans le chapitre (9) sur les espaces algébro-différentiels, on a vu les avantages du point
de vue fonctoriel pour aborder la question des schémas différentiels : sa grande souplesse,
sa grande généralité, son caractère universel. On a aussi vu, cependant, quelles étaient les
lacunes de cette approche : sa trop grande généralité. La catégorie Esp∂k qu’on y a étudiée
contient certes a priori la catégorie des schémas différentiels ; mais elle est trop grande.

Le point de vue relatif de Toën et Vaquié

Or il se trouve, que dans un article récent [TV09], Bertrand Toën et Michel Vaquié
ont développé une approche de la théorie des schémas complètement fonctorielle, et très
générale. Cette approche s’applique a priori aux schémas différentiels — c’est ceci qui nous
a amené à nous intéresser à ces travaux. Expliquons la démarche (10) de [TV09].

Étant donné (C ,⊗,1) une catégorie monöıdale symétrique, par ailleurs supposée complète,
cocomplète et fermée (ie possédant des Hom internes pour la structure monöıdale ⊗), on
dispose d’une notion de monöıde commutatif dans C . Il s’agit simplement d’objets A de C
munis de morphismes A⊗A→ A et 1→ A vérifiant certaines conditions. L’exemple proto-
typique d’un tel triplet (C ,⊗,1) est le suivant : (Z-Mod,⊗,Z). Dans ce cas, les monöıdes
commutatifs dans (Z-Mod,⊗,Z) ne sont rien d’autre que les anneaux commutatifs ! Ainsi,
partant de (C ,⊗,1) une donnée vérifiant les conditions précitées, Toën et Vaquié définissent
la catégorie

Comm (C )

des monöıdes commutatifs dans C .

C’est dans ce contexte que les deux auteurs construisent leur géométrie algébrique rela-
tive (à cette donnée C ) : ils remplacent la catégorie des anneaux Ann, qui est à la base de la
théorie des schémas, par la catégorie Comm (C ). Il s’agit alors de généraliser la définition
des schémas dans ce cadre. Le point de vue qu’ils adoptent est alors le point de vue fonctoriel :
pour eux, les schémas au-dessus de C seront des foncteurs (covariants)

Comm (C )−→Ens :

intuitivement, leurs foncteurs des points. Leur approche permet de définir d’un même geste
plusieurs catégories de schémas sous Spec Z, parmi lesquelles la catégorie des schémas au-
dessus de F1.

Décrivons rapidement comment ils s’y prennent. Le lecteur intéressé pourra, outre l’ar-
ticle [TV09], consulter l’article d’exposition [PL09], consacré à la géométrie au-dessus de

(10)Leur approche s’inscrit dans le cadre de la géométrie algébrique relative, telle qu’elle a été initiée par les
travaux de Monique Hakim (cf. [Hak72]).
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F1 et dont une partie porte sur ces travaux. Tout d’abord, si les C -schémas sont difficiles
a priori à définir, il n’en est rien des C -schémas affines. On peut définir la catégorie des
C -schémas affines comme la catégorie opposée de Comm (C ). On la note AffC . On dispose
alors du foncteur (covariant)

SpecC : Comm (C )op−→AffC ,

qui n’est rien d’autre qu’une notation pour le foncteur identité ! Puis :

(TV1) La catégorie AffC peut être munie naturellement d’une prétopologie de Grothen-
dieck, appelée la topologie plate. Cette prétopologie est sous-canonique. Désormais, les
C -schémas ne seront plus à chercher parmi les foncteurs Comm (C )−→Ens, mais
dans la catégorie plus restreinte des faisceaux au-dessus de AffC pour la prétopologie
plate. On note cette dernière FaiscC .

(TV2) Dans la catégorie AffC , on peut encore définir ce que signifie que U −→X est
une immersion ouverte Zariski, ie dans le cas où U et X sont des C -schémas affines.
La définition qui est proposée repose sur le fait que, dans Sch, un morphisme entre
deux schémas est une immersion ouverte si, et seulement si, c’est un monomorphisme
plat de présentation finie (11), et que toutes ces notions peuvent être transposées (12)

dans Comm (C ).

(TV3) La notion d’immersion ouverte se généralise ensuite aux faisceaux : on peut
encore donner un sens à « U −→X est une immersion ouverte » quand U,X ∈ FaiscC .
Les immersions ouvertes sont stables par changement de base et par composition.
Cette notion d’immersion ouverte permet alors aux auteurs de définir une nouvelle
prétopologie sur FaiscC : la prétopologie de Zariski.

(TV4) On peut alors définir les C -schémas : ce sont des faisceaux pour la prétopologie
plate qui admettent un recouvrement Zariski par des objets représentables.

Le point de vue relatif appliqué aux schémas différentiels

Évidemment, pour le mathématicien qui s’intéresse aux schémas différentiels, l’article
[TV09] est très intéressant : le triplet

(Z-Mod diff,⊗,Z),

c’est-à-dire la catégorie monöıdale des Z-modules différentiels, satisfait aux hypothèses de
leur théorie. Ainsi, sans aucun effort, uniquement en appliquant les résultats de [TV09], on
obtient une catégorie des schémas différentiels, a priori convenable car naturelle. Néanmoins,
on peut, dans notre cadre, simplifier (13) cette construction. Ainsi, dans le chapitre (10)
qui suit, où l’on va définir les « fonct-∂-schémas » (14), on va suivre un plan similaire à
(TVi)i=1···4 avec, cependant, des moyens un peu différents :

(11)Il s’agit du théorème (17.9.1) de [EGAIV.4].
(12)Il s’agit de l’argument-clé qui permet la construction des C -schémas ; on renvoie à l’article [TV09] pour
les détails.
(13)La définition des immersions ouvertes qu’on donnera est plus simple que la définition générale de [TV09].
(14)Ie, les schémas différentiels définis sous le point de vue fonctoriel.
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— La prétopologie dont on munira la catégorie des fonct-∂-schémas affines, qu’on notera

PréFaisc∂,rep
k

ne sera pas la prétopologie plate mais la prétopologie Zariski, qu’on pourra définir plus
facilement. Cette prétopologie est sous-canonique. On notera Faisc∂Zar,k la catégorie
de faisceaux correspondante.

— Pour définir les immersions ouvertes, au lieu de prendre pour modèles les morphismes
Spec∂B−→ Spec∂A qui sont des immersions ouvertes, on prendra le modèle plus
général des morphismes

U −→ Spec∂A

qui sont des immersions ouvertes. On sait en effet, dans ce cas, qu’il existe nécessaire-
ment un idéal I de A qui détermine l’immersion. Remarquons ici qu’on aurait pu
donner une autre définition des immersions ouvertes : remplacer les idéaux I par
des idéaux différentiels I. On n’a pas choisi cette définition, car cette autre notion
d’immersion ouverte, qui aurait pu sembler plus intéressante a priori, passe à côté,
en réalité, d’objets intéressants. Plus précisément, choisir de définir les immersions
ouvertes par des idéaux différentiels plutôt que des idéaux quelconques, c’est choisir
la topologie des ouverts Zariski invariants (autrement dit, les ouverts Carrà Ferro)
plutôt que les ouverts Zariski quelconques. Or, on veut par la suite définir les schémas
différentiels comme les « espaces » qui peuvent être recouverts par des objets affines
(ie représentables). Ainsi, les schémas différentiels devraient en particulier avoir un
recouvrement affine invariant. Imaginons que la bonne notion de schéma différentiel
soit celle de schéma muni d’un champ de vecteurs : il est alors faux qu’un schéma
X muni d’un champ de vecteurs admette toujours un recouvrement affine invariant ;
c’est en particulier le cas si X n’est pas affine et n’admet qu’un seul ouvert invariant
non-vide.

— Cette notion d’immersion ouverte U −→ Spec∂A se généralise aux morphisme de fais-
ceaux U −→X quelconques, de la même manière que dans [TV09]. On vérifie alors
que les immersions ouvertes sont aussi stables par composition et changement de base.
On obtient une prétopologie sur Faisc∂Zar,k.

— Enfin, on peut définir, là aussi comme dans [TV09], ce qu’on a appelé les fonct-∂-
schémas : ce seront les faisceaux qui peuvent être recouverts par des objets affines.

Les schémas différentiels vus comme espaces annelés

Ainsi, l’approche relative de Toën et Vaquié nous fournit d’une façon naturelle une
notion de schéma différentiel, et ceux-ci sont des foncteurs. Cependant, on aimerait pou-
voir voir aussi ces objets comme des espaces topologiques, munis d’un faisceau en anneaux
différentiels. Or, il est connu, depuis les travaux de Michel Demazure et de Pierre Gabriel
(voir [SGA3I], [Dem86] mais surtout [DG70] et son paragraphe I, §1, no 4) que l’on
peut voir les schémas soit comme des espaces localement annelés, soit comme des foncteurs
Algk −→Ens.

Dans le cadre beaucoup plus général de la géométrie algébrique relative, étant donné un
triplet (C ,⊗,1), est-il possible d’associer à un C -schéma un espace topologique — ou mieux,
un espace topologique muni d’un faisceau à valeurs dans Comm (C ) ? Cette question est
posée dans [TV09], et quelques indications sont données, mais c’est Florian Marty, dans
[Mar07], qui s’est attaqué à cet aspect du point de vue relatif.
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Intermède sur les lieux. Plus précisément, la question de trouver un espace topologique
sous-jacent à un C -schéma peut-être posée comme suit. Si X est un espace topologique, on
associe classiquement à X la catégorie des ouverts de X, notée Ouv (X) : ses objets sont les
ouverts U de X ; Hom (U, V ) est vide si U * V et n’a qu’une flèche si U ⊂ V . Ainsi, on peut
aussi voir Ouv (X) comme un ensemble partiellement ordonné. Mieux, Ouv (X) peut être
vu comme un treillis : pour tous ouverts U et V de X, le couple (U, V ) possède une borne
inférieure

U ∧ V := U ∩ V

et une borne supérieure
U ∨ V := U ∪ V.

Encore mieux, toute famille finie (Ui)i=1,...,n d’ouverts possède une borne inférieure, et toute
famille quelconque (Wi)i∈I d’ouverts possède une borne supérieure :

n∧
i=1

Ui :=
n⋂
i=1

Ui, et
∨
i∈I

Wi :=
⋃
i∈I

Wi.

Par ailleurs, ces deux opérations satisfont à la loi de distributivité suivante :

U ∧
∨
i

Vi =
∨
i

(U ∧ Vi) .

Ceci nous amène à la définition :

Définition. On appelle lieu ( locale en Anglais) un treillis (E,∧,∨), admettant des bornes
supérieures quelconques et tel que

a ∧
∨
i

bi =
∨
i

(a ∧ bi) .

pour tout a ∈ E et pour toute famille (bi)i d’éléments de E.

Ainsi, les lieux généralisent les espaces topologiques. Le lecteur intéressé par les lieux
et leurs liens avec les espaces topologiques pourra consulter [MLM94] et son chapitre IX.
Maintenant, étant donné un triplet (C ,⊗,1), et étant donné un faisceau plat X au-dessus de
Comm (C )op, on peut considérer l’ensemble des sous-foncteurs deX qui sont des immersions
ouvertes Zariski. On le note LieuZar (X). On voudrait alors montrer deux choses :

— Cet ensemble LieuZar (X) est un lieu.

— Il existe un espace topologique |X| tel que le lieu LieuZar (X) soit isomorphe au lieu
Ouv (|X|), du moins dans les cas où X est un préfaisceau représentable, ou dans le
cas où X est un C -schéma.

C’est l’approche que suit Marty dans [Mar07]. Sous des hypothèses supplémentaires que
doit vérifier le triplet (C ,⊗,1), il montre que ces deux points précédents sont bien réalisés.

Revenons à nos problèmes de schémas différentiels. D’une part, la construction que nous
proposons des fonct-∂-schémas est similaire dans l’esprit à la construction de [TV09], mais
différente dans les détails (15). D’autre part, les hypothèses supplémentaires requises dans
[Mar07] ne sont pas satisfaites dans le cas

(Z-Mod diff,⊗,Z) :

(15) Elle est vraisemblablement équivalente, mais ceci mérite une preuve.
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plus précisément, dans ce cas, les objets de présentation finie ne sont pas stables par produit
tensoriel. De plus, on souhaiterait associer à fonct-∂-schéma non pas seulement un espace
topologique, mais, mieux, un espace différentiellement annelé. Pour ces trois raisons, on n’a
pas pu appliquer les résultats de [Mar07] — et on s’est attaqué à la question d’associer un
k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs à un k-fonct-∂-schéma.

C’est l’objet du chapitre (11) qui suit. Les méthodes qu’on utilise sont à la fois inspirées
de [DG70], notamment en ce qui concerne la construction de l’adjonction

Esp∂k
|−|∈∗ //

EspLocAnn∂k
h−∈ω

oo

et en même temps plus abstraites, plus catégoriques, dans la continuité de [TV09]. Finale-
ment, on montre que ces deux points de vue, le point de vue fonctoriel et le point de vue
des espaces annelés sont équivalents : la catégorie des k-fonct-∂-schémas est équivalente à la
catégories des k-schémas munis d’un k-champ de vecteurs :

Théorème. Soit k un anneau différentiel. Alors,

fonct-∂-Schk
|−| //

Sch∂k
h−

oo .

est une équivalence de catégories.
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Chapitre 10

Définition des fonct-∂-schémas

Dans ce chapitre et le suivant, on va utiliser les résultats et rappels du chapitre (2)
« Quelques points de théorie des catégories ». Le lecteur est supposé à l’aise avec ces notions.

10.1 Prétopologie de Zariski sur (Alg∂k)
op

On a l’habitude de voir, si k est juste un anneau (ie pas un anneau différentiel), la
catégorie (Algk)op d’un point de vue géométrique : c’est (à équivalence près) la catégorie
des k-schémas affines. En tant que catégorie « géométrique », les objets ont vocation à avoir
une topologie. C’est pourquoi on va chercher à munir

(Alg∂k)op,

en s’inspirant du cas non-différentiel, d’une prétopologie de Grothendieck.

(10.1.1) Isomorphisme de recouvrements. Avant d’en venir à nos k-algèbres différen-
tielles, on introduit une notion qui nous rendra la tâche plus aisée. Soit C une catégorie
admettant les produits fibrés. Soit X un objet de C et soient

X =
{
Xi

fi //X

}
i

et Y =
{
Yj

gj //X

}
j

deux ensembles de morphismes de C dont le codomaine est X. Alors, on dit que {Xi → X}i
est isomorphe à {Yj → X}j s’il existe une bijection

Φ : X −→Y

et, pour tout fi ∈X , un isomorphisme

ϕi : Xi−→Yj ,

où gj : Yj → X désigne l’image par Φ de fi, et faisant commuter le diagramme

Xi

ϕi

��

fi

))TTTTTTTTTTTT

X

Yj
gj

55kkkkkkkkkkkk

.

Dans tout ce qui suit, k est un anneau différentiel.
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(10.1.2) Prétopologie de Zariski. On veut mettre une prétopologie sur la catégorie

(Alg∂k)op.

Ainsi, il nous faut, pour chaque k-algèbre différentielle A définir la famille des recouvrements
de A. Si l’on oublie la structure différentielle de A, on se retrouve avec un anneau A. Na-
turellement, on pense plutôt au schéma SpecA. On veut donc définir les recouvrements de
SpecA. Or on sait que

Proposition 10.1.1. Soit A un anneau. Alors, les ouverts distingués D(f) := SpecA\V (f)
forment une base d’ouverts de SpecA, quand f parcourt A. De plus, on a :⋃

i∈I
D (fi) = SpecA ⇐⇒ (fi)i∈I = A

Remarque. —– On désigne par (fi)i∈I l’idéal de A engendré par les fi. ♦
Par ailleurs, les ouverts D(f) de SpecA sont naturellement isomorphes en tant que schémas
à SpecAf et, via cet isomorphisme, l’inclusion de D(f) dans SpecA s’identifie à Spec if où
if : A→ Af est le morphisme de localisation. C’est ainsi qu’on définit :

Définition 10.1.2. Soit k un anneau différentiel. La prétopologie de Zariski, définie sur
(Alg∂k)op, est la prétopologie définie par

Recouvr (A) :=
{
{A−→Bi}i∈I

∣∣∣∣ ∃ (fi)i∈I ∈ AI | (fi)i∈I = A

et {A−→Bi}i isomorphe à {A−→Afi}i

}
pour toute k-algèbre différentielle A.

Remarque. —– Autrement dit, on commence par mettre dans les recouvrements ceux qu’on
désire : les analogues différentiels des familles couvrantes qui sont caractérisées par la pro-
position 10.1.1. Puis, comme cela ne suffit pas, on y ajoute tous les recouvrements qui sont
isomorphes à l’un des tels recouvrements. ♦

Vérifions qu’il s’agit d’une prétopologie.

Tout d’abord, si A est une k-algèbre différentielle et si A→ B est un isomorphisme, alors
{A→ B} est bien un recouvrement de A, car c’est une famille (en l’occurence formée d’un
seul élément) de morphismes isomorphe à A→ A1.

Soit A une k-algèbre différentielle et soit {A→ Bi}i un recouvrement de A. Soit donc
(fi) une famille d’éléments de A tels que (fi)i = A et soit (ϕi) une famille d’isomorphismes
entre les Bi et les Afi , qui fasse commuter les bons diagrammes. Soit alors C une autre

k-algèbre différentielle et soit A
ψ //C un morphisme. Remarquons d’abord que pour tout

i, le carré
C // Cψ(fi)

A

ψ

OO

// Afi

OO
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est cartésien. On peut alors démontrer (si on veut le faire proprement, il suffit d’utiliser la
proposition 2.1.4) que si l’on dispose d’une famille de carrés cartésiens

C // Ci

A

ψ

OO

// Bi

OO

alors, les familles {C → Ci} et
{
C → Cψ(i)

}
sont isomorphes. Comme il est clair par ailleurs

que l’idéal engendré par les ψ(fi) est C tout entier, on en déduit que

{C → Ci} ∈ Recouvr (C) ,

ce qu’on voulait démontrer.

Enfin, il reste à montrer que les « recouvrements se recollent » bien. Soient A une
k-algèbre différentielle, {A→ Ai} un recouvrement de A et, pour chaque i, {Ai → Bij}
un recouvrement de Ai. Par ailleurs, soit (fi)i une famille d’éléments engendrant A telle
que {A→ Ai} soit isomorphe à {A→ Afi} via les morphismes ϕi : Ai → Afi . Et, soit,
pour chaque i, une famille (gij)j d’éléments de Ai telle que {Ai → Bij} soit isomorphe à{
Ai → (Ai)gij

}
. Pour commencer, remarquons que via l’isomorphisme ϕi, l’élément gij peut

être vu comme un élément de Afi ; on écrit

ϕi (gij) =
rij
fi
nj .

On peut alors remarquer que l’anneau Bij est isomorphe à Arijfi et, plus précisément,
que la composée des morphismes A−→Ai−→Bij est isomorphe à la flèche de localisation
A−→Arij ·fi . Il nous reste alors, pour conclure que {A−→Bij}ij est bien un recouvrement
de A, à vérifier que la famille des

(rij · fi)ij

engendre bien A. D’abord, comme les gij engendrent Bij , on a que les rij
fi
nj engendrent Afi .

Il existe donc une famille de λj , éléments de A, et d’entiers mj tels que

∑
j

λj
fi
mj ·

rij
fi
nj = 1.

Comme la somme est en fait finie, on peut considérer la plus grande puissance fi
Ni qui

intervient aux dénominateurs, et multiplier l’égalité ci-dessous par fiNi+1. On obtient :∑
j

µj · rij · fi = fi
Ni+1,

où les µj sont dans A. On en déduit ainsi, dans un premier temps, que l’idéal de A engendré
par les rij · fi contient la famille des fiNi+1. Le lemme suivant permet alors de conclure.

Lemme 10.1.3. Soit A un anneau et soit (fi)i∈I une famille d’éléments de A tels que
(fi)i∈I = A. Soit (Mi) ∈ NI une famille d’entiers naturels. Alors,(

fi
Mi

)
i∈I

= A.
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Démonstration. —– Remarquons d’abord qu’on peut se ramener au cas où la famille (fi)i∈I
est finie. En effet, si cette famille engendre A, cela signifie qu’il existe un entier n ∈ N>0, n
indices i1, . . . , in ∈ I ainsi que n éléments λ1, . . . , λn dans A tels que

n∑
k=1

λkfik = 1.

La famille finie des (fik)1≤k≤n engendre alors aussi A. Supposons ainsi que I est un ensemble
fini. Soit (λi)i∈I ∈ AI telle que ∑

i∈I
λifi = 1.

On note M =
∑
i∈IMi. On a alors (∑

i∈I
λifi

)M
= 1.

Or, (∑
i∈I

λifi

)M
=

∑
(ki)i∈I∈{0,··· ,M}

IP
i∈I ki=M

(
M

(ki)i∈I

) ∏
i∈I

λi
kifi

ki

et, dans cette somme, nécessairement un au moins des exposants ki est supérieur ou égal à
Mi (sinon, on ne pourrait avoir

∑
i∈I ki = M). Ainsi, on peut écrire∑

i∈I
µi · fiMi = 1

où les µi sont des éléments de A bien choisis. En particulier, l’idéal engendré par les fMi
i est

A tout entier, ce qu’on voulait démontrer. �

(10.1.3) Un critère pour les faisceaux Zariski. Maintenant qu’on a vérifié que les
choix qu’on a faits définissent bien une prétopologie, on va pouvoir s’intéresser aux faisceaux
Zariski c’est-à-dire aux faisceaux au-dessus de

(Alg∂k)op

pour la prétopologie Zariski. Il s’agit de foncteurs covariants F : Alg∂k −→Ens vérifiant les
bonnes hypothèses. Le critère ci-dessous allège ces hypothèses.

Proposition 10.1.4. Soit F : Alg∂k −→Ens un foncteur. Pour que F soit un faisceau pour
la prétopologie de Zariski, il faut et il suffit que pour toute k-algèbre différentielle A et pour
toute famille finie (fi)i∈I ∈ AI d’éléments engendrant A, la suite

F (A) // ∏
i∈I F (Afi)

//
//
∏
i,j∈I F

(
Afi·fj

)
soit un égalisateur.
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Démonstration. —– La condition est évidemment nécessaire car si (fi)i∈I est une famille
(finie) engendrant A, alors, d’une part, {A→ Afi}i est bien un recouvrement de A et, d’autre
part, le fait que le carré

Afi
// Afi·fj

A

OO

// Afj

OO

soit cocartésien nous permet de voir Afifj comme un produit fibré de Afi par Afj au-dessus
de A dans (Alg∂k)op.

Montrons maintenant que cette condition est suffisante. On montre d’abord, qu’il suffit
de vérifier la condition « d’égalisation » pour les familles quelconque (fi)i∈I d’éléments
engendrant A. On montrera ensuite qu’il suffit de vérifier cette condition pour les familles
finies. Soient

A // B
p1 //
p2
// C et A′ // B′

p′1 //

p′2

// C ′

deux suites, reliées entre elles par des bijections

A //

˜

��

B

˜

��

p1 //
p2
// C

˜

��
A′ // B′

p′1 //

p′2

// C ′

qui transforment les pi en p′i. Alors, il est évident que l’une des deux suites est un égalisateur
si, et seulement si, l’autre suite l’est également. Partons maintenant d’un objet A, d’un
recouvrement {A→ Ai}. On se donne aussi des anneaux Bij et des morphismes tels que les
diagrammes

Ai // Bij

A

OO

// Aj

OO

soient cartésiens. Enfin, on se donne une famille d’éléments (fi)i telle que les collections
{A→ Ai} et {A→ Afi} soient isomorphes. Si on recense tous les diagrammes cartésiens
qu’on a, on peut les disposer dans le cube suivant, dont toutes les faces qui sont complètes
sont cartésiennes

A //

��

""DDDD A

$$JJJJJ

��

Ai //

��

Afi

��

Aj //

!!BBBB Afj

$$HHHH

Bij Afi·fj

.

D’après la proposition 2.1.4, on sait qu’on peut compléter ce diagramme par une flèche
Bij −→Afi·fj qui fasse commuter entièrement le cube, et telle que toutes les faces et les
tranches soient cartésiennes. Ces flèches, qui sont des isomorphismes (puisque les flèches
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Ai−→Afi le sont) nous fournissent donc, après application du foncteur F , des bijections

F (A) // ∏
i∈I F (Ai)

˜

��

p1 //
p2

//
∏
i,j∈I F (Bij)

˜

��
F (A) // ∏

i∈I F (Afi)
p1 //
p2

//
∏
i,j∈I F

(
Afi·fj

)
.

Comme, par hypothèse, la deuxième ligne est un égalisateur, la première est en aussi une :
ainsi, F est bien un faisceau pour la prétopologie de Zariski, ce qui achève notre preuve dans
le cas des familles quelconques.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier l’hypothèse « d’égalisation » pour les fa-
milles finies pour qu’elle soit vérifiée pour toutes les familles. Soit donc (fi)i∈I une famille
d’éléments de A qui engendre A tout entier. On sait, comme on l’a vu dans le début de la
preuve du lemme 10.1.3, qu’il existe un sous-ensemble fini J tel que la sous-famille (fi)i∈J
engendre encore A. Par hypothèse, on sait donc que la suite

F (A) i // ∏
i∈J F (Afi)

p //
q
//
∏
i,j∈J F

(
Afi·fj

)
est un égalisateur. On veut montrer que la suite

F (A) i′ // ∏
i∈I F (Afi)

p′ //

q′
//
∏
i,j∈I F

(
Afi·fj

)
en est aussi un. Pour commencer, il est facile de voir que l’injectivité de i entrâıne l’injectivité
de i′. Ensuite, il faut montrer que l’image de i′ tombe dans le noyau du couple (p′, q′). C’est-
à-dire, si x ∈ F (A), si i, j ∈ I, on veut montrer que(

x|Afi

)
|Afi·fj

=
(
x|Afj

)
|Afi·fj

.

Pour le vérifier, il suffit, si nécessaire, d’ajouter au sous-ensemble J les éléments i et j, et
d’utiliser la propriété « d’égalisation » pour J ∪{i, j}. Enfin, il faut montrer que si (xi)i est
une famille, avec

∀i ∈ I xi ∈ F (Afi) ,

et qui vérifie
∀(i, j) ∈ I2 (xi)|Afi·fj = (xj)|Afi·fj ,

alors il existe x ∈ F (A) tel que x|Afi = xi, quel que soit i. Soit donc i ∈ I. On ajoute i au
sous-ensemble J . La sous-famille (xk)k∈J∪{i} vérifie encore la « condition de recouvrement ».
Par conséquent, il existe un x ∈ F (A) tel que x|Afk = xk pour tout k dans J∪{i}. Malheureu-
sement, ce x dépend de i. Mais, d’après l’injectivité de la flèche i, tous ces x sont égaux —
et on a donc trouvé un x ∈ F (A) qui convient, ce qui achève notre preuve. �

(10.1.4) Sous-canonicité de Zariski. On montre maintenant que la prétopologie de Za-
riski est sous-canonique :

Proposition 10.1.5. Soit k un anneau différentiel. Alors, la prétopologie de Zariski sur
(Alg∂k)op est sous-canonique.
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Démonstration. —– Soit A une k-algèbre différentielle. Ainsi, ce qu’on veut montrer est que
le préfaisceau hA défini par

hA (B) := HomAlg∂k
(A,B)

est un faisceau. Autrement dit, grâce à la proposition 10.1.4, il suffit de montrer que pour
toute k-algèbre différentielle B, pour toute famille finie (fi)i∈I d’éléments de B engendrant
B, la suite

hA (B) // ∏
i∈I hA (Bfi)

p1 //
p2
//
∏
i,j∈I hA

(
Bfi·fj

)
est un égalisateur. Autrement dit, vu la définition du préfaisceau hA, on veut montrer que
la suite

HomAlg∂k
(A,B) // ∏

i∈I HomAlg∂k
(A,Bfi)

p1 //
p2
//
∏
i,j∈I HomAlg∂k

(
A,Bfi·fj

)
est un égalisateur. Or, on a toujours

∏
i∈I

Hom (X,Xi) ' Hom

(
X,
∏
i∈I

Xi

)

de telle sorte que ce qu’on veut monter, en fait, est que la suite

HomAlg∂k
(A,B) // HomAlg∂k

(
A,
∏
i∈I Bfi

) p1 //
p2
// HomAlg∂k

(
A,
∏
i,j∈I Bfi·fj

)
est un égalisateur. Enfin, et le lecteur pourra s’en convaincre (1), pour démontrer ce dernier
point, il suffit de montrer que la suite

B // ∏
i∈I Bfi

p1 //
p2
//
∏
i,j∈I Bfi·fj

est un égalisateur. C’est l’objet de la proposition qui suit. �

Proposition 10.1.6. Soit B un anneau et soit (fi)i∈I une famille finie d’éléments qui
engendrent B. Alors, la suite

B
i // ∏

i∈I Bfi
i1 //
i2
//
∏
i,j∈I Bfi·fj

est un égalisateur.

Remarque. —– Évidemment, la proposition est encore vraie si on considère une famille
quelconque (fi)i∈I qui engendre A. ♦

Démonstration. —– En fait, le lecteur avisé pourra voir dans cette proposition le fait que le
faisceau structural du schéma SpecB est bien un faisceau. On se propose de redémontrer le

(1)Voici deux façons pour s’en convaincre :

1) On peut le vérifier à la main.

2) On peut le voir comme suit. Le fait que la suite A // B //// C soit un égalisateur est équivalent au

fait que le morphisme A−→ lim
`
B

//// C
´

soit un isomorphisme. Ainsi, il suffit de voir que le foncteur
hA commute aux limites. Pour cela, il suffit de prouver que hA admet un adjoint à gauche. On a vu dans
la démonstration du fait 9.10.2 que c’était bien le cas.
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résultat, qui apparâıt ici comme un résultat d’algèbre commutative, par des moyens directs.
De plus, la preuve qu’on donne est effective.

Avant d’en venir à la démonstration, posons quelques petites notations. Notons bien que
la famille (fi)i∈I est finie. Comme elle engendre B soit (λi)i∈I une famille vérifiant∑

i∈I
λifi = 1.

Première chose à vérifier : la flèche i est injective. Soit donc x ∈ B un élément qui est
nul dans tous les Bfi . Cela signifie que, pour tout i, il existe Ni ∈ N tel que

fi
Ni · x = 0.

Or on sait, d’après le lemme 10.1.3, que la famille
(
fi
Ni
)

engendre B tout entier. En parti-
culier, il existe une famille (µi)i∈I ∈ BI telle que∑

i∈I
µi · fiNi = 1.

En multipliant cette égalité par x, on obtient que x = 0, ce qu’on voulait.

Deuxième chose à vérifier : que les familles d’éléments (xi)i∈I ∈
∏
i∈I Bfi qui ont la

même image par i1 et i2 « se recollent », ie qu’ils proviennent d’un élément x par la flèche
i. Soit donc

xi :=
ai
fi
ni

une famille d’éléments vérifiant

∀ (i, j) ∈ I2, xi = xj dans Bfi·fj .

Ainsi, il existe une famille (Ni,j)(i,j)∈I2 ∈ NI2 d’entiers telle que

∀ (i, j) ∈ I2, (fjnjai − ajfini) · (fifj)Ni,j = 0.

On cherche un y dans B tel que

∀i ∈ I, y =
ai
fi
ni dans Bfi .

Une autre façon, plus astucieuse, d’écrire la relation que l’on cherche, est de dire que l’on
veut que, pour un M ∈ N bien choisi (c’est-à-dire suffisamment grand) :

∀i ∈ I, y(∑
k∈I λkfk

)M =
ai
fi
ni dans Afi .

Autrement dit, on veut que, pour chaque i, il existe un entier Pi tel quefini · y − ai ·(∑
k∈I

λkfk

)M · fiPi = 0.

Selon la même idée que celle utilisée dans la preuve du lemme 10.1.3, si l’on prend M

suffisamment grand (plus précisément, si l’on prend M supérieur ou égal à
(
nα+

∑
j nj

)
, où

α est un entier qu’on fixera plus loin dans la preuve), alors, on est assuré que dans chacun
des termes de la somme(∑

k∈I

λkfk

)M
=
∑

k∈NI

|k|=M

(
M

k

) ∏
j∈I

λj
kj · fjkj
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apparâıt au moins un terme fini+α. Ainsi, en notant(∑
k∈I

λkfk

)M
=
∑

k∈NI

|k|=M

Ck · fi(k)
ni(k)+α

— où les Ck sont dans B et où les i(k) sont des éléments de I bien choisis (2) — on peut
écrire

A(i) :=

fini · y − ai ·(∑
k∈I

λkfk

)M · fiPi
=
(
fi
ni · y −

∑
k∈NI

|k|=M

Ck · ai · fi(k)
ni(k)+α

)
· fiPi

= fi
ni+Pi · y −

∑
k∈NI

|k|=M

Ck ·
((
fi(k)

ni(k) · ai − ai(k) · fini
)
fi(k)

αfi
Pi + ai(k) · fini+Pifi(k)

α
)

Or, si α et Pi sont plus grands que Ni,i(k), vu qu’on a

∀ (i, j) ∈ I2, (fjnjai − ajfini) · (fifj)Ni,j = 0.

on peut alors écrire

A(i) = fi
ni+Pi · y −

∑
k∈NI

|k|=M

Ck · ai(k) · fini+Pifi(k)
α

= fni+Pii ·
(
y −

∑
k∈NI

|k|=M

Ck · ai(k) · fi(k)
α

)
.

Ainsi, le y ∈ B qu’on cherche, qui recolle entre eux les ai
fini

, est égal à

y :=
∑

k∈NI

|k|=M

Ck · ai(k) · fi(k)
α

où, si l’on note N = maxi,j Ni,j , on a pris

α := N et M := nα+
n∑
j=1

nj .

D’après ce qui précède, on a bien :

∀i ∈ I, y =
ai
fi
ni dans Bfi ,

ce qu’on voulait. �

(2) On pourra choisir, par exemple :

i(k) tel que ki(k) = max
j
kj et Ck :=

“M
k

”
·

0@ Y
j 6=i(k)

λj
kj fj

kj

1A · fi(k)
ki(k)−ni(k)−α.
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(10.1.5) Une notation. On notera comme suit la catégorie des faisceaux sur Alg∂k pour
la prétopologie de Zariski :

Faisc∂Zar,k := Faisc
(

(Alg∂k)op + Zariski
)
.

À l’occasion, on pourra appeler ces objets des k-faisceaux Zariski ou même des faisceaux
Zariski.

10.2 Les schémas sont des faisceaux Zariski

Dans cette section, k n’est plus un anneau différentiel mais juste un anneau. On y fait
un détour par le cas non-différentiel.

(10.2.1) La prétopologie de Zariski sur (Algk)op. On définit sur (Algk)op une prétopolo-
gie de Grothendieck de façon tout à fait similaire à ce qu’on a fait dans la section (10.1).
Ainsi, si A est une k-algèbre, on définit comme suit la collection Recouvr (A) des recouvre-
ments de A. D’abord, on considère les recouvrements « distingués » de A. Ceux sont les
ensembles

{A−→Afi}i
de flèches de localisation, où la famille des fi engendre A. Puis, on dit qu’un recouvrement de
A est un ensemble de morphismes {A−→Bi}i isomorphe à un recouvrement « distingué ».

On vérifie comme dans la partie (10.1) qu’il s’agit bien d’une prétopologie de Grothen-
dieck. On appelle cette prétopologie la prétopologie de Zariski de (Algk)op. On dispose d’un
critère analogue à la proposition 10.1.4 pour vérifier qu’un préfaisceau F : Algk −→Ens
est un faisceau Zariski.

(10.2.2) Les schémas sont des faisceaux Zariski. Soit X un k-schéma. On considère
hX = X (−) : Algk −→Ens le foncteur des points de X, tel qu’on l’a défini dans le para-
graphe (9.1.2). On montre que c’est un faisceau Zariski.

Proposition 10.2.1. Soit k un anneau. Soit X un k-schéma. Alors, le préfaisceau hX est
un faisceau pour la prétopologie de Zariski.

Démonstration. —– Soient X et Y deux schémas. Soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts de Y
qui recouvrent Y . Alors, on sait que se donner un morphisme f de Y dans X, c’est la même
chose que se donner, pour tout i, un morphisme fi de Ui dans X, tel que fi et fj cöıncident
sur Ui ∩ Uj pour tous i, j.

Dès lors, si K est une k-algèbre et si (fi)i∈I est une famille d’éléments engendrant A, il
est facile de vérifier que la suite

HomSch (SpecK,X) // ∏
i∈I HomSch (SpecKfi , X) //

//
∏
i,j∈I HomSch

(
SpecKfi·fj , X

)
est un égalisateur, dans la mesure où les schémas SpecKfi s’identifient aux ouverts D (fi)
de SpecK, et que les schémas SpecKfi·fj s’identifient aux intersections D (fi) ∩D (fj). Le
critère pour qu’un préfaisceau Zariski soit un faisceau s’applique alors, ce qui conclut la
preuve. �

En fait, on peut caractériser, parmi les faisceaux Zariski, ceux qui sont isomorphes au
foncteur des points d’un schéma. Ceci est fait dans [DG70], et c’est ce qu’on va faire, pour
le cas différentiel, dans la suite de ce chapitre et dans le chapitre suivant (11).
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10.3 Immersions ouvertes dans Faisc((Alg∂k)
op)

Dans toute cette section, k est un anneau différentiel.

(10.3.1) Faisceaux ou préfaisceaux ? Quelques remarques, avant d’aborder la question
des immersions ouvertes, sur la catégorie Esp∂k , c’est-à-dire sur la catégorie PréFaisc((Alg∂k)op).
Comme on l’a dit et vu dans le chapitre (9), on s’efforce de concevoir les objets F ∈
ob(Esp∂k), c’est-à-dire les foncteurs

F : Alg∂k −→Ens

comme des objets de nature géométrique. On a vu dans ce même chapitre (9) qu’avec ce
point de vue, on était capable de définir un certain nombre d’outils géométriques relatifs à
ces objets F : points, anneau (différentiel) des sections globales, espaces tangents, voisinages
formels, etc. Cependant, il nous manquait une notion importante : celle de topologie. L’objet
de cette section est de combler cette lacune. En fait, on va plutôt définir une prétopologie
de Grothendieck.

Néanmoins, pour ce faire, on va devoir se restreindre à une sous-catégorie de Esp∂k , à
savoir la catégorie des faisceaux Zariski au-dessus de (Alg∂k)op. Rappelons qu’un faisceau
Zariski au-dessus de (Alg∂k)op est un foncteur

F : Alg∂k −→Ens

tel que pour toute k-algèbre différentielle A et pour toute famille finie (fi)i d’éléments de A
qui engendrent A, la suite

F (A) // ∏
i F (Afi)

//
//
∏
i,j F

(
Afifj

)
soit un égalisateur. Comme on l’a dit, on notera cette catégorie

Faisc∂Zar,k := Faisc((Alg∂k)op + Zariski ).

Cette catégorie est en fait un « lieu pertinent » pour chercher et construire la catégorie
des schémas différentiels. En effet, d’après la proposition 10.2.1 (et aussi d’après l’analogue
non-différentiel de la proposition 11.2.1, à savoir que le foncteur des points restreint aux
schémas affines est pleinement fidèle), on sait que la catégorie des schémas est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des faisceaux sur (Algk)op pour la prétopologie de Zariski.
On est ainsi dans la situation suivante :

Fun (Algk,Ens) = PréFaisc((Alg∂k)op) 99K Esp∂k⋃ ⋃
FaiscZar ((Algk)op) 99K Faisc∂Zar,k⋃ ⋃

Schk 99K ?

On est ainsi assuré que la catégorie des schémas différentiels que l’on recherche est une
sous-catégorie de la catégorie des faisceaux Faisc∂Zar,k.
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Rappelons que, si A est une k-algèbre différentielle, on note diff-SpecA le k-espace
algébro-différentiel représenté par A, ie :(

diff-SpecA
)

(K) := HomAlg∂k
(A,K) .

On a donc deux notations, diff-SpecA et hA pour le même objet.

(10.3.2) Immersions ouvertes : motivation. Soit F ∈ Esp∂k et soient G un autre k-
espace algébro-différentiel, ainsi que

f : G−→F

un morphisme. On veut définir dans quel cas f est une immersion ouverte.

– D’abord, par analogie avec l’axiome de stabilité par changement de base des prétopolo-
gies de Grothendieck, on attend d’une telle notion d’immersion ouverte qu’elle vérifie :
si le diagramme

G′
f ′ //

��

F ′

��
G

f // F

est cartésien et que f est une immersion ouverte, alors il en est de même pour f ′.
En d’autres termes, on attend de la notion d’immersion ouverte qu’elle soit stable par
changement de base.

– Par ailleurs, on s’attend, si f est une immersion ouverte, à ce que G soit un sous-objet
de F . Autrement dit, à ce que

fK : G (K)−→F (K)

soit injectif pour toute k-algèbre différentielle K. Compte tenu de la proposition 2.6.1,
cette condition équivaut à « f est un monomorphisme (dans Alg∂k) ».

– Enfin, a priori, on a déjà une notion d’immersion ouverte (les immersions ouvertes Za-
riski) dans le cas des objets représentables. En effet, si A est une k-algèbre différentielle,
on sait définir les fermés Zariski de SpecA à l’aide des idéaux (3) de A. On peut déduire
de cette définition une caractérisation sur le foncteur des points des immersions ou-
vertes. Plus précisément, on sait alors que les immersions ouvertes de SpecA (ou plus
exactement, leur foncteur des points) sont toutes isomorphes aux foncteurs du type(

diff-SpecA
)
I

(K) : = {φ : A−→K | (φ (I)) = K}

⊂
(
diff-SpecA

)
(K)

pour toute k-algèbre différentielle K, où I est un idéal de A. En effet, considérons un
morphisme φ : A−→K et f : SpecK −→ SpecA le morphisme de schémas correspon-
dant. Soient I un idéal de A et U l’ouvert de SpecA qu’il définit. Alors, le morphisme
f se factorise par l’inclusion U ↪→ SpecA si, et seulement si,

∀x ∈ SpecK, f(x) /∈ V (I)

ie ∀p idéal premier de K, I * f(p)

ie ∀p idéal premier de K, I * φ−1(p).

(3)pas forcément différentiels
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Or, cette dernière assertion est équivalente à

(φ (I)) = K.

En effet, dans un sens, supposons que φ (I) engendre K. Soit p un idéal de A tel que
I ⊂ φ−1 (p). Alors, φ(I) ⊂ p et donc p = K : ainsi, p ne peut être un idéal premier.
Réciproquement, supposons que tout idéal premier vérifie I * φ−1 (p). Si l’idéal (φ(I))
n’est pas égal à K, on peut trouver un idéal premier p0 tel que (φ(I)) ⊂ p0. On a alors
I ⊂ φ−1 (p0), ce qui est absurde.

Avant de continuer, remarquons que le k-espace algébro-différentiel
(
diff-SpecA

)
I

ne
dépend que du radical de I :

Proposition 10.3.1. Soient k un anneau différentiel, A une k-algèbre différentielle et I, J
deux idéaux de A. Alors,(

diff-SpecA
)
I

=
(
diff-SpecA

)
J

⇐⇒
√
I =
√
J.

Démonstration. —– Démontrons cet avatar d’un résultat bien connu. On garde les notations
de l’énoncé. Supposons

√
I =

√
J et montrons que

(
diff-SpecA

)
I
⊂
(
diff-SpecA

)
J

. Soit
donc K une k-algèbre différentielle et φ ∈

(
diff-SpecA

)
I

(K) ; φ : A−→K un morphisme
tel que φ(I) engendre K. Soient donc x1, . . . , xn ∈ I et λ1, . . . , λn ∈ K tels que

n∑
i=1

λiφ(xi) = 1.

Comme les xi sont dans I, ils sont aussi dans
√
J : soient donc k1, . . . , kn ∈ N tels que, pour

tout i, xiki ∈ J . On pose, comme on commence à en avoir l’habitude, N =
∑n
i=1 ki. On a

alors (
n∑
i=1

λiφ(xi)

)N
= 1;

on sait que dans cette somme, tous les membres vont comporter au moins un facteur du
type φ(xiki) ∈ φ (J). Ainsi, on voit que φ (J) engendre K. Donc, φ ∈

(
diff-SpecA

)
J

(K), ce
qu’on voulait.

Réciproquement, supposons que
(
diff-SpecA

)
I

=
(
diff-SpecA

)
J

et montrons que I ⊂√
J . Soit donc x ∈ I. On considère le morphisme de localisation φ : A−→Ax. On a

φ ∈
(
diff-SpecA

)
I

(Ax), puisque x ∈ I. On a donc φ ∈
(
diff-SpecA

)
J

(Ax). Soient donc
λ1, . . . , λn ∈ A, k1, . . . , kn ∈ N et x1, . . . , xn ∈ J tels que

n∑
i=1

λi
xki
· xi = 1 dans Ax.

Il existe donc N ∈ N et des λ̃i tels que

n∑
i=1

λ̃i · xi = xN dans A.

Ainsi, xN ∈ J , ie x ∈
√
J , ce qu’on voulait. �
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(10.3.3) Immersions ouvertes : définition. Revenons à la définition des immersions
ouvertes. On pose :

Définition 10.3.2. Soit k un anneau différentiel. Soient F et G deux k-espaces algébro-
différentiels et soit

f : G−→F

un morphisme. On dit que f est une immersion ouverte si

(i) f est un monomorphisme dans Esp∂k .

(ii) pour toute k-algèbre différentielle A et pour toute flèche diff-SpecA−→F , il existe un
idéal I de A et une flèche

(
diff-SpecA

)
I
−→G qui rendent le carré(

diff-SpecA
)
I

��

� � // diff-SpecA

��
G

f // F

cartésien dans Esp∂k .

Remarques. —– On peut alors vérifier, et c’est l’objet du paragraphe suivant, que tous les
morphismes « isomorphes » à (

diff-SpecA
)
I
−→ diff-SpecA,

où A est une k-algèbre différentielle et où I est un idéal de A, sont bien des immersions
ouvertes.

— Remarquons aussi que, dans cette définition, on a fait le choix, dans une certaine
mesure, de ne pas tenir compte du caractère différentiel de l’anneau A : les ouverts de SpecA
qu’on choisit sont tous les ouverts Zariski et pas seulement les ouverts Zariski invariants. On
aurait pu, dans cette définition, remplacer la condition « il existe I un idéal de A » par « il
existe I un idéal différentiel de A ». La situation aurait alors été complètement différente : on
aurait muni nos objets de la topologie de Carrà Ferro. Cela est a priori positif mais, quand
on dira qu’un schéma est un faisceau recouvert par des objets affines, cela sera embêtant :
en effet, un schéma X muni d’un champ de vecteurs peut très bien ne pas admettre de
recouvrement Carrà Ferro par des affines...

— Cette définition, d’une certaine manière, est un entre-deux entre les approches de
[DG70] et de [TV09]. En effet, on s’est inspiré de la définition 3.6 du chapitre 1 de [DG70]
pour

(
diff-SpecA

)
I
, et on s’est inspiré de l’approche fonctorielle (avec les carrés cartésiens)

de [TV09] pour passer du cas affine au cas d’un préfaisceau quelconque. ♦

(10.3.4) Immersions ouvertes : le cas affine. Commençons notre étude des immersions
ouvertes par un cas simple : étant donné A ∈ Alg∂k , quelles sont les immersions ouvertes de
diff-SpecA ? Comme on s’y attend, ce sont les morphismes du type(

diff-SpecA
)
I
−→ diff-SpecA,

avec I idéal de A. Plus précisément :

Proposition 10.3.3. Soit A ∈ Alg∂k . Alors, un morphisme F −→ diff-SpecA est une im-
mersion ouverte si, et seulement si, il est isomorphe à un morphisme du type(

diff-SpecA
)
I
−→ diff-SpecA,
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avec I un idéal de A.

Démonstration. —– La condition est évidemment nécessaire. Soient A ∈ Alg∂k et I un idéal
de A. Montrons donc que

(
diff-SpecA

)
I
−→ diff-SpecA est une immersion ouverte. Soit

donc B ∈ Alg∂k et soit
diff-SpecB−→ diff-SpecA

un morphisme. Il vient d’un morphisme φ : A−→B de k-algèbres différentielles. On cherche
un idéal J de B. On prend, naturellement J = (φ (I)). Le diagramme(

diff-SpecB
)
J

��

// diff-SpecB

��(
diff-SpecA

)
I

// diff-SpecA

est bien défini, et il n’est pas difficile de vérifier que c’est un carré cartésien. �

(10.3.5) Immersions ouvertes dans le cas affine, un cas particulier. Démontrons le
lemme suivant, dont on aura besoin par la suite :

Lemme 10.3.4. Soient k un anneau différentiel, A une k-algèbre différentielle et I, J deux
idéaux de A. Alors, le diagramme(

diff-SpecA
)
IJ

��
�

// (diff-SpecA
)
I

��(
diff-SpecA

)
J

// diff-SpecA

est cartésien dans Faisc∂Zar,k et dans Esp∂k .

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. Il suffit de le prouver dans Esp∂k ,
car le foncteur oubli commute aux limites. Puis, il suffit de le vérifier « points par points »,
car les limites dans Esp∂k se calculent « points par points ». Soit donc K une k-algèbre
différentielle. On veut montrer que le diagramme(

diff-SpecA
)
IJ

(K)

��
�

// (diff-SpecA
)
I

(K)

��(
diff-SpecA

)
J

(K) // (diff-SpecA
)

(K)

est cartésien dans Ens. Pour montrer ceci, il suffit de montrer que, si φ : A−→K est un
morphisme, on a(

(φ (I)) = K et (φ (J)) = K
)

⇐⇒ (φ (IJ)) = K.

Le sens ⇐= est évident. Montrons le sens =⇒. On suppose que (φ (I)) = K et (φ (J)) = K.
Soient des λi, µj ∈ K, des xi ∈ I et des yj ∈ J tels que∑

i

λiφ(xi) = 1 et
∑
j

µjφ(yj) = 1.

En multipliant ces deux égalités, on obtient∑
i,j

λiµjφ(xiyj) = 1.

Comme les xiyj sont dans IJ , on en déduit que φ (IJ) = K, ce qui conclut la preuve. �
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(10.3.6) Immersions ouvertes : stabilité par changement de base. On démontre :

Proposition 10.3.5. Soit k un anneau différentiel et soit

G′

�

f ′ //

��

F ′

��
G

f // F

un carré cartésien de k-espaces algébro-différentiels. Alors, si f est une immersion ouverte,
f ′ en est aussi une.

Démonstration. —– On reprend les notations de l’énoncé. Déjà, grâce à la proposition 2.1.5,
on sait que f ′ est un monomorphisme. Soit maintenant A une k-algèbre différentielle et
diff-SpecA → F ′ un morphisme. Considérons alors le produit fibré G′ ×F ′ diff-SpecA, de
sorte que le carré

G′ ×F ′ diff-SpecA //

��

diff-SpecA

��
G′ // F ′

soit cartésien. En le « collant » au carré cartésien de l’énoncé, on obtient un carré cartésien

G′ ×F ′ diff-SpecA //

��

diff-SpecA

��
G

f // F

.

Par unicité du produit fibré et car f est une immersion ouverte, on sait alors qu’il existe un
idéal I de A tel que

G′ ×F ′ diff-SpecA '
(
diff-SpecA

)
I
,

ce qu’on voulait en fait montrer. �

(10.3.7) Immersions ouvertes : le cas des faisceaux. Si on a commencé par définir les
immersions ouvertes dans le cadre très général des espaces k-algébro-différentiels, on va voir
que pour qu’elles vérifient de bonnes propriétés, on va devoir se restreindre aux faisceaux.
La définition 10.3.2 s’adapte très bien à la catégorie Fais∂Zar,k, comme on va le voir dans ce
qui suit.

Pour commencer, si F et G sont deux tels faisceaux et que f : F −→G est un morphisme,
on sait, par exemple en vertu des propositions 2.6.1 et 2.6.3, que f est un monomorphisme
« vu dans Esp∂k » si, et seulement si, il en est un « vu dans Fais∂Zar,k ».

Par ailleurs, les objets
(
diff-SpecA

)
I

sont bien des faisceaux :

Proposition 10.3.6. Soient k un anneau différentiel, A une k-algèbre différentielle et I un
idéal de A. Alors, le k-espace algébro-différentiel(

diff-SpecA
)
I

est un faisceau pour la prétopologie Zariski de (Alg∂k)op.
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Démonstration. —– On sait déjà — c’est la proposition 10.1.5 — que le préfaisceau diff-SpecA
est un faisceau. Soit donc I un idéal de A. Soit K une k-algèbre différentielle. On va appli-
quer le critère 10.1.4 afin de vérifier que

(
diff-SpecA

)
I

est un faisceau. Soit donc (fj)j∈J
une famille finie d’éléments de K qui l’engendre. On veut montrer que la suite

(
diff-SpecA

)
I

(K) i // ∏
j∈J

(
diff-SpecA

)
I

(
Kfj

) p //
q
//
∏
i,j∈J

(
diff-SpecA

)
I

(
Kfi·fj

)
est un égalisateur. Car diff-SpecA est un faisceau, on vérifie facilement que l’application i

est injective. Soit maintenant
φj : A−→Kfj

une famille de morphismes tels que, pour tout j, φj (I) engendre l’idéal plein de Kfj , et
qui ont la même image par p et q. Comme diff-SpecA est un faisceau, il existe donc un
morphisme

φ : A−→K

qui factorise tous les morphismes φj . Ce qu’on doit vérifier est que l’image φ (I) engendre
bien K. Soit j ∈ J un indice. On sait que φj (I) engendre Kfj . Il existe donc des λk ∈ K,
des entiers nk et des éléments xk ∈ I tels que∑

k

λk
fj
nk φj (xk) = 1 dans Kfj .

On en déduit qu’il existe des µk dans K et un entier N tels que∑
k

µkφj (xk) = fj
N dans K.

Le lemme 10.1.3 permet alors de conclure. �

Maintenant, soit G−→F un morphisme entre deux faisceaux, soit A est une k-algèbre
différentielle et soit I un idéal de A. On s’intéresse à l’éventuel caractère cartésien du dia-
gramme (

diff-SpecA
)
I

��

� � // diff-SpecA

��
G

f // F

.

On a : (
diff-SpecA

)
I

��

� � // diff-SpecA

��
G

f // F

est cartésien dans Esp∂k

m

(
diff-SpecA

)
I

��

� � // diff-SpecA

��
G

f // F

est cartésien dans Fais∂Zar,k.
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Le sens « haut =⇒ bas » est vrai car le foncteur oubli Fais∂Zar,k −→Esp∂k est pleinement
fidèle. Le sens « bas =⇒ haut » repose quant à lui sur l’existence d’un adjoint à gauche au
foncteur oubli Fais∂Zar,k −→Esp∂k . Rappelons que cet adjoint, comme on l’a vu au paragraphe
(2.6.6), est le foncteur « faisceau associé ». En effet, dans le cas très général où un foncteur
F possède un adjoint à gauche (4), on sait que F commute aux limites quelconques. C’est le
théorème 2.5.2, qu’on a rappelé dans la partie 2. On peut appliquer ce théorème à un type
de limite particulière ; si ω : C −→D est un foncteur qui admet un adjoint à gauche, on a

X ′ //

��

Y ′

��
X // Y

cartésien dans C =⇒

ω (X ′) //

��

ω (Y ′)

��
ω (X ) // ω (Y )

cartésien dans D .

On en déduit l’équivalence qu’on voulait démontrer.

Si on fait le bilan de ces trois faits, on peut énoncer :

Proposition 10.3.7. Soit k un anneau différentiel. Soient F et G deux k-faisceaux Zariski.
Soit f : G−→F un morphisme. Alors, f est une immersion ouverte si, et seulement si, les
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) f est un monomorphisme dans Fais∂Zar,k.

(ii) pour toute k-algèbre A et pour toute flèche diff-SpecA−→F , il existe un idéal I de A
et une flèche

(
diff-SpecA

)
I
−→G qui rendent le carré(

diff-SpecA
)
I

��

� � // diff-SpecA

��
G

f // F

cartésien dans Fais∂Zar,k.

Autrement dit, si on avait défini la notion d’être une immersion ouverte directement dans
la catégorie des faisceaux, alors, on aurait obtenu une définition équivalente.

Remarque. —– En fait, le point (ii) entrâıne le point (i) : on pourrait démontrer que, dans
le cadre général d’une catégorie munie d’une prétopologie de Grothendieck sous-canonique,
on a l’équivalence suivante : pour tous X,Y ∈ Faisc (C ),

X −→Y est un mono (resp. un épi, un iso)

m
∀Y0 ∈ C , le morphisme X ×Y hY0 −→hY0 , dans

X ×Y hY0

�

//

��

hY0

��
X // Y

,

est un mono (resp. un épi, un iso).

♦

(4)Le cas typique d’un foncteur qui possède un adjoint à gauche est un « foncteur oubli ». C’est l’exemple
qu’on conseille d’avoir en tête face à un « foncteur qui admet un adjoint à gauche ».
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(10.3.8) Immersions ouvertes : stabilité par composition. Dans ce paragraphe, on
démontre cette propriété, pour les faisceaux. Pour démontrer que les immersions ouvertes
sont stables par composition, on va utiliser un petit peu de machinerie de théorie des
catégories. Ainsi, on se donne deux immersions ouvertes

H −→G et G−→F,

où F , G et H sont des faisceaux Zariski. Avant de passer à la partie la plus difficile, remar-
quons que la composée de ces morphismes est bien un monomorphisme, en tant que composé
de deux monomorphismes.

Puis, soit A une k-algèbre différentielle et diff-SpecA−→F un morphisme. On sait, par
définition, qu’il existe un idéal I tel que le carré(

diff-SpecA
)
I

//

��

diff-SpecA

��
G // F

soit cartésien. Ainsi, la question qu’on se pose peut se réduire au lemme suivant :

Lemme 10.3.8. Soit k un anneau différentiel. Soient G et H deux faisceaux Zariski au-
dessus de Alg∂k . Soit H −→G une immersion ouverte. Soient A une k-algèbre différentielle
et I un idéal de A. Soit (

diff-SpecA
)
I
−→G

un morphisme. Alors, il existe un idéal J de A, contenu dans I, et un morphisme(
diff-SpecA

)
J
−→H

tels que le carré (
diff-SpecA

)
J

//

��

(
diff-SpecA

)
I

��
H // G

soit cartésien, dans Fais∂Zar,k.

Remarque. —– Autrement dit, ce lemme dit qu’on peut étendre la propriété fondamentale des
immersions ouvertes : non seulement elle s’applique à tous les morphismes diff-SpecA−→G

mais aussi à tous les morphismes
(
diff-SpecA

)
I
−→G, pour tout idéal I. ♦

Avant de démontrer ce lemme, indiquons comment l’on va procéder. D’abord, on constate
que

(
diff-SpecA

)
I

est la limite inductive des diff-SpecAf pour f ∈ I. En appliquant la
propriété d’immersion ouverte à diff-SpecAf , on obtient un idéal Jf de Af qui rend cartésien
le carré (

diff-SpecAf
)
Jf

//

��

diff-SpecAf

��
H // G

.

On a envie de prendre la limite inductive de ces carrés cartésiens. On remarque alors que,
pour un certain idéal If deA, les espaces

(
diff-SpecAf

)
Jf

et
(
diff-SpecA

)
If

sont isomorphes.
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On considère alors la limite inductive (cofiltrante) des carrés cartésiens(
diff-SpecA

)
If

//

��

diff-SpecAf

��
H // G

et on conclut :

– en calculant la limite inductive colim−−−→f

(
diff-SpecA

)
If

– puis en montrant que cette limite inductive (cofiltrante) commute au produit cartésien.

Malheureusement, on ne pourra pas appliquer le théorème très général 2.6.8 de commutation
de limites finies et de colimites filtrantes, car les colimites dont il s’agit ici sont cofiltrantes
et non pas filtrantes.

Avant de suivre ce programme, on énonce et démontre plusieurs petits lemmes.

Lemme 10.3.9.
(
diff-SpecA

)
I

est la limite inductive des diff-SpecAf pour f ∈ I, dans la
catégorie Fais∂Zar,k des faisceaux Zariski.

Remarque. —– C’est important de prendre la limite des diff-SpecAf dans Fais∂Zar,k. Si on
avait cherché la limite dans Esp∂k , le résultat n’aurait pas été le même. ♦

Démonstration du lemme 10.3.9. —– Plus précisément, on considère la (petite) catégorie

IdéauxPrinc (I)

dont les objets sont les f ∈ I. Pour les morphismes, on met une flèche (et une seule) dans
Hom(f, g) si (f) est inclus dans (g). On considère alors le foncteur

Φ : IdéauxPrinc (I)−→Fais∂Zar,k

qui à f ∈ I associe l’espace diff-SpecAf . Si (g) ⊂ (f), on a bien un morphisme Af −→Ag et
donc un morphisme diff-SpecAg −→ diff-SpecAf . Le résultat apparâıt alors comme un cas
particulier du lemme 10.3.12 qu’on démontrera plus loin. �

Lemme 10.3.10. Soient k un anneau différentiel, A une k-algèbre, f ∈ A un élément de
A et Jf un idéal de Af . On note if : A−→Af la flèche de localisation. Alors, en posant

If := (f) ∩ if−1 (Jf ) ⊂ A,

on a que (
diff-SpecAf

)
Jf
−→

(
diff-SpecA

)
If

est un isomorphisme.

Démonstration du lemme 10.3.10. —– Définissons d’abord ce morphisme. Soit K une k-
algèbre et

φ ∈
(
diff-SpecAf

)
Jf

(K) :
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φ : Af −→K est un morphisme tel que φ (Jf ) engendre K. On associe à φ un morphisme

φ′ := φ ◦ if : A−→Af −→K.

Il nous reste à vérifier que φ′ (If ) engendre bien K. Comme φ (Jf ) engendre K, il existe des
λi ∈ K, des xi ∈ A et des ni ∈ N tels que

n∑
i=1

λiφ

(
xi
fni

)
= 1

et tels que pour tout i, xi
fni ∈ Jf . En multipliant par une puissance de φ (f) suffisamment

grande, on obtient une nouvelle égalité :
n∑
i=1

µiφ (fxi) = φ (f)N ,

où les µi ∈ K et où N ∈ N. De plus, les éléments yi := fxi sont dans (f) ∩ if−1 (Jf ). Par
conséquent, l’idéal engendré par φ′ (If ) contient φ (f)N . Or, ce dernier élément est inversible,
car φ′ se factorise par if : A−→Af . Ainsi, le morphisme(

diff-SpecAf
)
Jf
−→

(
diff-SpecA

)
If

est bien défini.

Montrons qu’il est bijectif. D’abord, il est clairement injectif : si deux morphisme φ1 et
φ2 : Af −→K ont la même « restriction » à A, alors, ils sont égaux (5). Montrons qu’il est
surjectif : soit φ : A−→K un morphisme tel que φ (If ) engendre K. On montre d’abord que
φ se factorise par if : A−→Af , en montrant que φ(f) est inversible dans K. Comme φ (If )
engendre K, il existe des éléments xi dans A et des éléments λi dans K tels que

n∑
i=1

λiφ (fxi) = 1,

où de plus les fxi sont dans If . En « détachant le φ(f) », on voit bien que ce dernier
est inversible dans K. Il nous faut montrer maintenant que le morphisme φ′ : Af −→K

ainsi obtenu vérifie que φ′ (Jf ) engendre K. C’est évident, au vu de la précédente équation,
puisque les fxi, en tant qu’éléments de If sont aussi des éléments de Jf . �

Pour énoncer le lemme qui vient, on va avoir besoin de la définition suivante. Pour
commencer, si A est un anneau, on note Idéaux (A) la catégorie des idéaux de A. Ses objets
sont les idéaux de A ; pour les morphismes, on pose

HomIdéaux(A) (I, J) = {⊂} si I ⊂ J et HomIdéaux(A) (I, J) = ∅ sinon.

La catégorie Idéaux (A) est donc associée à l’ensemble ordonné des idéaux. On définit :

Définition 10.3.11. Soit A un anneau. Soit I une petite catégorie et

Φ :
I // Idéaux (A)

i
� // Ii

un foncteur (covariant). On dit que Φ est fortement cofiltrant si

∀i, j ∈ ob (I ) ∀(xi, xj) ∈ Ii × Ij ∃` ∈ ob (I ) ∃`→ i∃`→ j | xi · xj ∈ I`.

(5)Autrement dit, A−→Af est un épimorphisme.
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On peut alors énoncer :

Lemme 10.3.12. Soit A une k-algèbre différentielle et soit I une petite catégorie. Soit

Φ :
I // Idéaux (A)

i
� // Ii

un foncteur fortement cofiltrant. Alors, dans la catégorie Fais∂Zar,k, on a

colim−−−→
i∈I

(
diff-SpecA

)
Ii

=
(
diff-SpecA

)
I
,

où l’idéal I est défini par
I :=

∑
i∈I

Ii.

Remarque. —– Ce lemme généralise le lemme 10.3.9, dans la mesure où diff-SpecAf est
isomorphe à

(
diff-SpecA

)
(f)

, où l’idéal I est bien égal à

I =
∑
f∈I

(f) ,

et dans la mesure où la famille (f)f∈I est fortement cofiltrante. ♦

Démonstration du lemme 10.3.12. —– D’abord, comme, pour tout i ∈ ob (I ), on a Ii ⊂ I,
on a bien une collection « compatible » de morphismes(

diff-SpecA
)
Ii
−→

(
diff-SpecA

)
I
.

Montrons qu’il s’agit bien de la limite inductive qu’on veut calculer. Soit X un k-faisceau
Zariski, muni d’une collection « compatible » de morphismes

ϕi :
(
diff-SpecA

)
Ii
−→X.

On veut en déduire une unique flèche ϕ :
(
diff-SpecA

)
I
−→X. Soit donc K une k-algèbre

différentielle et φ ∈
(
diff-SpecA

)
I

(K) ; c’est-à-dire, φ : A−→K est un morphisme tel
que φ (I) engendre K. On veut lui associer un élément x ∈ X (K). On va procéder par
recollement : pour construire l’élément x ∈ X (K), comme X est un faisceau, il suffit de
construire une famille xi, avec xi ∈ X (Kgi), où (gi)i est une famille qui engendre K, et où
les xi « cöıncident sur les intersections ».

Comme φ (I) engendre K, il existe des λi ∈ K et des fi ∈ I tels que
n∑
i=1

λiφ (fi) = 1. (1)

Chaque fi ∈ I, par définition de l’idéal I, peut s’écrire

fi = gi,1 + gi,2 + · · ·+ gi,ki

où chaque gi,j est un élément d’un Im(i,j). Ainsi, en réorganisant l’identité (1), on peut écrire

m∑
i=1

µiφ (gi) = 1
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où µi ∈ K et où gi ∈ In(i), où n(i) est un élément bien choisi de notre petite catégorie
cofiltrante I . On voit ainsi que la famille des φ(gi) engendre K, et donc que les K −→Kφ(gi)

forment un recouvrement de K. Soit alors i compris entre 1 et n. On va associer à φ un
élément de X

(
Kφ(gi)

)
. Si on considère le morphisme

φi := A−→K −→Kφ(gi),

alors, on a bien que φi
(
In(i)

)
engendre Kgi . En effet, cet ensemble contient φ(gi), qui est

inversible. Ainsi, on a φi ∈
(
diff-SpecA

)
In(i)

(
Kφ(gi)

)
. Grâce au morphisme

ϕn(i) :
(
diff-SpecA

)
In(i)
−→X,

donné par hypothèse, on obtient un élément xi ∈ X
(
Kφ(gi)

)
.

Montrons que cette famille (xi)i est compatible. Soient donc i et j deux entiers. Comme
le foncteur Φ est fortement cofiltrant, on sait qu’il existe un élément ` ∈ I tel que

`−→n(i), `−→n(j) et tel que gi · gj ∈ I`

En particulier, on a donc

I` ⊂ In(i) et I` ⊂ In(j).

Et donc, on a aussi les deux morphismes correspondant

(
diff-SpecA

)
I`
−→

(
diff-SpecA

)
In(i)

et
(
diff-SpecA

)
I`
−→

(
diff-SpecA

)
In(j)

.

On veut montrer que les images de xi ∈ X
(
Kφ(gi)

)
et de xj ∈ X

(
Kφ(gj)

)
dansX

(
Kφ(gi)φ(gj)

)
,

obtenues grâce aux morphismes

Kφ(gi)−→Kφ(gi)φ(gj) et Kφ(gj)−→Kφ(gi)φ(gj),

sont égales. Or, le morphisme φij : A−→K −→Kφ(gi)φ(gj) est un élément de

(
diff-SpecA

)
I`

(
Kφ(gi)φ(gj)

)
,

puisque gi · gj ∈ I`. Par conséquent, par compatibilité de la famille de morphismes ϕi,
les « restrictions » de xi et xj à X

(
Kφ(gi)φ(gj)

)
sont égales à l’image par ϕ` de φij dans

X
(
Kφ(gi)φ(gj)

)
, et donc sont égales entre elles. C’est ce qu’on voit dans le diagramme com-

mutatif suivant, où on a noté Ui les ouverts Kφ(gi) :
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Ainsi, les xi se recollent bien, et comme X est un faisceau, donnent un élément de X (K),
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celui qu’on cherchait. L’unicité du morphisme ϕ :
(
diff-SpecA

)
I
−→X ainsi construit se

démontre de la même manière. �

On peut enfin en venir à la démonstration du lemme 10.3.8.

Démonstration du lemme 10.3.8. —– Rappelons un peu de quoi il s’agit. Soient F et G deux
faisceaux, reliés entre eux par une immersion ouverte

H −→G.

Soient A une k-algèbre différentielle, I un idéal de A ; on se donne aussi un morphisme(
diff-SpecA

)
I
−→G.

Ce qu’on veut montrer est qu’il existe un idéal J , inclus dans I, et des morphismes, qui font
du carré (

diff-SpecA
)
J

��

� � // (diff-SpecA
)
I

��
H // G

un carré cartésien.

On procède comme indiqué lors du schéma de preuve qu’on a donné après l’énoncé du
lemme. Soit f ∈ I. On dispose d’un morphisme diff-SpecAf −→

(
diff-SpecA

)
I
, donc d’un

morphisme vers G. Par conséquent, par définition d’une immersion ouverte, il existe un idéal
Jf de Af tel qu’on ait un carré cartésien(

diff-SpecAf
)
Jf

//

��

diff-SpecAf

��
H // G

.

Grâce au lemme 10.3.10, on sait que ce diagramme peut aussi s’écrire(
diff-SpecA

)
If

//

��

diff-SpecAf

��
H // G

,

où If := (f)∩ if−1 (Jf ). En fait, pour pouvoir utiliser la proposition 10.3.1, on va remplacer
les idéaux If par leurs radicaux

√
If . Comme dans la preuve du lemme 10.3.9, on considère

la petite catégorie cofiltrante IdéauxPrinc (I) attachée à l’idéal I. On a un foncteur

Φ :
IdéauxPrinc (I) // Idéaux (A)

f
� // √If .

Montrons qu’il est fortement cofiltrant. Pour commencer, établissons le lien entre Ifg et If .
Si on empile les deux carrés cartésiens

(
diff-SpecA

)
If

��
�

// diff-SpecAf

��
H // G

et

Y

�

��

// diff-SpecAfg

��(
diff-SpecA

)
If

// diff-SpecAf

,
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par unicité du produit fibré, on trouve que Y =
(
diff-SpecA

)
Ifg

; comme par ailleurs(
diff-SpecAfg

)
=
(
diff-SpecAf

)
(g)

, on a donc(
diff-SpecA

)
Ifg

�

��

// (diff-SpecAf
)

(g)

��(
diff-SpecA

)
If

// diff-SpecAf

.

Or, d’après la définition de Jf et le lemme 10.3.4 , on a aussi(
diff-SpecAf

)
(g)·Jf

�

��

// (diff-SpecAf
)

(g)

��(
diff-SpecAf

)
Jf

// diff-SpecAf

.

Enfin, d’après le lemme 10.3.10, on a(
diff-SpecAf

)
(g)·Jf

=
(
diff-SpecA

)
Kfg

avec Kfg = if
−1 ((g) · Jf ) ∩ (f),

où if : A−→Af est la flèche de localisation. Par conséquent, d’après la proposition 10.3.1,
on a √

Ifg =
√
if
−1 ((g) · Jf ) ∩ (f) =

√
ig
−1 ((f) · Jg) ∩ (g).

Montrons à l’aide de ces égalités que Φ est fortement cofiltrant. Soient donc f, g ∈ I et soient
x ∈ If et y ∈ Ig : on a un n tel que xn ∈ If et yn ∈ Ig. Pour commencer, il est facile de
vérifier que √

Ifg ⊂
√
If et

√
Ifg ⊂

√
Ig.

Montrons donc que xy ∈
√
Ifg. Comme xn ∈ If , on peut écrire

xn = λ · f et if (xn) ∈ Jf ,

avec λ ∈ A. De même, on a yn = µg avec µ ∈ A. On a donc

(xy)n = λµg · f donc (xy)n ∈ (f).

De plus, on a

if ((xy)n) = if (xn)
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

∈Jf

· if (yn)
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

=µg∈(g)

donc if ((xy)n) ∈ (g) · Jf .

Donc, on a bien

xy ∈
√
if
−1 ((g) · Jf ) ∩ (f) =

√
Ifg,

ce qu’on voulait.

Considérons maintenant les diagrammes cartésiens(
diff-SpecA

)√
If

�

//

��

diff-SpecAf

��
H // G

.
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On prend leur limite inductive (dans la catégorie Faisc∂Zar,k). On obtient le diagramme

colim−−−→f∈I

((
diff-SpecA

)√
If

)

��

// colim−−−→f∈I
diff-SpecAf

��
H // G

dont on veut montrer que c’est un carré cartésien. Ceci se fait comme pour la démonstration
du lemme 10.3.12 :

1) On considère pour commencer un faisceau X muni de deux flèches

p : X −→ colim−−−→f∈I
diff-SpecAf et q : X −→H

qui cöıncident au-dessus de G. On veut construire une unique factorisation

X −→ colim−−−→f∈I

((
diff-SpecA

)√
If

)
de ces morphismes.

2) On sait, d’après le lemme 10.3.12 que

colim−−−→
f∈I

diff-SpecAf =
(
diff-SpecA

)
I
.

3) Soient K une k-algèbre différentielle, x ∈ X(K). On cherche à associer à ce x un

y ∈ colim−−−→f∈I

((
diff-SpecA

)√
If

)
(K) .

Soit φ ∈
(
diff-SpecA

)
I

(K) l’image de x par p. Soient gi ∈ I tels que les φ(gi) en-
gendrent K. On considère le recouvrement

(
K −→Kφ(gi)

)
i

de K. On note Ui l’ouvert
de K correspondant à Kφ(gi).

4) Plutôt que de chercher à construire y, on construit une famille yi, comme suit :
la restriction φ|Ui provient d’un élément de diff-SpecAgi

(
Kφ(gi)

)
. On utilise alors le

caractère cartésien du diagramme(
diff-SpecA

)√
Igi

//

��

diff-SpecAgi

��
H // G

pour obtenir un élément dans
(
diff-SpecA

)√
Igi

(
Kφ(gi)

)
, qu’on envoie par la flèche

canonique dans

colim−−−→f∈I

((
diff-SpecA

)√
If

)(
Kφ(gi)

)
.

C’est ainsi qu’on obtient l’élément yi.

5) Il faut enfin vérifier que les yi cöıncident sur les intersections des Ui : pour cela, on
procède comme précédemment en raisonnant dans Kφ(gi)φ(gj). Les yi se recollent en
un y, et il faut vérifier que cela définit un morphisme et qu’il est unique.
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Ainsi, le digramme

colim−−−→f∈I

((
diff-SpecA

)√
If

)
�

��

// colim−−−→f∈I
diff-SpecAf

��
H // G

est cartésien. On conclut en utilisant le lemme 10.3.12 qui nous permet de l’écrire aussi(
diff-SpecA

)
J

�

��

// (diff-SpecA
)
I

��
H

f // G

,

où l’idéal J est défini par

J :=
∑
f∈I

√
If =

∑
f∈I

√
(f) ∩ if−1 (Jf ).

Ceci achève la démonstration. �

Ainsi, maintenant que le lemme 10.3.8 est démontré, on en déduit aisément la proposition
suivante :

Proposition 10.3.13. Soient k un anneau différentiel, X, Y et Z trois k-faisceaux Zariski
et soient

f : X −→Y et g : Y −→Z

deux immersions ouvertes. Alors, la composée g ◦ f : X −→Z est aussi une immersion
ouverte.

10.4 La prétopologie de Zariski sur Faisc∂Zar,k

(10.4.1) La prétopologie de Zariski sur Faisc∂Zar,k : définition. Maintenant qu’on
dispose de la notion d’immersion ouverte, on souhaite définir la notion de recouvrement.
Intuitivement, on va procéder comme suit. Soit F un k-faisceau Zariski. Alors, un ensemble
de morphismes

{Fi−→F}i
sera dit un recouvrement si, d’une part, toutes les flèches Fi−→F sont des immersions
ouvertes et si, d’autre part, cette famille « recouvre F » en un sens qu’il nous reste à définir.
On pose :

Définition 10.4.1. La prétopologie de Zariski sur Faisc∂Zar,k est la prétopologie définie par

Recouvr (F ) =

{Fi−→F}i

∣∣∣∣∣∣∣∣
∀i, Fi−→F est une immersion ouverte

et∐
i Fi−→F est un épimorphisme

(de faisceaux)


pour tout k-faisceau Zariski F .
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(10.4.2) C’est bien une prétopologie. Vérifions qu’il s’agit d’une prétopologie de Gro-
thendieck. La condition sur les isomorphismes ne pose pas de problème : si G−→F est un
isomorphisme, c’est bien une immersion ouverte et c’est aussi un épimorphisme.

Vérifions maintenant la condition « de stabilité par changement de base ». D’abord,
notons qu’on a montré dans la proposition 10.3.5 que les immersions ouvertes sont stables
par changement de base. Il s’agit donc de montrer que la propriété de recouvrement est
encore satisfaite. Soit F un k-faisceau Zariski et soit f : G−→F un morphisme. Soit{

Fi
fi //F

}
i

un recouvrement de F . Notons Gi un produit fibré de Fi par G au-dessus de F . On veut
montrer que le morphisme ∐

i

Gi−→G

est un épi. Or, les colimites commutent aux changements de base. En effet, de façon plus
générale, si C est un site, si S ∈ Faisc (C ) et si X0 ∈ Faisc (C ) /S, on sait (voir la propo-
sition 1, page 136 de [MLM94]) que le foncteur

−×S X0 :
Faisc (C ) /S // Faisc (C ) /S

X
� // X ×S X0

admet un adjoint à droite. On a donc

∐
i

Gi '

(∐
i

Fi

)
×F G.

Ainsi, le morphisme dont on veut montrer le caractère épi est le morphisme ϕ′ du diagramme

(
∐
i Fi)×F G

ϕ′ //

��

G

��∐
i Fi

ϕ // F

.

On peut alors appliquer la proposition 2.6.6 qui nous dit que le caractère épi d’un morphisme
est stable par changement de base, dans les catégories de faisceaux : on a donc bien que∐

i

Gi−→G

est un épi. On a ainsi montré que les recouvrements étaient stables par changement de base.

Enfin, il nous reste à montrer que les recouvrement sont stables « par composition ».
Soient donc F un k-faisceau Zariski, {Fi−→F}i un recouvrement de F et, pour tout i,

{Gi,j −→Fi}j

un recouvrement de Fi. On veut montrer que la famille {Gi,j −→F}ij est un recouvrement
de F . D’abord, ces morphismes sont tous des immersions ouvertes, d’après la proposition
10.3.13. Passons donc à la propriété « épi ». On sait que, pour tout i,∐

j

Gi,j −→Fi
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est un épi. Donc, grâce à la proposition 2.5.4, on sait que

∐
i

∐
j

Gi,j

−→∐
i

Fi

est un épi. Donc, comme la composée de deux épi est un épi, on a que∐
i,j

Gi,j −→F

est un épi. Ainsi, {Gi,j −→F}ij est un recouvrement de F .

10.5 Définition des fonct-∂-schémas et caractérisation

Munis de tout ce qui précède, il n’est plus difficile, maintenant de définir les schémas
différentiels, d’un point de vue fonctoriel ; l’analogie avec la définition des schémas par les
espaces annelés est ainsi portée jusqu’au bout.

(10.5.1) Fonct-∂-schémas. Voici la définition :

Définition 10.5.1. Soit k un anneau différentiel. Soit X ∈ Fais∂Zar,k. On dit que X est
un k-fonct-∂-schéma si X peut-être recouvert par des objets représentables. Autrement s’il
existe une famille de k-algèbres différentielles (Ai)i∈I et des immersions ouvertes hAi −→X

telles que
{hAi −→X}i∈I

soit un recouvrement Zariski de X.

On note fonct-∂-Schk la catégorie des k-fonct-∂-schémas. C’est une sous-catégorie pleine de
Fais∂Zar,k.

(10.5.2) Une caractérisation des fonct-∂-schémas. Soit X un fonct-∂-schéma. Alors,
d’après la définition, il existe une famille de k-algèbres différentielles Ai et des immersions
ouvertes hAi −→X telles que ∐

i

hAi −→X

soit un épimorphisme. D’après la proposition 2.6.7, cela implique que X est la colimite de∐
i hAi ×X

∐
i hAi

//
//
∐
i hAi .

Or, on sait que dans une catégorie de faisceaux, les colimites commutent aux changements
de base. Ainsi, on peut écrire∐

i

hAi ×X
∐
i

hAi '
∐
i,j

hAi ×X hAj .

Si on note Uij = hAi ×X hAj , alors les deux morphismes

Uij −→hAi et Uij −→hAj
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sont des immersions ouvertes, car ce sont les immersions ouvertes hAj −→X et hAi −→X

après changements de base. Ainsi, si X est un schéma, on peut trouver une famille de k-
algèbres différentielles hAi , des immersions ouvertes hAi −→X et des faisceaux Uij , avec des
immersions ouvertes Uij −→hAi et Uij −→hAj , tels que le morphisme

colim
( ∐

i,j Uij
//
//
∐
i hAi

)
−→X

soit un isomorphisme.
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Chapitre 11

Équivalence des deux points de

vue

Dans ce chapitre, on va montrer que la catégorie des fonct-∂-schémas, telle qu’on vient
de la définir, et celle des schémas munis d’un champ de vecteurs sont équivalentes. Pour ce
faire, on va suivre une méthode qui est très classique pour ce genre de problème. En effet,
on va voir qu’on dispose d’une adjonction (|−| , h−) entre Esp∂k et EspLocAnn∂k :

Esp∂k
|−|∈∗ //

EspLocAnn∂k
h−∈ω

oo .

Par ailleurs, on a défini deux sous-catégories :

– d’une part, Sch∂k , la catégorie des k-schémas munis d’un champ de vecteurs, qui est
une sous-catégorie de EspLocAnn∂k .

– d’autre part, fonct-∂-Schk, la catégorie des k-fonct-∂-schémas, qui est une sous-catégorie
de Esp∂k .

Notre stratégie pour montrer qu’elle sont équivalentes est de montrer d’abord qu’on peut
restreindre les deux foncteurs |−| et h− à ces deux catégories ; puis, de montrer que ces
foncteurs, une fois restreints, réalisent une équivalence de catégories.

En fait, de façon plus précise, pour réaliser ce programme, on va d’abord s’attaquer à
des sous-catégories de Esp∂k et de EspLocAnn∂k moins compliquées. Ainsi, on va d’abord
montrer l’équivalence entre, d’un côté, les schémas affines munis d’un champ de vecteurs et,
de l’autre, les foncteurs représentables : c’est le cas affine. Puis, on va faire la même chose
pour les « ouverts des affines » : c’est le cas quasi-affine. Enfin, on pourra traiter le cas
général.
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11.1 Une adjonction entre Esp∂k et EspLocAnn∂k

On dispose d’une catégorie, Esp∂k , qu’on peut voir aussi comme la catégorie

PréFaisc((Alg∂k)op)

(pour la prétopologie de Zariski, par exemple, mais aussi pour n’importe quelle prétopologie).
On introduit dans cette section une autre catégorie EspLocAnn∂k , celle des espaces différen-
tiellement localement annelés. Ces deux catégories sont reliées entre elles par le foncteur des
points. Le but de cette section et des suivantes et de comparer ces deux catégories, voire
dans quelle mesure elles sont « proches » l’une de l’autre.

Dans cette section, « proche » veut dire qu’elles sont « adjointes l’une à l’autre », mais
dans les sections qui suivent, on verra que, quitte à faire quelques restrictions, on peut
obtenir un foncteur pleinement fidèle et même une équivalence.

(11.1.1) Espaces différentiellement localement annelés. De la même façon qu’on
définit les espaces localement annelés, on peut définir les espaces différentiellement loca-
lement annelés. C’est simple, un espace différentiellement localement annelé est un espace
topologique muni d’un faisceau en anneaux différentiels dont les anneaux de germes sont des
anneaux locaux (1). Intuitivement, il faut y penser comme un « espace » muni d’un champ de
vecteurs. De façon plus précise, si k est un anneau différentiel, un k-espace différentiellement
localement annelé est un espace topologique muni d’un faisceau en k-algèbres différentielles
dont les anneaux de germes sont des anneaux locaux. Par ailleurs, un morphisme d’espaces
différentiellement localement annelés est astreint à être local, comme pour les espaces loca-
lement annelés. On obtient ainsi une catégorie, qu’on note EspLocAnn∂k .

Cette catégorie est cocomplète. Cela signifie que toutes les limites inductives existent
dans EspLocAnn∂k . Plus précisément, cela veut dire que pour toute petite catégorie I et
pour tout foncteur F : I → EspLocAnn∂k , la colimite (ie la limite inductive)

colim−−−→F

existe. Pour le montrer, on utilise la fameuse caractérisation des catégories cocomplètes :

Théorème 11.1.1 (Corollary 2, p. 109 de [ML71]). Soit C une catégorie. Alors, C est
(co)complète si, et seulement si, elle admet les (co)produits et les (co)noyaux.

Ainsi, on va montrer :

Théorème 11.1.2. La catégorie EspLocAnn∂k est cocomplète.

Démonstration. —– Cette démonstration reprend dans le cas différentiel la preuve de la pro-
position 1.6 du chapitre I de [DG70]. D’abord, la catégorie EspLocAnn∂k admet clairement
les coproduits. En effet, si (Xi,Oi)i∈I est une famille d’espaces différentiellement localement
annelés, on construit facilement son coproduit : pour être bref, il s’agit de l’espace topolo-
gique ∐

i∈I
Xi

(1)Précisons bien, on veut que les anneaux de germes soient des anneaux locaux, sans tenir compte de la
structure différentielle. Dans ses articles, par exemple dans [Kei75] ou [Kei82b], Keigher considère les
espaces différentiellement annelés dont les anneaux de germes sont des anneaux locaux dont l’unique idéal
maximal est différentiel.
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muni du faisceau de k-algèbres différentielles O défini par

∀i ∈ I, O|Xi = Oi.

Montrons maintenant que EspLocAnn∂k admet les conoyaux. On considère ainsi deux
morphismes

f, g : (X,OX) //
// (Y,OY )

entre deux espaces. On veut montrer qu’il existe un k-espace différentiellement localement
annelé (Z,OZ) muni d’un morphisme local

p : (Y,OY )−→ (Z,OZ)

tel que p ◦ f = p ◦ g et qui soit universel pour cette propriété. Construisons d’abord l’espace
topologique sous-jacent de ce k-espace différentiellement localement annelé. Évidemment (2),
il s’agit du conoyau des deux morphismes

f, g : X //
// Y

dans la catégorie Top. C’est l’espace Y dont on identifie, pour tout x ∈ X, les éléments f(x)
et g(x). Plus formellement, on considère la relation d’équivalence Rf,g sur Y engendrée par
la relation

∀x ∈ X, f(x) Rf,g g(x).

Il s’agit de la plus petite partie Rf,g ⊂ Y×Y , vérifiant les axiomes des relations d’équivalence,
et telle que

∀x ∈ X, (f(x), g(x)) ∈ Rf,g.

Puis, on pose Z := X/Rf,g, l’espace quotient. Cet espace topologique est muni d’une flèche
p : Y −→Z. Munissons maintenant Z d’un faisceau. Les morphismes f et g viennent, en
tant que morphismes d’espaces annelés, avec des morphismes de faisceaux, qu’on note f#

et g#. Soit W un ouvert de Z. On note V := p−1 (W ). On remarque d’abord, comme
p(f(x)) = p(g(x)) pour tout x ∈ X, que f−1 (V ) = g−1 (V ). On note U cet ouvert. On
définit alors

OZ (W ) :=
{
ϕ ∈ OY (V )

∣∣ f# (ϕ) = g# (ϕ)
}

avec les morphismes de restriction naturels. On peut alors compléter facilement l’application
p par un morphisme p# pour en faire un morphisme d’espaces annelés.

Puis, il faut montrer que les anneaux de germes de (Z,OZ) sont locaux. Pour cela, on va
d’abord faire une remarque générale sur les espaces localement annelés. Soit donc (A,OA)
un tel espace, et soient U un ouvert de A et ϕ ∈ OA (U). On définit

D (ϕ) := {x ∈ U | ϕ(x) 6= 0} ⊂ U.

C’est un ouvert de A. En effet, si x ∈ U , cela signifie que ϕ(x) 6= 0, ie que ϕ n’appartient pas
à l’idéal maximal de OA,x. Autrement dit, puisque OA,x est local, cela signifie que l’image de
ϕ dans OA,x est inversible. En dernier lieu, cela signifie qu’il existe un ouvert V contenant
x, et qu’il existe ψ ∈ OA (V ) tel que

ϕ|V ∩U · ψ|V ∩U = 1.

(2) En effet, le foncteur oubli ω : EspLocAnn∂k −→Top admet un adjoint à droite. Cet adjoint est

Top // EspLocAnn∂k

X
� // (X, k)

,

où on a noté k le faisceau constant de tige k. Cela vient du fait que k est un objet initial dans Alg∂k .
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Ceci permet de voir que ∀x ∈ V ∩ U,ϕ(x) 6= 0, et donc que V ∩ U ⊂ D (ϕ) : D (ϕ) est bien
un ouvert de A. On a alors le fait suivant :

∃ψ ∈ OA (D (ϕ)) ψ · ϕ|D(ϕ) = 1.

En effet, comme on vient de le voir, pour tout x ∈ D (ϕ), on peut trouver un inverse à ϕ sur
un ouvert Ux contenant x. Ces inverses se recollent, par unicité de l’inverse, et c’est ainsi
qu’on obtient cet inverse à ϕ sur D (ϕ) tout entier.

Revenons à notre problème initial, montrer que les anneaux de germes de (Z,OZ) sont
locaux. Soient W un ouvert de Z, V := p−1 (Z) et U := f−1 (V ) = g−1 (V ). Soit ϕ ∈
OZ (W ). Par définition, ϕ est un élément de OY (V ) tel que f# (ϕ) = g# (ϕ). Ce dernier
point permet de voir que, pour tout x ∈ X, si ϕ (f(x)) = 0, alors ϕ (g(x)) = 0 ; en effet, on
a

∀x ∈ X, ϕ (f(x)) = 0 ⇐⇒ f# (ϕ) (x) = 0.

Ainsi, l’ouvert D (ϕ) ⊂ V est stable par Rf,g. Soit z ∈ W . On note ϕz l’image de ϕ dans
l’anneau des germes OZ,z. On a alors

ϕz est inversible ⇐⇒ p−1 (z) ⊂ D (ϕ) .

En effet, si ϕz est inversible, cela veut dire qu’il existe un ouvert W ′ de Z contenant z et
ψ ∈ OZ (W ′) tel que ψ ·ϕ = 1. En ramenant cette égalité sur Y , on trouve un ouvert V ′ de Y
contenant p−1(z) et ψ ∈ OY (V ′) tels que, sur V ′, on ait ϕ ·ψ = 1. En particulier, V ′ ⊂ D (ϕ)
et donc p−1(z) ⊂ D (ϕ). Réciproquement, si p−1(z) ⊂ D (ϕ), alors D (ϕ), qui est invariant
par Rf,g comme on l’a dit, correspond à un ouvert de Z contenant z. Par ailleurs, on a vu
que sur cet ouvert D (ϕ) on pouvait inverser ϕ. Ainsi, on a bien que ϕz est inversible.

Ceci dit, on peut maintenant montrer que OZ,z est local : on montre que l’ensemble
des éléments non-inversibles est stable par addition. Soient donc ϕ,ϕ′ ∈ OZ,z, tous deux
non-inversibles. Soit W un ouvert de Z contenant z et sur lequel on a deux représentants
(qu’on note encore ϕ et ϕ′) des germes. On note V := p−1 (W ) ; on a

p−1 (z) * D (ϕ) et p−1 (z) * D (ψ) .

Soient donc y1 et y2 dans p−1(z) tels que

ϕ(y1) = 0 et ψ(y2) = 0.

Ainsi, y1 et y2 sont tous les deux envoyés par p sur z. Idéalement, cela veut dire que le
couple (y1, y2) est tel qu’il existe x ∈ X tel que

(y1, y2) = (f(x), g(x)).

Dans ce cas, on pourrait conclure d’après ce qu’on a dit que

ϕ(y2) = ϕ(g(x)) = ϕ(f(x)) = ϕ(y1) = 0.

Cependant, en général, tout ce qu’on sait, c’est qu’il existe des éléments a1, . . . , am de Y et
des x1, . . . , xm dans X tels que

(y1, a1) =


(f(x1), g(x1))

ou
(g(x1), f(x1))

, (a1, a2) =


(f(x2), g(x2))

ou
(g(x2), f(x2))

,

(a2, a3) =


(f(x3), g(x3))

ou
(g(x3), f(x3))

, · · · , (am, y2) =


(f(xm), g(xm))

ou
(g(xm), f(xm))

.
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Mais, on peut encore conclure que ϕ(y2) = 0. Donc, on a (ϕ+ ψ) (y2) = 0, donc

p−1 (z) * D (ϕ+ ψ) ,

donc ϕ+ψ n’est pas inversible. Ainsi, on a montré que OZ,z est un anneau local. On montre
de la même façon que le morphisme p est local.

Une fois tout ceci fait, il n’est pas difficile de montrer que (Z,OZ) est effectivement le
conoyau qu’on cherchait. �

(11.1.2) Spectres différentiels. Toujours si k est un anneau différentiel, et si K est une k-
algèbre différentielle, alors, on associe à K un k-espace différentiellement localement annelé :
c’est le spectre (différentiel) de K, et on le note Spec∂K. Il s’agit du schéma SpecK (donc
en particulier de l’espace localement annelé SpecK), dont on munit le faisceau structural
de la dérivation induite par la dérivation de l’anneau K. Ainsi, on définit ainsi un foncteur

Spec∂ : (Alg∂k)op−→EspLocAnn∂k .

(11.1.3) Foncteur du foncteur des points. C’est avec les spectres différentiels qu’on
définit une nouveau foncteur. C’est

h− : EspLocAnn∂k −→Esp∂k .

Rappelons qu’on désigne par Esp∂k la catégorie des k-espaces algébro-différentiels, c’est-à-
dire des foncteurs (covariants) de Alg∂k dans Ens. Ce foncteur h− est défini comme suit : si
X est un k-espace différentiellement localement annelé, alors on définit

hX :=
Alg∂k // Ens

K
� // HomEspLocAnn∂k

(
Spec∂K,X

) .

(11.1.4) L’adjonction. On a alors :

Proposition 11.1.3. Soit k un anneau différentiel. Alors, le foncteur

h− : EspLocAnn∂k −→Esp∂k

possède un adjoint à gauche.

Démonstration. —– Soit k un anneau différentiel. On part d’un k-espace algébro-différentiel
F : Alg∂k → Ens. On veut lui associer un k-espace différentiellement localement annelé.

Commençons par attacher à F une catégorie. Rappelons qu’on a défini dans le paragraphe
(9.2.3) ce qu’est un point de F : c’est un couple x = (K, p) où K est une k-algèbre
différentielle et où p ∈ F (K). Si x = (K, p) et y = (L, q) sont deux points de F , un
morphisme entre entre x et y est un morphisme de k-algèbres différentielles

ϕ : K −→L
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tel que F (ϕ) : F (K)−→F (L) envoie x sur y. On obtient ainsi une catégorie, qu’on note
points (F ). On dispose d’un foncteur

ΦF :
points (F ) // EspLocAnn∂k

x = (K, p) � // Spec∂K
.

On pose alors, en vertu du théorème 11.1.2 (pour l’appliquer en toute rigueur, il faudrait,
comme c’est fait dans [DG70], parler d’univers, ce que nous ne ferons pas)

|F | := colim−−−→ΦF = colim−−−→
x=(K,p)
∈points(F )

diff-SpecK.

Ainsi, si l’on prend la convention, pour tout X ∈ ob
(
EspLocAnn∂k

)
de noter encore X le

foncteur constant

X :
points (F ) // EspLocAnn∂k
x = (K, p) � // X

qui à tout objet associe X et à toute flèche IdX , alors on a une transformation naturelle

iF : ΦF −→|F |

telle que, pour tout objetX de EspLocAnn∂k et toute transformation naturelle i : ΦF −→X,
il existe une unique factorisation f : |F | −→X qui fasse commuter

ΦF
i //

iF $$IIIIII X

|F |
f

;;vvvvvv

.

C’est ce k-espace différentiellement localement annelé qui est notre candidat pour définir
l’adjoint à gauche de h−. Si G est un autre k-espace algébro-différentiel et si ϕ : F −→G est
un morphisme entre eux deux, ϕ induit un foncteur

ϕ : points (F )−→points (G)

qui fait commuter le diagramme

points (F )

ΦF ''PPPPPPPPPPP

ϕ // points (G)

ΦGwwnnnnnnnnnnn

EspLocAnn∂k

.

On voit de la sorte que la transformation naturelle iG : ΦG−→|G| induit une transformation
naturelle ΦF −→|F |. Cette dernière, par propriété universelle, induit donc un morphisme
|F | −→ |G|. On a donc défini un foncteur.

Pour vérifier que ce foncteur est un adjoint à gauche de h−, il suffit de construire une
bijection fonctorielle entre

HomEspLocAnn∂k
(|F | , Y ) et HomEsp∂k

(F, hY ) ,

pour tous F ∈ Esp∂k et Y ∈ EspLocAnn∂k . Se donner un morphisme de |F | vers Y , c’est se
donner une collection de morphismes compatibles

ϕx : Spec∂K −→Y
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pour tout x ∈ F (K). Donc, c’est se donner un morphisme de foncteurs F −→hY . �

Remarque. —– On peut aussi montrer que c’est une adjonction en construisant une unité et
une counité. C’est-à-dire, on construit deux transformations naturelles

η : IdEsp∂k
−→ (h− ◦ | · |) et ε : (| · | ◦ h−)−→ IdEspLocAnn∂k

.

Commençons par définir η. Soit donc F un k-espace algébro-différentiel quelconque. On veut
construire un morphisme

F −→h|F |.

Cela équivaut à chercher à définir une collection « compatible » d’applications

fR : F (R)−→h|F | (R)

pour toute k-algèbre différentielle R. Soit donc R une telle algèbre et p ∈ F (R). On veut
définir fR (p). Or, se donner un tel p, c’est exactement se donner un x = (R, p) ∈ points (F ).
On dispose alors d’une flèche canonique

ix : Spec∂R−→|F | ,

c’est-à-dire d’un élément ∈ h|F | (R), ce qu’on voulait. On laisse le lecteur vérifier que ces
applications sont compatibles et que cela définit bien une transformation naturelle η.

Définissons maintenant ε. Soit X un k-espace différentiellement localement annelé. On
veut construire un morphisme

|hX | −→X.

D’après la propriété universelle de la limite inductive, il suffit de définir une transformation
naturelle ΦhX −→X. Autrement dit, il suffit de définir, pour toute k-algèbre différentielle R
et pour p ∈ hX (R), un morphisme

Spec∂R−→X

et que cette donnée soit compatible. Or, se donner p ∈ hX (R), c’est exactement se donner
un tel morphisme. C’est ainsi qu’on définit ε. On laisse le lecteur vérifier que η et ε sont une
unité et une counité. ♦

11.2 Le foncteur des points h− est pleinement fidèle

Dans cette section, on continue l’étude comparative de Esp∂k et EspLocAnn∂k . On va
montrer que le foncteur des points h−, quand il est restreint à Sch∂k est pleinement fidèle.
Rappelons avant la définition de Sch∂k .

(11.2.1) Schémas avec champ de vecteurs : deux points de vue possibles. On dit
qu’un k-espace différentiellement localement annelé est un k-schéma avec k-champ de vec-
teurs s’il est localement isomorphe, en tant que k-espace différentiellement localement annelé,
à un espace du type Spec∂K, où K est une k-algèbre différentielle. De façon équivalente,
on peut voir un k-schéma avec champ de vecteurs comme un k-schéma X muni d’une k-
dérivation ∂ : OX −→OX de son faisceau structural.
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(11.2.2) La pleine fidélité. On a alors :

Proposition 11.2.1. Soit k un anneau différentiel. Alors, le foncteur

h− : Sch∂k −→Esp∂k

est pleinement fidèle.

Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant de recollement (qu’on a déjà
utilisé) :

Lemme 11.2.2. Soit k un anneau différentiel et soient X et Y deux k-espaces différentiellement
localement annelés. Soit (Vi)i∈I une base d’ouverts de X et soit (fi)i∈I une famille de mor-
phismes fi : Vi−→Y telle que

∀(i, j) ∈ I2, Vi ⊂ Vj =⇒ fi = fj |Vi .

Alors, il existe une unique f : X −→Y telle que ∀i ∈ I, f|Vi = fi.

Démonstration de la proposition. —– Soient donc X et Y deux k-schémas munis de champs
de vecteurs et soit

f : hX −→hY

un morphisme entre les deux foncteurs des points associés à X et à Y . On veut montrer
que f provient d’une unique application ϕ entre X et Y . Soit U un ouvert affine de X. Plus
précisément soit R une k-algèbre différentielle et soit ψ un isomorphisme entre Spec∂R et
U :

Spec∂R
ψg // U

� � i // X .

On obtient ainsi un morphisme i ◦ ψ : Spec∂R−→X, autrement dit, un élément de hX (R).
Si f provient d’un morphisme ϕ : X −→Y alors le diagramme suivant doit commuter

Spec∂R

f(i◦ψ)

55
ψ // U

i // X
ϕ // Y.

Autrement dit, on doit avoir
ϕ|U = f (i ◦ ψ) ◦ ψ−1.

Ainsi, à tout ouvert affine U de X, on associe un morphisme

ϕU : U −→Y.

égal à f (i ◦ ψ) ◦ ψ−1 (on vérifie, en utilisant que f est un foncteur, que le morphisme ϕU
ne dépend pas du choix de R ni du choix de ψ). Montrons que la collection de morphismes
(ϕU )U vérifie les hypothèses du lemme 11.2.2 : on pourra alors les recoller en un morphisme
« global » ϕ : X −→Y . Soient donc U et V deux ouverts affines de X tels que V ⊂ U . On
fixe les notations

Spec∂R
ψg // U

� � i // X

Spec∂R′
ψ′g // V

?�

j

OO .
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Soit g : R−→R′ le morphisme de k-algèbres différentielles qui correspond à j, via les
isomorphismes ψ et ψ′. Il permet de compléter le diagramme précédent en un diagramme
commutatif

Spec∂R
ψg // U

� � i // X

Spec∂R′

Spec∂g

OO

ψ′g // V
?�

j

OO .

On a ainsi :

ϕV = f (i ◦ j ◦ ψ′) ◦ ψ′−1

= f
(
i ◦ ψ ◦ Spec∂g

)
◦ ψ′−1

= f (i ◦ ψ) ◦ Spec∂g ◦ ψ′−1

= f (i ◦ ψ) ◦ ψ−1 ◦ j
= ϕU ◦ j.

Cela signifie exactement que ϕU |V = ϕV : le lemme s’applique donc et on peut conclure. �

11.3 Le cas affine

Maintenant, on en vient à la preuve du résultat attendu : l’équivalence entre les fonct-
∂-schémas et les schémas munis d’un champ de vecteurs. Comme on l’a expliqué dans l’in-
troduction, on montre d’abord l’équivalence entre les objets affines.

(11.3.1) La situation. On dispose des foncteurs suivants, qui forment des adjonctions :

(Alg∂k)op

ω3h−

~~}}}}}}}}}}}}}}}}}

Spec∂∈ω

##GGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

Esp∂k

O(−)∈∗

>>}}}}}}}}}}}}}}}}} h−∈ω //
EspLocAnn∂k

∗3O(−)

ccGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

|−|∈∗
oo

L’adjonction du côté gauche a été établie dans la proposition 9.3.3. L’adjonction du côté
droit a été mentionnée dans le paragraphe (3.3.3). Enfin, l’adjonction de la base est l’objet
de la proposition 11.1.3. Ce diagramme de catégories et les adjonctions dont on dispose
entre elles va nous servir dans la suite.

(11.3.2) Notations. Introduisons quelques notations. On considère d’abord la catégorie
des k-espaces algébro-différentiels représentables. On la note

PréFaiscrep
(

(Alg∂k)op
)
.

Pour éviter que le texte ne soit trop chargé, on notera cette catégorie

PréFaisc∂,rep
k .
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D’un autre côté, on note SchAff ∂
k la catégorie des k-schémas affines munis d’un champ

de vecteurs. La première chose à faire est de montrer que les foncteurs |−| et h− peuvent
être restreint à ces deux sous-catégories. Autrement dit, on veut montrer que si X est
représentable, alors |X| est affine, et que si S est affine, alors hS est représentable.

(11.3.3) Restriction de |−| et h− aux affines. Pour montrer qu’on peut bien restreindre
ces foncteurs aux objets affines, notre outil principal est la proposition suivante :

Proposition 11.3.1. Soit k un anneau différentiel. Alors,
(i) Les deux foncteurs

(Alg∂k)op
Spec∂ //

h− ''NNNNNNN
EspLocAnn∂k

Esp∂k
|−|

66mmmmmmmmm

sont isomorphes.
(ii) Les deux foncteurs

(Alg∂k)op

Spec∂ ))RRRRRRRR

h− // Esp∂k

EspLocAnn∂k
h−

66mmmmmmmmm

sont isomorphes.

Démonstration. —– Démontrons d’abord le point (i). Soit donc A une k-algèbre différentielle.
On veut construire, fonctoriellement, un isomorphisme entre |hA| et Spec∂A. Par définition,
on a

|hA| = colim−−−→(K,p)∈points(hA)
Spec∂K

= colim−−−→Hom
Alg∂

k
(A,K)

Spec∂K.

Montrons que cette limite inductive « est égale » à Spec∂A. Pour cela, il faut d’abord
construire, pour tout K ∈ Alg∂k et pour tout ϕ ∈ HomAlg∂k

(A,K), un morphisme

Spec∂K −→ Spec∂A,

ce qui est évident par fonctorialité de Spec∂ . Puis, il faut montrer que cet objet est universel :
si X est un k-espace localement différentiellement annelé, muni d’un collection compatible
de morphismes

ΦK,f : Spec∂K −→X

pour tout K ∈ Alg∂k et tout f ∈ HomAlg∂k
(A,K), alors on peut construire un unique

morphisme
Spec∂A−→X

factorisant ces ΦK,f . On vérifie facilement que cet unique morphisme est ΦA,Id : Spec∂A−→X.
Ceci prouve que Spec∂A est isomorphe à |hA| ; on vérifie facilement que cet isomorphisme
est fonctoriel. D’où l’assertion (i).
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Pour le point (ii) maintenant, il faut montrer qu’on a un isomorphisme fonctoriel entre
hSpec∂A et hA, pour tout A. Or,

hSpec∂A (R) = HomEspLocAnn∂k

(
Spec∂R,Spec∂A

)
' HomAlg∂k

(
A,O

(
Spec∂R

))
car (O(−),Spec∂) est une adjonction

' HomAlg∂k
(A,R)

= hA (R) .

D’où l’assertion (ii). �

Par conséquent, l’image par |−| d’un préfaisceau représentable est un schéma affine, et
le foncteur des points d’un schéma affine est représentable. Ainsi, on peut restreindre notre
couple de foncteurs (|−| , h−) peut être restreint en

PréFaisc∂,rep
k

|−| //
SchAff ∂

k
h−

oo .

D’après la proposition 2.4.8, on sait que (|−| , h−) est encore une adjonction.

(11.3.4) Équivalence entre les schémas affines munis d’un champ de vecteurs et
les k-espaces algébro-différentiels représentables. La proposition suivante améliore
cette assertion :

Proposition 11.3.2. Soit k un anneau différentiel. Alors,

PréFaisc∂,rep
k

|−| //
SchAff ∂

k
h−

oo

est une équivalence de catégories.

Démonstration. —– On est dans la situation suivante :

(Alg∂k)op

h−

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwww

Spec∂

""DDDDDDDDDDDDDDDDDD

PréFaisc∂,rep
k

O(−)

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww h− //
SchAff ∂

k

O(−)

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDD

|−|
oo

Par ailleurs, on sait que

Alg∂k
h− // PréFaisc∂,rep

k
O(−)

oo et Alg∂k
Spec∂ // SchAff ∂

k
O(−)

oo

sont des équivalences de catégories (cf. en particulier la proposition 9.3.4). De plus, on a
montré que les deux diagrammes

(Alg∂k)op
Spec∂ //

h− ))RRRRRRRR
SchAff ∂

k

PréFaisc∂,rep
k

|−|

55llllllll
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et

(Alg∂k)op

Spec∂ ((PPPPPPP

h− // PréFaisc∂,rep
k

SchAff ∂
k

h−

55llllllll

commutent à isomorphisme près. On est exactement dans les conditions du lemme 2.3.2,
qui nous dit que

PréFaisc∂,rep
k

|−| //
SchAff ∂

k
h−

oo

est une équivalence de catégories. �

11.4 Le cas quasi-affine

(11.4.1) Notations. Comme dans la section précédente, on introduit quelques notations.
D’abord, On considère la catégorie des k-schémas quasi-affines. C’est la sous-catégorie pleine
de EspLocAnn∂k formée des objets isomorphes à des ouverts de schémas affines. On la note

SchQuasiAff ∂
k .

De même, on considère la catégorie des k-espaces algébro-différentiels quasi-affines. On la
note

PréFaiscquasi-aff
(

(Alg∂k)op
)
.

Pour éviter que le texte ne soit trop chargé, on la notera aussi

PréFaisc∂,quasi-aff
k .

C’est la sous-catégorie pleine de Esp∂k dont les objets sont isomorphes aux préfaisceaux du
type

(
diff-SpecA

)
I
, pour A ∈ Alg∂k et I idéal de A.

(11.4.2) La nouvelle situation. Dans la section précédente, ce qui nous a beaucoup aidé
à montrer l’équivalence voulue était l’existence des adjonctions

(Alg∂k)op

ω3h−

~~}}}}}}}}}}}}}}}}}

Spec∂∈ω

##GGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

Esp∂k

O(−)∈∗

>>}}}}}}}}}}}}}}}}} h−∈ω //
EspLocAnn∂k

∗3O(−)

ccGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

|−|∈∗
oo

qui se restreignaient à des équivalence sur les objets affines. Dans notre nouvelle situation,
on ne va pas pouvoir trouver une catégorie « algébrique » C qui puisse prendre la place
de (Alg∂k)op. Néanmoins, on va pouvoir s’approcher un tant soit peu de cette situation. On
note Ck la catégorie définie par :

a) les objets de Ck sont les couples (A, I) où A est une k-algèbre différentielle et où I
est un idéal de A ;
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b) si (A, I) et (B, J) sont de tels objets, on pose

HomCk ((A, I) , (B, J)) =
{
ϕ ∈ HomAlg∂k

(A,B) | ϕ (I) ⊃ J
}
.

On a alors des foncteurs de Ck
op dans Esp∂k et dans EspLocAnn∂k , définis comme on

l’imagine :

— Un premier foncteur diff-Spec : Ck
op−→Esp∂k défini sur les objets par

diff-Spec (A, I) =
(
diff-SpecA

)
I
.

— Un second foncteur Spec∂ : Ck
op−→EspLocAnn∂k , qui à un couple (A, I) associe

l’ouvert de Spec∂A associé à l’idéal I, muni du champ de vecteurs induit.

On est donc dans la situation :

Ck
op

diff-Spec

wwnnnnnnnnnnnnn
Spec∂

))SSSSSSSSSSSSSSS

Esp∂k
h−∈ω // EspLocAnn∂k
|−|∈∗

oo

.

On va maintenant montrer que les foncteurs |−| et h− peuvent être restreints aux objets
quasi-affines.

(11.4.3) Restriction du foncteur |−| aux préfaisceaux quasi-affines. On a :

Proposition 11.4.1. Les deux foncteurs, de Ck
op dans Esp∂k ,

Ck
op Spec∂ //

diff-Spec **UUUUUUUUUUUU EspLocAnn∂k

Esp∂k
|−|

33gggggggggggg

sont isomorphes.

Démonstration. —– Soient donc A une k-algèbre différentielle et I un idéal de A. On veut
construire, fonctoriellement, un isomorphisme entre

∣∣diff-Spec (A, I))
∣∣ et Spec∂ (A, I). Par

définition, on a ∣∣diff-Spec (A, I)
∣∣ = colim−−−→

(K,p)∈
points( diff-Spec (A,I))

Spec∂K

= colim−−−→
ϕ∈Hom

Alg∂
k

(A,K)

(ϕ(I))=K

Spec∂K

Montrons que cette limite inductive « est égale » à Spec∂ (A, I). Pour cela, il faut d’abord
construire, pour tout K ∈ Alg∂k et pour tout φ ∈ HomAlg∂k

(A,K) vérifiant (φ (I)) = K, un
morphisme

Spec∂K −→ Spec∂ (A, I) .

D’abord, par fonctorialité, on a bien un morphisme f : Spec∂K −→ Spec∂A. Il s’agit donc
de montrer que ce morphisme « tombe » dans l’ouvert défini par I, mais c’est ce qu’on a
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expliqué dans le paragraphe (10.3.2). Ainsi, le morphisme Spec∂K −→ Spec∂ (A, I) est bien
défini. Par ailleurs, il est clair que cette collection de morphismes est bien compatible.

Maintenant, il faut montrer que cet objet est universel : si X est un k-espace localement
différentiellement annelé, muni d’un collection compatible de morphismes

ΦK,f : Spec∂K −→X

pour tout K ∈ Alg∂k et tout f ∈ HomAlg∂k
(A,K) vérifiant (f (I)) = K, alors on peut

construire un unique morphisme Spec∂ (A, I)−→X. Pour obtenir ce morphisme, il suffit de
considérer pour tout f ∈ A le morphisme if : A−→Af . On a bien

if ∈
(
diff-SpecA

)
I

(Af ) ,

de sorte qu’on dispose d’un morphisme

ΦAf ,if : Spec∂Af −→X.

Ce morphisme peut aussi être vu comme

Φf : D(f)−→X.

Puisque ces morphismes se recollent (comme on le vérifie en considérant deux élément
f, g ∈ I et leur produit fg), et comme les D(f) pour f ∈ I forment un recouvrement
de Spec∂ (A, I), on peut ainsi construire un morphisme

Spec∂ (A, I)−→X.

Cette construction montre de plus qu’un tel morphisme Spec∂ (A, I)−→X qui factorise les
ΦK,f est unique. Ainsi, on a bien∣∣diff-Spec (A, I)

∣∣ = colim−−−→ϕ∈Hom
Alg∂

k
(A,K)

(ϕ(I))=K

Spec∂K.

Comme cet isomorphisme est fonctoriel, on obtient l’isomorphisme entre foncteurs attendu.
�

(11.4.4) Restriction du foncteur h− aux schémas quasi-affines munis d’un champ
de vecteurs. Montrons maintenant que le foncteur des points d’un quasi-affine est quasi-
affine :

Proposition 11.4.2. Les deux foncteurs, de Ck
op dans Esp∂k ,

Ck
op

diff-Spec
//

Spec∂ ++WWWWWWWWWWWW Esp∂k

EspLocAnn∂k
h−

33gggggggggggg

sont isomorphes.

Démonstration. —– Soient A une k-algèbre différentielle et I un idéal de A. On cherche
cette fois-ci un isomorphisme (fonctoriel) entre hSpec∂(A,I) et diff-Spec (A, I). Or, ce qu’on
a expliqué dans le paragraphe (10.3.2) peut se formuler

hSpec∂(A,I) (K) '
{
φ ∈ HomAlg∂k

(A,K) | (φ (I)) = K
}
,

pour tout k-algèbre différentielle K, ce qui est exactement ce qu’on voulait. �
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(11.4.5) Équivalence entre les objets quasi-affines. D’après ce qui précède, et d’après
la proposition 2.4.8, l’adjonction

Esp∂k
|−| //

EspLocAnn∂k
h−

oo

peut donc être restreinte en une adjonction

PréFaisc∂,quasi-aff
k

|−| //
SchQuasiAff ∂

k
h−

oo .

On veut montrer qu’il s’agit en fait d’une équivalence de catégories. Pour ce faire, on va
utiliser le lemme suivant de théorie des catégories, qu’on a démontré dans le paragraphe
(2.4.7), et dont on rappelle ici l’énoncé :

Lemme 11.4.3. Soit

C
F∈∗ //

D
G∈ω

oo

une adjonction dont on note η : IdC −→GF et ε : FG−→ IdD l’unité e et la la counité. Soit
E une troisième catégorie et soient

E
g

$$HHHHHH
f

zzvvvvvv

C D

deux foncteurs essentiellement surjectifs. On suppose de plus qu’on a

φ : F ◦ f −→ g et ψ : G ◦ g−→ f

deux isomorphismes de foncteurs faisant commuter les diagrammes

G ◦ F ◦ f
Gφ // G ◦ g

ψ
yyssssssssss

f

ηf

OO
et

F ◦G ◦ g
εg

��

Fψ // F ◦ f

φ
yysssssssssss

g

.

Alors, (F,G) est une équivalence de catégories.

Proposition 11.4.4. Soit k un anneau différentiel. Alors,

PréFaisc∂,quasi-aff
k

|−| //
SchQuasiAff ∂

k
h−

oo

est une équivalence de catégories.

Démonstration. —– On applique le lemme précédent avec les données :

• pour les catégories : C = PréFaisc∂,quasi-aff
k , D = SchQuasiAff ∂

k et E = Ck
op ;

• pour les foncteurs : F est le foncteur |−| de réalisation géométrique et G est h− le
foncteur des points ;



308 Équivalence des deux points de vue

• pour les morphismes de foncteurs η et ε, on renvoie à la construction de l’adjonction
(|−| , h−) ; on précisera dans la démonstration ce qu’est η.

Attardons-nous un peu sur les foncteurs f et g, ainsi que sur les isomorphismes φ et ψ,
qu’on vient de définir dans les propositions 11.4.1 et 11.4.2. Si (A, I) est un objet de Ck

op,
on note UA,I l’ouvert de Spec∂A défini par l’idéal I. Avec ces notations, le foncteur g est

g :
Ck

op // SchQuasiAff ∂
k

(A, I) � // UA,I

et, le foncteur f est

f :
Ck

op // PréFaisc∂,quasi-aff
k

(A, I) � // (diff-SpecA
)
I

.

Par définition, ces deux foncteurs sont bien essentiellement surjectifs. Venons-en aux mor-
phismes de foncteurs φ et ψ. Tout simplement, pour φ, il s’agit de la famille des

φ(A,I) :
∣∣∣(diff-SpecA

)
I

∣∣∣−→UA,I ,

tels que définis dans la proposition 11.4.1 — et de même pour ψ.

Pour que le lemme s’applique, on doit vérifier que les deux diagrammes commutent.
Faisons-le pour le premier diagramme :

G ◦ F ◦ f
Gφ // G ◦ g

ψ
yyssssssssss

f

ηf

OO
.

Les objets de ce diagramme sont des foncteurs de Ck
op dans PréFaisc∂,quasi-aff

k . Soit donc
(A, I) un objet de Ck

op. Ce qu’on veut vérifier est la commutativité de

h|(diff-SpecA)
I
|

h−◦φ // hUA,I

ψ
vvllllllllllllllll

(
diff-SpecA

)
I

η
OO

.

Soit donc K un objet de Alg∂k . On veut vérifier la commutativité de

h|(diff-SpecA)
I
| (K)

h−◦φ // hUA,I (K)

ψtthhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

{
u ∈ HomAlg∂k

(A,K) | (u (I)) = K
}η

OO
.

Fixons u ∈ HomAlg∂k
(A,K) tel que (u (I)) = K. L’image de u par η est le morphisme

canonique
iu : Spec∂K −→

∣∣∣(diff-SpecA
)
I

∣∣∣ ,
donné par la limite inductive. L’image par φ de ce morphisme est le morphisme

j : Spec∂K −→
∣∣∣(diff-SpecA

)
I

∣∣∣−→UA,I ,
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qui est le morphisme correspondant à u ∈ HomAlg∂k
(A,K). Enfin, l’image par ψ de j est le

morphisme u. Donc, le diagramme commute.

On montre de même que l’autre diagramme commute. Ainsi, le lemme s’applique et
montre que

PréFaisc∂,quasi-aff
k

|−| //
SchQuasiAff ∂

k
h−

oo

est une équivalence de catégories, ce qu’on voulait. �

(11.4.6) Image des immersions ouvertes par les foncteurs h− et |−|. Avant de
continuer notre programme pour démontrer l’équivalence de catégories dans le cas général,
on démontre dans ce paragraphe que les foncteurs h− et |−| transforment les immersions
ouvertes en immersions ouvertes, dans le cas où le but de ces immersions est affine ou
représentable. On commence par :

Lemme 11.4.5. Soit k un anneau différentiel. Soit A une k-algèbre différentielle et soit
UA,I l’ouvert de SpecA, défini par l’idéal I. Alors, le morphisme

hUA,I −→hSpec∂A

est une immersion ouverte. Plus précisément, c’est une immersion ouverte isomorphe à(
diff-SpecA

)
I
−→hA.

Démonstration. —– Tout a été déjà dit : si K est une k-algèbre différentielle, un élément
x ∈ hUA,I (K) correspond à un morphisme ϕ : A−→K tel que ϕ (I) engendre K en tant
qu’idéal. Ce morphisme ϕ est envoyé dans hA (K) par l’inclusion. �

Lemme 11.4.6. Soit A une k-algèbre différentielle et soit I un idéal de A, définissant
l’immersion ouverte

(
diff-SpecA

)
I
−→hA. Alors, le morphisme∣∣∣(diff-SpecA

)
I

∣∣∣−→|hA|
est une immersion ouverte. Plus précisément, c’est une immersion ouverte isomorphe à

UA,I −→ Spec∂A.

Démonstration. —– En effet, le morphisme
∣∣∣(diff-SpecA

)
I

∣∣∣−→|hA|, via les identifications

∣∣∣(diff-SpecA
)
I

∣∣∣ ' UA,I et |hA| ' Spec∂A,

correspond au morphisme qui envoie l’ouvert D(f) de UA,I dans Spec∂A, pour tout f ∈ I.
�
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11.5 La réalisation géométrique d’un fonct-∂-schéma est

un schéma muni d’un champ de vecteurs

On montre dans cette partie que le foncteur |−| : Esp∂k −→EspLocAnn∂k peut être
restreint en un foncteur

|−| : fonct-∂-Schk −→Sch∂k .

Il suffit de montrer que l’image par |−| d’un fonct-∂-schéma est un schéma muni d’un
champ de vecteurs. Soit donc X ∈ fonct-∂-Schk un tel objet. D’après ce qu’on a dit au
paragraphe (10.5.2), on peut trouver une famille de k-algèbres différentielles Ai, des im-
mersions ouvertes hAi −→X et des faisceaux Ui,j , avec des immersions ouvertes Ui,j −→hAi
et Ui,j −→hAj , telles que le morphisme

colim
( ∐

i,j Ui,j
//
//
∐
i hAi

)
−→X

est un isomorphisme (3). Or, le foncteur |−| ∈ ∗ (h−) : c’est un foncteur admettant un
adjoint à droite. Donc, il commute avec les colimites. Mais, la colimite que l’on considère est
calculée dans Faisc∂Zar,k et non dans PréFaisc

(
(Alg∂k)op

)
; et, le foncteur h− est à valeurs

dans PréFaisc ; donc, pour l’instant, on ne pas conclure.

(11.5.1) Le foncteur des points est un faisceau. Pour conclure, il faudrait que l’ad-
jonction qu’on ait soit :

Faisc∂Zar,k

|−|∈∗ //
EspLocAnn∂k .

h−∈ω
oo

Pour obtenir cette adjonction, en vertu de la proposition 2.4.8, il suffit de montrer que
le foncteur des points hX d’un espace différentiellement localement annelé est un faisceau
Zariski. C’est l’objet de la proposition qui suit.

Proposition 11.5.1. Soit k un anneau différentiel et soit X un k-espace différentiellement
localement annelé. Alors, le préfaisceau hX ∈ Esp∂k est un faisceau pour la prétopologie de
Zariski.

Démonstration. —– Soit X un tel espace. Soit A ∈ Alg∂k soit (fi)i une famille d’éléments
de A qui l’engendre (en tant que A-module). Il suffit, en vertu de la proposition 10.1.4 de
montrer que la suite

hX (A) // ∏
i∈I hX (Afi)

//
//
∏
i,j∈I hX

(
Afi·fj

)
est un égalisateur. C’est bien le cas, car se donner un morphisme de Spec∂A dans X, c’est
la même chose que se donner une famille de morphismes Spec∂Afi −→X qui cöıncident sur
les Spec∂Afifj . �

(3)C’est-à-dire : au lieu de revenir à la definition d’un fonct-∂-schéma, on peut d’emblée voir X comme la
colimite

X = colim

„ ‘
i,j Ui,j

//
//
‘
i hAi

«
,

où toutes les flèches qui interviennent, et en particulier, celles de hAi vers X, sont des immersions ouvertes.
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(11.5.2) Retour au problème initial. Ainsi, on dispose bien d’une adjonction

Faisc∂Zar,k

|−|∈∗ //
EspLocAnn∂k .

h−∈ω
oo

Puis, partant de X un fonct-∂-schéma, on se donne les k-algèbres différentielles Ai, les
immersions ouvertes hAi −→X et les ouverts Ui,j , tels que le morphisme

colim
( ∐

i,j Ui,j
//
//
∐
i hAi

)
−→X

soit un isomorphisme. Cette fois-ci, on peut bien invoquer l’argument qu’un foncteur admet-
tant un foncteur adjoint à droite commute aux colimites (la proposition 2.5.3) : le morphisme

colim
( ∣∣∣∐i,j Ui,j

∣∣∣ //
// |
∐
i hAi |

)
−→|X|

est un isomorphisme. En réappliquant cet argument aux coproduits qui apparaissent dans
ce diagramme, on obtient que

colim
( ∐

i,j |Ui,j |
//
//
∐
i |hAi |

)
−→|X|

est un isomorphisme. Or, on a vu dans les paragraphes précédent que les |Ui,j | −→ |hAi |
sont des immersions ouvertes (c’est le lemme 11.4.5) et que les |hAi | sont isomorphes aux
Spec∂Ai (c’est la proposition 11.3.1). Ainsi, on est ramené au problème suivant : soient (Ai)i
une famille de k-algèbre différentielles et soit pour tous i, j un k-espace différentiellement
localement annelé Vi,j , muni de deux immersions ouvertes

Vi,j −→ Spec∂Ai et Vi,j −→ Spec∂Aj .

Est-ce que la colimite de ∐
i,j Vi,j

//
//
∐
i Spec∂Ai

est un schéma, muni d’un k-champ de vecteurs ? La réponse est oui, car cette colimite peut
être calculée facilement : il s’agit du recollement des Spec∂Ai le long des ouverts Vi,j : il
s’agit bien d’un schéma, muni d’un k-champ de vecteurs. Ainsi, on a prouvé :

Proposition 11.5.2. Soit k un anneau différentiel. Soit X un fonct-∂-schéma. Alors, la
réalisation géométrique |X| de X est un schéma muni d’un k-champ de vecteurs.

11.6 Le foncteur des points d’un schéma muni d’un champ

de vecteurs est un fonct-∂-schéma

On s’intéresse maintenant au sens réciproque de cette restriction d’adjonction. Soit donc
k un anneau différentiel, et soit X un k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs. On veut
montrer que hX est un k-fonct-∂-schéma. Comme X est un k-schéma muni d’un k-champ de
vecteurs, on peut trouver des k-algèbres Spec∂Ai, des immersions ouvertes Spec∂Ai−→X

telles que le morphisme ∐
i

Spec∂Ai−→X
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soit un épimorphisme. Appliquons le foncteur h− à ce morphisme. On obtient un morphisme

h‘
i Spec∂Ai −→hX .

Pour montrer que hX est bien un k-fonct-∂-schéma, on va procéder en trois étapes :

1. D’abord, on va montrer que

h‘
i Spec∂Ai '

∐
i

hSpec∂Ai .

Comme on sait par ailleurs, grâce à la proposition 11.3.1, que hSpec∂Ai est isomorphe
à hAi , on aura donc un morphisme∐

i

hAi −→hX .

2. Ce morphisme est induit par une famille de morphismes hAi −→hX . La deuxième
étape de notre démonstration consistera à montrer que ces morphismes sont des im-
mersions ouvertes.

3. Enfin, on montrera que
∐
i hAi −→hX est un épimorphisme.

Cela suffira à montrer que hX est bien un k-fonct-∂-schéma, car c’est exactement la
définition d’un fonct-∂-schéma. Allons-y !

(11.6.1) Premier point : le foncteur h− commute aux coproduits pour les objets
affines. On déduit ce premier point d’un lemme plus général, qui nous servira par la suite.

Lemme 11.6.1. Soit k un anneau différentiel. Soient Ai des k-algèbres différentielles et,
pour tous i, j, soit Ui,j un k-espace localement différentiellement annelé, muni de deux im-
mersions ouvertes

Ui,j −→ Spec∂Ai et Ui,j −→ Spec∂Aj .

Alors,

h

(
colim

( ∐
i,j Ui,j

//
//
∐
i Spec∂Ai

))
= colim

( ∐
i,j h (Ui,j)

//
//
∐
i h
(

Spec∂Ai
) )

dans Fais∂Zar,k.

Remarques. —– Dans l’énoncé qui précède, on a noté h(X) au lieu de hX , pour les différents
X ∈ EspLocAnn∂k qui apparaissent, afin de rendre le résultat plus lisible.

— Autrement dit, le foncteur h− commute à certaines colimites particulières : les co-
noyaux X1

//
// X0 où X0 est un coproduit d’objets affines, et les deux flèches X1−→X0

sont induites par une collection d’immersions ouvertes. On sait déjà que h−, en tant que
foncteur admettant un adjoint à gauche, commute aux limites.
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— Voyons comment on peut déduire le résultat qui nous intéresse du lemme. Soit (Ai)i
une famille de k-algèbre différentielles. On applique le lemme avec les ouverts Ui,j := ∅. On
obtient :

h

(∐
i

Spec∂Ai

)
= h

(
colim

( ∐
i,j ∅ //

//
∐
i Spec∂Ai

))
= colim

( ∐
i,j h (∅) //

//
∐
i h
(

Spec∂Ai
) )

= colim
( ∐

i,j ∅ //
//
∐
i h
(

Spec∂Ai
) )

=
∐
i

h
(

Spec∂Ai
)
,

ce qu’on voulait. ♦

Démonstration du lemme 11.6.1. —– On garde les notations de l’énoncé. La colimite

colim
( ∐

i,j Ui,j
//
//
∐
i Spec∂Ai

)
,

comme on l’a déjà remarqué, est le schéma (défini au-dessus de k, avec un k-champ de
vecteurs) obtenu par recollement des Spec∂Ai le long des ouverts Ui,j . Notons X ce schéma.
Ce qu’on veut montrer est que le foncteur des points de X, qu’on note ici h(X) est la colimite

colim
( ∐

i,j h (Ui,j)
//
//
∐
i h
(

Spec∂Ai
) )

.

Soit donc F , un faisceau Zariski, muni d’une flèche

f :
∐
i

h
(

Spec∂Ai
)
−→F

qui fasse commuter le diagramme∐
i,j h (Ui,j)

//
//
∐
i Spec∂h (Ai) // F .

On veut montrer que cette flèche f se factorise uniquement par∐
i

h
(

Spec∂Ai
)
−→h(X).

Ainsi, on veut construire un morphisme

hX −→F.

Soit donc R une k-algèbre différentielle. On va définir le morphisme hX (R)−→F (R), en uti-
lisant le fait que F est un faisceau. Soit donc ϕ ∈ hX (R) ; c’est-à-dire, soit ϕ : Spec∂R−→X

un morphisme. Dans le paragraphe (11.6.3), sous les mêmes hypothèses, on prouvera que∐
i

h
(

Spec∂Ai
)
−→h (X)

est un épimorphisme. On prouvera même, plus précisément, que l’on peut trouver un recou-
vrement {R−→Rg`}`∈L de R tel que, pour tout `, le morphisme

ϕ` : Spec∂Rg` −→ Spec∂R−→X
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tombe dans un ouvert Spec∂Ai de X. Pour ` ∈ L, notons i(`) ∈ I un indice tel le morphisme
ci-dessus tombe dans Spec∂Ai(`). Ensuite, grâce au morphisme

f :
∐
i

h
(

Spec∂Ai
)
−→F

qu’on s’est donné, on envoie ces morphismes ϕ` dans F (Rg`). On note x` ces éléments : on
a donc une famille

(x`)` ∈
∏
`

F (Rg`) .

On veut montrer qu’on peut reconstruire à partir de cette famille (x`)` un élément x ∈ F (R).
Comme F est un faisceau, il suffit de vérifier que les x` se recollent. Soient donc `1 et `2 deux
indices. Les deux restrictions x`1 |`1,`2 et x`2 |`1,`2 , sont les images par f des deux morphismes

Spec∂Rg`1 ·g`2
// Spec∂Rg`1

ϕ`1 // X

et Spec∂Rg`1 ·g`2
// Spec∂Rg`2

ϕ`2 // X

Comme ces deux morphismes sont en fait les images du même morphisme

Spec∂Rg`1 ·g`2 −→Ui(`1),i(`2)

par les deux flèches ∐
i,j h (Ui,j)

//
//
∐
i Spec∂h (Ai)

et comme F égalise ces deux flèches, on a bien que x`1 |`1,`2 = x`2 |`1,`2 , dans X(Rg`1 ·g`2 ).
Comme F est un faisceau, on peut reconstruire un x ∈ F (R). Ainsi, on a construit un
morphisme

hX −→F.

On vérifie ensuite qu’il vérifie les bonnes propriétés (c’est une factorisation) et qu’il est
unique. �

(11.6.2) Deuxième point : le foncteur h− préserve les immersions ouvertes. Le
point 2. du plan de notre preuve est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 11.6.2. Soit k un anneau différentiel, soit X un k-schéma muni d’un k-champ
de vecteurs. Soit U −→X une immersion ouverte. Alors, le morphisme

hU −→hX ,

dans Fais∂Zar,k, est une immersion ouverte.

Démonstration. —– On garde les notations de l’énoncé. La première chose à montrer est que
le morphisme hU −→hX est un monomorphisme. Or, comme U −→X est une immersion
ouverte (en tant qu’espaces annelés), il est facile de voir que c’est un monomorphisme. Par
ailleurs, comme h− admet un adjoint à gauche, d’après la proposition 2.4.10, il envoie les
monomorphismes sur les monomorphismes. Donc,

hU −→hX

est un monomorphisme (dans PréFaisc ou dans Faisc, c’est pareil).
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Soit donc A une k-algèbre différentielle et soit ϕ : hA−→hX un morphisme. Rappelons
qu’on cherche un idéal I de A et un morphisme qui fasse de(

diff-SpecA
)
I

��

// hA

��
hU // hX

un carré cartésien. Rappelons aussi, pour lever toute confusion, que les deux notations hA
et diff-SpecA représentent le même objet. Or, on a vu dans la proposition 11.2.1 que le
foncteur

h− : Sch∂k −→Esp∂k
est pleinement fidèle. Comme par ailleurs, les objets hA et hSpec∂A sont isomorphes, cela veut
dire que la flèche hA−→hX provient d’un morphisme Spec∂A−→X de Sch∂k . Considérons-le
dans le diagramme

Spec∂A

��
U // X

.

Ce diagramme peut être complété en un diagramme cartésien :

V

��

//

�

Spec∂A

��
U // X

.

Or, on sait que les changements de base préservent les immersions ouvertes (cf. par exemple
[EGAI, Corollaire (4.3.2)]) : ainsi, le morphisme du haut est une immersion ouverte. On
peut donc écrire ce dernier diagramme

UA,I

��

//

�

Spec∂A

��
U // X

,

où I est un idéal de A. Maintenant, on souhaite appliquer le foncteur h− à ce diagramme.
Comme h− admet un adjoint à gauche, il commute aux limites ; donc, le diagramme

hUA,I

��

//

�

hSpec∂A

��
hU // hX

est cartésien. Enfin, compte tenu du fait que le foncteur h− transforme les morphismes
UA,I −→ Spec∂A en les morphismes (isomorphes à)

(
diff-SpecA

)
I
−→ diff-SpecA, comme

on l’a montré dans la proposition 11.4.5, on obtient donc un carré cartésien(
diff-SpecA

)
I

��

//

�

hA

��
hU // hX

.

Ainsi, on a bien montré que hU −→hX est une immersion ouverte. �
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(11.6.3) Troisième point : le morphisme
∐
i hAi −→hX est un épimorphisme. Rap-

pelons que X est un k-schéma, muni d’un k-champ de vecteurs, et que X est recouvert par
les Spec∂Ai. Pour montrer que ∐

i

hAi −→hX ,

est un épimorphisme, on utilise le critère donné par la proposition 2.6.5. Soit donc B une
k-algèbre différentielle, et soit ϕ ∈ hX (B) : ϕ est un morphisme Spec∂B−→X. On veut
montrer qu’il existe un recouvrement

{B−→Bfi}i
de B tel que pour tout i, le morphisme Spec∂Bfi −→X se factorise par

∐
i Spec∂Ai−→X.

Ce n’est pas compliqué à voir ; voici comment on peut procéder :

a) D’abord, on considère Ui l’image inverse de Spec∂Ai dans Spec∂B par ϕ. Comme
Spec∂Ai est un ouvert de X, Ui est un ouvert de Spec∂B.

b) Chacun de ces ouverts Ui peut être recouvert par une famille d’ouverts distingués.
On note (fj(i))j une famille d’éléments de B tels que les D(fj(i))j recouvre Ui

c) Comme les Ui recouvrent Spec∂B, la famille{
B−→Bfj(i)

}
i,j

est un recouvrement de B.
d) Considérons maintenant la restriction du morphisme ϕ à Spec∂Bfj(i). Cela veut dire

que l’on regarde le morphisme composé

ϕi,j : Spec∂Bfj(i)−→ Spec∂B−→ Spec∂X.

On veut montrer qu’il se factorise par
∐
i Spec∂Ai−→X. C’est simple à voir car,

par construction, le morphisme Spec∂Bfj(i)−→ Spec∂B tombe dans Ui et donc, le
morphisme

Spec∂Bfj(i)−→ Spec∂X

tombe dans Spec∂Ai. Donc, on peut factoriser le morphisme ϕi,j par Spec∂Ai−→X,
donc en particulier par

∐
i Spec∂Ai−→X.

Ainsi,
∐
i hAi −→hX est bien un épimorphisme.

(11.6.4) Conclusion. Ainsi, on a montré :

Proposition 11.6.3. Soit k un anneau différentiel et soit X un schéma muni d’un k-champ
de vecteurs. Alors, le foncteur des points de X, hX , est un k-fonct-∂-schéma.

11.7 Le cas général

(11.7.1) Introduction : la situation dans laquelle on se trouve. On vient de voir,
dans les deux sections précédentes, que les foncteurs |−| et h− envoient schémas sur schémas.
Par conséquent, compte tenu de la proposition 2.4.8, qui dit la restriction d’une adjonction
est encore une adjonction, on a une adjonction

fonct-∂-Schk
|−| //

Sch∂k
h−

oo .

On veut montrer que c’est un équivalence de catégories.
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(11.7.2) Le théorème et sa démonstration. On peut enfin en venir au résultat annoncé.

Théorème 11.7.1. Soit k un anneau différentiel. Alors,

fonct-∂-Schk
|−| //

Sch∂k
h−

oo .

est une équivalence de catégories.

Démonstration. —– On dispose, comme on l’a vu lors de la construction de l’adjonction

Esp∂k
|−| //

EspLocAnn∂k
h−

oo

dans le paragraphe (11.1.4), de deux morphismes (l’unité et la counité de l’adjonction)

ηF : F −→h|F | et εX : |hX | −→X

pour F ∈ Esp∂k etX ∈ EspLocAnn∂k . Montrer que l’adjonction considérée est une équivalence
de catégories, c’est exactement montrer que lorsque F est un k-fonct-∂-schéma, ηF est un
isomorphisme et que, lorsque X est un k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs, εX est
aussi un isomorphisme.

Soit donc F , pour commencer, un k-fonct-∂-schéma. Comme on l’a vu dans le paragraphe
(10.5.2), on peut voir F comme la colimite suivante :

colim
(∐

i,j Ui,j
//
//
∐
i hAi

)
∼ // F.

Comme |−| admet un adjoint à droite, il commute aux colimites. Ainsi, comme on l’a déjà
dit, on a donc :

colim
(∐

i,j |Ui,j |
//
//
∐
i |hAi |

)
∼ // |F | .

Appliquons maintenant le foncteur h−, qu’on note pour l’occasion h (−), à cette colimite.
Compte tenu du lemme 11.6.1, on a

colim
(∐

i,j h (|Ui,j |)
//
//
∐
i h (|hAi |)

)
∼ // h (|F |) .

Enfin, pour conclure, on utilise les propositions 11.3.2 et 11.4.4, qui disent que |−| et h(−)
constituent une équivalence de catégories pour les objets affines et quasi-affines : pour tous
i, j, les morphismes

ηUi,j : Ui,j −→h (|Ui,j |) et ηhAi : hAi −→h (|hAi |)

sont des isomorphismes. Ainsi, dans le diagramme commutatif

colim
(∐

i,j Ui,j ⇒
∐
i hAi

) g //

˜ ηcolim
��

F

ηF

��
colim

(∐
i,j h (|Ui,j |)⇒

∐
i h (|hAi |)

) g // h (|F |)

,
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on vient de montrer que toutes les flèches sont des isomorphismes, sauf pour ηF ; donc, ηF
est un isomorphisme, ce qu’on voulait montrer.

Passons maintenant à la counité. Soit X un k-schéma muni d’un k-champ de vecteurs.
Considérons le morphisme

εX : |h (X)| −→X.

On applique h(−) à ce morphisme. On obtient h (|h(X)|)−→hX . Puis, d’après les axiomes
de l’unité et de la counité, le morphisme composé

h (X)
ηh(X) // h (|h (X)|)

h(εX) // h (X)

est l’identité de hX . Par ailleurs, on vient de voir que ηh(X) est un isomorphisme. Donc,
h (εX) est un isomorphisme. Or, d’après la proposition 11.2.1, le foncteur h− est pleinement
fidèle. Donc, εX est un isomorphisme, ce qu’on voulait démontrer. �
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[Car78] G. Carrà – « Sullo spettro differenziale di un anello differenziale », Matema-
tiche (Catania) 33 (1978), no. 1, p. 1–17 (1980).



320 Bibliographie

[Cas72] P. J. Cassidy – « Differential algebraic groups », Amer. J. Math. 94 (1972),
p. 891–954.
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[CF90] G. Carrà Ferro, « Kolchin schemes », J. Pure Appl. Algebra 63 (1990), no. 1,
p. 13–27.

[CS07] P. J. Cassidy & M. F. Singer – « Galois theory of parameterized differential
equations and linear differential algebraic groups », in Differential equations
and quantum groups, IRMA Lect. Math. Theor. Phys., vol. 9, Eur. Math. Soc.,
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Carré cartésien . . 17, 37, 38, 41, 42, 60, 247,

249, 272, 274–276, 280
Catégorie des faisceaux au-dessus d’un site

16, 60, 62, 278, 289
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Cocomplète (catégorie) . . . . . . . . . . . . . 51, 294
Colimite 51, 61, 62, 108, 160, 161, 164, 200,

201, 247, 280, 282, 294, 298, 302
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Dynamique propre (schéma sans) . . . . . . . 12,

124–125

E
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Équivariant (morphisme) . . . . . . . . . . . . . . 236
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Relations algébriques (idéal des) . . . . . . . 231

S
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